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0.1 Introduction

La notion d’ordre flou a été initiée par L. A. Zadeh en 1965 [24]. Dans ce document
fondateur (Fuzzy sets) il a défini la notion d’ordre flou en généralisant les notions
de réflexivité, I'antisymétrie et la transitivité classique. Depuis lors, la théorie de
lordre flou a été développée par plusieurs auteurs [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 15, 19, 20].
Récemment, A. Stouti a introduit en 2003 [19], la notion d’ordre a-flou et a donné
quelques exemples des ensembles ordonnés a-flous dans le cas fini. Ainsi L. Zedam
et A. stouti dans en 2010 [21] sont établis des résultats qui permettent de construire
de nouvelles relations d’ordres a-flous & partir des relations d’ordres classiques. En
suite, ils ont donnés des résultats concernant la compatibilité des relations d’ordres
a-flous définis sur les espaces vectoriels réels. En outre, la caractérisation d’une sous-
catégorie des ordres a-flous qui sont compatibles avec I'addition et la multiplication

usuelle sur la droite réelle.

Le but de ce mémoire est d’étudier ’existence des extensions linéaires d’une

famille d’ordres a-flous.

Ce travail est réparti en trois chapitres.

Dans le premier chapitre on rappelle des notions relatives aux ensembles classiques

est aux sous-ensembles flous ainsi aux relations classiques et floues.

Dans le deuxiéme chapitre nous étudions les ordres a-flous. On débute par la
présentation des résultats qui permettent de construire de nouvelles relations d’ordres
a-flous & partir des relations d’ordres classiques. En suite, les résultats concernant

la compatibilité des relations d’ordres a-flous définis sur les espaces vectoriels réels.



En outre, la caractérisation d’une sous-catégorie des ordres linéaires a-flous qui sont

compatibles avec ’addition et la multiplication usuelle sur la droite réelle.

Dans le troisiéme chapitre nous essayons de prouver que chaque ordre partiel
a-flou défini sur un ensemble arbitraire non vide peut étre étendu & un ordre li-
néaire a-flou. Pour le cas des ensembles finis nous apportons une preuve constructive
de D'existence des extensions linéaires des ordres a-flous. Nous caractérisons égale-
ment les ordres a-flous par leur extension linéaire.et on donne quelques exemples de

construction des extensions des ordres a-flous sur des ensembles finis.



Chapitre 1

Généralités sur les ensembles et les

relations floues

1.1 Eléments des ensembles classiques

Un ensemble est une collection non ambigu d’objets tous distincts, appelés élé-
ments de ’ensemble.

Pour dire que a est élément d’un ensemble A, On écrit a € A, dans le cas contraire,
on écrit a ¢ A.

Un ensemble peut étre écrit :

En extension : On donne la liste de ses éléments Par exemple, Si a; as,as...,a,

sont les éléments de ’ensemble A, on écrit :
A = {al, ag, as, ..., an} .

En compréhension : On donne la ou les propriétés qui caractérisent ses éléments.
Par exemple, si les éléments de ’ensemble B satisfaisons les conditions Py, P, ..., P,

alors ’ensemble B est défini par :
B ={b / b satisfait Py, Ps, ..., P,.}

Dans ce cas, le symbole "/" implique le sens de «tels que».

L’ensemble vide noté () ou {}, est I'ensemble qui ne contient aucun élément.



Le Cardinal d’un ensemble A, noté Card (A) est le nombre d’éléments de A. On
le note aussi parfois #A ou |A|.

Un ensemble A est dit fini lorsque le nombre d’éléments qui le composent est
entier naturel.

Un ensemble qui n’est pas fini est dit infini.

Exemple 1.1.1 Soit A={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

1l peut aussi étre défini en compréhension comme suit :
A={reN/0<z<9}.

A est fini (card (A) = 10)

Ensemble des parties d’un ensemble (power set)

Soit A un ensemble. Les sous ensembles de A forment un ensemble appelé en-
semble des parties de A et noté P(A)

Ainsi E' € P(A) signifie que F C A.

L’ensemble vide est un sous-ensemble de tout ensemble.

Un ensemble constitué des ensembles est appelé une famille d’ensembles. Par
exemple, une famille ensemble contenant des ensembles A;, As, ...est représenté par :

{A;/i € I} o i est un indice et I 'ensemble des indices.

Exemple 1.1.2 Si A = {a,b,c}, alors |A| =3

P(A) = {@.{a} . {b},{c} {a, b} {a,c},{b,c} {a,b,c}}.
P(A)] = 2% =8,

Proposition 1.1.3 Soit A un ensemble fini de cardinal n, alors |P(A)| = 2".



Fonction caractéristique

Définition 1.1.4 Soit dans un référentiel X, un sous-ensemble A. On définit la

fonction caractéristique de A, notée x 4 Uapplication définie par :

XA - X — {07 1}
1 si et seulement si x € A
x , .
0 si et seulement si v ¢ A

1.1.1 Opérations sur les ensembles

On fixe un référentiel X.

L’inclusion

On dira qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B, ou encore que A est

un sous-ensemble ou une partie de B si :
Vee X, (x € A) = (z € B)

On écrit alors A C B
Si les relations suivantes sont satisfaites entre les deux ensembles A et B, A C B
et A # B, alors B a des éléments qui n’appartiennent pas & A. Dans ce cas, A est

appelé un sous-ensemble propre de B, et cette relation est désignée par :
ACB
L’égalité d’ensembles

Deux ensembles A et B qui contiennent les mémes éléments sont dits égaux, et

on écrit A =B
A=B < ACBetBCA

Dans le cas contraire on dit qu’ils sont distincts et on note A # B
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L’ intersection

L’intersection AN B se compose des éléments communs aux deux ensembles A et

B.
ANB={z|xr € Aet z € B}.

L’intersection peut étre généralisée entre les ensembles dans une famille d’en-
sembles
'mzAi ={z/x € A;,Vi € I} ou {A;]i € I} est une famille d’ensembles.
(1S

L’intersection entre I’ensemble A et ’ensemble référentiel X égal a A.
ANX = A
L’intersection de A et de I’ensemble vide & est ’ensemble vide.
ANg =a.
L’intersection de A et de son complémentaire est tout le temps ensemble vide.

ANA=02.

Lorsque deux ensembles A et B n’ont rien en commun, c’est -a-dire AN B = &,
alors A et B sont dits disjoints.
L’union

L’union des ensembles A et B est I’ensemble des éléments qui appartiennent a A

oua B

AUB={x/r € Aouz € B}.



L’union pourrait étre définie entre plusieurs ensembles. Par exemple, la réunion
des ensembles de la famille suivante peuvent étre définis comme suit.

'UIAi = {x/x € A; pour certains i € I} ou la famille d’ensembles est {A;|i € I}.

(S

L’union de I’ensemble A et ’ensemble référentiel X est réduit & X
AuX =X

L’union de I’ensemble A et 'ensemble vide @ est A.
Aug=A

L’union de I’ensemble A et son complémentaire est ’ensemble référentiel.

AUA=X

La différence

La différence de B et A noté B — A ou B \ A est constituée des éléments qui

sont en B, mais pas dans A. C’est -a- dire :
B—-A={x/x e B,x ¢ A}

Le complément

Soit A un sous-ensemble de I’ensemble référentiel X. Alors le complément de A,
noté A, est ensemble des éléments qui appartiennent & X mais qui n’appartiennent

pas a A. De facon plus concise nous écrivons :
A=X - A={rec X telquex ¢ A}

La complémentation est une opération unaire.

Le complétant d’ensemble est toujours involutif

9



||

= A

Le complément d’un ensemble vide est I’ensemble référentiel.

g=X

Le complément de I’ensemble référentiel est ’ensemble vide.

X=9u
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1.1.2 Propriétés des opérations sur les ensembles classiques

Involution A=A
AUB=BUA
Commutativité
ANB=BNA
o AUBUC=(AUB)UC =AU (BUC)
Associativité
ANBNC=(ANnB)NC=AnNn(BNC)
AN(BUC)=(ANA)U(ANC)
Distributivité
AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
AUA=A
Idempotence
ANA=A
AU(ANB)=A
Absorption
AN(AuB)=A
AuX =X
Absorption avec X et @
AN =0

Identité

AUug =A et ANX=A

Lois de De Morgan

I
5N
&l

ANB
AUB

U
N

I
e
il

Absorption de complément

AU(ANB) =

AUB —
B An(AUB)=ANB
An(AUB)=ANB

Loi de non contradiction

Tiers exclu

ANA=o
AUA=X
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1.2 Geénéralités sur les sous-ensembles flous

Le concept de sous-ensemble flou a été introduit pour éviter les passages brusques
d’une classe a une autre (de la classe noire a la classe blanche par exemple) et
autoriser des éléments & n’appartenir complétement ni & 'une ni a Pautre (& étre
gris, par exemple), ou encore & appartenir partiellement & chacune (avec un fort
degré a la classe noire et un faible degré a la classe blanche dans le cas du gris
foncé). La définition d’un sous-ensemble flou répond au besoin de représenter des
connaissances imprécises, soit parce qu’elle sont exprimées en langage naturel par
un observateur qui n’éprouve pas le besoin de fournir plus de précision ("a 100 m
de la plage" caractérisation dont on sait qu’elle est approximative) ou n’en est pas
capable ("proche de la plage"), soit parce qu’elles sont obtenues avec des instruments
d’observation qui produisent des erreurs de mesure (par exemple un plan sur lequel on
mesure grossierement des distances : "environ 200m"). Le caractére graduel des sous-
ensembles flous correspond a l'idée que, plus on se rapproche de la caractérisation
typique d’une classe, plus 'appartenance a cette classe est forte (il est sur qu’une
maison située & 50 m de la plage en est proche, a 200 m en est encore proche, mais
plus la distance s’écarte de 200 m, moins la maison appartient a la classe "proche de
la plage" située a 1 km, elle n’y appartient plus).

La notion de sous-ensemble flou permet de traité :

* des catégories aux limites mal définies (comme "centre ville" ou "ancien").

* des situations intermédiaires entre le tout et le rien ("presque noir").

* le passage progressif d'une propriété a une autre (de "proche" & "éloigné" selon
la distance).

* des valeurs approximatives ("environ 2 km").

* des classes en évitant 1'utilisation arbitraire de limites rigides (il est difficile de

dire qu'une maison située a 200 m de la plage en est proche, mais qu’a 210 m elle en
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¢loignée).

Le concept de sous-ensemble flou constitue un assouplissement de celui de sous-
ensemble d'un ensemble donné. Il n’existe pas d’ensemble flou au sens propre, tous
les ensembles considérés étant classiques et bien définis. On utilise toutefois souvent
le terme d’ensemble flou au lieu de sous-ensemble flou, par abus de langage confor-
mément & la traduction du terme original de "fuzzy set" que I’on oppose a "crisp set

"désignant un sous-ensemble non flou.

Définition 1.2.1 Un sous-ensemble flou A de X est défini par une fonction d’ap-
partenance qui associe o chaque élément x de X le degré p, (), compris entre O et

1, avec lequel x appartient a A
frg s X — [0, 1].

Remarque 1.2.2 Dans le cas ot p, ne prend que les valeurs 0 ou 1, le sous-
ensemble flou A est un sous-ensemble classique de X .Un sous-ensemble classique

est donc un cas particulier de sous-ensemble flou.

Notation : Soit X I'ensemble de référence
Un sous-ensemble A de X noté par A ={(z, uy (z)),z € X}

L’ensemble de tous les sous-ensembles flous de X noté par F(X)

Exemple 1.2.3 Nous considérons que la déclaration «Ahmed est jeune”. A cette
époque, le terme «jeune» est vague. Pour représenter le sens de «vague» exacte-
ment, c’est nécessaire de définir sa fonction d’appartenance comme dans la figure
1.1. Quand nous appelons «jeune», il pourrait y avoir d’dge qui se situe dans l’in-
tervalle [0,80] et nous pouvons considérer "l’dge de jeune" dans ce champ comme

un ensemble continu. L’azxe horizontal représente l’dge et le l'axe verticale désigne la

13



valeur numérique de la fonction d’appartenance. La ligne indique la possibilité (va-
leur de fonction d’appartenance) d’étre inclus dans un ensemble flou "jeunes”. Par
exemple, si nous suivons la définition de «jeune» comme dans la figure, la personne a
diz ans peut étre jeune. Ainsi, la possibilité pour ’age "diz" pour rejoindre I’ensemble
flou de "jeune" est 1, a celle de" I’age de vingt sept " est de 0.9. Mais nous ne pouvons
pas dire a une personne jeune de plus de soixante ans et la possibilité de ce cas est
0. Maintenant, nous pouvons manipuler notre derniére phrase comme «Ahmed est
trés jeune». Pour étre inclus dans le sous-ensemble de "trés jeune”, l’dge devrait étre
abaissé. Laissez-nous penser que la droite est déplacée vers la gauche comme dans la
figure. Si nous définissons un sous-ensemble flou en tant que tel, seule la personne
qui est dgée de quarante ans peut étre incluse dans le sous-ensemble de "trés jeune.
Maintenant la possibilité de [’homme a vingt-sept ans, d’étre inclus dans cet ensemble
est de 0.5. Autrement dit, si on note A = "jeune" et B = «trés jeune», p, (27) = 0.9

s b (27) = 0.5

L 'appartenance

1

0.90
Trés
jeune Jeune
0.5

] | ] | »

T T T T T T - L'age
10 20 27 30 40 50 60

Fig. 1-1: Sous-ensembles flous "jeune" et "trés jeune"

Exemple 1.2.4 On définit un sous- ensemble flou A = {nombre réel prés de 0}.

La frontiére pour voir les résultats "mombre réel prés de 0" est plutét ambigué. La
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possibilité de nombre réel x o étre membre d’ensemble prescrit peut étre défini par la

fonction d’appartenance suivante.

1

g (7) = m
ja (1) =05
py(3)=0.1

Fig. 1-2: Fonction d’appartenance de "nombre réel prés de 0"

Exemple 1.2.5 Considérons ’ensemble référentiel X qui défini sur l’dge

X = {5,15,25,35, 45,55, 65, 75, 85}

15



age(éléements) | enfant | jeune | adulte | séniore
5 0 0 0 0
15 0 0.2 0.1 0
25 0 1 0.9 0
35 0 0.8 1 0
45 0 0.4 1 0.1
5} 0 0.1 1 0.2
65 0 0 1 0.6
75 0 0 1 1
85 0 0 1 1

Tableaul : Exemple de sous-ensemble flou

Nous pouvons définir des sous- ensembles flous tels que “enfant” , “jeune” ,

“adulte” et* Séniore” dans X.

Les possibilités de chaque élément de = soit dans ces quatre sous-ensembles flous

sont dans le Tableau 1

1.2.1 Opérations sur les sous-ensembles flous.

On définit en théorie des sous-ensembles flous les mémes notions qu’en théorie

des ensembles classiques.

Etant donné deux sous-ensembles flous A et B de X

L’égalité

On dit que les deux sous-ensembles flous A et B sont égaux si leurs fonctions

d’appartenance prennent la méme valeur pour tout élément de X.

A=B << pyx)=pgx), Vo e X.

16




Si pa(x) # pp(x) pour certains éléments z, alors A # B

L’inclusion

Sipa(x) < pgx), Ve X alors AC B.
Sipa(x) < pg(x), VYo e X alors A C B.
ACBs ACBet A#B

L’intersection

L’intersection de deux sous-ensembles flous A et B de X est le sous-ensemble flou

C, que 'on note AN B, tel que :
Vo € X, po (2) = panp (#) = min {pu,(z), pp(2)}-
min désigne 'opérateur de minimisation.

Exemple 1.2.6 L’intersection des sous-ensembles flous “jeune” et ‘“adulte” est

(Tableau 1)

"jeune” N“adulte” = {(15,0.1), (25,0.9), (35,0.8), (45,0.4), (55,0.1) }.

L’union

L’union de deux sous-ensembles flous A et B de X est le sous-ensemble flou D,

que 'on note AU B tel que :
p (¥) = paup () =max[uy (z), pg (2)] Vo € X
max désigne 'opérateur de maximation.
Exemple 1.2.7 L’union de “jeune” et “adulte” est (Tableau 1).
“jeune”U“adulte” = {(15,0.2),(25,1), (35,1), (45,1), (55, 1), (65,1),(75,1), (85,1)}.

17



Le Complément

Le complément A d’un sous-ensemble flou A de X est défini comme le sous-

ensemble flou de X de fonction d’appartenance :
pa () =1—py(z), Vo € X

Exemple 1.2.8 On revient a l’exemple du tableau 1, le complément du sous-ensemble

flou "adulte" est " adulte” = {(5,1),(15,0.9),(25,0.1)}.

Propriétés 1.2.9 Soit A et B deux sous-ensembles flous alors

i) ANB=AUB, AUB = AN B Lois de DE Morgan

i) A=A
i) @ = X
iv) X =2

Remarque 1.2.10 Contrairement aux sous-ensembles classique, il vérifie générale-
ment ANA # @ et AUA # X, c’est-a-dire qu’il ne vérifie pas les propriétés classiques
de la non-contradiction et du tiers exclu. Les autres propriétés de la théorie des en-

sembles classiques sont cependant satisfaites.

1.2.2 Caractéristiques d’un sous-ensemble flou

Les caractéristiques d’un sous-ensemble flou A de X les plus utiles pour les décrire
sont celles qui montrent & quel point il difféere d’un sous-ensemble classique de X.
Le premier de ces caractéristiques est le support de A, c’est-a-dire ’ensemble des

éléments de X qui appartiennent au moins un peu, a A.

Définition 1.2.2.1 Le support de A, noté supp(A), est la partie de X sur laquelle

la fonction d’appartenance de A n’est pas nulle :

18



supp(A) = {z € X/, () # 0}.

La deuxiéme caractéristique de A est sa hauteur, noté h(A), c’est-a-dire le plus

fort degré avec lequel un élément de X appartient a A.

Définition 1.2.2.2 La hauteur, noté h(A), du sous-ensemble flou A de X est la

plus grande valeur prise par sa fonction d’appartenance :

h(A) = sup,ex pa () .

On utilise souvent des sous-ensembles flous normalisés, c’est-a-dire pour lesquels
il existe au moins un élément de X appartenant de fagon absolue (avec un degré 1)
a A.

Définition 1.2.2.3 Le sous-ensemble flou A de X est normalisé si sa hauteur
h(A) est égale o 1.

Un sous-ensemble flou normalisé suppose qu’il existe des éléments de X typiques
de la propriété a laquelle il est associé. Ce sont les éléments appartenant de facon

absolue a A, d’ont I’ensemble est appelé le noyau de A.

Définition 1.2.2.4 Le noyau de A, noté noy(A), est l’ensemble des éléments de

X pour lesquels la fonction d’appartenance de A vaut 1 :

noy(A) = {o € X/pq (z) = 1}.

Lorsque X est fini, on caractérise également le sous-ensemble flou A de X par sa

cardinalité, qui indique le degré global avec lequel les éléments de X appartiennent

a A.
Définition 1.2.2.5 La cardinalité du sous-ensemble flou A de X est définie par :

Al = 2 pa ().

reX
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Si A est un sous-ensemble ordinaire de X, sa hauteur est égale a 1, il est normalisé
et identique a son support et a son noyau, sa cardinalité est le nombre d’éléments

qui le composent, selon la définition classique.

Exemple 1.2.2.6 On revient a l’ezemple 1.2.5
supp(” jeune”) = {15,25,35,45,55}

h(”jeune”) = {25}

noy(” jeune”) = {25}

|séniore] =0.1+02+0.6+1+1=2.09.

Propriétés 1.2.2.7 Le support et le noyau de A et de son complément vérifient :

1.3 Les a-coupes d’un sous ensemble flou

Etant donné le sous-ensemble flou A de I’ensemble de référence X, on choisit un
seuil «v entre 0 et 1. On construit le sous-ensemble ordinaire A, de X associé a A
pour ce seuil, en sélectionnant tous les éléments de X qui appartiennent & A avec un

degré au moins égal a a.

Définition 1.3.1 Pour un seuil donné o de [0, 1], on définit la a—coupe du sous-
ensemble flou A de X (ou sous-ensemble de niveau o associé a A) comme le sous-
ensemble Ay, = {x € X|uy(x) > a} de X, dont la fonction caractéristique x 4 est

telle que :
X4, = 1 si et seulement si i, (z) > o

Propriétés 1.3.2 Soient A et B deux sous-ensembles flous et soit o € [0.1]

20



i) les a—coupes de A sont des parties non floues de X emboitées par rapport a
la valeur du niveau «, c’est-a-dire que si o > «, alors A, O Ay

i) Sia=0,alors Ag =h(4) =X

iii) Si & = 1, alors A; = noy (A4)

iv) Any = Na<agla

v) (ANB), =A,NDB,

vi)(AUB), = A, U B,

vii) Si A C B alors A, C B,.

Exemple 1.3.3 Les a-coupes dérivées de sous-ensemble flou “jeune” sont :
Jeuney; ={15,25,35, 45,55}
Jeuney o ={15,25,35,45}
Jeuney 4 = {25,35,45}
Jeuneys ={25,35}.
Jeune; ={25}

Théoréme 1.3.4 Tout sous-ensemble flou A de l’ensemble de référence X est défini

a partir de ses a — coupes par :

Ve € X, py(z) = sup a.xyu, (z)
€]0,1]

Preuve. Soit x€ X, pour le niveau o = py (),
x € Ao done py (z) = axy, (@) et piy () < supaejoq) @-Xa, (7)-
Réciproquement, Soit encore x € X. pour tout niveau o, x4 , () =0sipy,(r) <

o, xa, (®) =1sipy(z) =o' Done o'.x,y, (z) =a sipy () >, dxy, (x)=0
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sipy (x) < o, et donc dans les deux cas

a'xa,, () < pg ()

Dou SUPqel0,1] ¥-X A, () < pg ().

Par conséquent, pour tout x € X, i (z) = sup,ejo 1] X4, (T). ®

1.4 t-normes et t-conormes.

Les opérations d’intersection, d’union et de complémentation de sous-ensembles
flous habituellement employées peuvent étre remplacées par d’autres opérations construites
a l'aide d’opérateurs différents du minimum, du maximum et de la complémentation.

Ces opérateurs ont été introduits dans le domaine des espaces métriques aléatoires et

on fait appel & eux lorsque les opérations habituelles ne s’avérent pas satisfaisantes.
Définition 1.4.1 Une norme triangulaire (t-norme) est une fonction

T:10,1] x [0,1] — [0, 1] qui vérifie pour tous x,y, z,t € [0,1]

i) T(x,1) =z (élément neutre 1)

it) T(x,y) = T(y,x) (commutativité)

iii) T(x,y) < T(z,t) si x < z et y <t (monotonie)

) T(T(x,y),2) =T (x,T(y,2)) (associativité)

L’opérateur min satisfait ces propriétés. Toute t-norme est un opérateur d’in-
tersection, c’est-a-dire on peut définir A Ny B par sa fonction d’appartenance de la

maniére suivante :

Ve e X, panep (#) =T (pa () pp (7)) -
Définition 1.4.2 Une conorme triangulaire (t-conorme) est une fonction
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S :[0,1] x [0,1] — [0,1] qui vérifie pour tous z,y, z,t € [0, 1]

i) S(x,0) = x (élément neutre 0)

it) S(z,y) = S(y,x) (commutativité)

i11)S(x,y) < S(z,t) si < z et y <t (monotonie)

iv) S(S(x,y),z) = S(z,S(y,2)) (associativité)

L’opérateur max satisfait ces propriétés. Toute t-conorme est un opérateur d’union,

c’est-a-dire on peut définir A Ug B par sa fonction d’appartenance ainsi :
Vo € X, piguep () = 5 (pa (%), g (2))

1.4.1 Différentes normes et conormes triangulaires

Le tableau suivant représente les t-normes et t-conormes les plus utilisées.

t-norme t-conorme nom
min(z, y) max(z,y) Zadeh
x.y rTt+y—1xy probabiliste
max (z +y —1,0) min (z +y, 1) Lukasiewicz
Ty rtytzy—(1—y)zy

P g e prwy—— o = Hamacher (y > 0)

max (1 —(1=2)+ 1 -9 ,0) min ((xp + yp)% : 1) Yager (p > 0)

3=

max (W, 0) min (z + y + Azy,1) | Weber (A > —1)
rsiy=1 rsiy=>0
ysiz=1 ysiz=0 Drastique
0 sinon 0 sinon

1.5 Généralités sur les relations classiques

Supposons qu’il existe un ordre entre les deux éléments = et y, le couple formé

par ces deux éléments est dit couple ordonné noté par (x,y)
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Définition 1.5.1 (Produit des ensembles) Soient A et B deuz ensembles non vides,

le produit des deux ensembles ou le produit Cartésien A X B est défini par :

Ax B={(a,b)/a € A,b € B}

Le concept du produit cartésien peut généralisé & n ensembles. Pour un nombre
arbitraire des ensembles A;, A,, ..., A,,, 'ensemble de tous les n-uplets (ay, ..., a,) tels
que : a; € Ay, ag € As, ..., a, € A, est dit produit Cartésien noté A; x As X ... x A,
i=n
ou II A;
i=1
Aulieude Ax Aet Ax Ax Ax...x A, on peut écrire A% et A™.

Exemple 1.5.2 Si A = {ay,a9,a3}, B = {b1,b2}. Le produit Cartésien A x B est :

A x B = {(a1,b1), (a1,b2), (az,b1), (az, b2), (as, b1), (as, b2)}

Le produit cartésien A x A est le suivant :

A X A = {(al, al), (CLl, CLQ), ((11, 0,3), (CLQ, CLl), (CLQ, CLQ), (ag, a3>, (0,3, CLl), (CL3, (12), (ag, ag)}.

Définition 1.5.3 (Relation binaire) Si A et B sont deux ensembles et il y a une
propriété spécifique entre x de A ety de B, cette propriété peut représenter par le
couple ordonné (x,y). L’ensemble de tels pairs (x,y),x € A ety € B est dit relation
R.

R={(z,y)lx € A,y € B}

R est une relation binaire et un sous-ensemble de A x B.
Si “z est en relation R avec y” on écrit : (z,y) € R ou xRy avec R C A x B.

Si A= B ou R est une relation de A dans A, on écrit :

(x,z) € RouzRx pour RC A X A.
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1.5.1 Opérations sur les Relations

Dans la section précédente on a définie la relation R comme un ensemble. C’est-
a-dire R est un ensemble qui contient des couples ordonnés (z,y) otz € Aet y € B.
Si on suppose R et S soient deux relations définies sur A x B, ces relations ont les
opérations de 'union, I’intersection, I'inverse et la composition.

(1) L’Union des relations

T = RUS est dit 'union de R et S Si (z,y) € Rou (z,y) € S, alors (z,y) € T

(2) L’intersection des relations

T=RNS est dit 'intersection de R et S Si :

(z,y) € Ret (x,y) €S, alors (z,y) € T.

(3) Complément d’une relation

A x B représente toutes les relations possibles qui peuvent se trouver entre deux

ensembles.

R={(zr,y) € Ax B/ (x,y) ¢ R}

C’est-a-dire : Si (z,y) ¢ R, alors (x,y) € R

R est dit le complément de la relation R.

(4) Relation inverse

Soit R une relation de A & B. Son inverse R~ est définie par :

R ={(y,z) e Bx A/(z,y) € R,x € A,y € B}.
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(5) Composition

Soient R et S deux relations définies sur A, B et C. T est dite la composition de

RetS.

RCAxB,SCBxC
T=SoRCAxC
T={(r,2)/r€ A,y € B,z € C,(z,y) € R, (y,2) € S}

Soit R une relation caractérisée I’ensemble A. la composition de R et R est écrit
Ro R ou R?.
R" est la composition n ®"¢de R.

1.5.2 Propriétés particuliéres des relations

Maintenant on va voir les propriétés fondamentales d’une relation définie sur un

ensemble. C'est-a-dire R C A x A.

(1) Relation reéflexive

Si pour tout = € A, larelation x Rz ou (z,x) € R est établie, on 'appelle relation
réflexive

La relation réflexive est noté par :
re€A = (zr,z) € Rou pp(z,x)=1,2x€ A

Si n’est pas vérifié pour quelques x € A, la relation est dit “irréflexive”.

Si n’est pas vérifié pour tout x € A, la relation est dit “antiréflexive”.
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(2) Relation symétrique

Pour tous x,y € A, si tRy = yRx, R est dit relation symétrique, on écrit

alors :
(xay) €ER= (y,LC) € R ou /jJR(xay) = /JJR(yax)v Vl’,y € A.

La relation est “asymétrique” ou “non symétrique” quand pour quelques
z,y € A, (x,y) € Ret (y,2) € R.
R est “antisymétrique” si pour tous z,y € A, (z,y) € R et (y,x) ¢ R.

(3) Relation transitive

La relation R est dite transitive si :

Va,y,z€ A (x,y) € R, (y,2) € R= (x,2) € R.

1.6 Généralités sur les relations floues

Parmi les concepts flous les plus importants du point de vue des applications
qu’ils peuvent avoir, les relations floues généralisent la notion de relation classique-
ment définie sur les ensembles. Elles mettent en évidence des liaisons imprécises ou

graduelles entre éléments d’'un méme ensemble [Zadeh]*. [24]

Définition 1.6.1 Une relation floue R entre n ensembles de référence X1, Xo, ..., X, est

un sous-ensemble flou de X1 x Xy X ... X X, de fonction d’appartenance pp

Définition 1.6.2 Une relation floue R entre deux ensembles de référence X et'Y

est un sous-ensemble flou de X XY, de fonction d’appartenance jip.

'L.A. Zadeh, Similarity relations and fuzzy orderings, Info.Sci., 3(1971), 177-200.
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— Cas particuliers : Si X =Y, une relation floue R, définie sur les deux univers
X et Y est une relation binaire floue définie sur X.

— Si X et Y sont finis, une relation floue R, définie sur les deux univers X et Y,
peut étre décrite par la matrice Mz des valeurs de sa fonction d’appartenance,
les coefficients de My indiqués sur la ligne = et la colonne y ayant pour valeur

pr(x,y), pour tous x de X et y de Y.

Exemple 1.6.3 la relation floue R :" x approzimativement égal a 3" peut étre définie

sur R x R par la fonction d appartenance :

1
14 (z —3)°

KR (I7 3) =

Fig. 1-3: "x approximativement égal & 3"

Exemple 1.6.4 La relation binaire R représente le concept “trés loin”
X ={New York, Paris}
Y = {Beijing, New York, London}
R(z,y) ={(1,(NY,B)),(0,(NY,NY)),(0.6(NY,L)),(0.9,(P,B)),(0.7,(P,NY)),(0.3,(P,L))}

On peut la représentée par la matrice suivante :
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R NY | Paris

Beijing | 1 0.9

NY 0 0.7

London | 0.6 | 0.3

Remarque 1.6.5 Les relations floues étant des cas particuliers des sous-ensembles
flous, toutes les propriétés et les définitions qui concernent les ensembles flous leur
sont applicables, ainsi par exemples la définition de la hauteur, le support ou le noyau

d’une relation floue.

On sait maintenant que la relation n’est qu’un ensemble. Donc on peut appliquer

les opérations sur les ensembles en relations.

1.6.1 Opérations sur les relations floues

Supposons R C A x BetS C A x B.

(1)L’égalité
Les relations floues R et S sont dits égaux si
V(z,y) € AX B, ug(z,y) = ps (z,y)
(2) L’inclusion

On dit que R est inclut dans S siV (z,y) € A X B, pp(z,y) < ug (z,y)

(3) Intersection de relations

L’intersection des relations R et S est définie par la fonction d’appartenance

suivante :
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ipns(z) = minfug (v, y), ps(w, y)] = pr,y) A ps (2,9)

Le symbole A désigne l'opérateur de minimisation. De la méme maniére, l'inter-

section de n relations floues est définie comme suit :
HRiNRoN...NRx (7,y) = é\ﬂRi (7,y)

(4) L’union des relations

L’union des relations R et S est définie par :

\V/([E,y) € Ax B HRrus ($7y) - maX[uR(xay)7MS(x7y) = MR(way) \% Ms(x’y)

V désigne 'opérateur de Maximation. Pour n relations, on écrit :

IR, URsu..UR,, (T, Y) = }{_NRZ- (z,y)

Si les relations R et S sont exprimées avec ses matrices My et Mg, la matrice

Mpys correspond a I'union est obtenu par la somme des deux matrices floues Mz +

Ms.

Mpys = Mp + Mg

(5) Complément d’une relation

La relation complémentaire R d’une relation floue R est définie par sa fonction

d’appartenance suivante :

V(z,y) e Ax B |, pg(z,y) =1—pgp(x,y).
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(4) Relation inverse

Etant donner une relation floue R C A x B , Sa relation inverse R~! est définie

par la fonction d’appartenance suivante : .

V(x,y) - A x Bv /jJR*1<yax) = Up (CU,Z/>

Exemple 1.6.1.1 Ftant donné Deuz relations floues représentées par ses matrices

Mp et Mg tels que.

Mgr | a b c Mg | a b 1
1 103[02]1.0 1 10.3]0.0]0.1
2 10811010 2 101]08]1.0
3 100(1.0]0.0 3 10609103

Les matrices M rug et Mpng corresponds aux relations floues RU S et RN S

sont :
Mgpus | a b c Mpas | a b c
1 0302110 1 0.310.0]0.1
2 0.8]1.0]1.0 2 0.1 0.8 1.0
3 0.6 1.0]0.3 3 0.00.910.0

La relation complémentaire est donnée par la matrice suivante :

1 10710800

2 102(00]0.0
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1.6.2 Composition de Relations floues

La connaissance de deux relations floues, I'une entre A et B et I’autre entre B et C

permet d’établir une relation entre A et C, comme dans le cas de relations classiques.

Définition 1.6.2.1 Deuz relations floues R et S sont définies sur A, B et C.
c’est-a-dire, RC Ax B, S C B x C. La composition So R = SR des deux relations
R et S est exprimée par la relation de A vers C, et défini par :

vV (x,y) € Ax B,(y,2) € BxC,
r (T, 2) = max [min(up(,y), ts(y; 2))] = V [1r(®,y) A ps(y, 2)]

S o R est un sous-ensemble de A x C. c’est -a-dire, So R C A x C.

Si les relations R et S sont représentées par les matrices Mpr et Mg, la matrice

Mgor correspond & S o R est obtenue par le produit des My et Mg.
Mgor = Mp oMsg

Exemple 1.6.2.2 Considérons les relations floues R € A x B,S C B x C.

définies par ses matrices suivantes

Rla b c d

1101702]0.0/|1.0

b 102]1.0/0.8

210310310002

c 10810.0/0.7

31081091004

d|04]10203

Le composé des deux relations R et S est le suivant :

SoR|a |B |~

1 04102103
2 0.3]03]0.3
3 08109108
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Chapitre 2

Généralités sur les relations d’ordres

a-fHous

Dans ce chapitre nous étudions les ordres a—flous. (Les ordres flous de Stouti).
Tout d’abord, on cite les différentes définitions de 'ordre flou définis par plusieurs
auteurs (L. A. Zadeh, C. Ponsard, P. Venugopalan et A. Stouti), en suite nous allons
voir des résultats qui nous permettent de construire de nouvels ordres a—flous a
partir des relations d’ordres classiques. puis, le résultat concernant la compatibilité
des ordres av—flous défnis sur les espaces vectoriels réels. En outre, nous caractérisons
une sous-catégorie des ordres linéaires a—flous qui sont compatibles avec ’addition

et la multiplication usuelle sur la droite réelle.

2.1 Différentes définitions de 1’ordre flou

On va donner des quelques définitions de l'ordre flous, on cite I'ordre flou de
Zadeh, I'ordre flou de Ponsard, I'ordre flou de Venugopalan et I'ordre flou de Stouti

qui est notre intéresse.



2.1.1 L’ordre flou de Zadeh

Définition 2.1.1.1 (24)' Soit X un ensemble classique. L’ordre partiel flou de
Zadeh sur X est une relation Z dans X qui vérifit les conditions suivantes :

i)V e X, Z (x,x) =1 (la réflexivité)
i) Ve,y € X, (Z (z,y) >0et z #y) = Z(y,z) =0 (L’antisymétrie)

i) Vr,y,z € X, Z (x,y) > max min{Z (z,vy),Z (y,2)}] (la transitivité).
ye

Zadeh considére que l'ordre flou soit total si

redvVz,y € X,Z (z,y) >0 ouZ (y,x) >0

Exemple 2.1.1.2 Soit redX = {a,b,c,d,e, f} la relation floue définie sur X

par le tableau suivant :

Zla| b c d | e | f
a|1]08]02]06|06]|04
b0 1 | 0| 0060
red ¢ 10| 0| 1] 0050
dj0o}] 0] 0] 11]06|04
el/0 0] 0] 0] 11]0
f1000 010/ O0]1

'L.A. Zadeh, Similarity relations and fuzzy orderings, Info.Sci., 3(1971), 177-200.
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est une relation d’ordre flou de Zadeh.

2.1.2 L’ordre flou de Ponsard

Définition 2.1.2.1 (7)% Soit X un ensemble classique. L’ordre partiel flou de
Ponsard sur X est une relation P dans X qui vérifit les conditions suivantes :

i) Ve e X, P(x,z) €[0,1] (la réflexivité)

ii) Yo,y € X, (P (z,y) + P (y,x) = 1) = z =1y (L antisymétrie)

iti) Ve,y,z € X, P(z,y) > P(y,x) et P(y,z) > P(z,y) = P(x,2) > P(z,x)

(la transitivité).
Ponsard considére que l'ordre flou partiel soit total si
Vo,y € X,z #y P(z,y) > P(y,x) ou P(y,x) > P(z,y)

Exemple 2.1.2.2 Soit X = {a,b,c} la relation floue définie sur X par le tableau

suwvant

b 101] 1 [0.2

c| 010207

est une relation d’ordre flou de Ponsard.

2.1.3 L’ordre flou de Venugopalan
Définition 2.1.3.1 (23)3Soit X un ensemble classique. L' ordre partiel flou de

Venugopalan sur X est une

2A. Billot, Economic theory of fuzzy equilibria, Lecture Notes in Economics and mathematical

systems -373, Springer-Verlag, Berlin 1992.
3P. Venugopalan, Fuzzy ordered sets, Fuzzy Sets and Systems, 46(1992), 221-226.
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relation V' dans X qui vérifie les conditions suivantes :

i)Ve € X,P(x,z) =1 (La réflexivité)

it) Ve,y € X, (P (z,y) + P(y,z) > 1) = x =y (Lantisymtrie)

i) Vr,y,z € X,V (x,2) > [V (z,y) + V (y,2) — 1V 0] (La transitivité).

Venugopalan considére que l'ordre floupartielsoittotalsi

N | —

1
Ve,y € X, P(x,y) > 5 ou P(y,x) >
Si x # y. Par 'antisymétrie, une seule condition satisfaite.

Exemple 2.1.3.2 Soit X = {a,b,c,d,e, f,g} le sous-ensemble V de X x X défini

par le tableau suivant

Vialb|lc| d | e | f | g
a|1]0/0[06[|04]|04]0.6
b|0]1]0/06|06|04)0.4
c|0]0]1| 0 |06|06|04
d{0[0|0O] 1 | 0]06]0
e|0/0[0O| O] 1 ]04|06
flo{ofojojoj|11]0
g|0]0l0O] O O] O0]1

est une relation d’ordre flou de Venugopalan.

2.1.4 L’ordre a—flou (I’ordre flou de Stouti)

Définition 2.1.4.1 (19)* Soit X un ensemble non vide et a € ]0,1]. L’ordre
a—flou sur X est un sous-ensemble r, de X x X qui satisfait les conditions sui-

vantes :

*A. Stouti, Fixed point theory for fuzzy monotone multifunctions, J. Fuzzy Math, 11(2)(2003),
455-466.
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(i) Ve € X,ry (z,2) = (a—flou réflexivé)

(i) Ve, y € X,ro (2,y) + 74 (y,2) >a = x =1y (a—flou antisymétrie)

(iii) Vo, y,z € X, 1o (x,2) > max [min {r, (x,y),7a (y,2)}] (a—flou transitivité).
ye

On dit que l'ordre a-flou r, est linéaire (total) si

| e

, «
pour tout x # y on a soit r, (z,y) > 5 OUTa (y,x) >

Exemple 2.1.4.2 Soit X = {a,b,c} le sous-ensemble 1, de X x X défini par le

tableau suivant

To a b c

a 16 0.15c | 0.55«

b | 0.7« «Q 0.6«

¢ | 0la| 0.2a Q

est un ordre a—flou.

— On remarque que 'a—flou antisymétrie équivalent a

V(z,y) € X2 oty = ro(2,y) +7a(y,2) < a

— Si r, est une relation a—flou antisymétrique définie sur X on obtient :

V(z,y) € X?0<ry(z,y) <a

Un ensemble X non vide et un ordre a-flou défini sur lui, est appelé un ensemble

a-flou ordonné.
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L’ensemble a-flou ordonné (X, r,) avec r, est un ordre total est dit chaine.

Soit (X, 7,) un ensemble a-flou ordonné et soit A un sous-ensemble de X

— On dit qu'un élément u de X est r,-majorant de A si r, (x,u) > % pour tout
x € A.

— si u est un r,-majorant et u € A, alors u est appelé plus grand élément de A.

— Un élément m de A est dit élément maximal de A §’il ya z € A tel que
To (M, ) > %, alors © = m.

— On dit qu’'un élément [ de X est r,-minorant de A si r, (I, z) > % pour tout
x € A.

— si [ est un ro-minorant et [ € A, alors [ est appelé plus petit élément de A.

— Un élément n de A est dit élément minimal de A s'il ya x € A tel que r,, (z,n) >
%, alorsx =n
— sup,, (A) := le plus petit des r,-majorants de A (s'il existe).
— inf,, (A) := le plus grand des r,-minorants de A (s'il existe).
— max,, (A) := le plus grand élément de A (s'il existe).
— min,_ (A) := le plus petit élément de A (8’1l existe).

Exemples

1. soit X = {a,b,c} et soit r, un ordre aw—flou sur X défini par la matrice

suivante :

a o 0.15c | 0.55«

b | 0.7« «Q 0.6«

¢ | 0.la| 0.2a Q

inf, (X) = b et sup, (X) = c.
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2. soit X = {a,b,c} et soit r, un ordre a—flou sur X défini par la matrice

suivante :

To a b c

a o 0.55a | 0.6«

b | 0.3« «Q 0.3«

¢ | 0.2a | 0.2« Q

inf, (X) = a et sup,_ (X) n’existe pas.

3. soit X ={a,b,c} et r, un ordre a—flou sur X défini par la matrice suivante :

Ty a b c

a o 0.10cx | 0.65«x

b | 0.15«x Qo 0.7«

¢ | 015 | 0.1« Qo

inf, (X) n’existe pas et sup,, (X) = c.

4. Soit X = {a,b,c} et r, un ordre a—flou sur X défini par la matrice suivante :

Ty a b c

a o 0.20c | 0.80«x

b | 0.3« «Q 0.3«x

¢ | 0.1ba | 0.2cx a

inf, (X) et sup,_ (X) n’existent pas.

Définition 2.1.4.3 (19)° Soit X un ensemble classique non vide et soit T une

relation floue sur X.

la relation floue inverse s de r est définie par :

5 A. Stouti, Fixed point theory for fuzzy monotone multifunctions, J. Fuzzy Math, 11(2)(2003),
455-466.
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s(z,y) = (y,z) pour tout (z,y) € X2
Lemme 2.1.4.4 (19)° Soit X un ensemble classique non vide et o €10,1]. Si r,
est un ordre a—flou sur X, alors sa relation inverse est aussi une relation d’ordre

a—flou sur X.

On va donner quelques exemples d’ordres flous partiels sur I’ensemble R

Exemples (21)

1. Soit X =R et « € ]0,1] et g € }O, %} , alors la relation flou r, définie pour

tous z,y de R par :

a sl r=y

Ta(iv,y)—{ﬁ Szt

est un ordre a—flou sur R.

On Note que dans cet exemple chaque deux éléments distincts de R sont incom-

parables.

2. Soit X =R et a € ]0,1], alors la relation floue r, définie pour tous z,y de R

par :

a sl x=y
0 siz>y
o (T,y) = a(l—%) si 0<r<y

a(l—%) six<y<0

a si x<0ety>0

\

6A. Stouti, Fixed point theory for fuzzy monotone multifunctions, J. Fuzzy Math, 11(2)(2003),
455-466.

40



est un ordre a—flou sur R.

Preuve. 1l est clair que 0 < r, (z,y) < « pour tous z,y de R. Alors r, est bien
défini. Nous allons voir que 7, est un ordre a—flou sur R.
1) Pour tous z,y de R, r, (z,z) = a donc r, est a—floue réflexive.
2) Si z # y alors z > y ou y > x. d’out on a, soit r, (z,y) = 0 ou r, (y,x) = 0, ceci
implique que

To (2,Y) + 70 (y,2) <

D’otu r,, est a—floue antisymétrique.

3) Soient x,y, z € R. Nous avons quatre cas a étudier

3.i) Sir, (z,2) = «, alors 7, (z,2) > min {r, (z,y),74 (y,2)} pour tout y € R.
3.ii) Si 7, (x,2) =0, alors z > z d’ou pour tout y € R on distingue trois cas
a) Siz >z >y, alors r, (z,y) = 0.

b) Siz >y > z, alors r, (y,2) = 0.

c) Siy>ax >z, alors 1, (y,2) = 0. Ainsi

To (,2) > min{r, (z,y),74 (y,z)} pour tout y € R.

3.iii) Si r, (z,2) = « (1 - g) ,alors 0 < x < 2z, dou pour y de R on considére
quatre cas :

(a) Sio<z<z<uy,alorsr, (y,2) =0

(b) Si0o<z<y< z alors « (1 - g) > o (1 - g) d'ou rq (z,2) > 14 (y, 2)
(c)Si0o<y<zx<zalorsr,(z,y) =0

(d) Siy <0< x<z alors r, (x,y) =0. Ainsi

Fo (,2) > min {rq (,y) , 7 (y,2)} pour tout y € R

z
3.iv) Sir, (z,2) =« (1 - —) de la méme maniere que 3.iii) on démontre que :
T
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ro (T, 2) > min{r, (z,y) 74 (y,2)}Vy €R

On déduit de ce qui précéde que r, est a—floue transitive. D’ot r, est un ordre

a—fousur R. m

On note que dans cet exemple 7, est un ordre a—flou partiel car 1 et 2 sont

incomparables, en effet
ra (1,2) = % et 1o (2,1) = 0.

3. D’apreés le Lemme 2.1.4.4 la relation floue inverse s, de 7, (exemple au-dessus)

est un ordre a—flou sur R

a st o r=y

0 siz<y
) .
So (x,y) = a(l—;) si 0<y<zx

a(l—z) sty<z<0
Yy

a st y<Oetzx >0

2.2 Construction de nouveaux ordres a—flous

Dans cette section nous verrons quelques procédures pour construire de nouveaux

ordres a—flous. Nous allons voir les résultats suivants :

Théoréme 2.2.1 (A. Stouti and L. Zedam) Soit X un ensemble classique non

vide et o € 10,1], soit (1),c; une famille arbitraire des relations d’ordres a—flous
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sur X, alors la relation floue v définie par :

v(z,y) = mi}l i (x,y) pour tout (x,y) € X*
1€

est une relation d’ordre a—flou sur X.

Preuve. Soit (r;),.; une famille arbitraire des relations d’ordres a—flous sur X.
(i) Reéflexivitée a—floue : Soit # € X pour tout ¢ € I on a r; (x,z) = «, donc pour

tout x € X, v (z,r) = min r; (z,z) = a. D’ot v est a—floue réflexive.
i€l

(ii) L’antisymétrie a—flou: Soient x,y € X tels que x # y, soit ¢ € I. Puisque
vz, y)+v(y,z) <ri(x,y)+r(y,x)
et r; une a—flou antisymétrique, alors
v(z,y)+o(y,z) <a

Par conséquent r, est a—flou antisymétrique.

(iii) Transitivité a—flou : Soient z,y,z € X et soit i € I, comme

v(z,y) <ri(z,y) et v(y,2) <1y, 2)

Donc on obtient

min {v (z,y),v (y,2)} < Iflelln {ri(z,y),ri (y,2)}
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D’autre part par hypothése nous savons que Vi € I,r; est a—floue transitive alors
on obtient

min {r; (z,y),r; (y,2)} < ri(x,2) pour tout i € T

Donc on résulte que Vy € X, Vi € I nous avons

min {v (z,y),v (y,2)} <7 (2, 2)

Ainsi
min{v (z,y),v(y,2)} Sv(z,2)Vi€l
Donc v est a—floue transitive, par conséquent v est une relation d’ordre a—flou. m

En utilisant le Lemme 2.1.4.4 et le Théoréme 2.2.1 on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.2.2 (A. Stouti and L. Zedam) Soit (X, r,) un ensemble a—flou or-

donné alors la relation floue v définie par :

v (ZE,y) - HliIl{T‘a (Ivy) 1 Ta (er)} v x,y € X
est un ordre a—flou sur X.

Dans ce qui suit on va étudier la relation entre I'ordre classique et I'ordre flou.
Soit <, une relation d’ordre classique (17)" définie sur X et soit G, sa graphe

définie par :

G, ={(z,y) e X*: 2 <, y}

"B. Schroder, Ordered sets : An introduction, Birkhauser Boston ; First edition, December 6,
2002
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Alors on a :

1 siz <,y

0 autrement

Xa, (T, y) = {

Dans ce qui suit on va identifier la relation d’ordre classique r avec X, , dans ce

sens pour chaque relation d’ordre classique <, on peut écrire :

1 siz <,y

r(x,y)z{

0 autrement

Dans la suite on va donner comment construire des relations d’ordres av—flous &

partir des relations d’ordres classiques et ses relations inverses.

Théoréme 2.2.3 (A. Stouti and L. Zedam) Soit X un ensemble classique non

vide, alors :

(i) Sir est une relation d’ordre classique total sur X et a,f € [0,1] tel que 0 <

a+ [ <1 alors une relation floue définie par :

S(ap) (2,y) = ar (z,y) + Br(y,z) pour tout (z,y) € X°

est une relation d’ordre (o + ) —flou

(i) Si r est une relation d’ordre classique total sur X et o, € [0,1] tel que 0 <

a+ <1 eta#p alors sip) est une relation d’ordre (o + B) —flou total
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¢) (o + B) —flou transitivité : Pour tout (x € X%ona:
(c) (a+5) Y

a+fsiz=y
Sp) (T,y) = asir(z,y)=1letz#y

fsir(y,x)=1lety#zx

Soient z,y,z € X,on a :

a)-1°"cas : x = y alors

min {S(Q,ﬁ) (fL‘, y) y S(a,8) (y7 Z)} = min {a + ﬁa S(a,B) (LL', Z)} = S(a,B) (377 Z) < S(a,B) (ZL’, Z)

b)-28™¢cas: v = z et z # y, alors

min {S(aﬂ) (:L’, y) ) S(,B8) (Z/, Z)} = min {S(a,ﬂ) (xa y) y S(a,B) (y7 1‘)} = min {O" ﬂ} <atf= S(a,B) (CE, l’)

c)-3*"ccas : y = z et min {sp) (2,Y),5(@p (¥,2)} = min {s@g (z,y),a+ B} =

S(a,p) (T, 2) .

d)-4*m¢cas : r (v,y) =1 (y,2) = 1,2 # y,y # z alors

S(a,8) (%, 2) = S(a,8) (%, Y) = S(a,p) (¥, 2) =

Donc

min {s(aﬁ) (2,9), S(ap) (Y, z)} =a < S (2, 2)

e) 5%°cas : 7 (y,z) =7 (z,2) = 1,z # y,y # 2 alors

S(a,8) (T, 2) = Stap) (U, 2) = a elsp (x,y) =
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Puisque min {«, } < a on obtient :

min {S(a,B) (377 y) y S(a,8) (ya 2)} < S(a,8) (l’, Z)

f) 6™¢cas : r (z,2) =7 (2,y) = 1,2 # 2,y # z alors

S(a,8) (T,2) = S(a,p) (Y, 2) = B et sap) (T,y) =

Puisque min {«, 5} < /3 on obtient :

min {s(,g (2,9) , S@s) ¥, 2) } < s (. 2)

Donc 54,4 est (a + ) —flou transitive, d’ot s, g) est une relation d’ordre (o 4 ) —flou
sur X.

ii) Supposons que a # 3, alors o > [ ou a < 3. Maintenant on suppose que a > f3,
puisque 7 est une relation d’ordre total, alors pour tous (x,y) € X%, x # y,on a :

r(z,y)=1our(y,xz) =1.
o+

Sir(z,y) =1, alors s(qp) (2,y) = a > , sinon 7 (y,x) = 1, d’o

a+ [
2

S(ap) (Y, ) = a >

Pour le cas ot 5 > « et avec le méme argument on obtient :

a;—ﬂ ou S(a,9) (y,2) = > &;—ﬂ

S(a,p) (T,y) =B >

Par conséquent s, g) est une relation d’ordre (a 4 ) —flou total sur X.

En utilisant le Lemme 2.1.4.4 et le Théoréme 2.2.3 on obtient le résultat suivant :
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Corollaire 2.2.4 (A. Stouti and L. Zedam) Soit X un ensemble classique non
vide, alors pour toute relation d’ordre classique r sur X et o € |0, 1] on peut construire
des relations a—flous 1, Sa, to définies respectivement par :

ro(z;y) = ar(z;y), so(z;y) = ar(y;z) et to, = amin{r(z,y),r(y,x)} pour tout
(z,y) € X2

Corollaire 2.2.5 (A. Stouti and L. Zedam) Soit < une relation d’ordre total clas-
sique définie sur l’ensemble des réels R, alors pour tous o, € [0,1] tels que :
0<a+pf<1eta#p, iy aune relation d’ordre (o + ) —flou total noté s, p)
définie par :
a+fBsiz=y
S(a,B) (x,y) = a st <y

B six >y

Comme une application du Théoréme 2.2.3, nous donnons une famille des ordres
a—flous sur R™. Pour faire cela nous devons faire un rappel de I’ordre lexicographique

Slem’co sur R"

Définition 2.2.6 Soient (x1,x2,...x), (Y1, Y2, ---Yn) € R™ alors on a :
(1, T2y ) <iewico (Y1, Y2, ---Yn) St €t seulement si x; = y; pour touti € {1,2,...,n}

ouilyake{2,..,n} tel que : z; = y; pour tout i € {1,2,....k — 1} et x < yy.

Il est claire que l'ordre lexicographique sur R" est total (17)%.on peut appliquer

le Théoreme 2.2.3 pour obtenir le résultat suivant :

Corollaire 2.2.7 (A. Stouti and L. Zedam) Soit <j..;c,0rdre lexicographique sur

R™ alors pour tous o, € [0,1] tels que : 0 < a4+ <1 et a # B, il y a une relation

8B. Schroder, Ordered sets : An introduction, Birkhauser Boston; Firstedition, December 6,
2002
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d’ordre (o + B) —flou total noté s gy définie sur R™ par

a+ [ si x; = y; pour touti € {1,2,....,n}
S(a,8) (1, s Tn) s (Y15, Un)) = a six; =1y; pour tout i € {1,2,....k} et z < yg

B si x; =y; pour tout i € {1,2,....h} et y, <z

Afin d’appliquer le Théoréme 2.2.3 sur I’ensemble des nombres complexes C, nous

rappelons de l'ordre lexicographique <;.;c, sur C.

Définition 2.2.8 Soient 21 = x1 + iy1, 20 = 9 +1ys € C, alors on a :

(21 <iewico 22) Si et seulement si (v1 = x9 et y1 = ya) ou (x1 = 5 et y; < Ya).
Du Théoréme 2.2.3 on obtient le résultat suivant :

Corollaire 2.2.9 (A. Stouti and L. Zedam) Soit <j..;., ordre lexicographique sur
C alors pour tous o, € [0,1] tels que: 0 < a+ 5 < 1 et a # [, il y a une relation

d’ordre (oo + B) —flou total noté s gy définie sur C par :

a+p st x1=x9 ety =y
S(a,B) ((1’1 + Zyl) ) (3}'2 + 2y2)) = a st xy =Ty et Y1 < Yo

B siry =1y ety > Yo
Pour le produit fini des ensembles ordonnés a—flous on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2.10 (A. Stouti and L. Zedam) Soit (X;,7),cqy .,y une famille non
vide des ensembles ordonnés a— flous. La relation floue p définie sur X1 x XoXx...x X,

par :

w((z1y s n) s (Y15 Yn)) = min{r; (x;,9;) i =1,...,n}

est une relation d’ordre a—flou sur X1 x Xg X ... X X,,.
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Preuve. Soit (X;,7;),c (1,..ny une famille non vide des ensembles ordonnés a—

flous et i une relation floue définie sur X; x X5 x ... x X, par :

(21, s n) s (Y15 s Yn)) = min{r; (x;,9;) i =1,...,n}

(i) a—floue réflexivité. Soit (x1,za,...,x,) € X1 X Xo X ... X X,, on a:

(21, ey ), (21, oy ) = min{r; (x5, 25) i =1,2,....,n} =«

(ii) a—floue antisymétrie. Soient (z1,x2,...x,), (Y1, Y2, ---yn) € X1 X Xo X ... X X,
tel qu’ il y a au moins ig € {1,2,...,n} tel que : x;, # v;,. Puisque 7, est a—flou

antisymétrique on obtient :

Tig (:L‘ioa yzo) + Tig (yioa xio) S «

D’un autre coté nous savons que :

(21, s n) s (Y1y ooy Yn)) = min{r; (x;,9;) 11 =1,2,...,n}

Et

A ((Ys s Yn) s (1, oy ) = min{r; (yi, ) 11 =1,2,...,n}

Alors on a :

1% ((.%'1, ey xn) 3 (ylv EEES) yn))‘*’ﬂ ((yla 7yn) ) (xb ) xn)) < Tig (xio? yio)+rio (yioaxio) <a

Donc i est a—floue antisymétrique.

(iii) a—floue transitivité : Soient (z1,xs,...xy), (21,22, ...2n) € X1 X X X ... X X,,.
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On doit prouver que pour tout (Y1, ¥z, ...¥n) € X1 X Xg X ... X X, on a:

(21, oy n) (215 0y 20)) = min{p ((T1, oo Tn) 5 Y1y ooy Un) ) 5 1 (Y15 ooy Un) 5 (21505 20)) }

Par définition on a

1% ((1‘1, "'7:1371) ) (yla 7yn)) S 2% (xzayZ) et 1% ((yla >yn) ) (Zla ) Zn)) S Hy; (yia ZZ)

Donc pour tout i € {0, 1,...,n} on obtient :

min {:u (($1a >In) ) (yla 7yn)) y ((ylv "'7yn) ) (Zla ) Zn))} S min {y’i ("L‘z’yz) y My (yia Zz)}

Par hypotheése pour tout ¢ € {0,1,...,n}, u, est a—floue transitive, alors on obtient :

min {:u’z ('Tb yz> » Mo (yl7 Z’L)} < e (‘ria Zi)

Donc pour tout i € {0, 1,...,n} on obtient :

min {:u ((mla 7‘1:”) ) (yl; 7yn)) y ((yh -'-7yn) ) (217 7271))} < 1 (xiv Zi)

Comme

p((z1y s n) s (21, 00y 20)) = min{r; (24, 2;) i =1,...,n}

Alors, pour tout (y1, 42, ...4yn) € X1 X X5 X ... X X, nous obtenons :

min {p ((T1, ooy Tn) 5 Y1y ooy Un)) s (Y15 oo Un) s (21500 20)) } < e (215 0oy ) (21,0005 20))

Donc 1 est a—floue transitive d’ou p est une relation d’ordre a—flou. =

Comme une conséquence du Théoréme 2.2.10 on obtient le résultat suivant :
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Corollaire 2.2.11 (A. Stouti and L. Zedam) Soit (X,r) un ensemble ordonné

a— flou non vide. Alors la relation floue p définie sur X™ par :

w((z1, s n) s (Y15 -y Yn)) = min{r (z;,y;) i =1,...,n}

est une relation d’ordre a—flou sur X".

Comme une conséquence du Corollaire 2.2.11, on va donner un exemple d’ordre

partiel a—flou sur R" comme suit :

Exemple 2.2.12 Soit roun ordre partiel a—flou sur R donné a l'exemple 2 dans
(2.1.4). Alors d’aprés le Théoréeme 2.2.10, il existe une relation d’ordre a—flou pu,,

sur R™ définie par :
o (21, s ) s (Y1, ey yn)) = min {ry (x5, y;) i =1,...,n}
2.3 Les ordres a—flous qui sont compatibles avec la structure

d’espace vectoriel

Dans cette section on va étudier Les ordres a—flous qui sont compatibles avec la

structure d’espace vectoriel sur le corps des réels.

Définition 2.3.1 1) Soit X un espace vectoriel réel et r,une relation d’ordre a—flou
sur X, nous savons que r,, est compatible avec l’addition si, pour tous (x1,11) , (T2, y2) €

X2 ona:
)

2) rqest dite compatible avec la multiplication par un scalaire si pour tous (z,y) € X?

« a
(Ta (z1,71) > B et 1o (T2,y2) > 5) — (Ta (1 + 22,71 + y2) >

|
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etA>0,ona:

(Ta (x,y) > %) — <7’a (Ax, \y) > %)

Pour une famille des relations d’ordres aa—flous nous allons voir le résultat suivant

Théoréme 2.3.2 (A. Stouti and L. Zedam) Soit (X;,7i),c( 9., une famille non
vide des espaces vectoriels ordonné a—flous et soit p une relation flou définie sur

X1 x Xo X ... x X, par:

(21, n) s Y1y -y Yn)) = min{r (z;,y;) i =1,...,n}

Alors, on a

(i) Si pour tout i € {1,2,...,n} chaque ordre a—flou r; est compatible avec ’addition
sur X;, alors j est une relation a—floue compatible avec ’addition dans [’espace
vectoriel réel X1 x X9 X ... X X,,.

(i) Si pour chaque i € {1,2,...,n} tous les ordres a— flous r; sont compatibles avec la
multiplication par scalaire sur X;, alors p est une relation d’ordre a— flou compatible

avec la multiplication par scalaire sur ’espace vectoriel réel X1 X Xg X ... X X,,.

Preuve. Soit (Xj,7;),c (1,..ny une famille non vide des ensembles ordonnés a—

flous et i une relation floue définie sur X; x Xs x ... x X, par :

w((z1y ey n) s (Y1y ooy Yn)) = min{r; (z;,9;) 10 =1,...,n}

D’aprés le Théoréme 3.10 la relation floue p est une relation d’ordre av—flou sur
I’espace vectoriel réel X; x Xo X ... X X,.
(i) Supposons que pour tout i € {1,2,...,n} chaque relation d’ordre a—flou est

compatible avec ’addition dans Xj;.
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Soient (1, ..., Tn) s (Y1, ey Yn) , (21, ooy Z0) 5 (L1, ooy tn) € X1 X Xo X .0 x X, tels que :

(@1, s ) s (W, s ) > % et 11 (21, ces 2n) s (Hy eost)) >

| e

Par la définition de p pour chaque i € {1,2,...,n} on obtient :

i (i, i) > % et r; (2,t) >

| e

Puisque pour tout ¢ € {1,2,...,n} chaque relation d’ordre a—flou r; est compatible

avec ’addition dans X;, donc on obtient :
« .
ri(xi—l—zz-,yi—i-ti) > 5, Vi € {1,2,...771}

D’ou

o
p (@1 + 21, T+ 20) s (Y1 + 1, s Yo+ 1)) = min {r (v + 2,y + 1) i =1,2,...,n} > 5

Alors p1 est compatible avec ’addition dans ’espace vectoriel réel X; x X5 x ... X X,.
(ii) Supposons que pour tout i € {1,2,...,n} chaque relation d’ordre a—flou est com-
patible avec la multiplication par scalaire sur X;. Soit A > 0 et (x1,...,2,), (Y1, ..., Yn) €

X1 x Xy x ... x X, tel que :

(21, s @) 5 (Y1, o5 Yn)) >

| e

o
Par définition de u et pour tout i € {1,2,...,n} on aura : r; (z;,y;) > 5 Puisque
pour tout i € {1,2,...,n} chaque relation d’ordre a—flou r; est compatible avec
Q@
la multiplication par scalaire sur X;, alors on obtient : r; (Ax;, \y;) > E,pour tout

ie{l,2,...,n}.
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D’ou

p(AZ1, ooy AZ) (Y1, ey AYR)) >

| e

Donc p est compatible avec la multiplication par scalaire dans ’espace vectoriel réel

XixXogx..xX, n

La combinaison du Théoréme 2.3.2 et le Corollaire 2.2.11 donne le résultat sui-

vant :

Corollaire 2.3.3 (A. Stouti and L. Zedam) Soit (X,r,) un ensemble ordonné
a-flou non vide, supposons que r, est compatible avec l’addition et la multiplication

par un scalaire sur X. Alors la relation floue u définie sur X™ par :

w((z1, oy n)y (Y1y ooy Yn)) = min{r (z;,y;) i =1,...,n}

est une relation d’ordre a—flou compatible avec 'addition et la multiplication par un

scalaire sur X™.

On va donner maintenant une famille des relations d’ordres flous qui sont com-

patibles avec la structure d’espace vectoriel réel R".

Théoréme 2.3.4 (A. Stouti and L. Zedam) Soit A\, € [0, 1] tel que 0 < A+ <
1. Alors, il existe une relation d’ordre (A + () —flou s(\ gy sur R"™ qui est compatible

avec 'addition et la multiplication par un scalaire sur R™ définie par :

A+ 3 si x; = y; pour touti € {1,2,....,n}
song) (X1, n) s (Y1, 0 Un)) = S B six; = y; pour tout i € {1,2, ..., k} et xj, < yp,

A six; =y; pour touti € {1,2,....h} ety, <z
De plus, si X # B la relation d’ordre (X + B) —floue s(» gy est total.
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Preuve. Nous définissons une relation floue s g) sur R" comme suit :

A+ 3 si x; = y; pour tout i € {1,2,...,n}
song) ((T1s s 0) 5 (Y1, Yn)) = B six; =y; pour tout i € {1,2, ...k} et o < yg

A si x; = y; pour tout ¢ € {1,2,...,h} et y, < zy

D’apreés le Corollaire 2.2.7, s, gy est une relation d’ordre (A + 3) —flou total sur R™.
Maintenant on va démontrer que s, gy est compatible avec ’addition et la mul-

tiplication par un scalaire sur R".

Premier cas : A > (.Soient (21, ...,2Z5) , (Y1, oy Un) , (215 s Zn) , (1, ooy tr) € R tels

que :

o}
song) (@1, n) s (Y1, -y Yn)) > etsng) (21,0, 2n) 5 (t1, s tn)) > ——

Par conséquent

soug) (@1, ) s (W15 - Un)) = Sy (2155 20) 5 (T, s )

Alors il y a hy,hy € {2,...,n} tels que : x; = y; pour tout i € {1,...,hy — 1} et
Tp, > Tpy b z; = t; pour tout @ € {1,...,ha — 1} et zpa > ty,.

Soit h = min {hy, ho} . Alors, on a :
=y et z;=t;Vie{1,2,.., h} et xp+ 2z, > yp + 1t
Ainsi, on obtient :

T, + 2 =y + 1 V’iE{l,Q,...,h} et xp + 25 > yp + 1y
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Donc on aura :

A+ [
sog) (@14 21, o Tn + 20) , (1 F 1, o Y+ 1)) = 5> 5

Maintenant, soit (z1,...,x,), (Y1,...,yn) € R™ et t > 0, sachant que :

A+
2

sog) (1, n) s (Y15 Un)) >

Puisque, 8 > X alorsily a h € {2,...,n} tels que : x; = y; pour tous i € {1, ...,

et x;, > x5,. Ainsi, on obtient :

tz; = ty; pour touti € {1,....h — 1} et tx;, > txy

Donc on aura :

A+
2

song) (e, oty (byr, o tyn)) = 6>

_1}

La démonstration du deuxiéme cas ou 8 < A est similaire a celle du premier cas. =

2.4 Caractérisation de sous-catégorie des ordres a—flous qui

sont compatibles avec I’addition et la multiplication dans

I’ensemble R.

Dans cette section on va caractériser le sous catégorie des ordres a—flous sur la

droite réel qui sont compatibles avec I’addition et la multiplication dans I’ensemble

R. Nous avons besoin au définition suivant

Définition 2.4.1 Soit r, une relation d’ordre a—flou sur R et x € R. Sir, (0,z) >
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o
X alors x est dit r,—nombre réel positif. L’ensemble de tous les nombres réels positifs
noté R}

o
Par similarité, sir, (x,0) > ) alors x est dit ro,—nombre réel négatif, et l’ensemble

de tous les nombres réels négatifs noté R .

Dans ce qui suit on va étudier les sous-catégories des ordres a—flous qui sont com-
patibles avec ’addition et la multiplication dans R. Plus précisémemt on considere

le suivant :

Définition 2.4.2 Soit C,, l’ensemble de tous les ordres a—flous r, définis sur R
satisfaisants les deux conditions suivantes :

(i) Pour tous x,y,z € R, on a1, (z,y) <74 (v + 2,y + 2)

(1) ¥V (z,y) €ER? et A >0, on ar,(z,y) < ro(Az, \y)

Proposition 2.4.3 (A. Stouti and L. Zedam) Soit r, un élément de C,, alors :

(Z) V(whyl) ) (37273/2) eR?*ona: T (131 + 2,1 + y2) > min {’f’a (37173/1) yTa (1‘27312)}

(ii) 1o, est compatible avec 'addition et la multiplication dans R.

Preuve. Soit r, un élément de C,

(i) Soient (x1,41), (72, 2) € R?, comme r, est a—flou transitive on a :
To(T1 + T2, y1 + y2) > min {ro(z1 + T2, y1 + 2), Ta(y1 + 72,91 + ¥2)}
D’une autre facon, puisque r, € C, on aura :
To (T1,41) < 7o (21 + @2, Y1 + T2) €t 1o (T2, Y2) < Ta (Y1 + 2, Y1 + Y2)
Ainsi :

min {7y (v1,91) ;7o (T2, y2) } < min{ry (21 + T2, Y1 + 22) , 70 (Y1 + T2, y1 + ¥2) }

58



D’ou V (z1,41), (z2,y2) € R? on aura :

To (T1 + T2, y1 + y2) > min{r, (z1,21), 74 (T2,92)}

(ii) Soient (z1,y1), (z2,12) € R? sachant que : 74 (z1,41) > % et 74 (T2, y2) >

|9

d’aprés (i) au-dessus on aura :

To (T1 + T2, y1 + y2) > min{r, (z1,21), 7a (T2,%2)}

Donc on obtient :

oo

ro (1 4+ 22, y1 + Y2) >

Puisque r, € C,, alors on obtient :

To (7,y) < 1o (Ax, Ay) , VA >0

Ainsi : 7o (Az, Ay) > = =

| e

Dans la suite on va établir quelques résultats des ordres a—flous r,, € C,

Proposition 2.4.4 (A. Stouti and L. Zedam) Soit r, un élément de C,, alors :
i) pour tous x,y € R; si x < y; alors ro(x,y) =7,(0,y — ) ;

i) pour tous x,y € R; si x > y; alors ro(x,y) = ro(x —y,0) ;

i11) pour tous x,y € R; si x < y; alors ro(z,y) =1r4(0,1) ;

iv) pour tous x,y € R; si x > y; alors ro(x,y) = 14(1,0) ;

v) RIN R, ={0}.

Le résultat suivant concerne les ordres a—flous qui sont des éléments de Cl,.
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Proposition 2.4.5 (A. Stouti and L. Zedam) Soit r, un élément de C,, alors

i) Si T, est un ordre a—flou total sur R, alors R = R} UR7.

o] 2

a
it) o est un ordre a—flou total sur R si et seulement sir, (0,1) > 5 OUTa (1,0) >

Preuve. i) Supposons que r, est total sur R, donc pour tout € R, nous avons
que

o (2,0) > % our, (0,x) >

|9

Donc 2 € RY ou z € R, d’ou

R CRIUR,

D’un autre coté, par définition on sait que

RYUR, CR
Donc

R=R'UR,
. a a
ii) Supposons que 7, (0,1) > 5 OUTa (1,0) > 5

Premier cas : 7, (0,1) > %.

Maintenant, soient z,y € R avec x # y, supposons que xr < y. Puisque r, est

compatible avec la multiplication, donc

ra(O,y—x) >

| e

Comme

(x,y) = (x,2) + (0,y —x) et rq (z,2) = «
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Alors d’aprés la Proposition 2.4.5 nous aurons

To (z,y) > min{r, (0,y —x),a}

D’ou

Ta('rhy) Zra(oay_x) >

| e

Maintenant si z > y, alors par la compatibilité de r, avec la multiplication, on
obtient

TQ(O,I—y> >

| e

Puisque

(y,2) = (y,y) + (0,2 —y) et 74 (y,y) = &

Alors d’apres la proposition (2.4.5) nous aurons

To (z,y) > min{r, (0,z — y), a}

D’ou

Ta('rvy) Zra(0737—y) >

e

Par conséquent r, est une relation d’ordre a—flou total.

La démonstration du deuxiéme cas est similaire & celle du premier cas au dessus. m

La combinaison des Propositions (2.4.3), (2.4.4), (2.4.5) donne le résultat suivant :

Théoréme 2.4.6 (A. Stouti and L. Zedam) Soit r, un élément de C,.alors, r,

est définie par :

« st x =1y
Ta (T,9) = 1r,(0,1) s z<y
1o (1,0) si x>y
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De plus, sir, (0,1) > % oury (1,0) > =, alors r, est un ordre a—flou total sur R.

| e

Inversement, on a le résultat suivant

Théoréme 2.4.7 (A. Stouti and L. Zedam) Soit o« € ]0,1] et 8 € [0,a[. Alors
il existe une relation d’ordre a—flou r ) qui est compatible avec l'addition et la

multiplication sur la droite réel R définie par :

« St T =1y
T(a,8) (:E,y) = 6 st < Yy

a—psiz<y
. « « .
En outre, si 5 € [07 3 [ U ] 7 04] , alors 14 8) est une relation d’ordre a— flou total
sur R.

Pour 'ensemble des entiers naturels, on a le résultat suivant :

Corollaire 2.4.8 (A. Stouti and L. Zedam) Soit « € 0,1] et 8 € [0,a[. Alors,

la relation flove 1 ) définie pour tous n,m € N par :

o sim=m
T(a,8) (N, m) =4 B st nm<m

a—p0Fsin<m

est une relation d’ordre a—flou total sur N.

Pour les ensembles finis on obtient le résultat suivant :
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Corollaire 2.4.9 Soit o € |0,1] et soit X = {x1,2a,...,x,} un ensemble fini, on

a
suppose que 3 € [0, =

5 [ U } %,a} . Alors, la relation floue 1) définie pour tous

i, x; € X par :
o St =7
Tap) (Tnx) =4 B sii<j

a—psii<j

Est une relation d’ordre a—flou total sur X.
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Chapitre 3

Extensions linéaires (totales) des ordres

a-fHous

3.1 Théoréme d’extensions linéaires des ordres a-flous

Dans ce chapitre, nous allons montrer que chaque ordre a-flou sur un ensemble
non vide vérifie la condition
(N) suivante: (N) :(rq (z,y) < % ou ry (y,x) < %, pour tous les éléments
incomparables (z,y) € X?. Cela signifie qu’il n’y a pas d’éléments incomparables
a

(z,y) € X2 tels que: 1, (2,y) =714 (y,7) = 5)

Peut étre étendu a un ordre linéaire a—1flou.
Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant

Théoréme 3.1.1 [Version flou du théoréme de Szpilrajn|. Soit X un ensemble non
vide. Alors, chaque ordre a—flou sur X satisfait la condition ci-dessus (N) peut étre

étendu a un ordre a—flou total.
Pour démontrer ce théoréme on a besoin au lemme principal suivant :

Lemme 3.1.2 Soit (X,r,) un ensemble ordonné a—flou et soit a,b deuzx éléments

non comparables dans (X,r,) satisfaisants r, (a,b) < % ou rq (bya) < %. Alors, il



existe au moins un ordre a—flou 7, sur X qui étend r, tels que, soit

7o (a,b) > % ourl (b,a) >

e

3.2 Preuve constructive des extensions linéaires des ordres
a—fous définis sur un ensemble fini.
Dans cette section on va voir comment peut construire un extension linéaire d’un

ordre partiel a—flou définit sur un ensemble fini non vide X. Plus précisément, nous

devons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1 Chaque ordre a—flou sur l’ensemble fini et non vide X peut étend

a un ordre linéaire a—flou sur X.

Dans la suite, nous allons caractériser les ordres av—flous définis sur I’ensemble non
vide et fini X par leur extensions linéaires. Plus précisément, nous allons démontrer

le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2 Chaque ordre a—flou sur un ensemble non vide X est une inter-

section flou de tous les ordres a—flous qui [’étendent.

3.3 Exemples de construction des extensions linéaires des

ordres a—flous

On va donner deux exemples de construction des extensions linéaires des ordres

a—flous dans le cas fini.

1. Soit X = {a,b,c,d} et soit r, un ordre a—flou sur X définie par le tableau

suivant :
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a b c d

al o 0.5 | 0.6 | 0.82«x

b |02 | « 0.32c¢ | 0.7«x

c | 025 | 0.30a | o 0.80«x

d|0.18x | 0.18«x | 0.18cx | «

a
Nous avons a, b deux éléments incomparables tels que r,, (a,b) < 5 OUTa (b,a) <

a
5 et o (b,a) < 1, (a,b). par 'application du Lemme 3.1.2 nous avons au premier

pas un ordre a—flou r} qui étend r, et représenté par le tableau suivant :

a b c d

al o 0.6 | 0.6 | 0.82«x

b |02 | « 0.32c¢ | 0.7«x

c | 0.25a | 0.30a | o 0.80«x

d] 0.18x | 0.18« | 0.18«x | «

1

r, N'est pas linéaire, car b, c € X sont incomparables. Alors on peut appliquer le

Lemme 3.1.2 sur 7. Nous avons r}, (b,¢) < § our} (¢,b) < § et r} (c,b) <7 (b,c).

2

Ainsi, on obtient un ordre a—flou noté 72 qui étend r! (i.e,r?> étend r,) est

représenté par le tableau suivant :

a b c d
a |« 0.6 | 0.6 | 0.82cx
b | 0.25a | « 0.60c | 0.7
c | 025« | 0.30c | « 0.80cx
d | 018« | 0.18x | 0.18 | «

La procédure s’arréte car r2 est un ordre linéaire a—flou qui étend 7.
Dans cet exemple le nombre des applications du lemme 3.2 est k£ = 2. Ainsi nous

avons k = % ou m = card (A) avec A = {(a,b), (b,a), (b,c),(c,b)}.
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2. Soit X = {a,b,c} et r,un ordre a—flou sur X définie par le tableau suivant:

T | A b C

a |« 0.45c | 0.50«x

b | 0.30c | « 0.40«x

¢ | 0.20a | 0.20c0 |

Nous avons a,b € X deux éléments non comparables tels que r, (a,b) < § ou

To (bya) < % et 74 (b,a) < r, (a,b) par application du Lemme 3.1.2 nous avons au

premier pas un ordre a—flou r} qui étend 7, et représentée par le tableau suivant :

rl | a b c
a |« 0.70c« | 0.50c
b | 0.30c | 0.40cx

¢ | 0.20a | 0.20a | «

1

r, n'est pas linéaire, car a,c € X sont incomparables. Alors on peut encore

a a
appliquer le Lemme 3.1.2 sur r!. Nous avons 7! (a,c) < 5 ou rl(c,a) < 5 et

1 1
r, (c,a) <rl(a,c).
Ainsi, on obtient un ordre a—flou noté r2 qui étend r! (i.e,72 étend r,) est

représenté par le tableau suivant :

r2 | a b c
a |« 0.70«¢ | 0.70c
b | 0.30x | « 0.80c

¢ | 0.20a | 0.200 | v

La procédure s’arréter 1a, car r2 est ordre linéaire a—flou qui étend r,,
Dans cet exemple le nombre des applications du Lemme 3.1.2 est £ = 2. Donc,
m
onak < B ou m = card (A) avec

A= {(a7b) ) (b7 a) ) (CL,C) ) (Ca a) ) (b’ C) ) (C’ b)} :
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Chapitre 4

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons vu le concept de 'ordre a-flou a partir de la présenta-
tion des propriétés et des résultats concernant ce genre d’ordre flou. Puis on a essayé
de construire une extension linéaire de ’ordre partiel a-flou pour lui rendre un ordre
a-flou total dans un ensemble arbitraire non vide et nous donnons aussi une preuve
dans le cas fini avec des exemples et ceci est une extension du théoréme de Spilrajn
pour les ordres classiques.

Nous signalons par ailleurs que les résultats concernant les extensions linéaires
des ordres a-flous demeurent encore ouverts, c’est une apercu ouvre peut étre la
porte d’autre recherches dans ce domaine.

On peut parler d'un ordre a-flou dans un ensemble tel que pour chaque pair
(x,y) d’éléments, il existe une borne supérieur et une borne inférieur que ’on appelle

treillis ordre extension.
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