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ا۱৖৑ڎاء

ا٢ेू׿اء
اڤܙ۝ܙل" ෕ຸفَ ոֿلَ ոּڤܙ۝ܙلِ.. آڲڷََ "ڲڷَْ

ً؇ܳިرود ً ۳ᆙᆘڎة ೑಻Ⴄ၍ اᄴᄟروبُ ৖৑و ڢݱଫଃة، اৎ৊ފ؇ڣ؇تُ ৖৑و ۱٭ٷ۰ّ، ُ ᄭᄥ༡ීෂا ّܝ݆ ቕረ
إ෠ຶ؇زاً. اਐ಻৖৑ޙ؇رِ أ݁ܭُ و๤๑ะقُ اܳٺأص، ؗ٭ިم ོྥٴڎدُ ڣ؇ܳ٭ިم أڢިى؛ Ⴄ၍ن اࠍ੆޺޾ لݑ ߓߵ ّ݆֟ ܳـܝ

.۰༟؇وޗ وނଲ୍اً، ۋٴ؇ً، اܳݱ؇ࠍ੆؇ت، ّࡤࡲ ਍ಸأ݄ٺ۬ اᄳᄟي Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
واڢأ؇ً. اܳ٭ިم ༚ڎا ปฆۋ ݬଫଊاً.. ݿگ٭ٺ۬ اᄳᄟي اࠍ੆޺޾ ዻዧذ ሌᇿإ

.۰ਃಸ৙৑ا അ೪ؔڪۻ܋ ሒᇭ ሒᇆިإۊ اෂීً؇ط.. أرض ሒᇭ اܳޚ؇۱ݠة ا৙৑رواح ሌᇿإ
਍ಱݯص.. ৖৑ اᄳᄟي اܳأޚ؇ءِ ݬ؇ۋص ،ሒᇆ؇ۋ٭ ሒᇭ واܳިڢ؇ر ا୒ୖ٭ٴ۰ و݁ٷٴؕ ੅਼ݠاً، ِ۬ᆙᆊا ሌᇿإ أݿྥٷڎُ ݆݁ ሌᇿإ

.ᆃᅰո֏اڤ ᆃᄱأ
..ሒᇿ اܳٺިڣ٭ݑ د؜ިات ߙߵਃಾܭ ؜݆ ً لި݁؇ لܝژّ ቕረ اᄳᄟي واܳگܹص اఈః༠৙৑ق، ሒᇭ ሌᇿو৙৑ا มฆ݁ڎرݿ ሌᇿإ

. اݾষץ༉ץ١. ᆃᅘأ ا৙৑ول ሒᇧ؇ୖ୒إ و݁ݱڎر ،ሒᇃ؇ۏٷ ݆ᆇᅀّ ؇ዛዀ݁ڢڎ ොູب ݆݁ ሌᇿإ
اܳޚ٭ٴ۰.. ܾዛኤ؇గၵၽً أۊژ واܳލڎاࢱࣖ ๤ཡأڢ اৎ৊ފ؇ڣ؇ت ۏأߺࠊا દઊᄳᄟا اᄴᄟرب، رڣگ؇ء ሌᇿإ

ᆇᅹأٺٷ؇: ݬڎق ࠍ੆ޙ۰ ႟ၽܳ ᆙᆘٺٷ۰
وݬ؇ل). اྲྀྥފ؇م، ݁ٷ؇ر، ݿ؇رة، ،ቕሹਵਦ راݪ٭۰، ،มฆܳިۊ)

اࠍ੅ޚُް ሒሃ ڣ۳؇ اܳڰۛݠ؛ ݆݁ ً ఈఃڣݱ ّ؇رෛຬ޶ ሒᇭ أݿޚّݠ اܳ٭ިم، إ෠ຶ؇ز. وأᆇᅹܭ ۏ۳ڎي ஓஇݠة أَࡤࡲ ا৙৑؜ਲ਼اء، ఈఃّ݁٭ڍي ๮๎ฺأ ৖৑ პაႰ
اܳگ۰݄.. ّأُ؇َݑ ً لި݁؇ ّأଫ଒ت มฆܳا

واਐ಻ݱ؇راً. ،ً؇݁ఈఃوݿ ،ً؇༡ڣݠ اܳ٭ިم ਍ಾڰފٷ؇
"അ೪िऻո֔اڤ رب ҵ᝛ҳ ا०ॖ॑׿ أن د֍ܙا٢گ ബഎوآ"
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وّگڎߌߵ ୍ଲނ

وׂؠ׿ܽݦ ાણ۳
আॻ༟ و૭૙޺޾ ঌॻوَݱ ،؇਍ಾ৖৑؇༡ ᆇᅹ٭ؕ ሒᇭ ༟ܹ٭۬ ႟၍ި ਐ಻و وا๤ཟܳاء، ا๤ཏܳاء ሒᇭ ً۬ ඔ൹ٺأ૭૙و واܳټٷ؇ء ࠯࠵࠺݄ڎ اৎ৊ފٺۜݑ و۱ި ᆇ໲ໟڎه Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ

.દઊᄴᄟا لިم ሌᇿإ ۱ڎل۬ ؕਊಾ و݆݁ ඔ൹أᆇᅹأ وොේٴ۬ وݿ޺޾ ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا আॻݬ ᆇ୚୘ڎ ݿ٭ڎَ؇ Մ៰Ղا ੯੩༠ ଫଃ༠

وݿ޺޾: ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا আॻݬ ᄩᄟިًگ ً ఈఃᆇᅦو
« َ ҵ᝛ҳا ِ ાُણ੡َْੀ ᓕَْᆙ ոسَ Ԑّ اڤר ِ ાُણ੡َْੀ ᓕَْᆙ ڲڷَْ »

واଫଐܳ݁ڍي" "أᆇᅵڎ رواه

اܳٷ༶؇ة. ݿڰ٭ٷ۰ আॻ༟ وᆇᅵܹٷ؇ اࠍ੆٭؇ة ݁ލأܭ ܳٷ؇ أوڢڎ ݆݁ ႟၍ ሌᇿإ واܳٺگڎߌߵ ୍ଲاܳލ ؜ٴ؇رات ްᆙᆊ؊ً ّگڎم
ߌߵّڰؕ. ً۬ وأدب ཯ྡྷٺڰؕ ً۬ ً ؇గఒ༟ గఒ༟ٷ؇ ݆݁ ႟၍ ሌᇿإ

.ᄭᄥފ٭ৎ৊ا و༥؇݁أ۰ ਊಸިݿأ؇دة ఋዳዧݿ؇ࣁࣕة اܳأܹ٭؇ اৎ৊ڎرݿ۰ ሒᇭ اܳـଲ୍ام ؇਍ಾࣕأݿ؇ࣁ ሌᇿإ ً ৖৑ިوݬ ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ݁أగఒ޶ ݆݁ ً ࢻࣖءا

اৎ৊ڍாணة. ۱ڍه إ෠ຶ؇ز ᄭᄥޗ٭ ّ۬؇ዛዀوّިۏ ۬ොຩ؇ݱ਍ಸ ሒᇃأڣ؇د اᄳᄟي ڲ׿ور" ਗਂ ๴෻اورا ჸોૉ׿ " ا๤དྷৎ৊ف ఋዳዧݿٺ؇ذ ༠؇ص ୍ଲوނ ؜ޚݠة ොູ٭۰
.෕໐শݾ ٢ץܙب ا۰ेू׫ոذ و ෕ໍոֿ ֈ۠ץոن ا۰ेू׫ոذ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ஓ୾ٷ؇ڢލ۰ ଲ୍ّ݁ب มฆܳا ا࠯࠵࠾ٷ۰ ሌᇿإ ޗ٭ٴ۰ ොູ٭۰

ޗ٭ٴ۰. ۰గၵၽً وܳި ًأ٭ڎ ݆݁ أو ೞಱڢݠ ݆݁ اৎ৊ٺިاݪؕ اܳأ݄ܭ ۱ڍا ෠ຶ৕৑؇ز ؇਍ಾڎ༟؇݁ފ ሒᇭ ݿ؇۱ܾ ݆݁ ႟၍ ୍ଲ૰૙ ଫଃ༠৙৑ا ሒᇭو
واଫଐ༡৖৑ام. اܳٺگڎߌߵ ڣ؇فݑ มฃ݁ ુળوܳـ اࠍ੊ݞاء؛ ଫଃ༠ ا৵৩ৠ٭ؕ ෠ຬݞي أن اܳگڎߌߵ ঌॻاܳأ Մ៰Ղا أݿ؊ل
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Liste des symboles

Liste des symboles

Symbole Signification
K Corps (général).
R Corps des nombres réels.
E Espace vectoriel sur K.
φ Une forme bilinéaire
Q Une forme quadratique
〈u, v〉 Produit scalaire.
B = (e1, . . . , en) Base de E.
B′ Nouvelle base.
P Matrice de passage.
A,MB(φ) Matrice d’une forme bilinéaire/quadratique.
A′ Matrice dans la nouvelle base.
X = (x1, . . . , xn)

T Coordonnées d’un vecteur.
uT Transposée du vecteur u.
Mn(K) L’ensemble des matrices carrées d’ordre n

An(R) Matrices symétriques réelles d’ordre n.
det(A) Déterminant de la matrice A.
rg(φ) Le rang de la forme bilinéaire
λi Valeurs propres.
(p, q) Signature.
r = p+ q Rang de la forme quadratique.
O Point à l’infini.
∆ Discriminant.
XT , AT La transposée d’un vecteur ou d’une matrice
kerφ Le noyau de la forme bilinéaire (ou radical)
tr(A) La trace de la matrice A

⊥ Relation d’orthogonalité (l’orthogonal)
In La matrice identité d’ordre n

δij Le symbole de Kronecker
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Introduction

Introduction

Au cours du XIXe siècle et au début du XXe siècle, la géométrie analytique et l’algèbre
linéaire ont connu un développement considérable grâce aux travaux de mathématiciens
tels que Gauss, Cauchy et Sylvester. Ces recherches ont conduit à l’émergence d’une
théorie complète autour des formes quadratiques et des quadriques. Cette théorie constitue
aujourd’hui l’un des piliers fondamentaux des mathématiques, établissant un lien essentiel
entre les équations algébriques du second degré et leurs représentations géométriques dans
l’espace.

Les formes quadratiques étudient les fonctions polynomiales de degré deux, tandis que
les quadriques [8] représentent l’interprétation géométrique de ces fonctions dans le plan ou
l’espace tridimensionnel. Ces concepts jouent un rôle crucial dans de nombreux domaines
appliqués tels que la physique théorique, la mécanique, l’optique, et même l’analyse des
données.

Dans ce mémoire, nous étudions plus particulièrement les formes quadratiques et leur
relation avec les quadriques.

Nous nous intéressons plus particulièrement à répondre à la question sui-
vante :

Comment utiliser les formes quadratiques et leurs méthodes de réduction pour classifier
les quadriques et déterminer leurs propriétés géométriques ?

La réponse à cette question est structurée en trois chapitres :

• Chapitre 1 : Nous abordons dans ce chapitre des généralités sur les formes bili-
néaires en tant que concepts fondamentaux pour les chapitres 2 et 3.

• Chapitre 2 : Nous traitons le concept des formes quadratiques et leurs méthodes
de réduction.

• Chapitre 3 : Nous présentons une étude des quadriques et leur classification à
l’aide des concepts du chapitre 2.

1



CHAPITRE 1. FORMES BILINÉAIRES

Chapitre 1

Formes Bilinéaires

Introduction
Les formes bilinéaires occupent une place fondamentale en algèbre linéaire et consti-

tuent le point de départ nécessaire à l’étude des formes quadratiques et des quadriques.
Ce premier chapitre introduit les notions essentielles relatives aux formes bilinéaires, en
mettant l’accent sur les formes symétriques et le produit scalaire. Nous présentons leur
écriture matricielle dans une base, ainsi que l’effet d’un changement de base sur la matrice
associée. Les notions de rang et de déterminant sont également abordées. Ces concepts
constitueront les outils indispensables pour la réduction des formes quadratiques et la
classification des quadriques dans les chapitres suivants.

1.1 Formes bilinéaires :

Définition 1.1
Soient K un corps et E un espace vectoriel sur K. On appelle forme bilinéaire sur
E une fonction associée canoniquement à l’application φ : E × E → K et notée φ,
vérifiant les propriétés de bilinéarité pour tous u, v, w ∈ E et tout λ ∈ K :

φ(u+ v, w) = φ(u,w) + φ(v, w)

φ(u, v + w) = φ(u, v) + φ(u,w)

φ(λu, v) = λφ(u, v) = φ(u, λv)

2



CHAPITRE 1. FORMES BILINÉAIRES

Remarque 1.1

La forme bilinéaire φ est dite symétrique définie positive sur l’espace E si :

• Symétrie : pour tous u, v ∈ E : φ(u, v) = φ(v, u).

• Positive : pour tout u ∈ E : φ(u, u) ≥ 0.

• Définie : φ(u, u) = 0 ⇐⇒ u = 0.

Exemple 1.1

En prenant la base canonique dans R2 avec u = (x1, x2) et v = (y1, y2).
L’application :

φ(u, v) = x1y1 + 5x2y2 − 3x1y2 − 3x2y1

est une forme bilinéaire symétrique sur R2.
Soient u = (x1, x2) et v = (y1, y2) dans R2 avec la base canonique. On considère la
forme bilinéaire :

φ(u, v) = x1y1 + 5x2y2 − 3x1y2 − 3x2y1

1. forme bilinéaire :
Pour que φ soit bilinéaire, il faut que :

φ(u+ u′, v) = φ(u, v) + φ(u′, v), φ(λu, v) = λφ(u, v)

Soient u′ = (x′
1, x

′
2) :

φ(u+ u′, v) = φ((x1 + x′
1, x2 + x′

2), (y1, y2))

= (x1 + x′
1)y1 + 5(x2 + x′

2)y2 − 3(x1 + x′
1)y2 − 3(x2 + x′

2)y1

= (x1y1 + 5x2y2 − 3x1y2 − 3x2y1) + (x′
1y1 + 5x′

2y2 − 3x′
1y2 − 3x′

2y1)

= φ(u, v) + φ(u′, v)

De plus :

φ(λu, v) = φ((λx1, λx2), (y1, y2)) = λφ(u, v)

2. la symétrique :

φ(u, v) = x1y1 + 5x2y2 − 3x1y2 − 3x2y1 = x1y1 + 5x2y2 − 3x2y1 − 3x1y2 = φ(v, u)

Donc φ est symétrique.
Conclusion : φ est une forme bilinéaire symétrique sur R2.

3



CHAPITRE 1. FORMES BILINÉAIRES

1.1.1 Cas particulier de produit scalaire :

Définition 1.2
Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique telle que :

(u, v) 7−→ 〈u, v〉

Exemple 1.2

Tout produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique :

• Dans R2 :
Pour u = (x, y) et v = (x′, y′), on a :

φ(u, v) = 〈u, v〉 = xx′ + yy′

• Dans R3 :
Pour u = (x, y, z) et v = (x′, y′, z′), on a :

φ(u, v) = 〈u, v〉 = xx′ + yy′ + zz′

• Dans Rn :
Pour u = (x1, . . . , xn) et v = (x′

1, . . . , x
′
n), on a :

φ(u, v) = 〈u, v〉 = x1x
′
1 + · · ·+ xnx

′
n

Exemple 1.3

Dans R3, l’application bilinéaire

〈u, v〉 = 2x1y1 + 3x2y2 + 4x3y3

est un produit scalaire.
1. Symétrie : Pour tous u = (x1, x2, x3) et v = (y1, y2, y3) :

〈u, v〉 = 2x1y1 + 3x2y2 + 4x3y3 = 2y1x1 + 3y2x2 + 4y3x3 = 〈v, u〉

Donc la forme est symétrique.
2. Définie positive : Pour tout u 6= 0 :

〈u, u〉 = 2x2
1 + 3x2

2 + 4x2
3 > 0

car x2
1, x

2
2, x

2
3 > 0 et au moins un xi 6= 0.

Donc 〈u, v〉 est bien un produit scalaire.

4



CHAPITRE 1. FORMES BILINÉAIRES

1.2 Propriété d’une forme bilinéaire symétrique :
Les propriétés de φ impliquent les formules suivantes :

1. φ(u+ v, u+ v) = φ(u, u) + φ(u, v) + φ(v, u) + φ(v, v)

= φ(u, u) + 2φ(u, v) + φ(v, v) . . . (1)

2. φ(u− v, u− v) = φ(u, u)− φ(u, v)− φ(v, u) + φ(v, v)

= φ(u, u)− 2φ(u, v) + φ(v, v) . . . (2)

Alors :
De (1), on a :

φ(u, v) =
1

2
[φ(u+ v, u+ v)− φ(u, u)− φ(v, v)]

De ((1)− (2)), on obtient :

φ(u, v) =
1

4
[φ(u+ v, u+ v)− φ(u− v, u− v)]

1.3 Écriture dans une base :

1.3.1 Expression d’une forme bilinéaire dans une base :

Proposition 1.1

Soit B = (e1, e2, . . . , en) une base de E, Si :

u = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen =
n∑

i=1

xiei

v = y1e1 + y2e2 + · · ·+ ynen =
n∑

j=1

yjej

La base de φ donne :

φ(u, v) = φ

(
n∑

i=1

xiei,

n∑
j=1

yjej

)
=

∑
1≤i,j≤n

xiyjφ(ei, ej)

Si φ est symétrique, alors φ(ei, ej) = φ(ej, ei) pour i > j et on a :

φ(u, v) =
n∑

i=1

xiyiφ(ei, ei) + 2
∑

1≤i<j≤n

xiyjφ(ei, ej).
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1.3.2 Matrice d’une forme bilinéaire dans une base :

Proposition 1.2

La base B étant fixée, toute matrice A carrée d’ordre n définit une forme bilinéaire
φ sur E :

A = (aij) = (aji) = MB(φ) = (φ(ei, ej))1≤i,j≤n =


φ(e1, e1) φ(e1, e2) · · · φ(e1, en)
φ(e2, e1) φ(e2, e2) · · · φ(e2, en)

... ... . . . ...
φ(en, e1) φ(en, e2) · · · φ(en, en)


associée à la forme bilinéaire φ dans la base B.
Si u et v sont deux vecteurs de E et sont les matrices colonnes dans B, on vérifie
que :

φ(u, v) = utAv

en identifiant φ(u, v) à la matrice utAv qui n’a qu’une seule ligne et une seule
colonne.
La forme bilinéaire est symétrique si et seulement si la matrice A est symétrique et
on a :

φ(u, v) = utAv = vtAu = φ(v, u)

Remarque 1.2

On peut noter la formule par : φ(u, v) = utAv avec u, v sont des matrices colonnes.

Exemple 1.4

Soit E = R2 muni de sa base canonique B = (e1, e2) où e1 = (1, 0) et e2 = (0, 1).
On considère la forme bilinéaire φ définie pour tout u = (x1, x2) et v = (y1, y2) par :

φ(u, v) = x1y1 + 5x2y2 − 3x1y2 − 3x2y1

1. Détermination de la matrice A = MB(φ)

Calculons les coefficients de la matrice :

• a11 = φ(e1, e1) = 1(1) + 5(0)(0)− 3(1)(0)− 3(0)(1) = 1

• a12 = φ(e1, e2) = 1(0) + 5(0)(1)− 3(1)(1)− 3(0)(0) = −3
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• a21 = φ(e2, e1) = 0(1) + 5(1)(0)− 3(0)(0)− 3(1)(1) = −3

• a22 = φ(e2, e2) = 0(0) + 5(1)(1)− 3(0)(1)− 3(1)(0) = 5

Alors :
A = MB(φ) =

(
1 −3
−3 5

)

2. Vérification par le produit matriciel

Vérifions la formule φ(u, v) = utAv avec u =

(
x1

x2

)
et v =

(
y1
y2

)
:

utAv =
(
x1 x2

)( 1 −3
−3 5

)(
y1
y2

)
= x1y1 − 3x1y2 − 3x2y1 + 5x2y2

Le résultat est identique à l’expression initiale.

3. Propriété de Symétrie
On observe que la matrice A est symétrique (At = A) car a12 = a21 = −3. Par
conséquent, la forme bilinéaire φ est symétrique, ce qui implique :

∀(u, v) ∈ E2, φ(u, v) = φ(v, u)

1.3.3 Changement de base :

Définition 1.3
Soit B = (e1, e2, . . . , en) et B′ = (w1, w2, . . . , wn) deux bases de E et P =
M(id,B′,B) la matrice de passage de la base B à la base B′.
Si on note u′ et v′ les matrices colonnes des coordonnées de u et v dans la base B′,
on a : u = Pu′ et v = Pv′. Notons A et A′ les matrices de la forme bilinéaire φ dans
chacune des deux bases.
Alors on peut écrire :

φ(u, v) = utAv = (Pu′)tA(Pv′) = u′tP tAPv′ = u′tA′v′

Ainsi la matrice associée à φ dans la base B′ est :

A′ = MB′(φ) = P tAP

7
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Exemple 1.5

φ(u, v) = x1y1 − 2x1y2 − 2x2y1 + 6x2y2 − x3y3 + 3x1y3 + 3x3y1

définie sur R3 muni d’une base B = (e1, e2, e3) et d’une base B′ = (e1, e1 + e3, e1 − e2 − e3).
La matrice associée à φ dans B est :

A = MB(φ) =

φ(e1, e1) φ(e1, e2) φ(e1, e3)
φ(e2, e1) φ(e2, e2) φ(e2, e3)
φ(e3, e1) φ(e3, e2) φ(e3, e3)

 =

 1 −2 3
−2 6 0
3 0 −1


La matrice de passage de B à B′ est :

PB′ =

1 1 1
0 0 −1
0 1 −1


Donc :

A′ = MB′(φ) = P tAP =

1 0 0
1 0 1
1 −1 −1

 1 −2 3
−2 6 0
3 0 −1

1 1 1
0 0 −1
0 1 −1

 =

1 4 0
4 6 4
0 4 4



1.4 Rang et Noyau d’une forme bilinéaire :

1.4.1 Rang d’une forme bilinéaire :

Définition 1.4
Congruence [10] : Deux matrices carrées A et A′ sont dites congruentes s’il
existe une matrice inversible P telle que :

A′ = P tAP

Deux matrices congruentes représentent la même forme bilinéaire dans des bases
différentes.

Définition 1.5
Rang[10] : Soit φ une forme bilinéaire sur un K-espace vectoriel E de dimension
finie, et A sa matrice par rapport à une base β. On définit le rang de φ, noté rg(φ),
par :

rg(φ) = rg(A)

Ce nombre est indépendant de la base choisie car deux matrices congruentes ont le
même rang.
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Théorème 1.1
Pour toute forme bilinéaire φ définie sur un espace E de dimension finie, on a la
relation fondamentale suivante :

dimE = dim(kerφ) + rg(φ)

1.4.2 noyau d’une forme bilinéaire :

Définition 1.6
Soit φ une forme bilinéaire sur E. On appelle noyau de φ (ou radical) l’ensemble :

kerφ = {v ∈ E | ∀u ∈ E,φ(u, v) = 0}

D’après le théorème du rang, on a : dimE = rg(φ) + dim(kerφ).

Remarque 1.3

[10] Une forme bilinéaire est dite non dégénérée si son noyau est réduit au vecteur
nul (kerφ = {0}), ce qui équivaut à dire que son rang est maximal (rg(φ) = dimE)
ou que son déterminant est non nul.

1.5 Formes bilinéaires symétriques non dégénérées :

Définition 1.7
Forme non dégénérée [10] : Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et φ une forme
bilinéaire sur E. On considère l’application :

Φ : E −→ E∗

où E∗ = L(E,R) désigne l’espace dual de E, c’est-à-dire l’ensemble de toutes les formes
linéaires sur E.
Cette application est définie pour tout v ∈ E par :

Φ(v) = φv, où φv(u) = φ(u, v) ∀u ∈ E

On dit que φ est non dégénérée si Φ est injective, ce qui équivaut à :

kerΦ = {v ∈ E | ∀u ∈ E, φ(u, v) = 0} = {⃗0E}

Autrement dit :
∀v ∈ E, (∀u ∈ E, φ(u, v) = 0) =⇒ v = 0

9
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Proposition 1.3

[9] Soit E un espace de dimension finie et A la matrice de φ dans une base β. Alors :

φ est non dégénérée ⇐⇒ det(A) 6= 0

Remarque 1.4

Toute forme bilinéaire définie positive est non dégénérée.

Remarque 1.5

Si det(A) = 0, on dit que la forme bilinéaire est dégénérée. Dans ce cas, son rang
est strictement inférieur à la dimension de E.

1.6 Rang et déterminant d’une forme bilinéaire :

Propriété 1.4

Les matrices A et A′ ont même rang puisque P est inversible. Par conséquent, le
rang de la matrice associée à une forme bilinéaire symétrique ne change pas quand
on change de base.
Le déterminant de A change d’un carré de K suivant la base :

det(A′) = det(P tAP ) = [det(P )]2 · det(A)

Exemple 1.6

On pose la matrice :

M = MB(φ) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 = M t

Le rang de M = 4 Elle est non dégénérée car :

det(M) = det


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 = −1 6= 0

M est inversible.
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Chapitre 2

Formes quadratiques

Introduction
Les formes quadratiques sont des fonctions qui généralisent la notion de ”carré” vu

dans les expressions algébriques. Si une forme bilinéaire est une fonction de deux vec-
teurs, linéaire en chaque argument, une forme quadratique est une fonction d’un seul
vecteur, obtenue en ”appliquant” une forme bilinéaire symétrique sur un même vecteur.
Elles apparaissent naturellement en géométrie (équations de coniques et de quadriques),
en physique (énergie cinétique, moments d’inertie) et en optimisation (hessienne d’une
fonction). L’objectif de ce chapitre est d’étudier leurs propriétés, leur représentation ma-
tricielle, et surtout les méthodes permettant de les réduire, c’est-à-dire de trouver une
expression plus simple dans une base adaptée.

2.1 Définitions et premières propriétés :

Définition 2.1
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. On appelle forme quadratique
sur E toute application Q : E → R pour laquelle il existe une forme bilinéaire
symétrique φ : E × E → R telle que :

∀u ∈ E, Q(u) = φ(u, u).

On dit que φ est la forme polaire (ou la forme bilinéaire symétrique associée) de
Q.
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Propriété 2.1

[9] La forme polaire φ associée à une forme quadratique Q est unique. Elle peut être
retrouvée à partir de Q par la formule de polarisation :

∀u, v ∈ E, φ(u, v) =
1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)] .

Ou encore :
φ(u, v) =

1

4
[Q(u+ v)−Q(u− v)]

Exemple 2.1

Considérons l’application Q : R2 → R définie par Q(x, y) = x2 + 4xy + 3y2.
1 : Trouver la forme polaire φ associée à Q.
Solution : Posons u = (x1, y1) et v = (x2, y2). Nous utilisons la formule de polarisa-
tion :

φ(u, v) =
1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)]

Calculons chaque terme séparément :

Q(u+ v) = (x1 + x2)
2 + 4(x1 + x2)(y1 + y2) + 3(y1 + y2)

2

= (x2
1 + 2x1x2 + x2

2) + 4(x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2) + 3(y21 + 2y1y2 + y22)

= x2
1 + 2x1x2 + x2

2 + 4x1y1 + 4x1y2 + 4x2y1 + 4x2y2 + 3y21 + 6y1y2 + 3y22

Q(u) = x2
1 + 4x1y1 + 3y21

Q(v) = x2
2 + 4x2y2 + 3y22

calculons Q(u+ v)−Q(u)−Q(v) :

Q(u+ v)−Q(u)−Q(v) = 2x1x2 + 4x1y2 + 4x2y1 + 6y1y2

En divisant par 2 :

φ(u, v) = x1x2 + 2x1y2 + 2x2y1 + 3y1y2

Vérification : φ(u, u) = x1x1 + 2x1y1 + 2x1y1 + 3y1y1 = x2
1 + 4x1y1 + 3y21 = Q(u).

Donc φ est bien la forme polaire cherchée.
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Remarque 2.1

Une forme quadratique n’est pas une application linéaire. En effet, pour un scalaire
λ, on a Q(λX) = λ2Q(X), et en général Q(X + Y ) 6= Q(X) + Q(Y ). La forme
polaire permet de retrouver la ”bilinéarité” cachée derrière la forme quadratique.

2.2 Orthogonalité et Vecteurs isotropes :

Définition 2.2
[1] Soient E un K-espace vectoriel de dimension quelconque et φ une forme bilinéaire
symétrique définie sur E.

1. Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux par rapport à φ, si φ(x, y) =
0.

2. Pour toute partie non vide A ⊆ E, l’orthogonal de A, noté A⊥, est le sous-
espace défini par :

A⊥ = {u ∈ E | ∀v ∈ A,φ(u, v) = 0}

Autrement dit, u ∈ A⊥ ⇐⇒ ∀v ∈ A,φ(u, v) = 0.

Proposition 2.2

[1] Soit φ une forme bilinéaire symétrique sur E. On a les propriétés suivantes :

1. A ⊆ B ⇒ B⊥ ⊆ A⊥.

2. Pour toute partie A de E :

i) A⊥ constitue un sous-espace vectoriel de E.
ii) A ⊆ A⊥⊥ et (A⊥⊥)⊥ = A⊥.

3. {0E}⊥ = E.

4. φ est non dégénérée si et seulement si E⊥ = {0E} = ker(φ).

5. Si E est de dimension finie, alors pour tout sous-espace vectoriel F de E :

dimK(F ) + dimK(F
⊥) ≥ dimK(E).
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Corollaire 2.1
[1] Si E est de dimension finie et φ est une forme bilinéaire symétrique non dégé-
nérée, alors :

1. dimK(F ) + dimK(F
⊥) = dimK(E).

2. F⊥⊥ = F , pour tout sous-espace vectoriel F ⊆ E.

Remarque 2.2

[1] φ non dégénérée ⇐⇒ dim(E) = dim(F ) + dim(F⊥), ∀F sous-espace vectoriel
de E. On a pas toujours E = F ⊕ F⊥.

Exemple 2.2

Considérons E = R2 muni de la forme bilinéaire symétrique f définie par :

Q(x, y) = x1y1 − 4x2y2

La matrice associée à f dans la base canonique est A =

(
1 0
0 −4

)
. Comme det(A) =

−4 6= 0, la forme Q est non dégénérée.
Soit F le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (2, 1), soit F = Vect{(2, 1)}.
Un vecteur x = (x1, x2) appartient à F⊥ si :

Q((x1, x2), (2, 1)) = 0 ⇐⇒ 2x1 − 4x2 = 0 ⇐⇒ x1 = 2x2

D’où F⊥ = Vect{(2, 1)}. On remarque ici que F = F⊥. Bien que dim(F )+dim(F⊥) =
1+1 = 2 = dim(R2), nous avons F ∩F⊥ = F 6= {0}, donc la somme n’est pas directe.

Définition 2.3
[1] Soit φ une forme bilinéaire symétrique sur E.

1. Un vecteur x ∈ E est dit isotrope si φ(u, u) = φ(u) = 0.

2. Un sous-espace F ⊆ E est dit isotrope si F ∩ F⊥ 6= {0E}.

3. F est dit totalement isotrope si F ⊆ F⊥.

Remarque 2.3

[1] F totalement isotrope ⇒ F est isotrope, la réciproque n’est pas toujours vraie.
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Théorème 2.1
[1] Soit F un sous-espace vectoriel de E. On a l’équivalence suivante :

E = F ⊕ F⊥ ⇐⇒ F est un sous-espace non isotrope.

2.2.1 Bases orthogonales et orthonormales :

Définition 2.4
Base orthogonale et orthonormale [1] : Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n,
muni d’une forme bilinéaire symétrique φ. Soit B = (e1, e2, . . . , en) une base de E.

1. La base B est dite φ-orthogonale si les vecteurs sont deux à deux orthogonaux :

∀i 6= j, φ(ei, ej) = 0.

2. La base B est dite φ-orthonormale si :

∀i, j, φ(ei, ej) = δij .

Remarque 2.4

[1]

1. Dans une base φ-orthogonale, la matrice de φ est diagonale :

MatB(φ) = diag(a11, . . . , ann),

et la forme quadratique associée s’écrit :

q(x) =
n∑

i=1

aiix
2
i .

2. Dans une base φ-orthonormale, on a :

MatB(φ) = In, et q(x) =
n∑

i=1

x2i .

Théorème 2.2
[1] Toute forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel de dimension finie
admet une base orthogonale.
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Corollaire 2.2
Cas défini positif [1] : Si φ est définie positive, alors il existe une base orthonormale
de E.

2.3 Écriture matricielle d’une forme quadratique :

2.3.1 Matrice d’une forme quadratique dans une base :

Définition 2.5
Soit E un espace vectoriel muni d’une base B = (e1, . . . , en). Soit Q une forme
quadratique sur E et B sa forme polaire. On appelle matrice de Q dans la base
B la matrice symétrique A = (aij)1≤i,j≤n où aij = φ(ei, ej). On note A ∈ Sn(R).

Propriété 2.3

Soit x ∈ E de coordonnées u = (x1, . . . , xn)
t dans la base B. Alors :

Q(x) = utAu =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

aijxixj.

Les termes aij pour i < j correspondent aux produits mixtes, et le facteur 2 apparaît
car la matrice est symétrique.

Exemple 2.3

Q(x, y) = x2 + 4xy + 3y2 dans R2 muni de la base canonique.
1. Trouver la matrice A de Q.
Solution : Identifions les coefficients :

• Le coefficient de x2 est 1 ⇒ a11 = 1

• Le coefficient de y2 est 3 ⇒ a22 = 3

• Le coefficient de xy est 4. Dans l’expression 2a12xy, on a 2a12 = 4 ⇒ a12 = 2

• Par symétrie, a21 = a12 = 2

La matrice de Q est donc :
A =

(
1 2
2 3

)

16



CHAPITRE 2. FORMES QUADRATIQUES

Vérification :

utAu =
(
x y

)(1 2
2 3

)(
x
y

)
=
(
x y

)( x+ 2y
2x+ 3y

)
= x(x+ 2y) + y(2x+ 3y) = x2 + 2xy + 2xy + 3y2 = x2 + 4xy + 3y2

Ce qui correspond bien à Q(x, y).

2.3.2 Changement de base :

Propriété 2.4

Soit B et B′ deux bases de E, et soit P la matrice de passage de B à B′ (c’est-à-dire
que les colonnes de P sont les coordonnées des vecteurs de B′ exprimés dans B). Si
A est la matrice de Q dans B et A′ sa matrice dans B′, alors :

A′ = P tAP.

En effet, si u sont les coordonnées d’un vecteur dans B et u′ ses coordonnées dans
B′, on a u = Pu′, et Q(x) = utAu = (Pu′)tA(Pu′) = u′t(P tAP )u′.

Remarque 2.5

Contrairement à la formule de changement de base pour un endomorphisme (A′ =
P−1AP ), on utilise ici la transposée de P et non son inverse. La matrice d’une forme
quadratique est donc une matrice congruente à A, et non semblable.

Exemple 2.4

Soit la forme quadratique Q sur R3 définie par :

Q(x, y, z) = x2 + 4xy + 6y2 + 4yz + 3z2

Dans la base canonique B = (e1, e2, e3).
Objectif : Trouver la matrice de Q dans la nouvelle base B′ = (e1, e1+e2, e1+e2+e3).
1. D’abord, identifions la matrice A dans la base canonique B :

• a11 = 1 (coefficient de x2)

• a22 = 6 (coefficient de y2)

• a33 = 3 (coefficient de z2)

• Pour xy : 4 = 2a12 ⇒ a12 = a21 = 2
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• Pour xz : pas de terme ⇒ a13 = a31 = 0

• Pour yz : 4 = 2a23 ⇒ a23 = a32 = 2

Donc :

A =

1 2 0
2 6 2
0 2 3


2. Trouvons la matrice de passage P de B à B′ :

B′ = (e1, e1 + e2, e1 + e2 + e3)

Les coordonnées des vecteurs de B′ dans la base B sont :

• w1 = e1 = (1, 0, 0)t

• w2 = e1 + e2 = (1, 1, 0)t

• w3 = e1 + e2 + e3 = (1, 1, 1)t

Donc :

P =

1 1 1
0 1 1
0 0 1


3. Calculons A′ = P tAP :

P t =

1 0 0
1 1 0
1 1 1


Calculons AP :

AP =

1 2 0
2 6 2
0 2 3

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 =

1 1 + 2 1 + 2
2 2 + 6 2 + 6 + 2
0 2 2 + 3

 =

1 3 3
2 8 10
0 2 5


calculons P t(AP ) :

A′ =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

1 3 3
2 8 10
0 2 5

 =

1 3 3
3 11 13
3 13 18


Donc la matrice de Q dans la base B′ est :

A′ =

1 3 3
3 11 13
3 13 18


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2.4 Réduction des formes quadratiques dans Rn :

2.4.1 Objectif de la réduction :

Définition 2.6
Réduire une forme quadratique Q, c’est trouver une base de E dans laquelle l’ex-
pression de Q est aussi simple que possible, c’est-à-dire une somme de carrés de
coordonnées avec des coefficients. On cherche une écriture du type :

Q(u) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n,

où (y1, . . . , yn) sont les coordonnées de u dans une nouvelle base.

2.4.2 Réduction par la méthode de GAUSS
Le but de cette méthode est d’écrire une forme quadratique comme une somme carrée.

Théorème 2.3
Toute forme quadratique Q non nulle sur un R-espace vectoriel de dimension fi-
nie n peut s’écrire comme une combinaison linéaire des carrés de formes linéaires
indépendantes :

Q(u) =
r∑

i=1

αi(li(u))
2

Où r est le rang de la forme, et (l1, . . . , lr) sont des formes linéaires indépendantes.

Remarque 2.6

[5] Il s’agit d’une méthode purement technique reposant sur la formule donnant le
carré d’une somme :

(a1 + a2 + · · ·+ an)
2 =

n∑
i=1

a2i + 2
∑
i<j

aiaj

L’idée est de regrouper les termes par variable pour former un carré parfait, puis de
« rectifier le tir » en retranchant les termes ajoutés en trop.

Principe général de la méthode de GAUSS :

Il y a deux cas possibles pour démarrer l’algorithme :
a) Si Q(X) contient au moins un carré (ex : x2

1) : On isole tous les termes
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contenant x1 et on écrit que c’est le début d’un carré parfait :

a1,1x
2
1 + 2a1,2x1x2 + · · · = a1,1

((
x1 +

a1,2
a1,1

x2 + · · ·+ a1,n
a1,1

xn

)2

− . . .

)

On traite ensuite le reste par récurrence avec une variable de moins.
b) Si Q(X) ne contient que des termes croisés (Produits rectangles, ex :

x1x2) : On choisit un produit x1x2 et on regroupe les termes contenant x1 ou x2. On
utilise alors l’identité suivante :

x1x2 +Bx1 + Cx2 = (x1 + C)(x2 +B)− BC

En utilisant la relation ab = 1
4
[(a+b)2−(a−b)2], on transforme le produit en une différence

de deux carrés :

(x1 + C)(x2 +B) =
1

4

[
(x1 + x2 +B + C)2 − (x1 − x2 − B + C)2

]
Exemple 2.5

Soit Q une forme quadratique définie sur R3 :

Q(x, y, z) = 4x2 − 2y2 − 19z2 + 4xy − 4xz − 14yz

1. Matrice associée à la forme quadratique
La matrice symétrique A associée à Q dans la base canonique est :

A =

 4 2 −2
2 −2 −7
−2 −7 −19


2. Réduction de Gauss (Méthode des carrés)
Étape 1 : Isolement de la variable x
On regroupe les termes contenant x et on complète le carré :

4x2 + 4xy − 4xz = 4

[(
x+

1

2
y − 1

2
z

)2

−
(
1

2
y

)2

−
(
−1

2
z

)2

+ 2

(
1

2
y

)(
1

2
z

)]

En substituant dans Q(x, y, z), on obtient :

Q(x, y, z) = 4

(
x+

1

2
y − 1

2
z

)2

− y2 − z2 + 2yz − 2y2 − 19z2 − 14yz
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Après simplification des termes en y et z :

Q(x, y, z) = 4

(
x+

1

2
y − 1

2
z

)2

− 3y2 − 12yz − 20z2

Étape 2 : Isolement de la variable y
On traite maintenant le reste en complétant le carré pour y :

−3y2 − 12yz = −3
[
(y + 2z)2 − (2z)2

]
En substituant à nouveau :

Q(x, y, z) = 4

(
x+

1

2
y − 1

2
z

)2

− 3
[
(y + 2z)2 − 4z2

]
− 20z2

Q(x, y, z) = 4

(
x+

1

2
y − 1

2
z

)2

− 3(y + 2z)2 + 12z2 − 20z2

Forme canonique finale :

Q(x, y, z) = 4

(
x+

1

2
y − 1

2
z

)2

− 3(y + 2z)2 − 8z2

Alors :
Q(X,Y, Z) = 4X2 − 3Y 2 − 8Z2

3. Changement de base et Matrice de passage P

L’objectif est de trouver la matrice de passage P vers la base de diagonalisation
B′ = (u1, u2, u3). D’après les formes linéaires obtenues :

X = x+ 1
2
y − 1

2
z

Y = y + 2z

Z = z

⇐⇒


x = X − 1

2
Y + 3

2
Z

y = Y − 2Z

z = Z

Les coordonnées des vecteurs de B′ dans la base B sont :

• u1 = (1, 0, 0)t

• u2 = (−1/2, 1, 0)t

• u3 = (3/2,−2, 1)t

Donc la matrice de passage P est :

P =

1 −1/2 3/2
0 1 −2
0 0 1


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4. Vérification de la relation P tAP = D

La matrice diagonale attendue est D = diag(4,−3,−8).
Calculons P tAP :

P tAP =

 1 0 0
−1/2 1 0
3/2 −2 1

 4 2 −2
2 −2 −7
−2 −7 −19

1 −1/2 3/2
0 1 −2
0 0 1


donc :

P tAP =

4 0 0
0 −3 0
0 0 −8

 = D

La signature de Q est (1, 2) et son rang est 3.

Exemple 2.6

Soit Q la forme quadratique définie sur R4 par :

Q(x, y, z, t) = xy + xz + yz + zt

1. Matrice associée à la forme quadratique
La matrice symétrique A associée à Q dans la base canonique B est :

A =


0 1/2 1/2 0
1/2 0 1/2 0
1/2 1/2 0 1/2
0 0 1/2 0


2. Réduction de Gauss (Cas sans carrés)
Étape 1 : Regroupement et factorisation
Puisque les termes carrés sont nuls, on regroupe les termes contenant x et y :

Q(x, y, z, t) = x(y + z) + z(y + t)

En faisant apparaître le produit (x+ z)(y + z), on obtient :

Q(x, y, z, t) = (x+ z)(y + z)− z2 + zt

Étape 2 : Passage à la forme canonique
En utilisant l’identité AB = 1

4
(A + B)2 − 1

4
(A− B)2 et en complétant le carré pour

le reste :

Q(x, y, z, t) =
1

4
(x+ y + 2z)2 − 1

4
(x− y)2 −

(
z − 1

2
t

)2

+
1

4
t2
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Forme canonique finale :

Q(X,Y, Z, T ) =
1

4
X2 − 1

4
Y 2 − Z2 +

1

4
T 2

3. Changement de base et Matrice de passage P

D’après les formes linéaires obtenues :
X = x+ y + 2z

Y = x− y

Z = z − 1
2
t

T = t

⇐⇒


x = 1

2
X + 1

2
Y − Z − 1

2
T

y = 1
2
X − 1

2
Y − Z − 1

2
T

z = Z + 1
2
T

t = T

D’où la matrice de passage P (par lecture des colonnes) :

P =


1/2 1/2 −1 −1/2
1/2 −1/2 −1 −1/2
0 0 1 1/2
0 0 0 1


4. Vérification de la relation P tAP = D

La matrice diagonale attendue est D = diag(1/4,−1/4,−1, 1/4).

P tAP =


1/2 1/2 0 0
1/2 −1/2 0 0
−1 −1 1 0
−1/2 −1/2 1/2 1




0 1/2 1/2 0
1/2 0 1/2 0
1/2 1/2 0 1/2
0 0 1/2 0



1/2 1/2 −1 −1/2
1/2 −1/2 −1 −1/2
0 0 1 1/2
0 0 0 1


alors :

P tAP =


1/4 0 0 0
0 −1/4 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1/4

 = D

La signature de Q est (2, 2) et son rang est 4.

2.4.3 Réduction par diagonalisation :
Soient B une base de E et Q une forme quadratique sur E. Notons M = Mat(Q,B).

Alors il existe une base orthogonale par rapport à Q formée par des vecteurs propres de
M .
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Théorème 2.4

Étant donnée une forme quadratique Q de Rn, il existe au moins une base ortho-
normée B′ de Rn sur laquelle Q est réduite, c’est-à-dire s’exprime sous la forme :

Q(u) = a1x
′2
1 + a2x

′2
2 + · · ·+ anx

′2
n

Dans cette écriture réduite sur la base B′ :
Les a1, . . . , an sont les valeurs propres de la matrice de Q sur la base canonique.

Exemple 2.7

Réduire la forme quadratique Q(x, y, z) = 2x2 + 5y2 + 2z2 + 2xz sur une base ortho-
normée de R3.
La matrice de Q est :

A =

2 0 1
0 5 0
1 0 2


1. Calcul des valeurs propres :

det(A− λI3) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 1
0 5− λ 0
1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

on obtient :

(5− λ)
[
(2− λ)2 − 1

]
= 0 =⇒ (5− λ)(1− λ)(3− λ) = 0

L’ensemble des valeurs propres de A est donc {1, 3, 5}.
2. Recherche des vecteurs propres unitaires :

• Pour λ = 5 :

E5 = {X = (x, y, z) ∈ R3 telle que (A− 5I3)X = 0R3}
= {X = (0, t, 0) ∈ R3 telle que t ∈ R}

Alors le vecteur propre unitaire est (0, 1, 0).

• Pour λ = 1 : On résout (A− 1I3)X = 0.
On obtient : 

x+ z = 0

4y = 0

x+ z = 0

=⇒ y = 0, z = −x

Le vecteur propre unitaire est ( 1√
2
, 0,− 1√

2
).

24



CHAPITRE 2. FORMES QUADRATIQUES

• Pour λ = 3 : On résout (A− 3I3)X = 0.
On obtient : 

−x+ z = 0

2y = 0

x− z = 0

=⇒ y = 0, z = x

Le vecteur propre unitaire est ( 1√
2
, 0, 1√

2
).

3. Matrice de passage et réduction :
La matrice orthogonale de passage est :

P =

0 1√
2

1√
2

1 0 0
0 − 1√

2
1√
2


Les composantes (X,Y, Z) sur cette base orthonormée s’obtiennent par :

X = y, Y =
1√
2
x− 1√

2
z, Z =

1√
2
x+

1√
2
z

On peut donc écrire la forme réduite :

Q(X,Y, Z) = 5X2 + Y 2 + 3Z2

Sur cette base orthonormée.
Remarque : Cette méthode est plus directe que celle de Gauss car elle nous donne
non seulement une forme réduite, mais elle garantit également que la nouvelle base est
orthonormée. Les coefficients (5, 1, 3) sont les valeurs propres exactes de la matrice
A.

Remarque 2.7

La méthode de Gauss est algorithmique et toujours applicable sans calcul de valeurs
propres. La méthode par diagonalisation nécessite de travailler dans une base or-
thonormée pour la matrice, et donne une base orthonormée pour le produit scalaire
canonique, mais pas forcément pour la forme quadratique elle-même.
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2.5 Loi d’inertie de Sylvester et Signature

Théorème 2.5
Soit Q une forme quadratique sur Rn. Dans toute écriture de Q comme combinaison
linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes à coefficients réels :

Q = α1ℓ
2
1 + · · ·+ αpℓ

2
p − αp+1ℓ

2
p+1 − · · · − αrℓ

2
r,

avec αi > 0, le nombre p de coefficients positifs et le nombre q = r−p de coefficients
négatifs sont indépendants de la décomposition choisie. Le nombre r = p+ q est le
rang de Q.

Définition 2.7
Le couple (p, q) s’appelle la signature de la forme quadratique Q. Si la forme est
dégénérée, on note aussi r le rang, et n− r la dimension du noyau.

Propriété 2.5

La signature (p, q) de Q est aussi le nombre de valeurs propres strictement positives
et strictement négatives de sa matrice S (comptées avec leur multiplicité). Le rang
r est le nombre de valeurs propres non nulles.

Exemple 2.8

Dans notre exemple Q(x, y, z) = (x+y+2z)2+(y+z)2−2z2, nous avons trois carrés
avec des coefficients +1, +1, et −2.
Déterminer la signature, le rang, et la nature de Q.
Solution :

• Les coefficients positifs : +1 et +1 ⇒ p = 2

• Les coefficients négatifs : −2 ⇒ q = 1

• Le nombre total de carrés non nuls : r = p+ q = 3, donc rang(Q) = 3

• La dimension de l’espace est n = 3, donc rang(Q) = n, la forme est non
dégénérée

• La signature est (2, 1)

Puisque p > 0 et q > 0, la forme est indéfinie (elle n’est ni définie positive ni définie
négative).
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Définition 2.8
Classification : Une forme quadratique Q de signature (p, q) est dite :

• Définie positive si q = 0 et r = n (tous les coefficients sont > 0).

• Définie négative si p = 0 et r = n (tous les coefficients sont < 0).

• Positive si q = 0 (elle peut être dégénérée ou non).

• Négative si p = 0.

• Indéfinie si p > 0 et q > 0.

Exemple 2.9

Classifions les formes quadratiques suivantes :
1. Q1(x, y) = x2 + y2

• Décomposition : +1 · x2 + 1 · y2

• p = 2, q = 0, r = 2 = n

• Signature (2, 0), rang 2 ⇒ définie positive

2. Q2(x, y) = −x2 − 2y2

• Décomposition : −1 · x2 − 2 · y2 (ou −x2 − 2y2)

• p = 0, q = 2, r = 2 = n

• Signature (0, 2), rang 2 ⇒ définie négative

3. Q3(x, y) = x2 − y2

• Décomposition : +1 · x2 − 1 · y2

• p = 1, q = 1, r = 2 = n

• Signature (1, 1), rang 2 ⇒ indéfinie

4. Q4(x, y) = x2

• Décomposition : +1 · x2 + 0 · y2

• p = 1, q = 0, r = 1 < n = 2

• Signature (1, 0), rang 1 ⇒ positive dégénérée
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Chapitre 3

Les quadriques

Introduction
Les quadriques, ou surfaces du second degré, sont des surfaces de l’espace R3 définies

par une équation polynomiale de degré 2. Elles généralisent les coniques (cercles, ellipses,
paraboles, hyperboles) à trois dimensions. Leur étude est une application directe et élé-
gante de la théorie des formes quadratiques développée au chapitre précédent. En effet, la
signature de la partie quadratique de l’équation détermine complètement la nature géomé-
trique de la surface : ellipsoïde, hyperboloïde, paraboloïde, cône ou cylindre. Ce chapitre
a pour objectif de présenter la méthode générale de réduction de l’équation d’une qua-
drique, puis de classifier ces surfaces à l’aide des outils du chapitre 2, en illustrant chaque
type par des exemples détaillés et des représentations graphiques.

3.1 Définition et équation générale d’une quadrique

Définition 3.1

On appelle quadrique (ou surface du second degré) dans R3 toute surface dont
l’équation cartésienne peut s’écrire sous la forme générale :

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + b1x+ b2y + b3z + c = 0

où (aij) sont des coefficients réels, non tous nuls, et bi, c sont des constantes réelles.
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Propriété 3.1

L’équation d’une quadrique peut s’écrire sous forme matricielle compacte :

X tAX + 2LX + c = 0

X tAX +BtX + c = 0

avec X =

x
y
z

, A =

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 (matrice réelle symétrique de la partie

quadratique), et L =
(
b1
2

b2
2

b3
2

)
(matrice ligne de la partie linéaire).

Remarque 3.1

La partie quadratique est donnée par X tAX = a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy +

2a13xz + 2a23yz. La signature (p, q) de S jouera un rôle fondamental dans la classi-
fication.

Exemple 3.1

L’équation 2x2 + 3y2 + z2 − 4xy + 2xz − 6y + 8z − 5 = 0 est une quadrique.
L’objectif est d’écrire cette équation sous la forme matricielle compacte :

X tAX + 2LX + c = 0

La matrice A est la matrice symétrique associée à la partie quadratique. En identifiant
les coefficients, on a :

• a11 = 2, a22 = 3, a33 = 1.

• a12 =
−4
2

= −2, a13 = 2
2
= 1, a23 = 0

2
= 0.

D’où la matrice :

A =

 2 −2 1
−2 3 0
1 0 1


Le vecteur L est composé de la moitié des coefficients de la partie linéaire :

• b1 = 0 ⇒ L1 = 0, b2 = −6 ⇒ L2 = −3, b3 = 8 ⇒ L3 = 4

D’où : L =
(
0 −3 4

)
.

L’équation s’écrit finalement :

(
x y z

) 2 −2 1
−2 3 0
1 0 1

x
y
z

+ 2
(
0 −3 4

)x
y
z

− 5 = 0
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3.2 Réduction de l’équation d’une quadrique
La réduction de l’équation d’une quadrique suit une procédure systématique en plu-

sieurs étapes.

3.2.1 Réduction de la partie quadratique

Théorème 3.1
Par un changement de base orthonormée (rotation) qui diagonalise la matrice sy-
métrique A, on peut éliminer les termes mixtes xy, xz, yz. Si P est la matrice de
passage orthonormée (P−1 = P t) vers une base de vecteurs propres, alors dans les
nouvelles coordonnées X ′ = (x′, y′, z′)t (telles que X = PX ′), l’équation devient :

λ1x
′2 + λ2y

′2 + λ3z
′2 + b′1x

′ + b′2y
′ + b′3z

′ + c = 0

où les λi sont les valeurs propres de A, et B′ = P tB est le nouveau vecteur des
coefficients linéaires.

3.2.2 Complément de méthode
Pour obtenir la base orthonormée B′ = {v1, v2, v3}, on doit :

1. Trouver les valeurs propres λi en résolvant det(A− λI) = 0.

2. Chercher les vecteurs propres associés à chaque λi.

3. Normaliser chaque vecteur propre Vi pour obtenir vi = Vi

∥Vi∥ afin que la matrice de
passage P soit orthogonale (P−1 = P t).

Dans les nouvelles coordonnées X ′ = (x′, y′, z′)t, l’équation devient :

λ1x
′2 + λ2y

′2 + λ3z
′2 + b′1x

′ + b′2y
′ + b′3z

′ + c = 0

3.2.3 Recherche du centre de la quadrique

Définition 3.2
Un point C = (x0, y0, z0) est appelé centre de la quadrique s’il est centre de symétrie
de la surface. Il est solution du système linéaire obtenu en annulant le gradient de
l’équation.
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Propriété 3.2

Le système pour trouver le centre s’écrit matriciellement :

AX +
1

2
B = 0

Soit : 
a11x+ a12y + a13z +

b1
2
= 0

a12x+ a22y + a23z +
b2
2
= 0

a13x+ a23y + a33z +
b3
2
= 0

Si ce système a une solution unique, la quadrique est dite à centre. Si le système
est impossible ou admet une infinité de solutions, la quadrique est dite sans centre
(ou à centre à l’infini).

3.2.4 Translation du repère

Propriété 3.3

Si le centre C = (x0, y0, z0) existe et est unique, on effectue le changement de
variables (translation) :

X = X ′′ + C soit x = x′′ + x0, y = y′′ + y0, z = z′′ + z0

Cette translation élimine les termes linéaires. L’équation devient alors :

λ1x
′′2 + λ2y

′′2 + λ3z
′′2 + c′ = 0

où c′ est une nouvelle constante.

3.2.5 Obtention de l’équation réduite
Après rotation et translation, on obtient l’une des formes canoniques suivantes :

1. Quadriques à centre : λ1X
2 + λ2Y

2 + λ3Z
2 = k

2. Quadriques sans centre : λ1X
2 + λ2Y

2 = 2pZ (paraboloïdes) ou λ1X
2 = 2qY

(cylindres paraboliques)

Exemple 3.2

Soit S la surface de R3 définie par l’équation cartésienne suivante :

2x2 + 2y2 + 2z2 + 2xy − 4x− 4y − 4z + 2 = 0
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1. Réduction de la partie quadratique (Rotation) La matrice symétrique A asso-
ciée à la partie quadratique est :

A =

2 1 0
1 2 0
0 0 2


. Valeurs propres : On calcule le polynôme caractéristique det(A− λI) = 0.
Les racines sont :

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3

. Vecteurs propres : Après calcul et normalisation des vecteurs propres asso-
ciés, on obtient la matrice de passage orthogonale P :Pour chaque valeur propre
(λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3), nous résolvons le système :

(A− λI)V = 0

• Pour λ1 = 1 : la matrice A :1 1 0
1 1 0
0 0 1

x
y
z

 = 0

À partir de là, nous trouvons que z = 0 et x+ y = 0 (soit x = −y).
Le premier vecteur propre est : V1 = (1,−1, 0)

• Pour λ2 = 2 : V2 = (0, 0, 1)

• Pour λ3 = 3 : V3 = (1, 1, 0)

Processus de ”Normalisation” :

• La norme de V1 est
√

12 + (−1)2 + 02 =
√
2.

Le vecteur unitaire est : u1 =
(

1√
2
, −1√

2
, 0
)

• La norme de V2 est
√
02 + 02 + 12 = 1.

Le vecteur unitaire est : u2 = (0, 0, 1)

• La norme de V3 est
√
12 + 12 + 02 =

√
2.

Le vecteur unitaire est : u3 =
(

1√
2
, 1√

2
, 0
)
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Formation de la matrice P :

P =

 1/
√
2 0 1/

√
2

−1/
√
2 0 1/

√
2

0 1 0


. Équation après rotation : Dans le nouveau repère (O, x′, y′, z′), les termes
mixtes disparaissent. Après transformation des termes linéaires (B′ = P tB),
l’équation devient :

x′2 + 2y′2 + 3z′2 + 0x′ − 4y′ − 4
√
2z′ + 2 = 0

2. Translation du repère (Recherche du centre) On utilise la méthode de complé-
tion des carrés pour regrouper les termes :

• Pour z′ : 3
(
z′2 − 4

√
2

3
z′
)
= 3

[(
z′ − 2

√
2

3

)2
− 8

9

]
= 3

(
z′ − 2

√
2

3

)2
− 8

3

• Pour y′ : 2(y′2 − 2y′) = 2[(y′ − 1)2 − 1] = 2(y′ − 1)2 − 2

L’équation devient alors :

x′2 + 2(y′ − 1)2 + 3

(
z′ − 2

√
2

3

)2

− 2− 8

3
+ 2 = 0

x′2 + 2(y′ − 1)2 + 3

(
z′ − 2

√
2

3

)2

=
8

3
X = x′

Y = y′ − 1

Z = z′ − 2
√
2

3

3. Forme réduite et Nature de la quadrique En effectuant la translation au centre
C ′ =

(
0, 1, 2

√
2

3

)
, on obtient la forme canonique :

X2 + 2Y 2 + 3Z2 =
8

3
=⇒ X2

8/3
+

Y 2

4/3
+

Z2

8/9
= 1

Puisque λ1, λ2, λ3 > 0 et la constante est positive, la quadrique S est un Ellip-
soïde.
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3.3 Classification et Paramétrisation des quadriques

3.3.1 Quadriques à centre
Ellipsoïde

Définition 3.3

Equation réduite : X2

a2
+ Y 2

b2
+ Z2

c2
= 1 (a, b, c > 0). Signature : (3, 0).

Représentation paramétrique :
x = a cosu cos v
y = b sinu cos v
z = c sin v

u ∈ [0, 2π], v ∈ [−π

2
,
π

2
]

Exemple 3.3

Considérons la surface S définie par : x2 + 2y2 + 4z2 = 4.

1. Forme canonique : En divisant par 4, on obtient x2

4
+ y2

2
+ z2

1
= 1.

2. Éléments géométriques : Les demi-axes sont a = 2, b =
√
2 ≈ 1.41 et c = 1.

3. Paramétrisation :
x = 2 cosu cos v
y =

√
2 sinu cos v

z = sin v

u ∈ [0, 2π], v ∈ [−π

2
,
π

2
]
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Hyperboloïde à une nappe

Définition 3.4

Equation réduite : X2

a2
+ Y 2

b2
− Z2

c2
= 1. Signature : (2, 1).

Représentation paramétrique :
x = a cosh v cosu
y = b cosh v sinu

z = c sinh v

u ∈ [0, 2π], v ∈ R

Exemple 3.4

Soit la surface quadrique S définie par l’équation cartésienne suivante :

x2 + y2 − z2 = 4

Pour obtenir l’équation canonique, on divise les deux membres de l’équation par 4 :

x2

4
+

y2

4
− z2

4
= 1

En comparant avec la forme générale x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1, on identifie les paramètres

géométriques :

• a2 = 4 =⇒ a = 2

• b2 = 4 =⇒ b = 2

• c2 = 4 =⇒ c = 2

Puisqu’un seul coefficient est négatif et que la constante est égale à 1, la surface S
est un hyperboloïde à une nappe de révolution autour de l’axe (Oz).

Éléments caractéristiques

• Le col (L’étranglement) : C’est le cercle obtenu pour z = 0, d’équation
x2 + y2 = 4 dans le plan (Oxy). Son rayon est R = 2.

• Points d’intersection : La surface coupe l’axe (Ox) aux points (2, 0, 0) et
(−2, 0, 0).
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Représentation paramétrique

En utilisant les fonctions hyperboliques (cosh, sinh) pour l’extension infinie et les
fonctions trigonométriques (cos, sin) pour la rotation, la paramétrisation de S est :

x(u, v) = 2 cosh v cosu
y(u, v) = 2 cosh v sinu

z(u, v) = 2 sinh v

avec u ∈ [0, 2π], v ∈ R

Remarque : Les valeurs sinh(2) et − sinh(2) sur le graphique correspondent aux bornes
du paramètre v choisies pour la visualisation.

Hyperboloïde à deux nappes

Définition 3.5

Equation réduite : X2

a2
− Y 2

b2
− Z2

c2
= 1. Signature : (1, 2).

Représentation paramétrique :
x = a sinh v cosu
y = b sinh v sinu

z = c cosh v

Exemple 3.5

Considérons la surface quadrique S définie par l’équation cartésienne suivante :

−x2

4
− y2

4
+

z2

4
= 1
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1. Étude de la surface : D’après la forme de l’équation, nous identifions les
paramètres a = 2, b = 2 et c = 2. La signature de cette quadrique est (1, 2), ce qui
confirme qu’il s’agit d’un hyperboloïde à deux nappes. L’axe de symétrie est l’axe
(Oz) car il correspond au seul terme de coefficient positif.

2. Éléments géométriques remarquables :

• Sommets : La surface coupe l’axe (Oz) en deux points distincts S1(0, 0, 2) et
S2(0, 0,−2), comme illustré sur la figure ci-dessous.

• Nappes : La surface est composée de deux parties disjointes : une nappe
supérieure (z ≥ 2) et une nappe inférieure (z ≤ −2).

3. Représentation paramétrique : En utilisant les fonctions hyperboliques pour
assurer la condition z2

c2
− (x

2

a2
+ y2

b2
) = 1, la paramétrisation de la nappe supérieure est

donnée par : 
x(u, v) = 2 sinh v cosu
y(u, v) = 2 sinh v sinu

z(u, v) = 2 cosh v

avec u ∈ [0, 2π], v ∈ R+

Note : Sur le graphique, les limites de visualisation sont définies par v ∈ [0, 2], d’où
l’apparition des valeurs ± sinh(2) pour les rayons des sections extrêmes.
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3.3.2 Quadriques sans centre : Les paraboloïdes
Paraboloïde elliptique

Définition 3.6

Equation réduite : Z = X2

a2
+ Y 2

b2
. Signature : (2, 0).

Représentation paramétrique :
x = a

√
v cosu

y = b
√
v sinu

z = v

u ∈ [0, 2π], v ≥ 0

Exemple 3.6

Considérons la surface quadrique d’équation cartésienne :

z =
x2

4
+

y2

4

1. Identification des paramètres : En comparant avec l’équation standard, nous
avons a2 = 4 et b2 = 4, d’où a = 2 et b = 2. Comme a = b, il s’agit plus précisément
d’un paraboloïde de révolution autour de l’axe (Oz).

2. Points remarquables et intersections :

• Sommet : La surface passe par l’origine O(0, 0, 0), qui constitue le point le
plus bas de la nappe.

• Sections horizontales : Pour une hauteur fixe z = z0 > 0, l’intersection est
un cercle (ou une ellipse si a 6= b) d’équation x2 + y2 = 4z0.

• Points sur le graphique : On observe sur la figure des points comme
(2
√
2, 0, z0) ou (3, 0, 2.25), qui vérifient bien l’équation (2.25 = 32

4
= 9

4
).

3. Représentation paramétrique : En utilisant les coordonnées polaires adap-
tées à la croissance parabolique, le système s’écrit :

x(u, v) = 2
√
v cosu

y(u, v) = 2
√
v sinu

z(u, v) = v

avec u ∈ [0, 2π], v ≥ 0
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Paraboloïde hyperbolique (selle de cheval)

Définition 3.7

Equation réduite : Z = X2

a2
− Y 2

b2
. Signature : (1, 1).

Représentation paramétrique :
x = au

y = bv

z = u2 − v2

Exemple 3.7

Soit la surface S d’équation : z = x2

4
− y2

4
.

1. Nature : C’est un paraboloïde hyperbolique de paramètres a = 2 et b = 2.

2. Points caractéristiques :

• Pour x = 3 et y = 0, on a z = 2.25, ce qui correspond au point (3, 0, 2.25).
• Pour x = 0 et y = 3, on a z = −2.25, ce qui correspond au point

(0, 3,−2.25).

3. Paramétrisation : 
x = 2u

y = 2v

z = u2 − v2
(u, v) ∈ R2
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3.3.3 Quadriques dégénérées
Cônes

Définition 3.8

Equation : X2

a2
+ Y 2

b2
− Z2

c2
= 0. Signature : (2, 1), k = 0.

Représentation paramétrique :
x = av cosu
y = bv sinu

z = cv

Exemple 3.8

Soit la surface S d’équation : x2

4
+ y2

4
− z2

4
= 0.

1. Nature : Il s’agit d’un cône de révolution d’axe (Oz) et de sommet O(0, 0, 0),
avec les paramètres a = b = c = 2.

2. Représentation paramétrique : Le système s’écrit sous la forme :
x = 2v cosu
y = 2v sinu

z = 2v

où u ∈ [0, 2π], v ∈ R (3.1)

3. Interprétation graphique : Les sections horizontales à une hauteur z
constante sont des cercles de rayon R = |z|.
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Cylindre elliptique

Définition 3.9

Equation : X2

a2
+ Y 2

b2
= 1. Signature : (2, 0), k = 1.

Représentation paramétrique :
x = a cosu
y = b sinu

z = v

Exemple 3.9

Soit la surface S d’équation cartésienne : x2

4
+ y2 = 1.

1. Nature : Il s’agit d’un cylindre elliptique d’axe (Oz) car la variable z est
absente de l’équation.

2. Éléments géométriques : La base est une ellipse de demi-axes a = 2 et b = 1
située dans le plan (Oxy).

3. Paramétrisation : En posant x = 2 cosu et y = sinu, et en laissant z libre
(z = v), on obtient : 

x = 2 cosu
y = sinu

z = v

u ∈ [0, 2π], v ∈ R (3.2)
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Cylindre hyperbolique

Définition 3.10

Equation : X2

a2
− Y 2

b2
= 1. Signature : (1, 1), k = 1.

Représentation paramétrique :
x = a coshu

y = b sinhu

z = v

Exemple 3.10

Soit la surface S d’équation cartésienne : x2

4
− y2

9
= 1.

1. Nature : Il s’agit d’un cylindre hyperbolique d’axe (Oz). La directrice dans le
plan (Oxy) est une hyperbole.

2. Éléments géométriques : Les sommets de la directrice sont situés aux points
(±2, 0, 0). La surface est composée de deux nappes symétriques par rapport au
plan (Oyz).

3. Paramétrisation : En utilisant les fonctions hyperboliques, le système s’écrit :
x = 2 coshu

y = 3 sinhu

z = v

(u, v) ∈ R2 (3.3)
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Cylindre parabolique

Définition 3.11

Equation : X2 = 2pY . Signature : (1, 0).

Représentation paramétrique : 
x = u

y = u2

2p

z = v

Exemple 3.11

Soit la surface S d’équation cartésienne : x2 = 4y.

1. Nature : Il s’agit d’un cylindre parabolique d’axe (Oz). Sa directrice dans le
plan (Oxy) est une parabole de sommet O(0, 0, 0).

2. Analyse : Pour chaque valeur de z, la section horizontale est la même parabole
y = x2

4
.

3. Paramétrisation : En choisissant x = u comme premier paramètre, nous
obtenons le système : 

x = u

y =
u2

4
z = v

(u, v) ∈ R2 (3.4)
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3.4 Tableau récapitulatif

Tableau récapitulatif complet des surfaces quadriques
Signature Rang Type Équation réduite

(3,0) 3 Ellipsoïde x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1

(2,1) 3 Hyperboloïde à une nappe x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1

(1,2) 3 Hyperboloïde à deux nappes x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1

(2,0) 2 Paraboloïde elliptique z = x2

a2
+ y2

b2

(1,1) 2 Paraboloïde hyperbolique z = x2

a2
− y2

b2

(2,1) 3 Cône x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0

(2,0) 2 Cylindre elliptique x2

a2
+ y2

b2
= 1

(1,1) 2 Cylindre hyperbolique x2

a2
− y2

b2
= 1

(1,0) 1 Cylindre parabolique x2 = 2py

3.5 Applications

3.5.1 Application 1:
Soit S la surface de R3 définie par l’équation suivante :

f(x, y, z) = x2 + 5z2 − 4xy − 4yz + 2x− 1 = 0

1. Réduction par la méthode directe de Gauss :

• En appliquant la méthode de Gauss.
• En déduire le rang, la signature, les coordonnées du centre de symétrie Ω, ainsi

que l’équation réduite de la surface S.
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2. Étude spectrale (Méthode de Diagonalisation) :

• a) Écrire l’équation de la surface S sous la forme matricielle XTAX +BTX −
1 = 0.

• b) Déterminer le polynôme caractéristique P (λ) = det(A− λI).
• c) En déduire les valeurs propres de la matrice A.
• d) Déterminer les sous-espaces propres Eλ et une base de vecteurs propres
(V1, V2, V3) .

• e) Vérifier l’orthogonalité des vecteurs propres et procéder à leur normali-
sation pour obtenir une base orthonormée (a1, a2, a3).

• f) Écrire la matrice de passage P et la nouvelle expression de l’équation de
la surface dans cette base.

3. Synthèse et Géométrie :

• a) Donner le rang et la signature de la matrice associée.
• b) Rechercher le centre de symétrie Ω de la surface S par le système de

gradient.
• c) Déterminer l’équation réduite finale de la quadrique dans le repère local

(Ω, a1, a2, a3).
• d) Conclure sur la nature géométrique précise de S.

Solution

1. Réduction par la méthode de Gauss
On applique la complétion des carrés directement sur l’expression globale f(x, y, z) :

f(x, y, z) = x2 − 4xy + 2x+ 5z2 − 4yz − 1

On regroupe les termes contenant la variable x :

f(x, y, z) =
[
x2 − 2x(2y − 1)

]
+ 5z2 − 4yz − 1

En complétant le carré par rapport à x, on obtient :

x2 − 2x(2y − 1) = (x− 2y + 1)2 − (2y − 1)2 = (x− 2y + 1)2 − (4y2 − 4y + 1)

On réinjecte cette expression dans l’équation :

f(x, y, z) = (x− 2y + 1)2 − 4y2 + 4y − 1 + 5z2 − 4yz − 1

= (x− 2y + 1)2 − 4y2 − 4yz + 4y + 5z2 − 2
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Ensuite, on regroupe les termes contenant la variable y :

−4y2 − 4yz + 4y = −4
[
y2 + yz − y

]
= −4

[
y2 − 2y

(
1

2
− 1

2
z

)]
On complète le carré pour la variable y :

y2 − 2y

(
1− z

2

)
=

(
y − 1− z

2

)2

−
(
1− z

2

)2

=

(
y +

1

2
z − 1

2

)2

− 1− 2z + z2

4

En multipliant par le coefficient −4, on trouve :

−4
[
y2 + yz − y

]
= −4

(
y +

1

2
z − 1

2

)2

+ 1− 2z + z2

On réintroduit ce bloc dans l’équation générale :

f(x, y, z) = (x− 2y + 1)2 − 4

(
y +

1

2
z − 1

2

)2

+ 1− 2z + z2 + 5z2 − 2

= (x− 2y + 1)2 − (2y + z − 1)2 + 6z2 − 2z − 1

Enfin, on complète le carré pour la dernière variable z :

6z2 − 2z = 6

(
z2 − 1

3
z

)
= 6

[(
z − 1

6

)2

− 1

36

]
= 6

(
z − 1

6

)2

− 1

6

L’expression réduite par la méthode de Gauss globale est :

(x− 2y + 1)2 − (2y + z − 1)2 + 6

(
z − 1

6

)2

− 7

6
= 0 (3.5)

Analyse Géométrique Directe :
• Rang et Signature : Les coefficients des carrés indépendants étant +1, −1, et +6,

le rang est r = 3 et la signature est σ = (2, 1).

• Centre de symétrie Ω : Il s’obtient directement en annulant les expressions li-
néaires internes : 

x− 2y + 1 = 0

2y + z − 1 = 0

z − 1
6
= 0

=⇒ Ω =

(
−1

6
,
5

12
,
1

6

)

• Équation réduite : En posant X = x− 2y + 1, Y = 2y + z − 1 et Z = z − 1
6
, on

obtient :
X2 − Y 2 + 6Z2 =

7

6

X2(√
7
6

)2 − Y 2(√
7
6

)2 +
Z2(√

7
36

)2 = 1

S est un Hyperboloïde à une nappe.

46



CHAPITRE 3. LES QUADRIQUES

2. Étude spectrale (Diagonalisation)
a) Forme matricielle :

L’équation de la surface S s’écrit sous la forme matricielle XTAX +BTX − 1 = 0 avec :

X =

x
y
z

 , A =

 1 −2 0
−2 0 −2
0 −2 5

 , B =

2
0
0


b) Polynôme caractéristique :

P (λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −2 0
−2 −λ −2
0 −2 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 6λ2 + λ− 24

c) Valeurs propres : En résolvant P (λ) = 0

λ1 = −2, λ2 = 3, λ3 = 5

d) Sous-espaces propres et Axes principaux :
En résolvant le système linéaire (A− λI)V = 0 pour chaque valeur propre, on détermine
les axes principaux de la quadrique :

• Pour λ1 = −2 : E−2 = Vect(V1) avec V1 = (2, 3, 2).

• Pour λ2 = 3 : E3 = Vect(V2) avec V2 = (−2, 2,−1).

• Pour λ3 = 5 : E5 = Vect(V3) avec V3 = (1, 2,−2).

e) Orthogonalité et Normalisation :
La matrice A étant symétrique, les sous-espaces propres associés à des valeurs propres
distinctes sont orthogonaux. Calculons les normes des vecteurs de base :

‖V1‖ =
√
22 + 32 + 22 =

√
17, ‖V2‖ =

√
(−2)2 + 22 + (−1)2 = 3, ‖V3‖ = 3

La base orthonormée (a1, a2, a3) est obtenue par normalisation :

a1 =
1√
17

(2, 3, 2), a2 =
1

3
(−2, 2,−1), a3 =

1

3
(1, 2,−2)

f) Matrice de passage P et nouvelle expression :
La matrice de passage orthogonale P s’écrit :

P =

2/
√
17 −2/3 1/3

3/
√
17 2/3 2/3

2/
√
17 −1/3 −2/3


Dans cette base, la forme quadratique transformée s’exprime par : −2X ′2 + 3Y ′2 + 5Z ′2.
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3. Synthèse et Géométrie
a) Rang et Signature :

• Rang : r = 3 (nombre de valeurs propres non nulles).

• Signature : σ = (2, 1) (deux valeurs propres positives, una valeur propre négative).

b) Centre de symétrie Ω :
Le centre de symétrie Ω s’obtient en annulant le gradient de l’équation complète ∇f = 0 :

∂f
∂x

= 2x− 4y + 2 = 0
∂f
∂y

= −4x− 4z = 0
∂f
∂z

= −4y + 10z = 0

=⇒


x− 2y = −1

x = −z

y = 2.5z

En résolvant ce système par substitution, on trouve : z = 1/6, d’où :

Ω =

(
−1

6
,
5

12
,
1

6

)
c) Équation réduite finale :

L’équation finale dans le repère local (Ω, a1, a2, a3) s’écrit sous la forme :

λ1X
2 + λ2Y

2 + λ3Z
2 + f(Ω) = 0

La constante de translation au centre vaut f(Ω) = 1
2
BTΩ− 1 = −1

6
− 1 = −7

6
.

L’équation réduite finale est donc :

−2X2 + 3Y 2 + 5Z2 =
7

6

Z2(√
7
30

)2 +
Y 2(√

7
18

)2 − X2(√
7
12

)2 = 1

d) Nature géométrique
Puisque les coefficients des carrés sont de signes opposés (−++) (signature (2, 1)) et

que la constante du second membre est non nulle, la surface S est un Hyperboloïde à
une nappe.

3.5.2 Application 2:

I - Détermination de la nature de la quadrique (S1 : x
2+3y2−3z2−

8yz + 2zx− 4xy − 1 = 0)

Considérons la surface S1 d’équation :

S1 : x
2 + 3y2 − 3z2 − 8yz + 2zx− 4xy − 1 = 0
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1- Etude de la forme quadratique S1

a- Expression de la forme quadratique

Q(x) = x2 + 3y2 − 3z2 − 8yz + 2zx− 4xy

b- Matrice associée à la forme quadratique

M =

 1 −2 1
−2 3 −4
1 −4 −3


c- Polynôme caractéristique de la forme quadratique :

P (α) = det(M − αId)

P (α) =

∣∣∣∣∣∣
1− α −2 1
−1 3− α −4
1 −4 −3− α

∣∣∣∣∣∣
= (1− α)[(3− α)(−3− α)− 16] + 2[−2(−3− α) + 4] + [8− (3− α)]

= (1− α)(α2 − 9− 16) + 4(α + 5) + (α + 5)

= (1− α)(α− 5)(α + 5) + 5(α + 5)

= (α + 5)(−α2 + 6α− 5 + 5)

P(α) = −α(α + 5)(α− 6)

d- Valeurs propres :

Les valeurs propres sont : 0,−5, 6.

e- Vecteurs propres :

Soient E0, E−5, E6 les espaces propres associés aux valeurs propres respectives 0,−5 et
6.

i- E0 = {u ∈ R3/Mu = 0} Soit u(x, y, z) ∈ R3

u ∈ E0 ⇒


x− 2y + z = 0

−2x+ 3y − 4z = 0

x− 4y − 3z = 0

⇒


x = 2y − z (1)

−2x+ 3y − 4z = 0 (2)

x− 4y − 3z = 0 (3)
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(1) dans (2) et (3) :{
−4y + 2z + 3y − 4z = 0

2y − z − 4y − 3z = 0
⇒

{
−y − 2z = 0

−2y − 4z = 0
⇒ y = −2z

Or x = 2y − z ⇒ x = −4z − z = −5z.

u = (x, y, z) ⇒ u = (−5z,−2z, z) = z(−5,−2, 1) = ze1

ii- E−5 = {u ∈ R3/Mu = −5u}

u ∈ E−5 ⇒ · · · ⇒ u = y(0, 1, 2) = ye2

iii- E6 = {u ∈ R3/Mu = 6u}

u ∈ E6 ⇒ · · · ⇒ u = z(1,−2, 1) = ze3

f- Orthogonalité des vecteurs propres

e1 =

−5
−2
1

 , e2 =

0
1
2

 , e3 =

 1
−2
1


〈e1, e2〉 = 0− 2 + 2 = 0
〈e1, e3〉 = −5 + 4 + 1 = 0
〈e2, e3〉 = 0− 2 + 2 = 0
e1, e2 et e3 sont deux à deux orthogonaux.

g- Normalisation

‖e1‖ =
√
30, ‖e2‖ =

√
5, ‖e3‖ =

√
6

a1 =
e1

‖e1‖
, a2 =

e2
‖e2‖

, a3 =
e3

‖e3‖

a1 =

− 5√
30

− 2√
30

1√
30

 , a2 =

 0
1√
5
2√
5

 , a3 =


1√
6

− 2√
6

1√
6


h- Matrice de passage P

P =

−
5√
30

0 1√
6

− 2√
30

1√
5

− 2√
6

1√
30

2√
5

1√
6


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2- Equation réduite de la quadrique S1

Dans le repère (O, a1, a2, a3), l’équation devient :

SoitSoit

X
Y
Z

 tel que

x
y
z

 = p

X
Y
Z


Cherchons l’écriture de S1 en fonction de X,Y et Z.x

y
z

 = p

X
Y
Z

⇒


x = −

√
5√
6
X + 1√

6
Z

y = −
√
2√
15
X + 1√

5
Y −

√
2√
3
Z

z = 1√
30
X + 2√

5
Y + 1√

6
Z

S1 : x
2 + 3y2 − 3z2 − 8yz + 2zx− 4xy − 1 = 0

S1 :
5

6
X2 +

1

6
Z2 −

√
5

3
XZ +

6

15
X2 +

3

5
Y 2 +

6

3
Z2 − 2

√
6

5
XY

+
4√
5
XY − 2

√
6

5
Y Z − 2

√
6

5
XY − 1√

5
XZ − · · · − 1 = 0

λ1X
2 + λ2Y

2 + λ3Z
2 − 1 = 0

0 ·X2 − 5Y 2 + 6Z2 − 1 = 0

− 5Y 2 + 6Z2 = 1

S1 :
Z2(
1√
6

)2 − Y 2(
1√
5

)2 = 1

3- Nature de la quadrique S1

De l’équation réduite trouvée, on conclut que S1, est un cylindreà base hyperbolique

−2

0

2 −1

0

1

−1

0

1

X Y

Z

Cylindre Hyperbolique: 6Z2 − 5Y 2 = 1
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Conclusion

Conclusion

L’objectif de ce mémoire était d’étudier les formes quadratiques définies sur un espace
vectoriel réel, ainsi que leur application à la classification des quadriques.

Nous avons présenté les notions fondamentales des formes bilinéaires et des formes
quadratiques, les méthodes de réduction telles que la méthode de Gauss et la méthode de
diagonalisation, ainsi que la loi d’inertie de Sylvester et la signature. Nous avons ensuite
appliqué ces concepts à l’étude des quadriques, en montrant comment classifier ces surfaces
selon la signature de la forme quadratique associée.

Les formes quadratiques et les quadriques sont utiles dans de nombreuses applica-
tions, notamment en géométrie analytique, en physique théorique, en mécanique, et en
infographie où la modélisation des surfaces de second degré est essentielle.
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Résumé

Abstract (English) :
In this memory, we present fundamental notions about bilinear forms and quadratic forms

on a real vector space, highlighting their reduction and classification methods, focusing on their
essential role in the study of quadrics. We also discuss some basic algebraic concepts such as
matrices and change of basis, which are necessary for understanding the matrix representation
of these forms. Then, we present a complete classification of quadrics (ellipsoids, hyperboloids,
paraboloids) based on the signature of the associated quadratic form, with emphasis on Gauss’s
method and Sylvester’s law of inertia.

Keywords : Quadratic form, bilinear form, quadric, signature, reduction, Gauss method,
Sylvester’s law.

Résumé (Français) :
Dans ce mémoire, nous présentons des concepts fondamentaux sur les formes bilinéaires et

les formes quadratiques sur un espace vectoriel réel, en mettant l’accent sur leurs méthodes
de réduction et de classification, en nous concentrant sur leur rôle essentiel dans l’étude des
quadriques. Nous abordons également quelques concepts algébriques de base tels que les matrices
et le changement de base, qui sont utiles pour la compréhension de la représentation matricielle
de ces formes. Ensuite, nous présentons une classification complète des quadriques (ellipsoïdes,
hyperboloïdes, paraboloïdes) en se basant sur la signature de la forme quadratique associée, avec
un accent sur la méthode de Gauss et la loi d’inertie de Sylvester.

Mots-clés : Forme quadratique, forme bilinéaire, quadrique, signature, réduction, méthode
de Gauss, loi de Sylvester.

:(١ॴ఩اڤ֔ۑ) ڲڪٌۘ
؇ୖ୒ا଩ଐ༠ا ޗݠق દઊزଫଊ݁ ۋگ٭ࠔࠫ، ሒᇼ؇ނأ ڣݯ؇ء আॻ༟ ਃಸأ٭۰ ଫଐܳا اܳݱ٭ؐ و اࠍ੅ޚ٭۰ ۰ਃಮ؇਍ು اܳݱ٭ؐ ؜݆ أݿ؇ݿ٭۰ ݁ڰ؇۱ࡗࡲ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ሒᇭ َگڎم
ଫଃوّ؞٭ ৎ৊Ⴄ၍ݱڰިڣ؇ت ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ ܳٴأݥ ّޚݠڢٷ؇ პაႰ ਃಸأ٭۰. ଫଐܳا اܳފޚިح دراݿ۰ ሒᇭ اࠍ۱ި੊ݠي دور۱؇ আॻ༟ દઊ஼ணਵਦ وّݱྡྷ٭ڰ۳؇،
زاࢱࣖ، ڢޚؕ (إ۱ܹ٭ܹ۠٭؇ت، ਃಸأ٭۰ ଫଐܳا ይዧފޚިح ً ఈః݁Ⴄ၍ ً ّݱྡྷ٭ڰ؇ َگڎم ዻዧذ ًأڎ ቕ቉ اܳݱ٭ؐ. ୒ୖڍه ሒᇭިݱڰৎ৊ا اࡺ࢘ࢦټ٭ܭ ڣ۳ܾ আॻ༟ اৎ৊ފ؇༟ڎة ا৙৑ݿ؇س

.ଫଐܳފ٭ܹڰފ ሒᇆاᄳᄟا اܳگݱިر ڢ؇َިن و ༚؇وس لگ۰ ޗݠ আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐܳا ؕ݁ ،؇ዛኞ اৎ৊ݠਊಾޚ۰ ਃಸأ٭۰ ଫଐܳا اܳݱ٭؞۰ إނ؇رة আॻ༟ ً؇৖৑؜ٺ݄؇د (ሐᇭႤၽ݁ ڢޚؕ
.ଫଐݿ٭ܹڰފ ڢ؇َިن ༚؇وس، لگ۰ ޗݠ ا଩ଐ༠ال، إނ؇رة، ،௧ਤਃಸߙߵ ݿޚں ۊޚ٭۰، ۰ਃಮ؇਍ು ݬ٭؞۰ ਃಸأ٭۰، ߙߵ ݬ٭؞۰ ڲء׫ոؼמ١: ոஈ࿦྾ت


	الاهداء
	شكر وتقدير
	Liste des symboles
	Table des matières
	Introduction
	Formes Bilinéaires
	Formes bilinéaires :
	Cas particulier de produit scalaire :

	Propriété d'une forme bilinéaire symétrique :
	Écriture dans une base :
	Expression d'une forme bilinéaire dans une base :
	Matrice d'une forme bilinéaire dans une base :
	Changement de base :

	Rang et Noyau d'une forme bilinéaire:
	Rang d'une forme bilinéaire:
	noyau d'une forme bilinéaire :

	Formes bilinéaires symétriques non dégénérées :
	Rang et déterminant d'une forme bilinéaire :

	Formes quadratiques 
	Définitions et premières propriétés:
	Orthogonalité et Vecteurs isotropes:
	Bases orthogonales et orthonormales:

	Écriture matricielle d'une forme quadratique:
	Matrice d'une forme quadratique dans une base:
	Changement de base:

	Réduction des formes quadratiques dans Rn:
	Objectif de la réduction:
	Réduction par la méthode de GAUSS
	Réduction par diagonalisation :

	Loi d'inertie de Sylvester et Signature

	Les quadriques
	Définition et équation générale d'une quadrique
	Réduction de l'équation d'une quadrique
	Réduction de la partie quadratique
	Complément de méthode 
	Recherche du centre de la quadrique
	Translation du repère
	Obtention de l'équation réduite

	Classification et Paramétrisation des quadriques
	Quadriques à centre
	Quadriques sans centre : Les paraboloïdes
	Quadriques dégénérées

	Tableau récapitulatif
	Applications
	Application 1:
	Application 2:


	Conclusion
	Bibliographie
	Résumé

