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Introduction

Introduction

Au cours du XIX® siecle et au début du XX¢ siecle, la géométrie analytique et I'algebre
linéaire ont connu un développement considérable grace aux travaux de mathématiciens
tels que Gauss, Cauchy et Sylvester. Ces recherches ont conduit a I’émergence d’une
théorie complete autour des formes quadratiques et des quadriques. Cette théorie constitue
aujourd’hui I'un des piliers fondamentaux des mathématiques, établissant un lien essentiel
entre les équations algébriques du second degré et leurs représentations géométriques dans
I’espace.

Les formes quadratiques étudient les fonctions polynomiales de degré deux, tandis que
les quadriques ([E] représentent 'interprétation géométrique de ces fonctions dans le plan ou
I’espace tridimensionnel. Ces concepts jouent un role crucial dans de nombreux domaines
appliqués tels que la physique théorique, la mécanique, I'optique, et méme ’analyse des
données.

Dans ce mémoire, nous étudions plus particulierement les formes quadratiques et leur
relation avec les quadriques.

Nous nous intéressons plus particulierement a répondre a la question sui-
vante :

Comment utiliser les formes quadratiques et leurs méthodes de réduction pour classifier
les quadriques et déterminer leurs propriétés géométriques ¢

La réponse a cette question est structurée en trois chapitres :

o Chapitre 1 : Nous abordons dans ce chapitre des généralités sur les formes bili-
néaires en tant que concepts fondamentaux pour les chapitres 2 et 3.

e Chapitre 2 : Nous traitons le concept des formes quadratiques et leurs méthodes
de réduction.

e Chapitre 3 : Nous présentons une étude des quadriques et leur classification a
I’aide des concepts du chapitre 2.




CHAPITRE 1. FORMES BILINEAIRES

Chapitre 1

Formes Bilinéaires

Introduction

Les formes bilinéaires occupent une place fondamentale en algebre linéaire et consti-
tuent le point de départ nécessaire a I’étude des formes quadratiques et des quadriques.
Ce premier chapitre introduit les notions essentielles relatives aux formes bilinéaires, en
mettant I'accent sur les formes symétriques et le produit scalaire. Nous présentons leur
écriture matricielle dans une base, ainsi que 'effet d’'un changement de base sur la matrice
associée. Les notions de rang et de déterminant sont également abordées. Ces concepts
constitueront les outils indispensables pour la réduction des formes quadratiques et la
classification des quadriques dans les chapitres suivants.

1.1 Formes bilinéaires :

Définition 1.1

Soient K un corps et E un espace vectoriel sur K. On appelle forme bilinéaire sur
E une fonction associée canoniquement a ’application ¢ : ' x E — K et notée ¢,
vérifiant les propriétés de bilinéarité pour tous u,v,w € E et tout A € K :

90<u + v, w) = QO(U, U)) + QO(Uv U))

p(u, v+ w) = p(u,v) + ¢(u, w)

o(Au, v) = Ap(u,v) = (u, Av)
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Remarque 1.1

La forme bilinéaire ¢ est dite symétrique définie positive sur I'espace F si :
« Symétrie : pour tous u,v € E : p(u,v) = p(v,u).
 Positive : pour tout u € E : ¢(u,u) > 0.

+ Définie : p(u,u) =0 < u=0.

Exemple 1.1

En prenant la base canonique dans R? avec u = (w1, 22) et v = (y1,92).
L’application :
p(u,v) = T1Y1 + 5oy — 3T1Y2 — 3Tay

est une forme bilinéaire symétrique sur R2.
Soient u = (x1,22) et v = (y1,92) dans R? avec la base canonique. On consideére la
forme bilinéaire :

©0(u,v) = 191 + 5Ty — 3T1Y2 — 3Toyy

1. forme bilinéaire :
Pour que ¢ soit bilinéaire, il faut que :

90<u + u/> U) = 30<u7 U) + So(ula U)a SOO‘ua U) = )\gp(u, 1})

Soient v’ = (), %) :

pu+u',0) = p((@1 + 21, 22 + 75), (41, 42))
= (21 + 21 + 5w + 2h)y2 — 3(x1 + 24)ys — (@2 + TH)y
= (z1y1 + 572Y2 — 3T1y2 — 3x2y1) + (21Y1 + 525y — 3x1Y2 — 325u1)
= QO(U, U) + QO(U,’ U)

De plus :

p(Au, v) = (A1, Ar2), (41, 42)) = Ap(u, v)

2. la symétrique :

o(u,v) = T1y1 + 5T2Y2 — 3xT1Y2 — 3Tay1 = T1y1 + DTay2 — 3T2y1 — 3T1Y2 = p(v, u)

Donc ¢ est symétrique.
Conclusion : ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur R2.
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1.1.1 Cas particulier de produit scalaire :

Définition 1.2

Le produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique telle que :

(u,v) — (u,v)

Exemple 1.2

Tout produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique :

« Dans R? :
Pour u = (z,y) et v=(2/,y), on a :

p(u,v) = (u,v) =z’ + yy/

e Dans R? :
Pour u = (z,y,2) et v = (2/,9/,2'), on a :

o (u,v) = (u,v) = 22’ + gy + 22/

e Dans R" :
Pour u = (xq,...,2,) et v = (a},...,2}), on a:
o(u,v) = (u,v) = 112} + -+ + T, 7],
Exemple 1.3

Dans R3, lapplication bilinéaire
(u,v) = 221y; + 3x2Yo + 4T3Y3

est un produit scalaire.
1. Symétrie : Pour tous u = (21, z2,23) et v = (y1,Y2,y3) :

(u,v) = 2x1y1 + 3T2ys + dx3ys = 2121 + 3ya2 + dyszs = (v, u)

Donc la forme est symétrique.
2. Définie positive : Pour tout u # 0 :

(u,u) = 223 + 323 + 43 > 0

car z%, z2,x2 > 0 et au moins un z; # 0.

Donc (u,v) est bien un produit scalaire.
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1.2 Propriété d’une forme bilinéaire symétrique :

Les propriétés de ¢ impliquent les formules suivantes :

+¢(u,v) + ¢(v,u) + p(v,v

1. p(u+v,u+v)=p(u, )
+ 2¢(u,v) + p(v,v)  ...(1)
)

U, U
= pu,u

)
(u, )

2. p(u—v,u—v)=p(uu) - so( v) = @(v,u) + ¢(v,v
(u,u) —

= p(u,u) — 2¢(u,v) + p(v,v) ...(2)
Alors :
De (1), on a :
pl,0) = 3 [+ 0,0 +0) = ol ) = p(0,0)
De ((1) — (2)), on obtient :
o(u,v) = }l[go(u—l—'u,u—l—v) —p(u—v,u—wv)]

1.3 Ecriture dans une base :

1.3.1 Expression d’une forme bilinéaire dans une base :

Proposition 1.1

Soit B = (ey, e, ...,e,) une base de E, Si :

n
U = T1€1 + Toty + -+ + xpey = g Ti€;

U:y1€1+y2€2+"'+yn€n:Zyjej

La base de ¢ donne :

= <Z T55@s, Zyjej> = Z mz’yj@(eiv ej)
= =1

1<i,j<n

Si ¢ est symétrique, alors p(e;, e;) = p(ej,e;) pour i > j et on a :

p(u,v) = > myiplene) +2 Y zyplese;).

i=1 1<i<j<n
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1.3.2 Matrice d’une forme bilinéaire dans une base :

Proposition 1.2

La base B étant fixée, toute matrice A carrée d’ordre n définit une forme bilinéaire
psur E :

p(er,e1) pler,e) -+ pler,en)
A= (0y) = (03) = Mis(p) = (plen e hsign = | 710 P02 Wlemen
plen e1) @len,e2) - p(ensen)

associée a la forme bilinéaire ¢ dans la base B.
Si u et v sont deux vecteurs de F et sont les matrices colonnes dans B, on vérifie
que :

o(u,v) = u' Av

en identifiant ¢(u,v) & la matrice u’Av qui n’a qu'une seule ligne et une seule
colonne.

La forme bilinéaire est symétrique si et seulement si la matrice A est symétrique et
on a :

o(u,v) = u'Av = v' Au = p(v, u)

Remarque 1.2

On peut noter la formule par : ¢(u,v) = u’Av avec u, v sont des matrices colonnes.

Exemple 1.4

Soit £ = R? muni de sa base canonique B = (ey,e3) ot e; = (1,0) et e = (0, 1).
On considere la forme bilinéaire ¢ définie pour tout u = (z1,xs) et v = (y1,y2) par :

©(u,v) = 191 + 5Ty — 3T1Y2 — 3Tayn

1. Détermination de la matrice A = Mz(p)

Calculons les coefficients de la matrice :

* an = p(er,e1) = 1(1) +5(0)(0) — 3(1)(0) — 3(0)(1) = 1
* a1z = p(er, e2) = 1(0) +5(0)(1) — 3(1)(1) — 3(0)(0) = -3
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e a3 = p(es, er) = O(L) +5(1)(0) — 3(0)(0) — 3(1)(1) = —3
¢ az = p(ea, e2) = 0(0) +5(1)(1) — 3(0)(1) — 3(1)(0) = 5

A= Mp(p) = (_13 _53)

2. Vérification par le produit matriciel

Alors :

Vérifions la formule ¢p(u,v) = u'Av avec u = (il) et v = (?;1) :
2 2

1 -3
u'Av = (551 xz) (_3 5 ) (Z;) = T1Y1 — 3T1Y2 — 3T2Yy1 + OT2Y2

Le résultat est identique a l’expression initiale.

3. Propriété de Symétrie
On observe que la matrice A est symétrique (A = A) car a;y = ay, = —3. Par

conséquent, la forme bilinéaire ¢ est symétrique, ce qui implique :

V(u,v) € E?,  o(u,v) = ¢(v,u)

1.3.3 Changement de base :

Définition 1.3

Soit B = (e1,ea,...,e,) et B = (wy,ws,...,w,) deux bases de F et P =
M (id, B, B) la matrice de passage de la base B a la base B'.

Si on note u’ et v’ les matrices colonnes des coordonnées de u et v dans la base B,
ona:u= Pu etv= Pv'. Notons A et A" les matrices de la forme bilinéaire ¢ dans
chacune des deux bases.

Alors on peut écrire :

o(u,v) = u'Av = (Pu')!A(PV') = v PP APV = u" AW/

Ainsi la matrice associée a ¢ dans la base B’ est :

A, = MB/((p) = PtAP
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Exemple 1.5

o(u,v) = x1y1 — 2T1Y2 — 222Y1 + 6x2y2 — T3Yy3 + 3x1Y3 + 3T3Y1

définie sur R3 muni d’une base B = (e1,e2,€e3) et d’'une base B’ = (e1,e1 + e3,e1 — e2 — e3).
La matrice associée a ¢ dans B est :

pler,e1) (e, e2) (er,es) 1 -2 3
A= Mg(p) = | plez,e1) (e, e2) leg,e3) | =1-2 6 0
ples,e1) p(es,e2) ¢(es,es) 3.0 -1
La matrice de passage de B & B’ est :
1 1 1
Py=|0 0 -1
01 -1
Donc :
1 0 0 1 -2 3 1 1 1 1 4 0
A'=Mg(p)=PAP=[1 0 1 -2 6 0 00 -1|=1[46 4
1 -1 -1 3 0 -1 01 -1 0 4 4

1.4 Rang et Noyau d’une forme bilinéaire :

1.4.1 Rang d’une forme bilinéaire :

Définition 1.4

Congruence [10] : Deux matrices carrées A et A’ sont dites congruentes s’il
existe une matrice inversible P telle que :

A = P'AP

Deux matrices congruentes représentent la méme forme bilinéaire dans des bases
différentes.

- J

Définition 1.5

Rang[10] : Soit ¢ une forme bilinéaire sur un K-espace vectoriel E de dimension
finie, et A sa matrice par rapport a une base 4. On définit le rang de ¢, noté rg(p),
par :

rg(p) = rg(4)
Ce nombre est indépendant de la base choisie car deux matrices congruentes ont le
méme rang.
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Théoréme 1.1

Pour toute forme bilinéaire ¢ définie sur un espace E de dimension finie, on a la
relation fondamentale suivante :

dim E = dim(ker ¢) 4 rg(¢)

1.4.2 noyau d’une forme bilinéaire :

Définition 1.6

Soit ¢ une forme bilinéaire sur £. On appelle noyau de ¢ (ou radical) 'ensemble :

kerp={ve E|Vue€ E, p(u,v) =0}

D’apres le théoreme du rang, on a : dim E' = rg(¢) + dim(ker ¢).

-
(.

Remarque 1.3

[10] Une forme bilinéaire est dite non dégénérée si son noyau est réduit au vecteur
nul (ker o = {0}), ce qui équivaut a dire que son rang est maximal (rg(¢) = dim E)
ou que son déterminant est non nul.

-
(&

1.5 Formes bilinéaires symétriques non dégénérées :

Définition 1.7

Forme non dégénérée [10] : Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et ¢ une forme
bilinéaire sur E. On considere 'application :

. F— E*

ou E* = L(E,R) désigne l'espace dual de E, c’est-a-dire I’ensemble de toutes les formes
linéaires sur E.
Cette application est définie pour tout v € F par :

D(v) =y, ou @y(u)=¢(u,v) Yu€FE
On dit que ¢ est non dégénérée si ¢ est injective, ce qui équivaut a :
ker® = {v e E |Vue E, o(u,v)=0}={0g}

Autrement dit :
YVwe E, (Mu€eE plu,v)=0) = v=0

r
(.
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Proposition 1.3

[@] Soit E un espace de dimension finie et A la matrice de ¢ dans une base . Alors :

¢ est non dégénérée <= det(A) #0

-
.

Remarque 1.4

Toute forme bilinéaire définie positive est non dégénérée.

-
|\

Remarque 1.5

Si det(A) = 0, on dit que la forme bilinéaire est dégénérée. Dans ce cas, son rang
est strictement inférieur a la dimension de E.

-
|\

1.6 Rang et déterminant d’une forme bilinéaire :

Propriété 1.4

Les matrices A et A’ ont méme rang puisque P est inversible. Par conséquent, le
rang de la matrice associée a une forme bilinéaire symétrique ne change pas quand
on change de base.

Le déterminant de A change d’un carré de K suivant la base :

det(A") = det(P'AP) = [det(P)]* - det(A)

-
|\

Exemple 1.6

On pose la matrice :

1000
B 100 10| .
M=Ms@) =g 1 ¢ o =M
0001
Le rang de M = 4 Elle est non dégénérée car :
1000
0010
det(M) = det 010 0 =—-1#0
0001

M est inversible.

10
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Chapitre 2

Formes quadratiques

Introduction

Les formes quadratiques sont des fonctions qui généralisent la notion de “carré” vu
dans les expressions algébriques. Si une forme bilinéaire est une fonction de deux vec-
teurs, linéaire en chaque argument, une forme quadratique est une fonction d’un seul
vecteur, obtenue en "appliquant” une forme bilinéaire symétrique sur un méme vecteur.
Elles apparaissent naturellement en géométrie (équations de coniques et de quadriques),
en physique (énergie cinétique, moments d’inertie) et en optimisation (hessienne d’une
fonction). L’objectif de ce chapitre est d’étudier leurs propriétés, leur représentation ma-
tricielle, et surtout les méthodes permettant de les réduire, c¢’est-a-dire de trouver une
expression plus simple dans une base adaptée.

2.1 Définitions et premieres propriétés :

Définition 2.1

Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n. On appelle forme quadratique
sur E toute application () : £ — R pour laquelle il existe une forme bilinéaire
symétrique ¢ : £ X £ — R telle que :

Yue E, Qu)=p(u,u).

On dit que ¢ est la forme polaire (ou la forme bilinéaire symétrique associée) de

Q.

11
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Propriété 2.1

[@] La forme polaire ¢ associée a une forme quadratique ) est unique. Elle peut étre
retrouvée a partir de ) par la formule de polarisation :

[Qu+v) = Q(u) — Q)]

N —

Yu,v € E, o(u,v) =

Ou encore :

p(u,v) = 7[Q(u+v) = Qu —v)]

o

Exemple 2.1

Considérons I'application @ : R? — R définie par Q(z,y) = 22 + 4xy + 3y

1 : Trouver la forme polaire ¢ associée a Q).

Solution : Posons u = (z1,41) et v = (22, y2). Nous utilisons la formule de polarisa-
tion :

(1, v) = 5[Qu+v) ~ Q) ~ Q)]

Calculons chaque terme séparément :

Q(u+v) = (21 + 22)* + 4(z1 + 22) (Y1 + y2) + 3(y1 + 12)°
= (2] + 22122 + 23) + 4(T1y1 + T1Y2 + Tayr + Tay2) + 3(Y5 + 2p1Y2 + 43)
= 22 + 23119 + x5 + 4zyy1 + AT1ys + dxoyy + Axoys + 3yF + 6y1ys + 3y2

Q(u) =z} + 4wy, + 3y;
Qv) = 23 + 4x2y> + 3y3

calculons Q(u + v) — Q(u) — Q(v) :

Qu+v) — Q(u) — Q(v) = 2129 + 4x1y2 + 4T2y1 + 6Y1Y2

En divisant par 2 :
@(u,v) = 1122 + 221Y2 + 22291 + 3Y1Y2

Vérification : ¢(u,u) = z121 + 22191 + 20191 + 3y1y1 = 22 + dziyy + 3yi = Q(u).
Donc ¢ est bien la forme polaire cherchée.

12
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Remarque 2.1

Une forme quadratique n’est pas une application linéaire. En effet, pour un scalaire

A, on a QAX) = NQ(X), et en général Q(X +Y) # Q(X) + Q(Y). La forme
polaire permet de retrouver la "bilinéarité” cachée derriere la forme quadratique.

2.2 Orthogonalité et Vecteurs isotropes :

Définition 2.2

[1] Soient E un K-espace vectoriel de dimension quelconque et ¢ une forme bilinéaire
symétrique définie sur F.

1. Deux vecteurs x et y de E sont dits orthogonaux par rapport a ¢, si p(z,y) =
0.

2. Pour toute partie non vide A C E, I'orthogonal de A, noté A+, est le sous-
espace défini par :

At ={uec E|VYve A pu,v) =0}

Autrement dit, u € A <= Vv € A, o(u,v) = 0.

(.

Proposition 2.2

[1] Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E. On a les propriétés suivantes :

.

1. ACB= Bt C AL
2. Pour toute partie A de E :

i) At constitue un sous-espace vectoriel de E.

i) AC A et (ALH)E = AL,

w

. A{0g}t =E.
4. @ est non dégénérée si et seulement si £+ = {0p} = ker(p).

5. Si E est de dimension finie, alors pour tout sous-espace vectoriel F' de E :
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Corollaire 2.1

[Iﬂ] Si E est de dimension finie et ¢ est une forme bilinéaire symétrique non dégé-
nérée, alors :

2. F++ = F, pour tout sous-espace vectoriel F' C FE.

-~
|\

Remarque 2.2

[Iﬂ] ¢ non dégénérée <= dim(E) = dim(F) + dim(F+), VF sous-espace vectoriel
de E. On a pas toujours £ = F @ F*.

Ve
|\

Exemple 2.2

Considérons £ = R? muni de la forme bilinéaire symétrique f définie par :

Q(z,y) = z191 — 4x2y0

1 0

0 _4>. Comme det(A) =

La matrice associée a f dans la base canonique est A = (

—4 # 0, la forme @ est non dégénérée.
Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (2,1), soit F' = Vect{(2,1)}.
Un vecteur x = (11, 75) appartient & F si :

Q((LUl,SL’g), (27 1)) =0 <= 211 —4r9, =0 <= 11 = 229

Dot F+ = Vect{(2,1)}. On remarque ici que F' = F*. Bien que dim(F)+dim(F*) =
1+1 = 2 = dim(R?), nous avons FNE+ = F # {0}, donc la somme n’est pas directe.

Définition 2.3

[Iil] Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E.
1. Un vecteur x € E est dit isotrope si ¢(u,u) = ¢(u) = 0.

2. Un sous-espace ' C E est dit isotrope si F'N F+ £ {0}

3. F est dit totalement isotrope si F' C F*.

,
(.

Remarque 2.3

[Iﬂ] F' totalement isotrope = F' est isotrope, la réciproque n’est pas toujours vraie.

7
&
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Théoréme 2.1

[Iil] Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On a I’équivalence suivante :

E=F@®F!' <= F est un sous-espace non isotrope.

2.2.1 Bases orthogonales et orthonormales :

Définition 2.4

Base orthogonale et orthonormale [Iil] : Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n,
muni d’une forme bilinéaire symétrique . Soit B = (e, €2, ..., e,) une base de E.

1. La base B est dite p-orthogonale si les vecteurs sont deux a deux orthogonaux :
VZ#.]? @(6256]):0

2. La base B est dite p-orthonormale si :

Vi7j7 @(Bi,ej) :51]

(.

\.

Remarque 2.4
i

1. Dans une base ¢-orthogonale, la matrice de ¢ est diagonale :

Matg(p) = diag(ai1, - .-, Gnn),

et la forme quadratique associée s’écrit :
n
2
q(x) = E Dz
i=1

2. Dans une base (p-orthonormale, on a :

n

Matg(p) = I,, et q(z)= a7

=1
- J

Théoréeme 2.2

[Iil] Toute forme bilinéaire symétrique sur un espace vectoriel de dimension finie
admet une base orthogonale.

-
(.
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Corollaire 2.2

Cas défini positif @] : Si ¢ est définie positive, alors il existe une base orthonormale
de F.

2.3 Ecriture matricielle d’une forme quadratique :

2.3.1 DMatrice d’une forme quadratique dans une base :

Définition 2.5

Soit E un espace vectoriel muni d’une base B = (ey,...,e,). Soit @ une forme

quadratique sur F et B sa forme polaire. On appelle matrice de ) dans la base
B la matrice symétrique A = (a;j)1<;j<n OU a;; = p(€;,€;). On note A € S,,(R).

Propriété 2.3

Soit € E de coordonnées u = (xy,...,x,)" dans la base B. Alors :
n n n
Q(z) = u'Au = E g QL) = g ai s + 2 g QBT
=1 j=1 i=1 1<i<j<n

Les termes a;; pour ¢ < j correspondent aux produits mixtes, et le facteur 2 apparait
car la matrice est symétrique.

Exemple 2.3

Q(z,y) = 2* + 4zy + 3y* dans R? muni de la base canonique.
1. Trouver la matrice A de Q.
Solution : Identifions les coefficients :

e Le coefficient de 22 est 1 = a;; =1

e Le coefficient de y? est 3 = ag = 3

o Le coefficient de xy est 4. Dans 'expression 2a152y, on a 2a15 = 4 = ayp = 2
o Par symétrie, as; = a3 = 2

La matrice de @) est donc :

16
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Vérification :

wAu= (z y) G g) (5) = (z y) <2”; 4; 23yy)

= z(z + 2y) + y(2z + 3y) = z° + 2xy + 22y + 3y = 2* + 4zy + 3y?
Ce qui correspond bien & Q(z,y).

2.3.2 Changement de base :

Propriété 2.4

Soit B et B’ deux bases de F, et soit P la matrice de passage de B a B’ (c’est-a-dire
que les colonnes de P sont les coordonnées des vecteurs de B’ exprimés dans B). Si
A est la matrice de () dans B et A’ sa matrice dans B’, alors :

A’ = P'AP.

En effet, si u sont les coordonnées d’un vecteur dans B et u' ses coordonnées dans
B onau=Pu, et Q) =uAu= (Pu)A(Pu) = u"(P'AP) .

Remarque 2.5

Contrairement a la formule de changement de base pour un endomorphisme (A" =
P~YAP), on utilise ici la transposée de P et non son inverse. La matrice d’une forme
quadratique est donc une matrice congruente a A, et non semblable.

Exemple 2.4

Soit la forme quadratique @ sur R?® définie par :
Q(z,y,2) = 2° + 4zy + 6> + 4yz + 322

Dans la base canonique B = (e, €9, €3).
Objectif : Trouver la matrice de ) dans la nouvelle base B’ = (e, e;+e2, €1 +e3+e3).
1. D’abord, identifions la matrice A dans la base canonique B :

o aj; = 1 (coefficient de z?)
o ag =6 (coefficient de y?)
o azz = 3 (coefficient de 2?)

e Pour zy : 4 =2a15 = a10 = as; =2
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e Pour zz : pas de terme = a3 = a3, =0
e Pour yz : 4 =2a93 = ao3 = a3y = 2

Donc :

1
A=1|2
0

\CRN G I \]

0
2
3
2. Trouvons la matrice de passage P de B a B’ :
B = (e1,e1+ ea,e1 + €2 + €3)

Les coordonnées des vecteurs de B’ dans la base B sont :

* W1 = €1 = (l,0,0)t

e Wy =e€1 + ey = (1,1,0)t

° W3:€1+62+63:(1,1,1)t

Donc :
1 11
P=10 11
0 0 1
3. Calculons A’ = P'AP :
1 00
Pr=1110
1 11
Calculons AP :
1 2 0 1 11 1 1+2 1+2
AP=12 6 2 01 1] =12 246 24+6+2
0 2 3 0 01 0 2 243
calculons P'(AP) :
1 00 1 3 3 1 3 3
A=[110 2 8 101 =13 11 13
1 11 02 5 3 13 18
Donc la matrice de ) dans la base B’ est :
1 3 3
A =13 11 13
3 13 18

18
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2.4 Réduction des formes quadratiques dans R” :

2.4.1 Objectif de la réduction :

Définition 2.6

Réduire une forme quadratique @), c’est trouver une base de E dans laquelle 'ex-
pression de () est aussi simple que possible, c’est-a-dire une somme de carrés de
coordonnées avec des coefficients. On cherche une écriture du type :

Qu) = Myi + Aays + - + A2,

ou (y1,-..,Yn) sont les coordonnées de u dans une nouvelle base.

-
-

2.4.2 Réduction par la méthode de GAUSS

Le but de cette méthode est d’écrire une forme quadratique comme une somme carrée.

Théoréme 2.3

Toute forme quadratique ) non nulle sur un R-espace vectoriel de dimension fi-
nie n peut s’écrire comme une combinaison linéaire des carrés de formes linéaires

indépendantes :
T

Q(u) = ay(li(w))

=1

Ou r est le rang de la forme, et (I1,...,1.) sont des formes linéaires indépendantes.

r
.

Remarque 2.6

[H] Il s’agit d'une méthode purement technique reposant sur la formule donnant le
carré d’une somme :

(a1 +az+-+a)’ =) a+2)  a
i=1 1<J

L’idée est de regrouper les termes par variable pour former un carré parfait, puis de
« rectifier le tir » en retranchant les termes ajoutés en trop.

"

(.

Principe général de la méthode de GAUSS :

Il y a deux cas possibles pour démarrer 'algorithme :
a) Si Q(X) contient au moins un carré (ex : z?) : On isole tous les termes

19
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contenant x; et on écrit que c’est le début d’un carré parfait :

2
1,2 ay
2 , ,n
al,lxl -+ 2(11,2$1I2 + o= CL171 ((Z)’Jl + —XT9 4+ 4 — Ty — ...
a

On traite ensuite le reste par récurrence avec une variable de moins.

b) Si Q(X) ne contient que des termes croisés (Produits rectangles, ex :
:cle) : On choisit un produit zix5 et on regroupe les termes contenant x; ou zs. On
utilise alors I'identité suivante :

T1To + BZL’l + CZL’Q = (l’l + C)(ZL’Q + B) — BC

En utilisant la relation ab = $[(a+b)?—(a—b)?], on transforme le produit en une différence
de deux carrés :

(21 + 22+ B+C)* — (x1 — 22 — B+ C)?]

|

(331 + C)($2 + B) =

Exemple 2.5

Soit @ une forme quadratique définie sur R3 :

Q(z,y, 2) = 47% — 2y* — 192° + 4y — dxz — 14y2

1. Matrice associée a la forme quadratique

La matrice symétrique A associée a () dans la base canonique est :

4 2 =2
A=\ 2 -2 -7
-2 =7 -19

2. Réduction de Gauss (Méthode des carrés)

Etape 1 : Isolement de la variable x
On regroupe les termes contenant x et on complete le carré :

(op ) - () () () ()

En substituant dans Q(x,y, z), on obtient :

422 4+ 4oy — dzz =4

1 1\?
Q(x,y,Z)=4(x+§y—§z) —? — 22 4 2yz — 2% — 1922 — 14yz

20
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Apres simplification des termes en y et z :

1 1\?
Q(w,y,2)=4(x+§y—§z) — 3y® — 12yz — 2022

Etape 2 : Isolement de la variable y
On traite maintenant le reste en complétant le carré pour y :

—3y® — 12yz = =3 [(y + 22)* — (22)°]

En substituant a nouveau :

1 1\?

1 12
Q(r,y,2) =4 (x +5Y - y) — 3(y + 22)% + 1222 — 2022

Forme canonique finale :

1 1\?
Oz, y,2) — 4 (x Fiy- 52) _ 3y + 22)? — 827

Alors :
Q(X,Y,Z) =4X*-3Y? - 822

3. Changement de base et Matrice de passage P

L’objectif est de trouver la matrice de passage P vers la base de diagonalisation
B’ = (uy,us,us). D’apres les formes linéaires obtenues :

X:x—l—%y—%z ZL‘:X—%Y—F%Z
Y=y+22 — (y=Y-2Z
=z 2=17

Les coordonnées des vecteurs de B’ dans la base B sont :
e u; = (1,0,0)"
o uy=(—1/2,1,0)
o uz=(3/2,-2,1)

Donc la matrice de passage P est :

1 —1/2 3/2
P={0 1 =2
0o 0 1
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4. Vérification de la relation P'AP = D

La matrice diagonale attendue est D = diag(4, —3, —8).
Calculons P*AP :

1 0 0 4 2 =2 1 —-1/2 3/2
P'AP=|-1/2 1 0 2 -2 -7 0 1 -2
3/2 -2 1 -2 -7 -19 0 0 1
donc :
4 0 0
PAP=|0 -3 0 | =D
0 0 -8

La signature de @ est (1,2) et son rang est 3.

Exemple 2.6

Soit @ la forme quadratique définie sur R* par :

Q(z,y,2,t) =zy+xz+yz + 2t

1. Matrice associée a la forme quadratique

La matrice symétrique A associée a () dans la base canonique B est :

0 1/2 1/2 0
1/2 0 1/2 0
1/2 1/2 0 1/2

0 0 1/2 0

A=

2. Réduction de Gauss (Cas sans carrés)

Etape 1 : Regroupement et factorisation
Puisque les termes carrés sont nuls, on regroupe les termes contenant = et y :

En faisant apparaitre le produit (z + z)(y + z), on obtient :
Qz,y,2,t) = (x + 2)(y + 2) — 2% + 2t

Etape 2 : Passage a la forme canonique
En utilisant I'identité AB = 1(A + B)? — 1(A — B)? et en complétant le carré pour
le reste :

1 1 R
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Forme canonique finale :

1 1 1
Q(X7Y7 Z7T) — Z_LX2 — ZY2 — Z2 + ZTQ

3. Changement de base et Matrice de passage P

D’apres les formes linéaires obtenues :

X=z+y+2z x:%X—F%Y—Z—%T
1 1 1
Z=z—4t z2=7Z+5T

D’ou la matrice de passage P (par lecture des colonnes) :

12 1/2 -1 —1/2
12 —1/2 -1 —1/2
0o 0 1 1/2
o 0 o0 1

pP—

4. Vérification de la relation P'AP = D
La matrice diagonale attendue est D = diag(1/4,—1/4,—1,1/4).

1/2 1/2 0O 0 0 1/2 1/2 0 /2 1/2 -1 -1/2
PAP — /2 -1/2 0 0 /2 0 1/2 0 1/2 -1/2 -1 -1/2
- —1 -1 1 0 1/2 1/2 0 1/2 0 0 1 1/2
-1/2 —-1/2 1/2 1 0 0 1/2 0 0 0 0 1
alors :
1/4 0 0
PAP — 0 -1/4 0 _ D

0

0
0 0 -1 0
0 0 0 1/4

La signature de @ est (2,2) et son rang est 4.

2.4.3 Réduction par diagonalisation :

Soient B une base de E et () une forme quadratique sur E. Notons M = Mat(Q, B).
Alors il existe une base orthogonale par rapport a ) formée par des vecteurs propres de
M.
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Théoréme 2.4

Etant donnée une forme quadratique ) de R™, il existe au moins une base ortho-
normée B’ de R"™ sur laquelle @) est réduite, c’est-a-dire s’exprime sous la forme :

Qu) = a2 + apaf + -+ + apl?

Dans cette écriture réduite sur la base B’ :
Les aq,...,a, sont les valeurs propres de la matrice de () sur la base canonique.

Exemple 2.7

Réduire la forme quadratique Q(z,y, 2) = 222 + 5y* + 222 + 2z sur une base ortho-
normée de R3.
La matrice de Q) est :

X

Il
— o N
o wvlo
N O

1. Calcul des valeurs propres :

2-X 0 1
det(A—M3)=| 0 5—X 0 |=0
1 0 2-2X

on obtient :
G-=XN[2=X)>=-1]=0= (6-X){1-XN@B=-X)=0

L’ensemble des valeurs propres de A est donc {1,3,5}.
2. Recherche des vecteurs propres unitaires :

e Pour A\=5:
Es = {X = (2,4, 2) € R? telle que (A4 — 5I5)X = Ogs}
={X = (0,t,0) € R? telle que t € R}
Alors le vecteur propre unitaire est (0, 1,0).

e Pour A =1:On résout (A—115)X =0.

On obtient :
r+2z=0
4y =0 — y=0,z=—=x
z+2=0

Le vecteur propre unitaire est (\%, 0, —\%)
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e Pour A =3 : On résout (A —373)X =0.

On obtient :
—z+2=10
2y=20 — y=0,z==x

r—2z=0

Le vecteur propre unitaire est (\%, 0, \%)

3. Matrice de passage et réduction :
La matrice orthogonale de passage est :

o L i

V2 V2

P=11 0 0
0o -1 L1

V2 V2

Les composantes (X, Y, Z) sur cette base orthonormée s’obtiennent par :
X =y, Y:—m——Qz, Z=—x+4+ —=2

On peut donc écrire la forme réduite :
Q(X,Y,Z)=5X*+Y? 4322

Sur cette base orthonormée.
Remarque : Cette méthode est plus directe que celle de Gauss car elle nous donne
non seulement une forme réduite, mais elle garantit également que la nouvelle base est

orthonormée. Les coefficients (5, 1, 3) sont les valeurs propres exactes de la matrice
A.

Remarque 2.7

La méthode de Gauss est algorithmique et toujours applicable sans calcul de valeurs
propres. La méthode par diagonalisation nécessite de travailler dans une base or-
thonormée pour la matrice, et donne une base orthonormée pour le produit scalaire
canonique, mais pas forcément pour la forme quadratique elle-méme.
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2.5 Loi d’inertie de Sylvester et Signature

Théoreme 2.5
Soit ) une forme quadratique sur R™. Dans toute écriture de () comme combinaison
linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes a coefficients réels :

2 2 2 2
Q=ali+ - +oply —apply,, — - —aly,

avec ; > 0, le nombre p de coefficients positifs et le nombre g = r — p de coefficients
négatifs sont indépendants de la décomposition choisie. Le nombre r = p + ¢ est le
rang de Q).

Définition 2.7

Le couple (p, q) s’appelle la signature de la forme quadratique @. Si la forme est
dégénérée, on note aussi r le rang, et n — r la dimension du noyau.

-
|\

,
(.

Propriété 2.5

La signature (p, q) de @ est aussi le nombre de valeurs propres strictement positives
et strictement négatives de sa matrice S (comptées avec leur multiplicité). Le rang
r est le nombre de valeurs propres non nulles.

e
(.

Exemple 2.8

Dans notre exemple Q(x,y, z) = (z+y+22)?+ (y+ 2)? — 222, nous avons trois carrés
avec des coefficients +1, +1, et —2.

Déterminer la signature, le rang, et la nature de Q).

Solution :

o Les coefficients positifs : +1 et +1 = p =2
o Les coefficients négatifs : —2 = ¢ =1
o Le nombre total de carrés non nuls : » = p + ¢ = 3, donc rang(Q) = 3

« La dimension de l'espace est n = 3, donc rang(Q)) = n, la forme est non
dégénérée

 La signature est (2,1)

Puisque p > 0 et ¢ > 0, la forme est indéfinie (elle n’est ni définie positive ni définie
négative).
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Définition 2.8

Classification : Une forme quadratique ) de signature (p, q) est dite :
« Définie positive si ¢ =0 et » = n (tous les coefficients sont > 0).
» Définie négative si p =0 et r = n (tous les coefficients sont < 0).
» Positive si ¢ = 0 (elle peut étre dégénérée ou non).

o Négative si p = 0.

o Indéfinie si p > 0 et ¢ > 0.

Exemple 2.9

Classifions les formes quadratiques suivantes :
L Qi(z,y) = 2* +9°

o Décomposition : +1- 2% +1 -2

e p=2,q=0,r=2=n

o Signature (2,0), rang 2 = définie positive
2. Qa(x,y) = —22 — 292

o Décomposition : —1-z% —2-y? (ou —z% — 2y?)

e p=0,g=2,r=2=n

« Signature (0,2), rang 2 = définie négative
3. Qz(x,y) = 2% — 9?

o Décomposition : +1 - 2% — 1 - >

e p=1,qg=1,r=2=n

 Signature (1, 1), rang 2 = indéfinie
4. Qq4(z,y) = 2*

e Décomposition : +1 - 2% +0 - 32

e p=1,qg=0,r=1<n=2

 Signature (1,0), rang 1 = positive dégénérée
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Chapitre 3

Les quadriques

Introduction

Les quadriques, ou surfaces du second degré, sont des surfaces de 'espace R? définies
par une équation polynomiale de degré 2. Elles généralisent les coniques (cercles, ellipses,
paraboles, hyperboles) a trois dimensions. Leur étude est une application directe et élé-
gante de la théorie des formes quadratiques développée au chapitre précédent. En effet, la
signature de la partie quadratique de 1’équation détermine completement la nature géomé-
trique de la surface : ellipsoide, hyperboloide, paraboloide, cone ou cylindre. Ce chapitre
a pour objectif de présenter la méthode générale de réduction de I’équation d’une qua-
drique, puis de classifier ces surfaces a 1’aide des outils du chapitre 2, en illustrant chaque
type par des exemples détaillés et des représentations graphiques.

3.1 Définition et équation générale d’une quadrique

Définition 3.1

On appelle quadrique (ou surface du second degré) dans R?® toute surface dont
I’équation cartésienne peut s’écrire sous la forme générale :

(1111’2 ol a22y2 Sl (l3322 ol 2(112.Ty ol 2@13[EZ + 2@23y2 + blx + bgy I bgz +c=0

ou (a;;) sont des coefficients réels, non tous nuls, et b;, ¢ sont des constantes réelles.
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Propriété 3.1

L’équation d’une quadrique peut s’écrire sous forme matricielle compacte :
X'AX +2LX +¢c=0

X'AX +B' X +¢=0

ailz a2 ais

avec X = , A = | a1 ax ass | (matrice réelle symétrique de la partie

IS

a13 Qg3 (33

quadratique), et L = (%1 %2 %) (matrice ligne de la partie linéaire).

&

Remarque 3.1

La partie quadratique est donnée par X'AX = a12? + any? + ag3z® + 2a102y +
2a13xz + 2a93yz. La signature (p, q) de S jouera un role fondamental dans la classi-
fication.

|\

r
|\

Exemple 3.1

L’équation 222 + 3y? + 22 — 4wy + 222 — 6y + 82 — 5 = 0 est une quadrique.
L’objectif est d’écrire cette équation sous la forme matricielle compacte :

X'AX +2LX +¢c=0

La matrice A est la matrice symétrique associée a la partie quadratique. En identifiant
les coefficients, on a :

o a1 =2,ap =3,a33 = 1.
-4 2 _ 0 _
s a2=F =—-2,a;3=5=1,a3=5=0.

D’ou la matrice :

2o =u
A=|-2 3 0
1 0 1

Le vecteur L est composé de la moitié des coefficients de la partie linéaire :
e b1=0=L1=0,bp=—-6=Ly=—-3,b35=8= L3=4

Dou: L = (0 -3 4).
L’équation s’écrit finalement :

2 -2 1\ [z x
(zy 2)[-2 3 0| (|y|+2(0 =3 4 |y|]-5=0
1 0 1 % z
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3.2 Réduction de I’équation d’une quadrique

La réduction de I’équation d'une quadrique suit une procédure systématique en plu-
sieurs étapes.

3.2.1 Réduction de la partie quadratique

Théoréme 3.1

Par un changement de base orthonormée (rotation) qui diagonalise la matrice sy-
métrique A, on peut éliminer les termes mixtes xy, zz, yz. Si P est la matrice de
passage orthonormée (P~! = P') vers une base de vecteurs propres, alors dans les
nouvelles coordonnées X' = (2, 1/, 2') (telles que X = PX’), équation devient :

Mz 4+ Xoy® + X3z + Vi’ + bhy + by +c=0

ou les \; sont les valeurs propres de A, et B’ = P!B est le nouveau vecteur des
coefficients linéaires.

3.2.2 Complément de méthode
Pour obtenir la base orthonormée B’ = {v;, vy, v3}, on doit :
1. Trouver les valeurs propres \; en résolvant det(A — \I) = 0.

2. Chercher les vecteurs propres associés a chaque \;.

Vi
Vil

3. Normaliser chaque vecteur propre V; pour obtenir v; = | afin que la matrice de

passage P soit orthogonale (P! = P?).
Dans les nouvelles coordonnées X' = (2/,y/, 2')*, I'équation devient :

Mz + Xy 4+ X2 + Va + by + V2 +e=0
3.2.3 Recherche du centre de la quadrique

Définition 3.2

Un point C' = (g, Yo, 20) est appelé centre de la quadrique s'il est centre de symétrie

de la surface. Il est solution du systéme linéaire obtenu en annulant le gradient de
I’équation.
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Propriété 3.2

Le systeme pour trouver le centre s’écrit matriciellement :

1
AX+§B:O

Soit :
anx + a2y + a3z + % =

0
127 + Q22Y + a3z + %2 0
0

b
a13T + a3y + aszz + 3

Si ce systeme a une solution unique, la quadrique est dite a centre. Si le systeme
est impossible ou admet une infinité de solutions, la quadrique est dite sans centre
(ou & centre a 'infini).

3.2.4 Translation du repeére

Propriété 3.3

Si le centre C' = (xg,¥0,20) existe et est unique, on effectue le changement de
variables (translation) :

X=X"4+C soit z=2"4+z9, y=9y"+1yo, 2=2"+ 2
Cette translation élimine les termes linéaires. L’équation devient alors :
)\11}”2 + )\gy”2 + )\32”2 + C, =0

ou ¢ est une nouvelle constante.

3.2.5 Obtention de I’équation réduite
Apres rotation et translation, on obtient I'une des formes canoniques suivantes :
1. Quadriques a centre : \; X2+ Y2 + \372%2 =k

2. Quadriques sans centre : \; X? + \,Y? = 2pZ (paraboloides) ou \; X? = 2¢Y
(cylindres paraboliques)

Exemple 3.2

Soit S la surface de R? définie par I’équation cartésienne suivante :

20° + 22 + 222 + 2wy —dr — 4y — 42 +2=10
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1. Réduction de la partie quadratique (Rotation) La matrice symétrique A asso-
ciée a la partie quadratique est :

. Valeurs propres : On calcule le polyndme caractéristique det(A — AI) = 0.
Les racines sont :
AM=1, =2, M=3

. Vecteurs propres : Apres calcul et normalisation des vecteurs propres asso-
ciés, on obtient la matrice de passage orthogonale P :Pour chaque valeur propre
(A =1, A2 = 2, A3 = 3), nous résolvons le systeme :

(A= AV =0

e Pour )\, =1 : la matrice A :

110 x
110 y| =0
0 01 z
A partir de 13, nous trouvons que z = 0 et = + y =0 (soit x = —y).

Le premier vecteur propre est : V; = (1,—1,0)
e Pour \, =2:V,=(0,0,1)
e Pour \3=3:V3=(1,1,0)

Processus de ”Normalisation” :

o Lamnorme de V; est /12 + (—1)2+ 02 = /2.
Le vecteur unitaire est : uy = (\%, \’/—%, O)

e La norme de V5 est v/02 + 0% + 12 = 1.

Le vecteur unitaire est : ug = (0,0, 1)

e La norme de V5 est /12 + 12 + 02 = /2.

Le vecteur unitaire est : uz = (\%, \%, O)
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Formation de la matrice P :

1/vV2 0 1/V/2
P=1|-1/v2 0 1/V2
o 1 0

. Equation aprés rotation : Dans le nouveau repere (O, 2',y', '), les termes
mixtes disparaissent. Aprés transformation des termes linéaires (B’ = P'B),
I’équation devient :

2?4+ 2% + 327+ 02 — 4y —4V27 +2=0

2. Translation du repere (Recherche du centre) On utilise la méthode de complé-
tion des carrés pour regrouper les termes :

e Pour 2 : 3(2’2—%52’) —3 [(Z/_%i)Z_g] =3<z’—m>2—

« Powry :2(y*—2y) =2((y - 1)’ - 1] =2(y —1)* -2

w(oo

L’équation devient alors :

2
2v/2 8
x’2+2(y’—1)2+3<z’—7f> —2-5+2=0
2v2\ 8
2+ 20y - 12437 —-—=| ==
3 3
X=1a
Y=y -1
2V/2
Z:z’—i

3

3. Forme réduite et Nature de la quadrique En effectuant la translation au centre

' = (O, 1, %), on obtient la forme canonique :

8 X2 vy 7
XP4+2Y?’ 432 =2 = ——+ =+ =
e 3~ 83 43789
Puisque A1, A2, A3 > 0 et la constante est positive, la quadrique S est un Ellip-
soide.
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3.3 Classification et Paramétrisation des quadriques

3.3.1 Quadriques a centre

Ellipsoide

Définition 3.3

Equation réduite : f—; + 1;—22 + f—; =1 (a,b,c > 0). Signature : (3,0).

Représentation paramétrique :

I = acosUuUCosv

y = bsinu cosv u € [0,27],v € [—g,g]
z = csinwv
Exemple 3.3
Considérons la surface S définie par : 22 + 2y + 422 = 4.
1. Forme canonique : En divisant par 4, on obtient % + % + % = .
2. Eléments géométriques : Les demi-axes sont a = 2,b = /2 ~ 1.41 et ¢ = 1.

3. Paramétrisation :

T = 2CcoSuCcosv

T T
y = v/2sinucos v u € [0,27],v € —5,5]
z = sinv

ElllpSOIde £2 4 £ ks 2;2
4 S =
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Hyperboloide a une nappe

Définition 3.4

X2

Equation réduite : <5 °> = 1. Signature : (2,1).

Représentation paramétrique :

x = acoshvcosu
y = bcoshvsinu u € [0,2n],v € R

z = csinhv
Exemple 3.4
Soit la surface quadrique S définie par 1’équation cartésienne suivante :
2 4+9? — 22 =4
Pour obtenir ’équation canonique, on divise les deux membres de I’équation par 4 :
2 2 2
x z
Ll
4 4 4

22

V4 V4 2 2 . . \
En comparant avec la forme générale %3 + ¥ — % = 1, on identifie les parametres
géométriques :

e d’=4 = a=2

e V=4 = b=2

e =4 = c=2
Puisqu’un seul coefficient est négatif et que la constante est égale a 1, la surface S
est un hyperboloide a une nappe de révolution autour de 'axe (Oz).
Eléments caractéristiques

e Le col (L’étranglement) : C’est le cercle obtenu pour z = 0, d’équation
r? 4+ y* = 4 dans le plan (Oxy). Son rayon est R = 2.

« Points d’intersection : La surface coupe l'axe (Ox) aux points (2,0,0) et
(—2,0,0).
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Représentation paramétrique

En utilisant les fonctions hyperboliques (cosh,sinh) pour Iextension infinie et les
fonctions trigonométriques (cos, sin) pour la rotation, la paramétrisation de S est :

x(u,v) = 2coshwvcosu
y(u,v) = 2coshvsinu avec u € [0,27],v € R

z(u,v) = 2sinhwv

Remarque : Les valeurs sinh(2) et — sinh(2) sur le graphique correspondent auz bornes
du parametre v choisies pour la visualisation.

Hyperboloide a deux nappes

Définition 3.5

Z2

Equation réduite : f—Q > = 1. Signature : (1,2).

Représentation paramétrique :

x = asinh v cosu
y = bsinhvsinu

z = ccoshwv

Exemple 3.5

Considérons la surface quadrique S définie par I’équation cartésienne suivante :

132

4

2
Z
4

2
y
-+
4
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1. Etude de la surface : D’aprés la forme de I'équation, nous identifions les
parametres a = 2,b = 2 et ¢ = 2. La signature de cette quadrique est (1,2), ce qui
confirme qu’il s’agit d’'un hyperboloide a deux nappes. L’axe de symétrie est I'axe
(Oz) car il correspond au seul terme de coefficient positif.

2. Eléments géométriques remarquables :

o Sommets : La surface coupe 'axe (Oz) en deux points distincts S1(0,0,2) et
S2(0,0, —2), comme illustré sur la figure ci-dessous.

o Nappes : La surface est composée de deux parties disjointes : une nappe
supérieure (z > 2) et une nappe inférieure (z < —2).

3. Représentation paramétrquue :  En utilisant les fonctions hyperboliques pour
2 2 20 0 e ;.
assurer la condition % — (% + %) = 1, la paramétrisation de la nappe supérieure est

donnée par :

x(u,v) = 2sinh v cosu
y(u,v) = 2sinhvsinu  avec u € [0, 27],v € R*

z(u,v) = 2coshw

Note : Sur le graphique, les limites de visualisation sont définies par v € [0,2], d’oi
Uapparition des valeurs +sinh(2) pour les rayons des sections extrémes.
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3.3.2 Quadriques sans centre : Les paraboloides

Paraboloide elliptique

Définition 3.6

Equation réduite : Z = f—; + };—22 Signature : (2,0).

Représentation paramétrique :

T = a\/vcosu
y = by/usinu u € [0,27],v >0

Z =

Exemple 3.6

Considérons la surface quadrique d’équation cartésienne :
72 . y?
z2=—4 =
4 4

1. Identification des parametres : En comparant avec ’équation standard, nous
avons a®> =4 et b =4, d’ott a = 2 et b = 2. Comme a = b, il s’agit plus précisément
d’un paraboloide de révolution autour de I'axe (Oz).

2. Points remarquables et intersections :

o Sommet : La surface passe par l'origine O(0,0,0), qui constitue le point le
plus bas de la nappe.

» Sections horizontales : Pour une hauteur fixe z = 2y > 0, l'intersection est
un cercle (ou une ellipse si a # b) d’équation 22 + y? = 4z.

o Points sur le graphique : On observe sur la figure des points comme

(2v/2,0, 20) ou (3,0,2.25), qui vérifient bien 'équation (2.25 = & = 2).

3. Représentation paramétrique : En utilisant les coordonnées polaires adap-
tées a la croissance parabolique, le systéme s’écrit :

x(u,v) = 2y/vcosu

y(u,v) = 2y/vsinu  avec u € [0,27],v >0

z(u,v) = v
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Paraboloide elliptique
@y
1
4.5

Paraboloide hyperbolique (selle de cheval)

Définition 3.7

Equation réduite : Z = f—; — 52—22 Signature : (1,1).

Représentation paramétrique :

xr = au
y =bv
z=u?—?

Exemple 3.7

Soit la surface S d’équation : z = ’%f — %.

1. Nature : C’est un paraboloide hyperbolique de parametres a =2 et b = 2.
2. Points caractéristiques :

e Pourz=3ety=0,o0naz=225 cequicorrespond au point (3,0, 2.25).
e Pour z = 0 et y = 3, on a 2 = —2.25, ce qui correspond au point
(0,3,—2.25).

3. Paramétrisation :

T =2u
y =20 (u,v) € R?

z = u? —v?
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3.3.3

Cones

Quadriques dégénérées

Définition 3.8

Equation : f—; + :—22 — f—; = 0. Signature : (2,1), k = 0.

Représentation paramétrique :

T = av cos u
y = bvsinu

Z =Cv

Exemple 3.8

N
N

Soit la surface S d’équation : % + % -4 =0

1.

Nature : Il s’agit d'un coéne de révolution d’axe (Oz) et de sommet O(0,0,0),
avec les parametres a = b =c = 2.

Représentation paramétrique : Le systeme s’écrit sous la forme :

T = 2UCosu
y=2vsinu ouu € [0,2n],v € R (3.1)

z =20

Interprétation graphique : Les sections horizontales a une hauteur 2z
constante sont des cercles de rayon R = |z|.
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Cylindre elliptique

Définition 3.9

Equation : f—; + 3;—22 = 1. Signature : (2,0), k = 1.

Représentation paramétrique :

T = acosu
y = bsinu
z2=v

Exemple 3.9

Soit la surface S d’équation cartésienne : %2 +y?=1.

1. Nature : Il s’agit d'un cylindre elliptique d’axe (Oz) car la variable z est
absente de I’équation.

2. Eléments géométriques : La base est une ellipse de demi-axes a =2 et b =1
située dans le plan (Ozy).

3. Paramétrisation : En posant z = 2cosu et y = sinwu, et en laissant z libre
(z =wv), on obtient :

T = 2cosu
y =sinu u € [0,2n],v € R (3.2)
z2=0
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/ Surface S
Nature : cylindre elliptique

d’axe (Oz) car z is absent.

8 _Base : ellipse in
(Ozy) plane

Cylindre hyperbolique

Définition 3.10

Equation : f—; — }b/—; = 1. Signature : (1,1), k = 1.

Représentation paramétrique :

r =acoshu
y = bsinhu

zZ ="

Exemple 3.10

[

. 7’ . / . 2
Soit la surface S d’équation cartésienne : %- — & = 1.

1. Nature : Il s’agit d’un cylindre hyperbolique d’axe (Oz). La directrice dans le
plan (Ozxy) est une hyperbole.

2. Eléments géométriques : Les sommets de la directrice sont situés aux points
(£2,0,0). La surface est composée de deux nappes symétriques par rapport au
plan (Oyz).

3. Paramétrisation : En utilisant les fonctions hyperboliques, le systeme s’écrit :

xz = 2coshu
y = 3sinhu  (u,v) € R? (3.3)

Z =
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| Cylindre Hyperbolique (x2/4 — y2/9 = 1)

mm Surface
— Wireframe

e \Vertices
— Axes (z=0)

Cylindre parabolique

Définition 3.11

Equation : X? = 2pY. Signature : (1,0).

Représentation paramétrique :

r=u
— v
=4
z2=0

Exemple 3.11

Soit la surface S d’équation cartésienne : 22 = 4y.

1. Nature : Il s’agit d’'un cylindre parabolique d’axe (Oz). Sa directrice dans le
plan (Ozy) est une parabole de sommet O(0,0,0).

2. Analyse : Pour chaque valeur de z, la section horizontale est la méme parabole
2

y=5.
3. Paramétrisation : En choisissant £ = u comme premier parametre, nous
obtenons le systéme :
r=u
u2 2
y= (u,v) € R (3.4)
z=v
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Paramétrisation: w=u, y=u?/4, 2=

\— ©(0,0,0)

- Sommet de la directrice

3.4 Tableau récapitulatif

Tableau récapitulatif complet des surfaces quadriques

Signature ‘ Rang ‘ Type Equation réduite

(3,0) 3 Ellipsoide ﬁ—j + :‘;—i + z—; =
(2,1) 3 Hyperboloide a une nappe i—z + z—j — ‘Z—j =1
(1,2) 3 Hyperboloide a deux nappes z—z — i’—; — i_j =1
(2,0) 2 Paraboloide elliptique z= 2—; + -Z—;
(1,1) 2 Paraboloide hyperbolique z = 2_2 — g—;
(2,1) 3 | Cone D 2=
(2,0) 2 Cylindre elliptique 2—; + z—j =1
(1,1) 2 Cylindre hyperbolique Z—; — Z—z =1
(1,0) 1 Cylindre parabolique 2 = 2py

3.5 Applications

3.5.1 Application 1:
Soit S la surface de R? définie par I’équation suivante :
flz,y,2) =2® + 52 —day —dyz + 20 — 1 =0
1. Réduction par la méthode directe de Gauss :

e En appliquant la méthode de Gauss.

e En déduire le rang, la signature, les coordonnées du centre de symétrie €2, ainsi
que I’équation réduite de la surface S.
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2. Etude spectrale (Méthode de Diagonalisation) :
e a) Ecrire I'équation de la surface S sous la forme matricielle X7 AX + BT X —
1=0.
e b) Déterminer le polynéme caractéristique P(\) = det(A — AI).
e ¢) En déduire les valeurs propres de la matrice A.

e d) Déterminer les sous-espaces propres F), et une base de vecteurs propres
(V1, Vo, V3) .

e e) Vérifier 'orthogonalité des vecteurs propres et procéder a leur normali-
sation pour obtenir une base orthonormée (a, as, as).

o f) Ecrire la matrice de passage P et la nouvelle expression de I'équation de
la surface dans cette base.

3. Syntheése et Géométrie :

a) Donner le rang et la signature de la matrice associée.

b) Rechercher le centre de symétrie Q) de la surface S par le systéme de
gradient.

c) Déterminer I’équation réduite finale de la quadrique dans le repere local
(2, a1, az, as).

d) Conclure sur la nature géométrique précise de S.

Solution

1. Réduction par la méthode de Gauss

On applique la complétion des carrés directement sur 1’expression globale f(x,y, z) :
f(z,y,2) = 2* —day + 20 +52° —dyz — 1
On regroupe les termes contenant la variable x :
flz,y,2) = [27 = 22(2y — 1)] +52° — dyz — 1
En complétant le carré par rapport a x, on obtient :
2?22y —1)=(r—2y+ 1) -2y — 1) =(z -2y +1)> — (49> —dy + 1)
On réinjecte cette expression dans I’équation :

flay,2) = (2 =2y +1)? =4y + 4y — 14+ 52" —dyz — 1
=(x—2y+1)* — 4y —dyz + 4y + 522 — 2

45



CHAPITRE 3. LES QUADRIQUES

Ensuite, on regroupe les termes contenant la variable v :

1 1
—dy? —dyz +dy = —A [y +yz -y =4 [yQ_Zy <§_§Z>}

On complete le carré pour la variable vy :

2 o (L2 1—2\> [1-2z\" R 7 1-224 22
- = —_— _— g —Z_— e —
A A Y7y 2 Y557 % 4

En multipliant par le coefficient —4, on trouve :

1 1\’
—4[y2+yz—y}:—4(y+§z—§) +1—2z+ 22

On réintroduit ce bloc dans I’équation générale :

27 2
=@ —2y+1)°—(2y+2—-12+62>—22—1

1 1\?
f(x,y,Z)Z(x—2y+1)2—4(y+—z——) +1—-22+422+522-2

Enfin, on complete le carré pour la derniere variable z :

-ty -4

L’expression réduite par la méthode de Gauss globale est :

1
6z2—2226(22—§z):6

(m—2y+1)2—(2y+2—1)2+6(z—é) —%:0 (3.5)

Analyse Géométrique Directe :

« Rang et Signature : Les coefficients des carrés indépendants étant +1, —1, et 46,
le rang est r = 3 et la signature est o = (2, 1).

o Centre de symétrie 2 : Il s’obtient directement en annulant les expressions li-
néaires internes :

r—2y+1=0

ytzo1=0 = Q=(-t 2]
yTET T 671276
Z—EZO

« Equation réduite : En posant X =2 —2y+1, Y =2y +2—1et Z:z—%, on
obtient : .

X2—Y2+622:6

VWD (VR

S est un Hyperboloide & une nappe.
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2. Etude spectrale (Diagonalisation)

a) Forme matricielle :
L’équation de la surface S s’écrit sous la forme matricielle X7 AX + BTX — 1 = 0 avec :

x 1 =2 0 2
X=\|yl|, A=[-2 0 -2], B=10
z 0 -2 5 0
b) Polyndéme caractéristique :
1-XA =2 0
PA)=det(A—X)=| =2 -\ =2 |=-N4+6\2+)\—24
0 -2 5-=A

c) Valeurs propres : En résolvant P(\) =0
/\1:—2, )\2:3, )\3:5

d) Sous-espaces propres et Axes principaux :
En résolvant le systéme linéaire (A — AI)V = 0 pour chaque valeur propre, on détermine
les axes principaux de la quadrique :

o Pour \y = —2: F_5 = Vect(V}) avec Vi = (2,3,2).
o Pour \y =3 : E5 = Vect(Vs) avec V, = (—2,2,—1).
o Pour A\3 =5 : E5 = Vect(V3) avec V5 = (1,2, —2).

e) Orthogonalité et Normalisation :
La matrice A étant symétrique, les sous-espaces propres associés a des valeurs propres
distinctes sont orthogonaux. Calculons les normes des vecteurs de base :

Vil = V2 + 32+ 22 =V17, [[Val| = /(=22 + 22+ (-1)2 =3, V5] =3
La base orthonormée (aq, as, az) est obtenue par normalisation :

1 1
(2,3,2), A9 = §<—2, 2, —1), as — 5(1,2, —2)

1
a = —=
VT,
f) Matrice de passage P et nouvelle expression :
La matrice de passage orthogonale P s’écrit :

2/V/17 —2/3 1/3
P=|3/V/1T 2/3 2/3
2/V/17T —1/3 —2/3

Dans cette base, la forme quadratique transformée s’exprime par : —2X"? 4 3Y"? + 522
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3. Syntheése et Géométrie
a) Rang et Signature :
« Rang : r = 3 (nombre de valeurs propres non nulles).
« Signature : 0 = (2, 1) (deux valeurs propres positives, una valeur propre négative).

b) Centre de symétrie () :
Le centre de symétrie €2 s’obtient en annulant le gradient de I’équation complete Vf =0 :

%:21—4y+2:0 r—2y=-—1
3—52—4:1:—4,220 = (T =—z
%:_4y+102:0 y =25z

En résolvant ce systéme par substitution, on trouve : z = 1/6, d’ou :

1 1
o (151
6 12°6
c¢) Equation réduite finale :
L’équation finale dans le repere local (2, aq, ag, as) s’écrit sous la forme :
/\1X2 + )\2Y2 + )\322 + f(Q) - 0

La constante de translation au centre vaut f(Q) = :BTQ —1 = —

=1 —1=—
2
L’équation réduite finale est donc :

(S|

1
6

—2X?24+3Y?+52% = g

d) Nature géométrique

Puisque les coefficients des carrés sont de signes opposés (— + +) (signature (2,1)) et
que la constante du second membre est non nulle, la surface S est un Hyperboloide a
une nappe.

3.5.2 Application 2:

I - Détermination de la nature de la quadrique (S : 2%+ 3y? — 32% —
8yz 4+ 2zx — 4oy — 1 =0)
Considérons la surface S; d’équation :

Syia®+3y* —322—8yz+2zx —day—1=0
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1- Etude de la forme quadratique S,
a- Expression de la forme quadratique

Q(z) = 2* + 3y* — 32% — Syz + 222 — 4day
b- Matrice associée a la forme quadratique

1 -2 1
M=|-2 3 -4
1 -4 =3

c- Polyn6me caractéristique de la forme quadratique :

P(a) = det(M — ald)

l—a =2 1
Play=| -1 3—-a —4
1 -4 33—«
=1-a)B-a)(-3—a)—16]+2[-2(-3 —«a) +4] + [8 — (3 — a)]

a®—9—16) +4(a+5)+ (a+5)

d- Valeurs propres :

Les valeurs propres sont : 0, —5, 6.

e- Vecteurs propres :

Soient Fy, E_5, Fg les espaces propres associés aux valeurs propres respectives 0, —5 et
6.

i- By = {u e R3/Mu=0} Soit u(z,y,z) € R3

r—=2y+z2z=0 r=2y—=z (1)
weElby=<{¢2x+3y—42=0 = -22+3y—42=0 (2)
r—4y—32=0 xr—4y—32=0 (3)
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(1) dans (2) et (3) :

—4 2 3y—4z=20 —y—22=0
{y+z+y z :{y z

=y =—2z
20—z —4y—32=0 —2y—42=0

Orz=2y—z=2=—-42— 2= —bz.

u=(z,y,2) = u=(=bz,—2z,2) = 2(—5,-2,1) = zey

ii- £ 5 ={u € R®/Mu = —5u}

ueFE 5= --=u=y(0,1,2) = yey

iii- Fg = {u € R*/Mu = 6u}

u€ b= --=>u=2z(1,-21) = ze;

f- Orthogonalité des vecteurs propres

) 0 1
€1 = —2 , €0 = 1 , €3 = —2
1 2 1

g- Normalisation

lerll = v/30, lesll = V5, Jlesll = V6

€1 €9 €3

ay = 77—, A2 = 7> as = v7—

leal e les]|
5 0 L
V30 | Vs
ar= "R/ | Q= Zg o 3=\ T
i 2 L
V30 V5 V6

_5 g L
V30 G
p_ |- L 2
V30 VB V6
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2- Equation réduite de la quadrique 5

Dans le repere (O, aq, as, az), 'équation devient :

X x X
SoitSoit [ YV | telque |y | =p | Y
A z A

Cherchons ’écriture de S; en fonction de X, Y et Z.

_ _ V5 1
— _ 2 1 2
zZ

Z 1 2 1

Sy:ia?+3y? —322 —8yz+ 220 —day —1=0

5 1 V5 6 3 6 26
S X242 Y ixgzg_—xrqly?i_p2 ZVTxy
R NG 3 Tt tst s 5
+iXY—%YZ—%XY—iXZ—---—1ZO
V5 5 5 NG

MXZHFNY2 4+ 022 -1=0
0-X2-5Y24622-1=0
—5Y24+62%=1

7Z* Y?
Sl . — =1

(&) (%)

3- Nature de la quadrique 5

De I’équation réduite trouvée, on conclut que Sy, est un cylindrea base hyperbolique

Cylindre Hyperbolique: 622 — 5Y2 =1

o1



Conclusion

Conclusion

L’objectif de ce mémoire était d’étudier les formes quadratiques définies sur un espace
vectoriel réel, ainsi que leur application a la classification des quadriques.

Nous avons présenté les notions fondamentales des formes bilinéaires et des formes
quadratiques, les méthodes de réduction telles que la méthode de Gauss et la méthode de
diagonalisation, ainsi que la loi d’inertie de Sylvester et la signature. Nous avons ensuite
appliqué ces concepts a I’étude des quadriques, en montrant comment classifier ces surfaces
selon la signature de la forme quadratique associée.

Les formes quadratiques et les quadriques sont utiles dans de nombreuses applica-
tions, notamment en géométrie analytique, en physique théorique, en mécanique, et en
infographie ou la modélisation des surfaces de second degré est essentielle.
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Résumé

Abstract (English) :

In this memory, we present fundamental notions about bilinear forms and quadratic forms
on a real vector space, highlighting their reduction and classification methods, focusing on their
essential role in the study of quadrics. We also discuss some basic algebraic concepts such as
matrices and change of basis, which are necessary for understanding the matrix representation
of these forms. Then, we present a complete classification of quadrics (ellipsoids, hyperboloids,
paraboloids) based on the signature of the associated quadratic form, with emphasis on Gauss’s
method and Sylvester’s law of inertia.

Quadratic form, bilinear form, quadric, signature, reduction, Gauss method,
Sylvester’s law.

Résumé (Francais) :

Dans ce mémoire, nous présentons des concepts fondamentaux sur les formes bilinéaires et
les formes quadratiques sur un espace vectoriel réel, en mettant I’accent sur leurs méthodes
de réduction et de classification, en nous concentrant sur leur role essentiel dans 1’étude des
quadriques. Nous abordons également quelques concepts algébriques de base tels que les matrices
et le changement de base, qui sont utiles pour la compréhension de la représentation matricielle
de ces formes. Ensuite, nous présentons une classification compléte des quadriques (ellipsoides,
hyperboloides, paraboloides) en se basant sur la signature de la forme quadratique associée, avec
un accent sur la méthode de Gauss et la loi d’inertie de Sylvester.

Forme quadratique, forme bilinéaire, quadrique, signature, réduction, méthode
de Gauss, loi de Sylvester.
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