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Notation

1 1
p € [1,+o0] I'exposant conjugué p': — + — = 1.
p

o v = (x1,29,....,o,) € R™.

2] = /2?2 + 23 + ...+ 22.

o
o o= (ag,a,...,qa) € N™.
o la|=a1+ay+ ... + a,.
o f(z) = f(~x),z € R™.

o dr = dridrsy...dx,.

o Z(f(2) = flz) = / e )

1 .
o Zf(x)) = / e F(€)dE.
() = s [ 116)
e CP(R") = Z(R™) : L’espace des fonctions de classe C* a support compact dans R™.
o 7,f(x) = f(x —h),x e R" h € R".

) =
o S'(R™) : L’espace des distributions tempérées.
)

e 2(R") : L’espace des distribution.



Introduction

Dans ce mémoire nous allons étudier quelques opérateurs linéaires et non linéaires de LP(R") dans
L4(R™). Notre étude est inspiré de certains travaux précédent qui se trouvent principalement dans
(1], [3], [4], [5] et [7]. Nous ne prétendons pas que le présent travail est original. Nous avons deux
axes & envisager. Le premier est la continuité de LP(R") dans L4(R™), quand-au deuxieéme, il s’agit
d’un opérateur non linéaire sur les espaces de Sobolev homogene d’apres [5].

Notre travail est organisé en quatre chapitres, que nous allons les retracer :

Dans le premier chapitre, on donne quelques propriétés classiques de I’espace de Banach LP(R™) pour
1 <p< oo

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions les opérateurs de convolution comme des opérateurs

linéaires, ou pour une fonction donnée m on a
Tu(f) = (F'm) * f

et voir lorsque T, est de LP(R"™) dans L?(R").

Dans le troisieme chapitre, on étudie, dans certain cas, un opérateur de composition du type
u— [z, u(z))

ou toujours la continuité de LP(R"™) dans L9(R") est le but de notre étude.

Dans le dernier chapitre, on étudie la continuité de I'opérateur de composition Tf(g) = f o g sur les
espaces de Sobolev homogenes des fonctions g a valeurs réelles, d’apres le travail de [5] ou le résultat
dans cette référence est donnée d’une maniere générale pour des fonctions g a valeurs vectorielles,

c’est-a-dire dans R*, k € N; nous nous limiterons & k = 1.



Chapitre 1

Les espaces de Lebesgue LP(R")

1.1 Généralités et définitions

1.1.1 L’espace LP(R")

Définition 1. Soit (0 < p < 4+00), on définit l'espace LP(R™) par les fonctions f telle que

Il = ([ 1f(@pae) < 4o

Pour p = 400 on définit L>°(R™) par :
| fllzee = sup esseern|f(2)] < 400.
Proposition 1. L’espace LP(R™) est un espace vectoriel et de Banach.
Preuve. Voir [7]. O

Théoréme 1. (L’inégalité de Hélder) Pour tous p € [1;400] et toutes les fonctions mesurables

frg€R™ ona

gl < U flleellgll e

1
Démonstration. On a — + — = 1.

p
Soient f € LP(R™) et g € L? (R"), alors fg € L'(R").



CHAPITRE 1. LES ESPACES DE LEBESGUE L (RY)

Dl fllze =0ou [|g]|,» = 0 alors f(x) =0 ou g(x) = 0 alors f(x) x g(z) = 0.

2)[[fllze # 0 et [|gll, o # 0, on a
a'b' ™ <ta+ (1—t)b.

!/

On pose t = %,a: (|f(x)|)p,b: (!g(x)|> , alors

1/ 2o gll

F@I lg@) 1 @1 e
e Tl S " Tl 2 Tl

f@e@lds [ @l J9(2)d
R™ — X Rn— _|_ — X Rn—
Fololy S 2 e 7 Tall,
1 1
p D
= 1.
Donc
[ 1r@g@)de < 1flslgl
C’est-a-dire

gl < LA llze llgll -

1.1.2 La fonction de distribution

Définition 2. Pour une fonction f mesurable, on définit dy la fonction distribution par :

d(a) = {z € R" : |f(z)] > a}].

1
Exemple 1. f(z) = T2
x

Q=Az:|f(z)| >a}.
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On a

I
SlAR 2 2~ 2+
=
&
2
8

Voici quelque propriétés de dy simple a vérifier :

Proposition 2. Soient f et g deux fonctions mesurables sur R™, alors pour tous a, 3 > 0. On a
1) lgl < 1f1 = dy(@) < df(a).
2) des(@) = dy (%) Ve € R,
3) dyrg(a+ P) < dg(@) + dy(B).
4) drgla+ B) < dy(a) + dy(B).
Prewve. 1) |g| <|f] alors |g(2)] > a = |f(2)] > a.

Donc {z € R": |[g(z)| > a} C{z e R": |f(z)| > a}.
Alors [{z € R" : |g(x)] > a}| < [{z € R" : |f(z)| > o}

2)

def(@) = Hx e R :ef(2)] > a}l

2y

= e e Rt |f()| >

= o)

3) dyegla+B) = |z € R : |(f + g)()] > a+ B},
Done {z € R" : |(f + g)(z)| > a + 8} C {x € R": |f(2)| > a} U{z € R" : [g(a)| > B}.
Alors [{z € R : |(f + g)(a)| > a+ B} < [{z € R" : |f(@)] > a}| + [{z € R" : |g(z)| > B}.




CHAPITRE 1. LES ESPACES DE LEBESGUE L (RY)

4) dpg(aB) = [{z € R" - [(fg)(z)] > af}|.
Done {z € R" - [(fg)(x)| > af} C {z € R" : |[f(z)| > a} U{z € R": |g(x)| > B}.
Alors {z € R : [(fg)(x)| > aB}| < {z € R™ : |f(z)] > a}[ + [{z € R" : [g(z)] > B}].

Proposition 3. Soient 1 < p < +o0o et f € LP(R™), on a

+oo
1717, = / o7V (a)dor
0

Démonstration. Pour un ensemble € on pose xq la fonction caractéristique sur €, c-a-d xyq(z) =1

sizx€Qet xo=0six¢Q.

+00 +oo
p/ apfldf(oz)da = / apl/ X{w:|f(z)[>a} dxdor
0 Rn
+0o0
= / / "X @) >0y dadar
|f(z)]
= / / paPLdadx

= [ @i
=i,

Pour les LP(R™) on dispose des espaces plus faible que nous allons les définir :

Définition 3. Pour (1 < p < +00), l'espace des fonctions LP*>°(R") est un ensemble de toutes

fonctions mesurables telle que
1
[flzroe = sup (v7df(7))7 < +oc.
>0
Proposition 4. 1) Soient f € LP>*(R™) et c € R, on a
lefllzpee = lelLf [l oo
2) Soient f,g € LP>*(R"™), on a

1
1 + gllzse < max (2,20) (Ifllzve + lglline)
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3) [ fllzre = 0= f(z) =0.

Preuve. 1)
lefllzoee = sup (y7des(v))?
>0
1
- w(0(3)
>0 c|
P 1
g 7V’
- (1 7)o (7))
( EVARAN
= e[l fllzoee.
2)
1
If +glleree = sup (7Pdsi4(7))
>0
< sup (74 (3))" +sup (v (5))°
v>0 2 >0 2
< QU e + llgllzeee))”
< max (2,29) (I e + lglaree)
3)
[ fllzpe =0 = sup(¥7ds(y))? = 0.
v>0
= ds(y) =0
= f(z)=0.

]

Remarque 1. On vérifie facilement que lespace LP>*(R™) est un normé et complet selon la norme

I llzme.

Proposition 5. Pour (1 <p < o) et f € LP(R"), on a

[fllzeee < [ f]lze-

Par conséquence LP(R™) C LP>(R™).
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Preuve. Soit f € LP(R"), alors

ld(a) = oP{z e R":|f(x)] > o}

< / f(2)Pda
{z:[f(z)|>a}

< |f (@) Pd < +o00.
R n

1.1.3 Rappel sur ’'interpolation

Nous avons 'interpolation de Riesz-Thorni :

Proposition 6. Soient pg, p1,qo, 1 € [1;+00] avec py # p1 et qo # q1. St T est une application

linéaire telle que

T : Ly, — Lg,
IT(f)llzso < Coll oo
T:L, — Ly
1Tz < Cullfllzom-
Alors
T:L,— L,
IT(H)llLe < Cllflro-

Ou

1 1-6 0 1 1-46 0
+ =, == +— et 0<BO<1.
p Do P1 q q0 q1

Preuve. Voir [4] O

Dans LP*°(R™) nous avons la propriété suivante :

Proposition 7. Soit (p < ¢ < +00). Soit f € LP>*(R™) N L2°(R"), alors f € L™(R™) pour tous

(p<r<q)et

IFllzr < CNFNZace 1 f e
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(-G

o) < (U= Ul

P ad

(IIfHquo)
(WAl

O

Preuve. Le cas g < +00.

On définit

On prend

On estime maintenant L" en norme de f :

—+o00
Wl = / o1y ()do

<o [ (Ul Ul
0
B +00

:r/ ”pufumdaw/ "
0 B

B

= (HfHLPOO)
= (HfHLPOO)

(HfHquo) :
7 (| f |0 ) 7 +

(HfHLPOO) P 10ee) +

q

mmmwiﬂwmwﬁ%

Nous allons prendre ¢ = p + 1, alors

11 = (2 + =2 ) Q)5 (1150) 5

Ce qu’on cherche.
Le cas g = o0

r

Il = lim ( ) (1) = (1)

g—+oo T—p q—

Lo [ f 70

]

Définition 4. Pour (0 < p < 400) Uespace LY (R™) est un ensemble de toutes les fonctions f de

Lebesque vérifiant :

(LU@WM<+%

9
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Sur tout compact K de R"

Remarque 2. Soit 1 < p < g < +o0, alors on a

LAR") € Ly (R") C Lj,(R").

En effet, il suffit d’appliquer linéqgalité de Holder a chaque inclusion .

Remarque 3. [l existe d’autres interpolations :

- Interpolation linéaire de Marcinkiewicz pour l'espace LP>°(R™).
- Interpolation complexe .

- Interpolation non linéaire .

Voir exemple les livres [3] et [11] .

1.2 Convolution et approximatives

1.2.1 Convolution

Définition 5. Soient f,g € L'(R™), on définit la convolution (f * g) par :

(f*g)(x) = . fW)g(z —y)dy.
Remarque 4. On utilise
[ [ 1swllst =zt = [ [ 1r)lg@ldsdy
n JRn n JRn
= [ 1) [ lotwldody
R R™
= | flleallgllze-

Alors
1 gller < 1 Fllzellgl o
Proposition 8. Pour f,g,h € L*(R"), on a les propriétés suivantes :
1) f*(gxh)=(f*g)xh (associativité).
2) fx(g+h)=fxg+fxh et (f+g)xh=fxh+gxh (distributivité).

Preuve. Ces propriétés sont simples a vérifier. O

10



CHAPITRE 1. LES ESPACES DE LEBESGUE L (RY)

1.2.2 Convolution et I’inégalité de base

Sans démonstration nous allons rappeler quelques inégalités de base pour la convolution.
Théoréme 2. ( L’inégalité de Minkowski) Soit (1 < p < +00). Pour f € LP(R") et g € L'(R"), on
a

lg = fllee < |flleellgl-

Preuve. Voir [7] O

Remarque 5. Pour tout f et g, on a
lglle = llgllr st g =g(—x).
1f = gllee < llgllpllflle si f€LP(RY) et g € LY(R™).

Linégalité de Minkowski n’est qu’un cas particulier de linégalité de Young, suivante :

1 1
Théoreme 3. (L’inégalité de Young) Soient (1 < p,q,r < +00) tel que (— +1=-+ —), alors
q r
pour tous f € LP(R™) et g € L"(R™), on a

1 * gllze < llgller £ o-
Preuve. Voir [4] O
Nous avons 'inégalité de Young pour L»*>°(R™) :
PR : 1 1 1 o
Théoréme 4. Soient (1 < p < +00) et (1 < q),(r < +o00) tel que (| — +1=—+ -, alors il existe
q

p T
un constante (Cp 4, > 0) telle que pour tous f € LP(R") et g € L"*(R"), on a

1f * gllzace < Cpgrllglloree | fllzr-

Preuve. Voir [7]

1.2.3 Approximations

Définition 6. Une famille de fonctions (k) est appelée identité d’approzimation si elle vérifie les

trois propriétés suivantes :

11
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1) il existe un constante (C' > 0) tel que ||k||;x < C, Ve > 0.
2) ko(z)dr =1,Ve >0 .
Rn

3) Pour tout ensemble V de R™, on a

/ k(z)der — 0 quand € — 0.
v

1 1
Exemple 2. Dans R soit la fonction f(r) = ———— , on pose k(z) = — f <£> avec € > 0, on a
(1 + 2?) e’ \e
alors
+00
/ ke(x)dr =1,

de plus pour tout 6 > 0, on a

/@ el = /| S

—+00

= 2 f(y)dy

2 )
= — (arctan(oo) — arctan (—)) — 0 quand € — 0.
€

T
Théoreme 5. Soit k. est une identité approzimation dans R™, alors on a
1) Si f € LP(R") avec (1 < p < 400), alors k. x f € LP(R") et k. x f — f dans LP(R™).
2) Si f est uniformément continue et bornée dans R™, alors k. f est aussi uniformément continue

et bornée dans R" et ke x f — f uniformément dans L*°(R™) quand € — 0.

3) Si f € L®(R™) est continue dans un ensemble ouvert  C R™, alors k. x f € L®(R™) est
uniformément continue dans R™ et k. x f — f uniformément dans sous- ensemble compact

K cQ quand e —0.
Preuve. Voir [7]. O

Théoréme 6. Soit k. une famille des d’approzimations dans R™ qui est vérifie les propriétés 1) et

3) du définition (6). On pose aussi
/ ko(z)dr =a € C,Ve > 0.

Soit f € LP(R™) pour certain 1 < p < 4o00. Alors on a

1) Sil<p<+4o0, alors ||kex f —af|p =0 quand €—0.

12
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2) Sip=+o0 et f continue sur un compact K C R", alors
ke f—af|lorxy = 0 quand € — 0.

Preuve. Voir [7] O

13



Chapitre 2

Opérateurs de convolution de LP(R") dans

LI(R™)

Dans ce chapitre nous allons étudier les opérateurs 7' : LP — L4 linéaires, en particuliers de convo-
lution, c’est-a-dire :

T:f— (F'm)xf.

Ou m est une fonction donnée tout les assertions de ce chapitre ce trouvent dans [3] ou [7] .

2.1 L’espace .Z"(R")

Définition 7. Soient (1 < p,q < +00). L'espace #P1(R") est un ensemble des opérateurs linéaires
et bornés de LP(R™) a LI(R™), et qui commutent avec la translation. On introduit une norme ||.|| sur
AP(R™) définie par :

I avaeny = | Tlluova-
Théoréme 7. Si (1 < g <p < o0) alors AP = {0}.

Preuve. Soit f une fonction dans Ci° et T un opérateur linéaire, on a

1T + TNl = 1T + Dl
< Tllmf + Fllor 2.1)

14



CHAPITRE 2. OPERATEURS DE CONVOLUTION DE LP(RY) DANS LO(R™)

Lorsque |h| — oo on a

1
| Tnf + fllLe — 27 || f]|Le

et

17(T(f)) + T(F)llea — 25| T(f) e

D’apres (2.1), (2.2) et (2.3) on a

20 T(f)llee < (1T [lr—-ra2? 1 fl|Le-

Ceci est impossible si ¢ < p seulement si T' = 0.

(2.2)

]

Théoréme 8. Soient 1 < p < q < oo et T € .#PI(R"). Alors T est de LY (R™) a L¥(R") avec la

norme

|T||Lp e =

Autrement-dit :

Tl -

MPURY) = 477 (R").

Preuve. On remarque d’abord que T : LP — L7 est donné par la convolution avec .# 'm, alors

T*: L7 — L” est donné par la convolution de .Z ~1m, en effet, pour f € LP(R") et g € LY (R") on a

[ @ T @) =

Alors T* est bien défini.

Nous avons

alors

(2.4)
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et
1l = 1 F e (2:5)
D’apres (2.4) et (2.5) on a B
If * Z " ml _ |If * Z'm|
1F IFlle

D’autre part

1 % Z Tl < T onw 1l
et

||f * ﬂ_lmn < ||T||Lq’_>Lp’ ||f||L4'
alors

||T||Lq/~>LP/ = HT*HL‘I/—)LP/ = HT||LP—>L‘1-

2.2 Caractérisation de .Z"(R") et .Z**(R")

2.2.1 Caractérisation de .Z(R")

Théoréme 9. Si T € AV (R") avec T(f) = (F'm)* f, alors m est la transformation de Fourier

des mesure bornées.

Preuve. On désigne par B ’ensemble des mesures bornées.

Soit 4 € B, on a

dx

wrs@lde = [ [ fa@=nduty

< [ ([ = iar) au)

= Al il s

R

Donc si on pose .# 'm = pu, on a

ITCH e < lpllsll 1l

16



CHAPITRE 2. OPERATEURS DE CONVOLUTION DE LP(RY) DANS LO(R™)

Inversement. Soit T € .#7(R"), c’est-a-dire qu'on a T'(f) = (F ~'m) x f avec
1T < ClIfller, VS € 2(R™);

onapu=.ZF'moupueSR").
Soit (¢x)r une suite dans Z(R") telle que @, — 1 dans S’(R"), alors : Vf € Z(R"™) on a

<90k, (Z'm) * f> = <(ﬁ_1m) * gék,f>

n’oublions pas que ¢ — 6_g = dp, donc on a

IN

1(:F 7 m) * @F [l | £l e

< Collfllze, VE

(o 7)

car c¢’est ’hypothese sur T.

Maintenant
G0l = lim | (n, (Fm) + )|
—00
= |(#7'm)« f(0)|
< Co||fllzee-
Donc on a le résultat voulu. O

2.2.2 Caractérisation de .Z%*(R")
Théoréme 10. Si T € #**(R"™) avec T(f) = (F 'm) * f, alors m € L=(R").

Preuve. Si m € L*(R"), le théoréme de Plancherel donne

T = [ 1+ (@ m@)f i

:/n

< sup|m()’
R
= [mliellfIIz

= [mliellfIIz

A~

femie)| de

fle)| ae

17



CHAPITRE 2. OPERATEURS DE CONVOLUTION DE LP(RY) DANS LO(R™)

donc

1T |2—rz < fmlfre.

Alors, T € .#**(R"™).

Inversement, on suppose que T' € .Z*?(R"™). On montre que m est une fonction bornée.

[f)m(@)]*de = [ |T(f) ()] dz
Rn R
< TN e Rn\f(x)IQd:c-

Alors

[T = @) @) P > 0
donc

T2 > (=) ?

alors

1T |l2—r2 > ||m|nee. (2.6)

IT(f)lIf> = Rn|f($)m($)|2dx
< sup |m(x)|? 5 |f(z)Pdz

= [[mlLlIFIIE-

D’autre part on a
1T (Nl < 1T e —ell e
Alors

1T |e—r2 < [l (2.7)

D’apres (2.6) et (2.7) on a

1T |2—r2 = [lmflee.

18



CHAPITRE 2. OPERATEURS DE CONVOLUTION DE LP(RY) DANS LO(R™)

Exemple 3. 1. L’opérateur de transformée de Fourier est une application linéaire

T:17 — LF
fo— T() = FUE) = / e £ () d.

n

Alors,

HTHLP—>LP’ = HTHL(P,)/*)LT’/
- ||T||LP—>LP"

2. L’opérateur de dérivation est linéaire sur R"™

T:1F — LA

df
— T(f) = —.
o =2
Alors
1T |e—sra = 1T |lpe -

19



Chapitre 3

Autre opérateurs de LP(R") dans L9(R")

3.1 Opérateurs linéaires continus
Le paragraphe suivant est inspiré du [10].

Définition 8. Un opérateur T linéaire de LP(R™) dans LY(R™) est dit continu au point f dans LP(R™)
st on a la propriété suivante : Pour toute suite f, € LP(R™) converge vers f, la suite T'(f,,) converge
vers T(f) c’est-a- dire

lim T(f,) = T( lim_f,) = T())

n—aoo

Remarque 6. L’opérateur linéaire T est dit continu sur ILP(R™) s’il est continu en chaque point

dans LP(R™).

Définition 9. Soit T un opérateur linéaire défini sur LP(R"™) dans LI(R™) est dit borné s’il existe

une constante positive C' > 0 telle que
IT( e < Cl[flle, Vf € LP(R").

Théoreme 11. Soit T' un opérateur linéaire défini sur LP(R™) dans LY(R™). T est continu partout

sur LP(R™) s’il est continu en tout point f de LP(R™).
Preuve. Soit f, une suite convergent vers f; cette suite peut s’écrire comme suite :
fn = [f+(fn_fl)]+(f1_f)
= Ont (fl - f)

20



CHAPITRE 3. AUTRE OPERATEURS DE L¥(RY) DANS L2(RY)

Il est clair que la suite convergente vers 1’élément f

= f.

La composition de deux membres par 'opérateur 1" donne

T(fn) = T(f+(fa=F))+T(H—F)
= Tlgn) +T(fr = /).

L’opérateur T' étant continu au point f alors il vient

Tim T(f,) = lim T(ga) +T(f — f)
= T(f)+T(f)-T(f)
= T(f).

Alors T' est continu. O
Théoreme 12. Un opérateur linéaire T est continu si et seulement si, il est borné.

Peruve. Condition suffisante.

Supposons que 'opérateur 1" est borné, alors on a

IT(f)llLe < Ol fllee

ou encore :

1T(f) = T(0)[lLe < Cllf = Ol

d’ou la continuité de l'opérateur 7" au point 0. Autrement dit, lim 7'(f) = 7'(0) quand lim f = 0. Ce
qui entraine la continuité partout.
Condition nécessaire.

Soient f, g deux éléments de LP(R™), tels que
feB(0,1) ={f € L’(R") : || flluon) < 1},

g€S8(0.1) = {g € L") : [lgllion = 1}.
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CHAPITRE 3. AUTRE OPERATEURS DE L¥(RY) DANS L2(RY)

Il est clair que I'on a la relation

IT(9) e < sup | T(g)llue < | TN lIgllwe = IT1-

D’autre part, pour tout f € L? tel que f # 0 on a % € 5(0,1) cela veut dire que l'on a

(o)

1T (N)lla < N7 e (RT).

D’ou Popérateur T' est borné, car | a constante ||T']| est toujours fini pour les opérateurs 7' continus.

]

< |||

La

ce qui implique la relation

3.2 Opérateurs non linéaires

3.2.1 Les opérateurs de Nemitski

Soit 2 un ouvert de R™. Soit M(£2) 'ensemble des fonctions f : 2 — R"™ mesurables. Nous allons

voir les opérateurs de Nemitski d’apres [1].
Définition 10. L’opérateur de Nemitski associé a f est une application définie sur M(QQ) par :
u(@) — flz, u(@)).

On suppose que f satisfait les conditions suivantes notés (C) :
1. s — f(x,s) est continue pour presque chaque = € €.

2. © — f(x,s) est mesurable pour tous s € R.

f(u) € M(Q) pour toute u € .

Siu € 2, il existe une suite des fonctions simples u,, telles que u,, — u p. p dans ).

f(x,u,) est une fonction mesurable et continue donc f(u,) — f(u) p. p dans . Alors f(u) € M(9Q).

3.2.2 La continuité des opérateurs Nemitski
Soient p,q > 1, supposons

|f(z,s)] <a+bls|*, pour a,b>0,a:§. (3.1)
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CHAPITRE 3. AUTRE OPERATEURS DE L¥(RY) DANS L2(RY)

Théoreme 13. Soit @ C R™. On suppose que f satisfait (C) et (3.1) alors l'opérateur de Nemitski

f est une application continue de LP(2) dans L1(€).

Preuve. Voir[1]

]

Théoréme 14. Soient (u(2) < +00) et la suite u, converge vers u dans LP(Q2), alors il eziste sous

suite u,, et h € LP(Q) telle que

Up, — u p. p dans L.

|tn, | < h p. p dans Q.
Preuve de Théoréme 13. Soient u,,u € LP(Q2) telles que

|lun —ull[, — 0 quand n — +o0

utilisons le Théoreme 14, alors il existe sous suite u,, et h € L?(Q2) sont satisfait (3.2) et (3.3).

f satisfait (C) alors u, — f(z,u,) est continue presque chaque z € €.
Alors

flup,) — f(u) quand wu,, — +u.
[ (un, )| < @+ blup, |* < a+ blh[* € LI(Q).

En effet,

1

([ amoryar) - (l}mwﬁwiaé

1

_ (/Q|h(:c)|pdx>q < +o0.

|h|* € LY(2) = a + b|h|* € LY(Q).

Alors,

Nous utilisons le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a

lim /Q|f(unk(x))—f(u(wqux:/

Q

n—-+o0o

lim f(un, (2)) — F(u())| dz =0,

(3.2)
(3.3)

Alors, chaque suite u,, converge vers u dans L”(£2). Nous avons sous-suite u,, telle que f(u,, ) converge

vers f(u) dans L%(2).

On peut conclure que f est continue sur L?(€2) dans LI(2).
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CHAPITRE 3. AUTRE OPERATEURS DE L¥(RY) DANS L2(RY)

3.2.3 Dérivabilité des opérateurs de Nemitski

0
Soit p > 2. On suppose que f a une dérivée partielle f, = 8_f satisfait (C) telle que
s

|fo(x,8)| < a+bls|P2, (3.4)

avec a,b > 0.

Par le Théoreme 13, on a f, est un opérateur de Nemitski alors il est continu de L?(§2) dans L"(2).
Par (3.1) et (3.4) :>a:p—2:>]3:p—2:>q:T2:r.

Par conséquence, pour la fonction f]fs(u)v définit parp:

fs(wv =z = fi(x, u(z))o(z)

fs(u)v € LP/(Q) for u,v € LP() tel que p’ = ]%

On utilisons I'inégalité de Holder, on a

[ fs(u)vllLs < [[fs(u)llee([v]lee
1 1 1 1 p—-2 1 »p-—-1 P ,
S

=—t-=-—="—t-—="—=s5=—"n=7
rop S D P P p—1

Définition 11. Soit u € Q2. On dit que F' est Fréchet-différentiable si il existe A € L(R™) telle que :
51

R(h) = F(u+ h) — F(u) — A(h)

avec R(h) = O(||h]]).
Alors,
IR ()]
17l

— 0 quand ||| — 0.

Théoréme 15. Soit 2 C R™ un ouvert borné. Soit p > 2 et f satisfait les conditions (C'). On suppose
aussi que f(x,0) est bornée et que se dérivée fs satisfait (C) et (3.4).
Alors f: LP(Q) — LU(Q) est différentiable avec df (u) : v — fs(u)dv.

Preuve. Voir [1] O

Définition 12. Soit u: Q — R et soit x € Q, on dit que F' est G-différentiable s’il existe A € L(R)

telle que pour tout h € €2, on a

F(u+¢eh) — F(u)
€

daF(u) = — Ah  quand ¢ — 0.
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CHAPITRE 3. AUTRE OPERATEURS DE L¥(RY) DANS L2(RY)

Théoreme 16. Soit Q@ C R™ un ouvert borné, et soient f et fs vérifiant (C) et |fs(x,s)| < C alors
f:L? — L2 est G-différentiable et dg f(u)v = fs(u)v.

Preuve. [ est G-différentiable, alors pour u,v € L*(Q2) on a

wa+u?—ﬂw

— fs(u)v

— 0 quand t—0. (3.5)
P

Par le théoreme de la valeur moyenne, on a

flu+tv) — f(u)
t

— fs(w)v = v/o (fs(u+ Ctv) — fs(u))dC
on pose

wzmmwzzcmem—ﬂmmc

2
= / viwidr
2 Q

< /Q oda / [(ful+ Cto) — fo(u))[2dC

Alors on a

- f8<u)v

‘Vw+ﬁ2—ﬂw

t — 0 alors tCv — 0 dans ©, donc
folu+ Ctv) — fo(u) — 0 dans Q.
Et
|fs(@, u(z) + tCu(2)) = f(z, u(z))|* < C

nous utilisons le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a
1 1
: _ 2 _ . _ 2
Jing [t cro) = fDPAC = [ Jim(F o) = Fw) g
1
= / 0d¢
0
= 0.
O

Proposition 9. Soit @ C R™ un ouvert borné. Soient f et fs vérifiant (C) et |f(z,s)] < C. On
suppose que f est Fréchet-différentiable sur u* € 1L2(Q). Alors, il existe a(z) et b(z) dans M(Q) telle

que
f(z,u) = a(z)u + b(z).

Preuve. Voir [1] O
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CHAPITRE 3. AUTRE OPERATEURS DE L¥(RY) DANS L2(RY)

3.3 Opérateurs convoluteurs

Nous allons voir les convoluteurs de LP(R™) dans L?(R™) en considérons les applications
Ty:f—uxf (3.6)

ou u € Z(R").

Définition 13. On dit que T,, est un convoluteur s’il existe u € Z'(R"™) telle qu’on ait (3.6). On dit

que T,, € Cv(LP,L9) si on a
ITu(H)llze < ClIS N o

Remarque 7. Nous avons étudier dans le chapitre 2 les opérateurs de de convolution de LP(R™)
dans LI(IR™) qui sont sous la forme T(f) = (F 'm)x f, ce sont des convoluteurs avec u = F 'm.
Tout les résultats de chapitre 2 sont acceptés ici .

x
On s’intéresse aux cas homogene. On suppose que (X> = A"%u(z),VA > 0.

Théoréme 17. Soient 1 <p < q< oo etT, € Cv(LP,L9). Siu est homogéne de degré o € R, alors

on a

Preuve. Supposons qu’on a

1T (F)lze < Cllfllzo-

On change f par f <X>’ pour tout A > 0, on a || f <X> e = Ao || f]l e

TGO = s FOlle
= ([ s sras)

An+a+%

q

UﬁkaLq.

Donc une condition c¢’est que

n n
—=n+a+ —.
p q
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Chapitre 4

Opérateurs de composition sur les

espaces de Sobolev

Dans ce chapitre nous allons étudier 'opérateur de composition par : pour f : R — R une fonction

donnée, on considere ’application non linéaire
Tp:g— fogy, (4.1)

sur les espaces de Sobolev homogenes, notés WI’,”(]R”) d’apres le travail [5].

4.1 Espaces de Sobolev homogenes

Définition 14. Soient 1 < p < oo et m € N*. L’espace de Sobolev homogéne, noté Wf(R“) est
I’ensemble des fonctions g : R* — R telles que ¢! € LP(R™) pour tout |a| = m. Cet espace est

muni par la semi-norme

lgllirg = > gz

laj=m
On remarque que si g est un polynéme de degré < m — 1 (car m > 1) on a ¢g'® = 0 pour tout
|a] =m, donc g € WZZ”(]R") Par conséquent || - || est une semi-norme sur W;”(R")
p

4.2 Quelques propriétés
Voici maintenant quelques propriétés de W;”(]R”)
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CHAPITRE 4. OPERATEURS DE COMPOSITION SUR LES ESPACES DE SOBOLEV

Proposition 10. Pour tout f € W];”(R”), on a
£l = 1f + Pllig VP € o,

ot Pp—1 est l'ensemble des polynomes de degré < m — 1.
Preuve. Déja va juste avant la proposition. O

Remarque 8. La proposition 10 permet de définir Wg” modulo les polynomes P, (d° < m — 1),

c’est [’espace

W R™) == W (R")\ Py,
défini par les éléments [f] tels que

[f]:{f+P;P€Pm}

muni de la norme

i = Wfilligs V52 € 1)
Proposition 11. Pour tout f € W:L(R") et tout A > 0, on a
17Ol = X5 1l
de plus A%_me()“)HW;% est une semi-norme équivalente dans W;”(R”).

Preuve. Par dérivation on a f(®(\z) = A" f(@)(\z) avec |a| = m.

De plus,
() z =5 || £l -
[f Y Ae) P )= A [ F e = A7 ([ f e
Rn
D’ou
1l = A5 11l
ou encore
1 g = A2 7" 1F ) -
Ce qui donne I’équivalence en semi-norme. O

Proposition 12. L’espace W;”(R”) est invariant par translation.

28



CHAPITRE 4. OPERATEURS DE COMPOSITION SUR LES ESPACES DE SOBOLEV

Preuve. Soient f € W;@(R”) et a € R". Alors, il est clair que

1F N e = 1F9( ~ a)lls

(un changement de variables simple dans l'intégral de L?(R™)), d’ott on a

1 lhicg = 1£C = @)l
]

Pour 'assertion suivante, on définit 1’espace de Sobolev no homogene WIT(R") par I'ensemble des

fonctions f telles que

I llwg = > 1@ ee < 0.

|| <m
‘s . n 1 1 m
Proposition 13. Soient (1 <p,q <o00) et1 <m < —, tel que — = — — —. Alors, on a W"(R") —
p qa p N
Liq(R™), avec
1fllze < ell Fllwy, (4.2)
pour toute f € W(R").

Preuve. Pour l'injection W/ (R™) < L?(R") sa démonstration est classique, voir par exemple [6]

pour le cas m = 1. Le cas général peut étre obtenu en utilisant 1'inclusion
-1
W R™) — W (R").
Pour I'estimation (4.2), nous avons d’abord

I lwy = 1l + LF N+ D 1l (4.3)
0<|al<m
On change f par f(\-) pour A > 0 dans (4.3), on utilise aussi I'inclusion W*(R") C LI(R"), c’est-a-
dire
LF A ze < CIFA) lwyge

on obtient

A4l fllze < C LN e + A2 le + Y N

0<|a|<m
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On a ainsi cette inégalité par A% et on tient compte du fait que

_m_nn . _ . _n_
AT =1, lim A= lim AelTRTm =,
A—4o00 A—~+o00

on obtient le résultat, c’est-a-dire
1flee < Ol ¥ €W

n
avec — = — — —etm < —. O
qQ p n p

Nous retournons a la propriété fondamentale de Wg”(R”) que cet espace est complet.

Proposition 14. L’espace Wg”(R”) est de Banach avec

W (R C 12

loc

(R™) N S (R™).

Preuve. Voir [9, p.3 et p.24] . ]

4.3 Le cas particulier p =2 et m un réel

On commence par la remarque suivante : Pour m = s € R et p = 2, nous allons définir I’espace de

Sobolev homogene, note H¥(R™) par la définition suivante.

Définition 15. On définit HS(R”) par l’ensemble des fonctions f telles que :

f € Lig(R"), I/l

s = ( . Ifl%lf(é“)lzcl&)2 < +oo.

Cet espace muni par ||-|| ;. a été étudier dans [2], nous donnerons cet espace comme un cas particulier

d’un espace de Sobolev homogene fractionnaire.
Proposition 15.
1. H5(R™) est de Hilbert si et seulement si s < g
2. H*(R™) N H* (R") — H5(R™) pour s = (1 — 0)sg+ 0s1,(0 < 0 < 1).
Preuve. Voir [2] . O

Proposition 16. Soit s = 2m (m € N*), alors on a || f] e, pour tout f € H3(R™) et

i = |If + ¢
ceC.
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CHAPITRE 4. OPERATEURS DE COMPOSITION SUR LES ESPACES DE SOBOLEV

Preuve. La fonction & — [£]*™ est de classe C™ et .F#(c) = 10, (0 est de Dirac). Donc il suffit
d’utiliser 1'égalité :

(€70, ) =0, Vp € (R").

4.4 'Théoréme de composition

Comme nous avons signalé au début de ce chapitre le théoreme suivant est un cas particulier de la

proposition 11 de [5].

Théoréme 18. [5] Soient m € N;m > 2, et p € [1;+o0[. Soit f: R — R, telle que 'opérateur de
composition Ty (voir (4.1)) envoie W;”(R") dans lui méme.

Alors f est une fonction affine, i.e. f(t) =at +0b, (a,b) € R?.

Preuve. Considérons la fonction g(z) = 21, ot & = (21, -+ ,x,) € R". Nous avons ¢{®(x) = 0 pour
tout |a| = m, car m > 2. Donc on a g® € LP(R") pour |a] = m, c-a-d g € me(R").

On a T¢(g)(xz) = f(g9(x)) = f(z1). Par hypothese on a T¢(g) € W;"(R”), Cest-a-dire (T5(g)) e
LP(R™) pour |a| = m.

Autrement-dit

(Ty(g)™ (x) = £ (21)

= ([ f1rmepana)’

avec ' = (g, -+ ,x,), ceci est possible que si f(™ (x,) = 0, par conséquent f € P,,, (d° < m — 1).
Voyions maintenant que f(t) = ¢ est impossible.

En effet, si f(t) =t? et g(z) =27 ' on a
Ty(9)(x) = (9(x))* = 7"
avec g € W™ mais 22 ¢ W™, Donc f(t) = at + b pas plus. O

Le théoreme suivant est di a [8]; nous allons donner une estimation dans l’espace de Sobolev ho-

mogene associe a cet assertion.
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Théoreme 19. [§] Soit (1 < p < o0). Soit f : R — R une fonction uniformément lipshitzienne.
Alors Ty envoie WH(R™) dans lui méme et que Uapplication Ty : WHR") —s WL(R") est continue.

De plus,

ITH (@l < Clali (1.4)
pour tout g € VVp1 (R™).

Preuve. La démonstration de T’ envoie VVp1 (R™) dans lui méme est une

conséquence immédiate de
e J(fog)=(["°g)0g
e [’ est une fonction bornée.
Pour la continuité de T’ sur I/Vp1 (R™) on dispose de la preuve dans [8].

Pour l'estimation (4.4), on a
If o gllws < Cliglws, Vg€ W, (R")
on change g par g(\-), avec A >0, et on utilise le fait que || - [lyy = || - lzo + [| - llyps, alors on a
NFNf o gl + A FIf o glluy < € {AF gl + X P lglhyy |- (45)
En divisant (4.5) par A\'"# et en faisant A\ — oo, il découle

1 o gllin < Cllglhiy-

Ce qui est demandé. O
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/ Résume : \

Nous avons étudié quelques opérateurs linéaires et non linéaires sur
LP(IR") dans L® (IR"), ou on a expliqué quelques résultats intéressants
en donnant des démonstrations détaillées. On a aussi formulé un
résultat en dimension une pour les espaces de Sobolev homogenes,
connu dans l'espace IR

Mots — Clés: opérateurs linéaires et non linéaires, espaces de Sobolev

Homogenes. %
\

Summary :

We studied some linear and nonlinear operators from LP(IR") in
L9(IR"), where explained some interesting results by giving
detailed proofs. We also formulated a result in one dimension
for homogeneous Sobolev spaces, known in the space IR

Keywords: Linear and nonlinear operators, homogeneous

Sobolev spaces.
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