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RESUME

L’objectif de ce mémoire est de présenter quelques
propriétés d’opérateurs non linéaires .

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques outils
d’analyse fonctionnelle utiles pour aborder la suite du

mémoire (espaces de Lebesgue LP et LPX, et quelques

propriétés des opérateurs linéaires).

Dans le deuxiéme chapitre, on présente les définitions des
opérateurs de superpositions (opérateurs de Nemyshky) les
principauxr théorémes sur les propriétés de l’opérateur de
Nemyshky.

1. Continuité et bornitude de l’opérateur de Nemyshky
Fu(x) = f(x,u(x)) dans l’espace LP.

2. Continuité et bornitude de l’opérateur de Nemyshky
Fu(x) = f(x,u(x)) dans l’espace LPX,




ABSTRACT

The objective of this memory s to present some
properties of nonlinear operators. In the first chapter, we
recall some functional analysis tools useful for

approaching the rest of the memory (Lebesgue spaces

L? and LP™, and some properties of linear operators).

In the second chapter, we present the definitions of the
superposition operators (Nemyshky operators) and the
main theorems on the properties of the Nemyshky

operator.

1. Continuity and boudedness of the Nemyshky operator
Fu(x) = f(x,u(x)) in the space LP.

2. Continuity and boudedness of the Nemyshky operator
Fu(x) = f(x,u(x)) in the space LP®,
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INTRODUCTION

Les propriétés des opérateurs de composition, comme des
opérateurs non linéaires, ont été étudiées par des nombreux
auteurs. Cette notion s’est imposée, en raison de son
importance, et a influencé certaines autres branches des
mathématiques, telle que la théorie des équations intégrales,
équations différentielles, calcul variationnel ou en théories
d’optimaisation. Il y a plusieurs littératures consacrées aux
applications des résultats liés a la théorie de ’économae,
l’ingénierie, la science de gestion, la théorie des probabilités et
d’autres sciences appliquées.

Dans ce mémozire, sous le titre " les propriétés des opérateurs
de Nemyshky dans les espaces de Lebesgue LP et LP™ ", nous
proposons de donner des théorémes a des conditions de
continuité et de bornitude de l’opérateur de Nemyshky (de
composition) dans les espace LP et LP®,

Ce mémoire est scindé en deux chapitres. Dans le premaer,
nous donnons quelques définitions et résultats préliminaires
avec des outils d’analyse fonctionnelle essentiels a l’atteinte
des objectifs visés par le présent mémoire. Nous donnons de
brefs de rappels de quelques notions, théorémes et résultats
sur les espaces normés, espaces de Banach. On présente
ensuite d’une facon un peu plus détaillée les espaces de

Lebesgue LP et LP™, On termine par les opérateurs linéaires

et nous mentionnons quelques théorémes et certaines
propriétés que nous utilisons dans ’autre chapitre (types de
continuité et bornitude dans les espaces normés).

Dans le deuxriéme chapitre, nous avons commencé notre
études par définition d’opérateur de Nemyshky a partir de la
fonction de Carathéodory (fonction satisfaisant les conditions
de Carathéodory), i.e.,




Soit € R™ un domaine, et soit f: Q X R = R, une fonction

satisfaisant les conditions de Carathéodory suivantes:

(i) f(x,.):R > R, est continue presque pour tout x € £;
(ii) f(.,€): Q2 = R est mesurable pour tout ¢ € R:

Soit u € LP(Q): On peut définir une autre fonction par composition

F(u)(x):= f(x,u(x)), p.p.-x€ Q. (1.1)
L’opérateur de composition F est appelé I'opérateur de Nemyshky
engendré par f.

Ensuite on a consacré un théoréme plus tmportant sur les
conditions de Carathéodory qui est le théoréme de
Carathéodory.

Sila fonction u : M € RN = U est mesurable, alors la fonction F: M — Y est

aussi mesurable a condition que les assertions suivantes soient satisfaites :

(i) L’ensemble M est mesurable et U et Y sont des espaces de Banach
réels séparables.

(ii) La fonction f: M X U — Y satisfait les conditions de
Carathéodory.

Précisons en outre, nous utilisons ce théoréme pour étudier la
continuité et la bornitude de l’opérateur de Nemyshky dans
l’espace LP.

A cet égard, nous obtenons le théoréme suivant :

Soit f: Q2 X R = R une application satisfaisant les conditions de
Carathéodory. Soient p,q € [1,0[, k € L1(2). Supposons que

f(x.8)] < CIE7+ k (x),p.p.x € Q,VE € R.

Alors 'opérateur de Nemyshky F défini par (1.1) est une application
bornée et continue de LP(Q) a L1(Q).




Pour prouver ce théoréme, nous avions besoin des théorémes
que nous devons étudier appuyées par des preuves. Etant
donné que l’opérateur de Nemyshky n’est pas linéaire, la
preuve de théoréme de continuité et de bornitude vise a le
limaiter a une application linéaire.

Enfin, nous généralisons les résultats obtenus pour l’espace LP
a Uespace LP®, Nous allons illustrer que la continuité et la
bornitude de l’opérateur de Nemyshky dans l’espace LP®, car
cet espace de Lebesgue a une variable exposant, et sa norme
est différente que la norme dans l’espace LP.

Nous avons étudié la continuité et la bornitude par ce
théoréme,

Soit f: Q X RM - R est une fonction de Carathéodory qui satisfait la

condition de croissance
|f(x,u)| < C1(x) + C(x) Zﬁﬂuﬂpl(x)/m(x) ,2XEQ, u€ RM,

ou C; € LP20(Q) et C est une fonction non négative de L*(Q). Alors

Nf:N f wWx)=f (x, u(x)) est un opérateur continu et borné bien défini
de [LP1O(@)]" dans LP20(Q) .

Pour prouver ce théoréme, nous avons utilisé la convergence
des suites des fonctions dans l’espace LP®, lemme de Brézis,
et l'inégalité de Hoélder.

Nous avons conclu | étude avec le cas particulier M = 1, par le
théoréme suivant :

Si fi QX R — R, une fonction de Caratheodory vérifiant

p(x)
If(x,u)| < a(x)+ blul1®, pour tout x € Q, u € R,

p,q € C,(Q),a€LI®Q), a(x) > 0et b > 0. Alors 'opérateur de
Nemyshky Ny défini par Ny (wkx)=f (x, u(x)), de LP™(Q) dans

L1™)(Q), est un opérateur continu et borné.
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Chapitre I: Notions fondamentales et préliminaires

1- Espaces. Voir [13].

1.1 - Norme

Deéfinition 1.1.1.

Soit E un espace vectoriel sur K (R ou C).Une fonction notée par
Il.1l: E = R, est appelée norme sur E si elle vérifie les conditions

suilvantes:

1) x|l =0 x =0 (séparation)
2) Vx€E,VAE€EK;|Ax]| = IALlx]l (homogénéité)
3)  Vay€E; llx+yll < llxll + Iyll(inégalité triangulaire)

1.2 - Espaces Normés
Soit E un espace vectoriel sur le corps K (Rou C). On dit que E est
un espace vectoriel normé s’il est muni d’une norme |l.1l. On le note

par le couple (E, II.11)
Remarque 1.2.1.

Soit (E,|I. 1) un e.v.n. Les boules et les sphéres peuvent étre définis

en terme de norme comme suis:

- La boule ouverte Bg(xg,T) de centre xget de rayon rest I’ensemble
{x €E; llx - xoll < 7}

- La boule fermée Bg(xg,T) de centre X, et de rayon rest I'ensemble
{x €E; llx- xpll < 1}

- Le sphére Sg(xg, T) de centre Xy de rayon Test I’ensemble
{x €E; llx - xoll = 7}




Exemple 1.2.3.
Soit E = R™. 11 est facile d’établir que la fonction

x ~ lxll, = sup;-i7!x;| est une norme sur R"

Fixons maintenant un réel p = 1, et soit x € R™. On pose :
1

lxll,= (Xiq Ix;P)P
Alors Il. 11, est une norme sur R™
L’inégalité triangulaire llx + yll,, < llxll, + llyll,, qui n’est pas
triviale si p > 1, est appelé I’inégalité de Minkowski‘"

Remarque 1.2.4.
L’inégalité de Minkowski se montre a I’aide de I’inégalité de Holder™,

qui est valable sur R" et sur C"

| Y1 x; yil< lixll, + lyllg,
oul < p < et que q est 'exposant conjugué de p défini par la
1

. 1 1 .
relation - + P 1(avec la convention — = 0)

Exemple 1.2.5.

Pour tout 1 < p < o, on peut munir I’ensemble [P (K) des suites
de K de puissance p-iéme sommable dune structure d’espace

vectoriel normé en posant
1
lxlp = (Zf’;l |Xi|p)1’, pour 1<p<o

lIxllj0 = supjen|xil, pour p = o
L’inégalité triangulaire se démontre comme dans I’exemple
précédent en faisant tendre n vers .
I’ensemble IP (K) des suites bornées de K peut étre muni de la

norme ||x||loo = supieNIx,- .

. Hermann Minkowski, né a Alexotas le 22 juin 1864 et mort a Gottingen le 12 janvier 1909,
est un mathématicien et un physicien théoricien allemand.

- Otto Ludwig Hélder (1859-1937) est un mathématicien allemand né a Stuttgart, capitale de
l actuel Land Bade- Wurtemberg (Allemagne).
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Exemple 1.2.6.
L’ensemble C(]0,1]; R) peut étre muni d’une norme en posant

Ifllpo = supieo|f(DI,
la normell. |l « ainsi définie est appelée norme uniforme. D’autre

choix sont possibles, par exemple:

£l 2 /follf(t)lzdt, Il SAFOIAE, Il SLIF P LY,

(1<p<o).
Définition 1.2.7. ( Normes équivalentes ). Voir [12].

Deux normes Nq et N3 sont dites équivalentes ssi il existe &, f > 0

tels que, pour tout x E E:a. Ny < N, < B.N;.

Proposition 1.2.8.

Deux normes sont équivalentes ssi les topologies associés sont

équivalents.
Propositionl.2.9.

Si dim(E) < o, alors toutes les normes sont équivalentes.

1.3 -Espace de Banach®.voir [10].

Définition 1.3.1. (Suite de Cauchy)

Soit(Xy,)nen une suite d’éléments d’un espace normé (E, ||. ||). On dit

que la suite (X, )pen est de Cauchy si, on la relation suivante:

Ve>0,3IN, e N,Vp,q > N, ona ||xp— xq||< £

. Stefan Banach (prononcé en polonais [ stefan 'banax]),( 1892-1945) est
un mathématicien polonais. Ses travauxr ont surtout porté sur l analyse fonctionnelle dont il
est l un des fondateurs.
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Lemme 1.3.2.

Soit (X;,) une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||. )
contenant une sous suite (xnk) convergente vers X. Alors la suite (xn)

est aussi convergente vers le méme élément x.
Remarque 1.3.3.

— Une suite convergente est de Cauchy ;

— Une suite de Cauchy est bornée ;

— Une suite de Cauchy ayant au moins une valeur d’adhérence est

convergente.

Démonstration 1.3.4.

Pour la Démonstration Voir [10].
Définition 1.3.5. (Espace complet)

Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet si toute suite de

Cauchy (x;,) d’éléments de E est une suite convergente dans E.
Autrement dit,

(x,) de Cauchy implique ’existence d’un élément x € E tel que
lim,,_ . x,, = x.

Exemple 1.3.6.

e [’ensemble R des nombre réels est un espace complet.

e L’ensemble @@ des nombre rationnels n’est pas un espace complet.

n
car la suite de Cauchy (1 + %) ne converge pas dans Q.

Définition 1.3.7. (Espaces de Banach)

On appelle espace de Banach (E, ||.||), tout espace vectoriel normé

complet pour la norme |[. ||.




Exemples 1.3.8.

1) L’espace vectoriel normé €C([0,1]; R) muni de la norme ||. ||

est complet.

Démonstration 1.3.9.

Il s’agit de montrer que C([a, b]) est complet. Pour ce faire,

considérons une suite de Cauchy (f,)nen dans C([a, b]) et

montrons qu’elle converge uniformément sur [a, b] vers une

fonction f € C([a, b]).

D’apres le critere de Cauchy, on a pour tout € > 0, il existe un

rang N € N tel que, pour toutm,n = N et pour tout X € [a, b],
fm(®) = fa@)] <l fin — full < ¢

Il s’ensuit que la suite numérique (f;,(x))nen est de Cauchy dans

R complet, ce qui assure I’existence d’un nombre réel f(x) € R tel

que fn(x) = f(x) dans R. Par passage a la limite quand m — oo

dans I'inégalité précédente, puis par passage au sup en x, il vient

que, pour toutnn = N, ||f — full < &,

ce qui assure que (f;,)converge uniformément vers f sur [a, b].

Il reste a montrer que la fonction f est continue.

Pour ce faire, on utilise la continuité de fy qui assure, I’existence

d’'und > 0 tel que,siy € [a,b]et |x-y|<0,

alors |fy (x) — fxv(¥)| < & Donc,

IF) —fDI < |f) = Fy@|+ [fy@ = FyO|+|f 3y = FO)
<2lf = full +1fy @) = Fy)] < 26"

ce qui montre bien la continuité de fen x et donc que f € C([a, b)).

1 ) L’espace C([0,1]; R) muni de la normel||. [|{ n’est pas

complet. On peut par exemple considérer la suite (f,), n = 2

définie par




cefo]
St 'S

(1+1 t)- 't611+ll
KIS EEL A DX

1 1
0; SitEl—+—,1]
2 n

\

On voit que (f;,) est de Cauchy au sens de la norme |[|.||{ mais ne

converge pas dans I’espace C([0,1]; R).

Remarque 1.3.10.

Tout espace de dimension finie est de Banach.

Preuve
Toute suite de Cauchy dans un espace de dimension finie est bornée,
alors d’parés le théoréme de Polzano-Weirstress, elle admet une sous

suite convergente.

Corollaire 1.3.11.
Soit E un e.v.n. (quelconque). L’ensemble des formes linéaires

continues sur E est un espace de Banach.

Notation 1.3.12.
L’ensemble des formes linéaires continues sur E est appelé dual
topologique de E, et noté E'.

La norme ||f||g7d’un élément de E’ est donc définie par

_ |f (x)]
Théoréeme 1.3.13.

Soit (E, ||. ||g) un e.v.n. quelconque et F un s.e.v. de E de dimension

finie. Alors F est fermé dans E .

Théoréme 1.3.14.
Soient(E, ||. ||g) et (F,||.||f) deux e.v.n, et f € L(E; F) une
application linéaire. Si E est de dimension finie, alors f est

nécessairement continue.




Preuve.
Fixons une base (81, e s ep) de E. Puisque sur E toutes les normes

sont équivalentes, on peut supposer que ||x||E = sup |x,-|, pour
O<is<p

X = le X;e;, ou (xl, ) xp) sont les coordonnées de x. On a donc,

d’apres 'inégalité triangulaire et la linéarité de f,
If@IF = ||, xif ()|, < (TP, If Ce)llp)llxllg
d’oti la continuité de f.
Proposition 1.3.15.
L’espace C([a; b)) est un espace de Banach.

Preuve.

Pour la preuve voir[6].

1.4 — Espaces de Lebesgue LP.

1.4.1 - Définitions et premiéres propriéeteés
Nous présentons ici les espaces de Lebesgue dans R muni de la mesure

de Lebesgue (notée dorénavant).

Cependant, les résultats restent vrais dans n’importe quel espace mesuré
(X; A; W), ou X est un ensemble, A est une tribu sur X et L une mesure

positive sur A.

Définition 1.4.1.1.
Soient 1 < p < wet E € R un ensemble Lebesgue mesurable. On
définit LY (E) = {f : E » R mesurable; 1Fll oy < o0 1,

N

ou

‘- Henri-Léon Lebesgue (1875-1941), plus connu sous le nom de Henri Lebesgue, est l un des
grands mathématiciens francais de la premiére moitié du XX° siécle. Il est reconnu pour sa
théorie d intégration publiée initialement dans sa dissertation Initégrale, longueur, azre a

l université de Nancy en 1902.
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11 e ={ (J 1117’ ax, sil<p<oeo
ess super|f (0| = inf{e = 0: u((f] > )} = 0sip = oo

Commencons par établir deux inégalités fondamentales en théorie de
I'intégration.

Proposition 1.4.1.2. (Inégalité de Holder).

Soient 1 < p < et p' = 1 son exposant conjugué défini par

1 1 . . .
;+;=1(parconvent10np' = 1sip = o,etp’ = cosip =

1).Sif € LP(E)etg € LP'(E), alors fg € L (E) et

1fgll o> < IF L pcor g e
Démonstration 1.4.1.3.

Par concavité du logarithme sur ]0; +oo[, et poura; b > 0et

1 1
1 <pp < OOavec;+?=1,ona

log(ab) = log(a) + log(b) = %log(ap) + %log(ap,)

1 1
< log (E a? + Fbp,)

Par passage a 'exponentielle, on obtient I'inégalité de Young
1 1
< ([ZgP 4+ — hP'
(ab) < (pa +p,b )
qui reste valable si @ ou b est nul. En prenant a = |f(x)|/||f||Lp(E) et

b = 1g(X)|/llgll pr (les cas ot |Ifll oy ou l|Gll prce) est nul sont

triviaux car alors f ou g est nulle presque partout, voir la




Remarque 1.4.1.4.
(Ci-dessous) et en intégrant sur E, on obtient I'inégalité voulue.

Dans les cas p = 1 ou p = 00, le résultat est immédiat avec ce lemme.

Lemme 1.4.1.5.
- Si f € LT (E), alors
[f(x)| < |[fllge(E) pour presque tout x € E.

- Si E est un intervalle (ouvert ou fermé) de R et si f € C(E), alors

ess supycg|f(x)| = supyeglf(2)|.

La deuxieme partie de ce lemme permet d’expliquer que si une fonction
f est continue, on peut manipuler sup et sup-essentiel indifféremment
(et donc utiliser sans distinction les notations ||f]||, ou ||f||Loo (E)). Mais

si la fonction f n’est pas continue, il faut a priori étre vigilant.

Démonstration 1.4.1.6.

Pour la démonstration voir|[6].

Proposition 1.4.1.7. (Inégalité de Minkowski)
Pour 1 < p < o et pour tout f,g € LP(E),ona

I + gll o gy < Il gogey + 1Fll o
Démonstration 1.4.1.8.

On commence par le cas p = 0. Par la premiére partie du

Lemme 1.4.1.5.
If ()| < ”f”L°°(E) et |g(x)| < ||f9||1:°°(5) pour presque tout X € E,

d’ou

f) + 9| < [f+ 19Ol < [Ifll o gy + gl g g,
pour presque tout X € E, et donc

“f + g”£°°(E) = ||f”£°°(E) + ”g”Lw(E)
Sip=1,ona




= < <
If + gl Jg If+gldx < [ (IfI +Ighdx < 1Al g1, + gl g,
Enfin, si1 < p < oo, I'inégalité de Holder implique que

IF +gl%y = | If+glPax=| If+gllf+gPidx
E E

< j FIIf + glP~tdx + j glIf + gPLdx
E E

(r—-1) /p

p
p-1y /( —1)>
< (Ifllep, + Ngllgn, ) (J (F + gl /v
p—1
< (Ifllgz,, + gl gs, ) IIf + gl

ce qui conclut la preuve de ce résultat.

L’inégalité de Minkowski montre que "application 1:?,5) Su - ||f]l 1:1(015)

satisfait I'inégalité triangulaire. Par ailleurs, ||Af|[, = [A[|[f]l, pour
tout A ER, et f € LP(E), et ||0||L€E) = 0.

— 9: . 2 —

? - - )
Malheureusement, || f]| 2 0, n’implique pas forcément que f = 0, ce
qui montre que "application l:lgE) Su - ||f]l ng ) ne définit pas une

E
norme sur ,CI()E) (c’est en fait une semi-norme). En effet, on a le résultat
suivant qui caractérise toutes les fonctions de semi-norme nulle :
Proposition 1.4.1.9.

Soit f: E — [0; +00] une fonction mesurable telle que fE fdx =0
Alors f(x) = 0 presque pour tout x € E.

Démonstration 1.4.1.10.

Pour la démonstration voir |[6].

Proposition 1.4.1.11.
Soit f € LP(E). On note




1

P
flflpdx 1<p<w
E

1flly = Ifllpy = 5

| ess sup|f(x)| p =

x€E
Les inégalités de Holder et de Minkowski restent vraies dans les LP (E).

Proposition 1.4.1.12. (Inegalité de Holder).

Soient 1 < p < w et p’ = 1 son exposant conjugué défini par % + % =1

(par convention p’ = 1sip =0, etp' =cosip =1).
Sif €LP(E)et g € LP'(E). Alors fg € L1(E) et

Ifglls < lIfllpllglly-

Remarque 1.4.1.6.
Pour p = p' = 2, on applique I'inégalité de Holder et on obtient
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

[ fg1* < (JIfIH)[1g]*), comme suivant:
[ f91> < (JIfgh? = lIfgllt < Iflz-Igliz = (JIf1®.([1g1®
Proposition 1.4.1.13. (Inégalité de Minkowski).
Pour1 <p < ettout f,g € LP(E),ona
If +gll, < Ifll, + gl
Théoremel.4.1.12,

Soit I € R un intervalle ouvert et 1 < p < 0o, Alors I’espace C¢(I) est
dense dansLP (1)

Démonstration 1.4.1.13.

Pour la démonstration voir [6].

1.4.2 - Espace L™




Définition 1.4.2.1. (Espace L)
Solent (E, T, p) un espace mesuré et f une fonction mesurable (de E dans R)

1. On dit que f est essentiellement bornée, ou encore que
fEL® = £((>%)(E, T,pn), s’il existe C € R, tel que |[f | < C p.p.
2.Sif € L® onpose |fllo =Inf{CER,; |[f| < Cp.p.}.
3.51 f &€ L, on pose ||f]||e = +00.

Définition 1.4.2.2. (Espace L)
Soient (E, T, i) un espace mesuré et L = L&.) (E, T, pn).
1. On définit L™ = Lg}) (E,T, u) comme I’ensemble des classes

d’équivalence sur L= pour la relation d’équivalence “= p.p.”.

2.S0it FEL”. On pose |[|Fl|lc = ||fllc avec f € F, de sorte que
F={ge€L” g=fp.p.}. (Cette définition est cohérente car ||f|[, ne
dépend pas du choix de f dans F).

1.5 - Espace de Lebesgue généralisé LP*), Voir[2].

1.5.1- Définitions et propriétés.
Définition 1.5.1.1.
Soit (0 un ensemble de R™ avec |(1] > 0. On note par
A(Q) = {Tous les fonctions mesurables p : Q — [1,+0]}
Q’l’ =0, = {x € Q pkx) = 1}.

F = Qe = {x € O; p(x) = }.
QF = Q9 = Q\(Q1 U Qo).

Remarque 1.5.1.2.
* Si|Qo|l > 0, p. = essinfy p(x) ,p* = ess supgy, p(x)
*Si|Qy| =0, p.=p* = 1.
Cp = |lxa,ll,, + lxaoll,, + X, |l ety = Cp +1/p. - 1/p°

|OO

Définition 1.5.1.3.
Soit p € P(Q). On définit la fonction pPp el |. ”p par
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Pp(f) = fo\ @ IFOIP@dx + ess supg_ |f (1),

Pp (f) et ||f||p s’appelle modulaire et la norme de I’espace
(respectivement).
Définition 1.5.1.4.
L’espace de Lebesgue généralisé LPX®)(Q), ¢’est les classes de toutes les
fonctions u, telles que

pp(Au) < oo, pouri > 0
Remarque 1.5.1.5.
Si la fonction p(x) = p = €%, donc la norme coincide avec la norme
usuelle de ’espace LP (1), autrement dit

LPX(Q) = LP(Q).

1.5.2- Inégalités auxiliaires.
Théoréme 1.5.2.1. (Inégalité de Holder).
Soit p € P(Q), pour toute fonction f dans LP™)(Q) et pour toute
g ELP'®(Q), on a I'inégalité suivante

f FC0. g dx < 1 lIf 1l gl
Q

avec la constante r, définie par : r, = Cp + 1/p, — 1/p".
Preuve.

Pour la preuve voir [2].

Théoréme 1.5.2.2.
Soit I’ensemble LPX) (Q) = {f ||f||?7 < OO} . Pour f € LP®(Q)).0n a
I'inégalité suivante:

cHIfll, < MIFllp < 7pllflly.

Preuve.
Pour la démonstration voir [2].
Théoréme 1.5.2.3.

L’espace LP™®)(Q) est un espace normé complet, ¢’est-a-dire un espace

de Banach.
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2 - Opérateurs linéaires. Voir[9].

2.1- Définitions et exemples

Définition 2.1.1.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps /. On dit que
I’application ou 'opérateur A: E — F est linéaire si
Vx,y € EVAeK:1)A(x +y) = Ax + Ay

2) A(Ax) = AAx.

C’est un homomorphisme d’espaces vectoriels et ’on a A(0) = 0.
Cas particuliers 2.1.2.

e Si A est bijectif, alors A est un isomorphisme.

e Si E = F, alors A est un endomorphisme de E.

® Si A est un isomorphisme de E dans E, alors A est un
automorphisme.

e Si F = KK, alors A est une forme linéaire sur E. Quand E est un
ensemble de fonctions, A4 est souvent appelé une fonctionnelle
linéaire.

Exemple 2.1.3.

Dans ’espace usuel les rotations, les homothéties, les similitudes et les

projections sont des applications linéaires.

Définition 2.1.4.

Soit A : E — F un opérateur linéaire.

On définit I'image de I'opérateur A par Im(A) = {Ax,x € E}
et le noyau de ’opérateur 4 par Ker(4) = {x € E: Ax = 0}.

2.2- Opérateurs continus. Voir[10].
Soient E et F deux espaces normés. Un opérateur A défini sur un sous
ensemble G C E dans F est dit continu au point Xy de G sion a la

propriété suivante:




Pour toute suite (X;)nen de G convergeant vers Xg, la suite A( x,)

converge vers A(xq), c’est-a-dire

lim,,,A(x,) = A ( 1111_)rr010xn) = A(xp).

Remarque 2.2.1.

L’opérateur A est dit continu sur G s’il est continu en chaque point de

I’ensemble G.

Théoréme 2.2.2.
Soient E et F deux espaces normés. Un opérateur linéaire A, défini sur
un sous ensemble G C E dans F, est dit continu partout sur & s’il est

continu en un point Xy de G.

Démonstration.
Soit (X )nen une suite convergente vers X. Alors cette suite peut
s’écrire sous la forme  x, = [xg + (X, — x)] + (x — x¢)
= ¥n t (X = Xo)-
Il est clair que la suite y,, est une suite convergente vers ’élément X
limy, = lim[xg + (x, — x)] = Xy.
La composition des deux membres par I’opérateur A donne
A(xn) = A(xo + (xp — x)) + A(x — Xo)
= A(yy) + A(x — %)
L’opérateur A étant continu au point X alors, il vient
limA(x,) = limA(y,) + A(x — x¢)
= A(xo) + A(x) — A(x0)
= A(x)

2.3 - Operateurs bornés. Voir[10].

Un opérateur linéaire A, défini sur E dans F, est dit borné s’il existe une

constante positive C > 0 telle que
|A)||F < Cllx|lg; Vx €EE




Définition 2.3.1.
La plus petite des constantes C vérifiant la relation
IA(X)||F < Cllx|lg; Vx € E, est appelée norme de A et notée ||A||

| All=inf{C: 1| Ax II< C || x || pour tout x € E}
Proposition 2.3.2.
La norme de I'opérateur A est donnée par la relation

1AC) |
poIF

|All = su P lA(X)|lF = sup [[A(x)][F

x=0 |x|lg IIxII— llxll<1

Démonstration.

Pour la démonstration voir [10].

Proposition 2.3.3.
Soit A un opérateur continu. Alors sa norme défini par ||A|| = ||A(X)]|F

sur la boule unité est finie.

Démonstration.

Soit x € E tel que [|x|| < 1 et sup |[[A(x)||r = 0. Donc pour toute suite
(x;,) de E telle que ||x,]| < 1 et sup |[|[A(x,)|lF =Xy, on a lim «,,= oo,
On définit la suite () par B, = :C—n

Il est claire que la suite (,,) converge vers I’élément 0,

alors il vient Lim[|A(B,)llp = lim —|AGe)llr

. a
=Ilim—=1
2473

donc on a Contradiction avec le fait que 4 est un opérateur linéaire

continu, car on doit avoir la relation de la continuité

limB,, = 0 = lim |A(x,)|lF = 0

Alors la norme [|x]| est finie pour tout opérateur A linéaire et continu.

Théoreme 2.3.4.

Un opérateur linéaire 4 est continu si et seulement si il est borné.
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Démonstration.

Pour la démonstration voir [10].
Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A: E — F un opérateur
linéaire.

Le théoreme suivant caractérise la continuité d’un opérateur linéaire :

Théoréeme 2.3.5.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) A est continu,

(2) A est continu en 0,

(3) il existe une constante € telle que || Ax [|[< ¢ || x ||, pour tout x € E.

Démonstration.

L’implication (1) = (2) est évidente.

On va montrer 'implication (2) = (3).

On suppose que A est continu en 0. Alors

Ve > 0,36 > 0Vvx € E: (IxlI< 8)=> (IAxI< &).

: 5 5
Soient € > 0et x € E,x # 0. On pose x' = TR Alors || x' |I= >

d’ou || X' Il < &, et par conséquent || Ax' || < €,

I Ax" Il =1l A( x) |

2 x

-2 ||A<x>|| <e

2
Il résulte que || Ax [[< % €. 1l existe alors ¢ satisfaisant (3).

. s . . s g, 6
Cette inégalité est vraie aussi pour X = 0 et (3) est vérifiée avec ¢ = o

On va montrer I'implication (3) = (1). On suppose que (3) est vérifiée,
alors pour tous X,y € E,ona
ITA(x = y)II<cllx —ylie,lAx — Ayll< cllx — yI.

L’application A est lipschitzienne, donc elle est continue.




Remarque 2.3.6.
Une application linéaire A: E — F entre espaces vectoriels normés et

qui est continue est souvent dite bornée.

Exemple 2.3.7.

L'opérateur différentiel (Df)(x) = Yix) _ f'(x), défini sur I'espace de

dx
toutes les fonctions dérivables sur un intervalle [a, b] € X, qui est un
sous-espace de L 2([a, b]), est un opérateur linéaire non borné.

En effet, considérons la suite de fonctions

fn(x) =sin(nx),n =2 1,x € [-m, 1|,

Ifull = (1" (sinGu)’ dx = V.

Et D fll 2 = \/ffn(ncos(nx))z dx = nVm.

Il vient que  ||Df,ll2 = nllfull 2

1D fll 2

D’ot D|| >
ou ID1 = fnll, 2

Notation 2.3.8.

On note L(E, F) I'espace vectoriel des applications linéaires continues
entre E et F. Quand E = F, L(E, F) est noté L(E). Quand F = K, on
note E’ ’espace dual (topologique) de E qui est I’espace vectoriel des

formes linéaires continues de E dans K.

Par E”', on note le bidual de E.

Théoréme 2.3.9.
Soient E un espace vectoriel normé et F un espace de Banach. Alors,

I’espace vectoriel normé L(E, F) est un espace de Banach.




Démonstration.

Pour la démonstration voir [9].

2.4 - Principe de la borne uniforme

Rappelons un résultat classique des espaces normés complets.

Théoréme (Baire™) 2.4.1.

Soit (X; || ||) un espace normé complet.

Alors

(i) Pour toute suite d’ouverts (Up)peny denses dans X, Nyey Uy, est
dense dans X.

(ii) Pour toute suite de fermés (F,)nen d’intérieurs vide, Uyen Fp est

d’intérieur vide dans X.

Démonstration.
Pour la démonstration voir [6].
Théoreme (Banach-Steinhaus((’)) 2.4.2.

Soit E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé. Si (4;);es
est une famille dans L(E, F) telle que sup;¢/|[4;(x)||r < oo; Vx € E.

Alors supieq||Aill gy < 0.

Démonstration.

Pour la démonstration voir [6].

Exemple 2.4.3.

Soit E = €([0, 1], K). On définit I’opérateur linéaire de Volterra

(primitive s’annulant en 0) A sur E par

’°. René-Louis Baire, né le 21 janvier 1874 a Paris 6° et mort le 5 juillet 1932 a Chambéry,
est un mathématicien francais.

°. Wtadystaw Hugo Dionizy Steinhaus, né le 1) janvier 1887 a Jasto et mort le 25 février 1972
a Wroctaw, est un mathématicien et professeur polonais.
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Vf e EAf(x) = [ f(®) dt,vx € [0,1].
Pourtout fEE, onall Af l o SNl fll o, douAEL(E)etl A< 1.
De plus, | A II= 1 car, si f =1, on obtient |[f]|s, = 1 et ||Af]lo = 1.

Exemple 2.4.4.

L’opérateur schift en anglais, opérateur de décalage en francais, S
défini surl?(N, R) par

S(x0, %2, +) = (0,x0, %2, -+ ),

est borné et on a [|S|| = 1.




Chapitre 11

3. Opérateurs non linéaires. Voir[7].
3.1. Opeérateur de Nemyshky.

La présente porte monographie sur une étude approfondie de

I’opérateur non linéaire :

Fu(s) = f(x,u(x))

Ici f = f(x,u) est une fonction donnée qui est définie sur le produit
cartésien de certains ensembles (), qui dans la plupart des cas sont
soit des espaces normés ou des espaces de mesure ou les deux. Avec
I'ensemble R des réels (ou I'ensemble C des nombres complexes), et
prend des valeurs dans R (ou dans C), respectivement.

Par définition, 'opérateur F associe a chaque fonction réelle (ou
complexe) u(x) sur Q la fonction réelle (ou complexe) f(x, u(x)) sur
. Par conséquent, F est généralement appelé opérateur de
superposition (parfois aussi opérateur de composition, opérateur de

substitution ou Opérateur de Nemyshky(7))

Définition 3.1.1. (Enveloppe convexe).
Soient E un espace vectoriel, et A une partie de E. L'enveloppe
convexe de A est l'intersection des parties convexes contenant A. C'est

elle-méme un convexe, et c'est le plus petit convexe contenant A.

Théoréme 3.1.2 . (Théoréme de Carathéodory(*))

Soient E un espace vectoriel normé de dimension n et A une partie de E.
Alors tout élément de l'enveloppe convexe de A est combinaison
convexe de (n + 1) éléments de A.

Autrement dit, si le point y est dans I'enveloppe convexe de A4, il peut
s'écrire

"-Wiktor Wladimirowitsch Nemyshky (Mathématicien).(né le 22 /11/ 1900, en Smolensk,
Russie.et décédé le : 7 aoit 1967,en Monts Saian, Russie)
- Constantin Carathéodory (13 septembre 1873 [Berlin] - 2 février 1950 [Miinich])
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y = tias+...+t,a,,
ou les a; sont des éléments de A et les t; sont des réels positifs dont la
somme fait 1.
Le théoréeme de Carathéodory dit que l'on peut toujours choisir les

points @; et les réels t; de sorte que p soit inférieur ou égal an + 1.

Définition 3.1.3. ( Fonction de Carathéodory).

Soit  un ouvert borné de R™. On appelle fonction de Carathéodory

toute fonction f: X R = R vérifiant les conditions suivantes :
(i) pour tout s € R, la fonction x = f(x, s) est Lebesgue mesurable
sur (),

(ii) la fonction s = f(x,s) est continue sur R, pour presque tout x € Q.

Théoréme 3.1.4.

Une fonction f: Q X R = R, est une fonction de Carathéodory si et
seulement si, pour tout € > 0, il existe un ensemble fermé

D c Q tel que mes(Q\ D) < € et la fonction f est continue

sur D X R.

Nous allons utiliser la fonction de Carathéodory pour définir opérateur

de Nemyshky. VOIr[1]

Définition 3.1.5. Voir|[3].

Soit & € R™ un domaine, et soit f : X R — R une application

satisfaisant les conditions de Carathéodory, i.e.,

(i) f(x,.):R — Restcontinue, presque pour tout x € Q,
(ii) f(.,$):Q — R est mesurable, pour tout { € R.

Soit u € LP (). On peut définir une autre fonction par composition

F(u)(x) := f(x,u (x)) p.p- x € Q. (1.1)

L’opérateur de composition F est appelé 'opérateur de Nemyshky
engendré par f.
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Théoréme 3.1.6. (Définitions des fonctions mesurable via la

substitution).

Sila fonction u : M € RN = U est mesurable, alors la fonction
F: M — Y est aussi mesurable a condition que les assertions suivantes

soient satisfaites :

(iii)  L’ensemble M est mesurable et U et Y sont des espaces de
Banach réels séparables.

(iv) La fonction f: M X U - Y satisfait les conditions de
Carathéodory.

Démonstration.

Pour la démonstration voir [3].

3.2. Continuité et bornitude de I’opérateur de Nemyshky
dans I’espace LP

Théoréeme 3.2.1.

Soit f: Q) X R — R une application satisfaisant les conditions de
Carathéodory. Soient p,q € [1,0[, k € L1(Q). Supposons que

If(x,E)ISC|E|§+k(x), p.p. x € Q,VEER. (1.2)

Alors I'opérateur de Nemyshky F défini par (1.1) est une application
bornée et continue de LP(Q) a L1(Q).

Pour démontrer le théoréeme 2.1 en utilisant les théorémes suivants :
Inégalités algébriques importantes 3.2.2.

Lemme 3.2.2.1. (Inégalité de Jensen").

Soit f : R = R une fonction convexe. Soit 44, ..., 4,,, avec n = 2, des

- ohan Ludwig William Valdemar Jensen,

(8 mai 1859 a Nakskov — 5 mars 1925 a Copenhague) est un mathématicien et ingénieur
danois. Il est surtout connu pour l inégalité de Jensen. En 1915, il démontra également
la formule de Jensen en analyse compleze.
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coefficients tels que X7, 4; = 1. Alors :
f(Z?:l Aixi) < Z?:l Al-f(xl-), pou tous x; ER, i =1,..n.

Preuve. La preuve se fait par récurrence.

Théoréme 3.2.2.2.
Soient n € N* et r €]0, +00[. Alors il existe ¢ > 0 tel que, pour tous

nombres réels positifs §4, ..., &, on a:

Qi &) <X, & (1.4)

Démonstration. Cas r > 1.

Pour prouver (1.4), nous considérons la fonction positive fdéfinie sur
R, par f(t) =t", avec 1 < r < oo. Cette fonction est convexe, i.e.,
pour tous t1,t, ER, et a,f € [0,1] telsquea +f = 1,0on a

(at; + Bt)" < aty” + pt,"

Soit a; = %,Vi =1,..,n.Donc )i, a; = 1, et pour tous &, ...,&, ER,,

on a, d’apres (1.3),

Par conséquent,

n r n
(S =S rmece -
i=1

i=1

Cas 0 <r < 1. Montrons (1.4) avecc = 1.




On raisonne par récurrence sur n = 1.
Pour n = 1;iln’y a rien a démontrer.

Pour n = 2, on pose @(t) = (&1 + )" — (&1 + t"), pour t = 0.
@ est dérivable sur [0, +oo[ de dérivee

o'(t) =r[(E+)1-t""1]<0, t>0.
Par conséquent, @ est décroissante sur [0; +oo[, d’ou

o(t) < 9(0),

1+ <& "+ t,vt=0.
Prenant t = &, ,il vient (§; +&)" <&+ &,".
Ce qui est I'inégalité (1.4) pour n = 2 avec ¢ = 1.
Supposons que (1.4) est vraie jusqu’aurang n — 1, i.e.

n-1 T n-1
IRIEDRA
1 i=1

i=

Considérons la fonction P(t) == ( nle 4+ t)r — (e +t7)
pour t > 0.
Y est dérivable sur [0, +oo[ de derivée

P =r[ClE +0) -t <0,t2>0,

Par conséquent, ¥ est décroissante sur [0; +oo[, d’ou

Y@ <P0) = CELE) - XL,

par suite en mettant £ = fn,

Y& = QL&) - 218 <0,
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Ce qui achéve la démonstration.

Théoreme 3.2.3. (Réciproque partielle de TCDL).

Sifn— fdans LP(Q),1 < p < oo,

Alors il existe une sous-suite (f,) de (f,,) telle que

1) frr(x) = fo(x) quand n - +oo, presque pour tout x € £,
it) 3h € LP(Q) t.q. |fy (x)| £ h (x), presque pour tout x € Q.

Proposition 3.2.4. (Principe de convergence).

Soient X un espace topologique et (X,,) une suite vérifiant la propriété
suivante: il existe X € X tel que, de toute sous-suite de (Xx,), on

peut extraire une nouvelle sous-suite qui converge vers X.

Alors la suite entiére (X,) converge vers X.

Démonstration.
On raisonne par "absurde. Supposons que la suite ne converge pas vers
x. Il existe donc un voisinage V de X et une sous-suite (X,,) tels que

Xn & V, pour tout n'. Extrayons de cette sous-suite une nouvelle sous-

suite (Xp,,) qui converge vers X. Il existe donc un ny tel que pour tout

n'’ > ny, x,, €V, contradiction.
Démonstration de Théoréeme 3.2.5.

Comme u € LP(Q), la fonction x = u(x) est mesurable sur Q, et par

les conditions de Carathéodory et Théoréme 1.6, la fonction

x = f(x,u(x)) est mesurable sur L.
Aussi par (1.2) et (1.4), on obtient

Jo If e, u())¥dx = [, [F(w)(x)|%dx < const [, [u(x)[Pdx + [, k(x)?dx,

Donc

p

||Fu||Lq(Q) < constllullz,,(ﬂ) + ”k”LQ(_Q)

Alors F est borné de LP (Q) dans L9(Q).
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F est continue, soit la suite (U,) t.q. 4, = u dans LP(Q). Soit (u,,)
une sous-suite de (U,,), donc U,,, = u dans LP (Q).
Alors d’apres le théoréme 2.2.3, il existe une sous-suite (Uy,,) et une
fonction v € LP(Q) t.q.
U,,(x) » u(x) presque pour tout x € Q
{Iun,,(x)l < v(x) presque pour tout x € Q

Donc, par (1.2),

Pt ()] = 1F (6 w0 (O] < el (017 + k()

< clv(x)lg + k(x) = g(x), et g(x) € L1(Q).

P
Puisque v € LP(Q), donc v |P € LY(Q), Aot |v |7 € L1(Q). Et comme
la fonction u — f (x, u) est continue presque pour tout X € £, alors

f(x,u,7(x)) = f(x,u(x)) presque pour tout x € Q ;

i.e. Fu,n(x) - Fu(x) presque pour tout X € Q. Par le théoréme de

Lebesgue, on obtient donc
|Fu,»m — FuII‘L’q(Q) - 0; i.e. Fu,n — Fu dans L1(Q).
D’apres le principe de convergence, on obtient
Fu, » Fu dans L1(Q).
Alors F est continu de LP (Q) dans L(L).

Remarque 3.2.6.

Il est facile de voir que le lemme2.1 ne peut pas tenir pour p < q = o,
sauf pour le cas de la constante f. Le casp < g = o est de caractére
treés différent. Alors il faut une continuité uniforme de f dans un
voisinage de U(x) pour montrer la continuité de F par rapport a u(x).

De plus, aucune condition de croissance sur f n'est requise.




Corollaire 3.2.7.

Soient N > 1 et f: @ X RN - R satisfaisant les conditions de
Carathéodory :

f (x,§) est continue en & € RN et mesurable en x € Q. Soient
p,q € [1,], etk € L1(Q). Supposons que

If (%, ) < CIEle + k(x), p.p. x € Q, £ €RY

Fw)(x) = f(x,uy(x), uy(x), ..., uy(x)), x€Q
définit un opérateur F: (LP(Q))N - LI(Q) continu et borné.
Preuve:

Pour la preuve voir [3].

3.3. Continuité et bornitude de I'opérateur de Nemyshky
dans Pespace LP™®), Voir [11].

Nous passons maintenant en revue quelques définitions et propriétés
liées aux espaces de Lebesgue avec exposants variables nécessaires
dans tout le document.

Pour les preuves et les références, voir [4].
Préliminaires 3.3.1.
Etant donné une fonction p(.) € L®(Q) qui satisfait

1<p :=essinfp(x) <esssupp(x) =p* <o
XEQ XEQ

l'espace de Lebesgue LPO(Q) avec exposant variable p(-) est défini

comme suit ;
LPO(Q) = {v: Q - R; v est mesurable tel que ppy: = [, [v(x)[PPdx < o0 }
L’espace LPO) est muni de la norme
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rQ)
o =1

Q

L'espace LPO(Q) est un espace de Banach et séparable. On note

essinf,cop(x) = p~ et esssup,qp(x) =p™.

Lemme 3.3.2.
Une suite (Uy)p>1 converge en LP®(Q) vers un certain U € LPX(Q) si et

seulement si
foy 1) — u(@) PO dx - 0.

De plus, il existe une sous-suite (unk) o1 qui converge p.p. vers U.

k

On se donne p(.) € L (Q) tel que p~ > 1. Soit p'(.) € L*(Q) défini
1 1

par - > + o 1 presque pour tout x € .

Alors, pour tous u € LPO(Q) et v € LP'(Q), les inégalités suivantes

S

ont valables :

1 1
fQ lu(x)v(x)|dx < [p—_ + (pT] lullpy ||‘l7||pl(_),(lnégalité de Hélder). (1)
Siv,wE Lp()(Q), alors Pp() (u + W) < 2p+ (pp() (v) + Pp() (W)). (2)

Le théoréme suivant résume les relations entre la norme ||. ||p(_) et le

modulaire convexe p,,.

Théoreme 3.3.3.
Soit p(.) € L™ (Q) tel que p~ > 1 et soit u € LPO(Q). Alors

(a) Siu# 0,alors |[ull,) = asietseulement si py() (a lu) = 1.
(b) llullp) <1 (resp.=1o0u > 1)siet seulement si p,y(w) < 1
(resp.=1ou >1).

_ +
(¢) ||u||p(_) > 1 implique IIuIIZ(_) < Pp(_)(u) < ”u”g(_)-
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+ —
(d) llullpey < 1implique [[ull%; < ppoy @) < Ilull%,.

(e) Soientu,u, € Lp(')(Q) ,n=1,2,.... Les assertions suivantes

sont équivalents ;
(i) lu — uylly) > 0sin - oo,
(i)  pp(Up—u) > 0sin - oo,
(i) (Uy)n converge vers U dans le sens
Pp)(Un) = ppy(W) sin - o,

Résultat principal.

Le principal résultat de ce document énonce des conditions suffisantes

pour que 'opérateur de Nemyshky définisse une application continue et

bornée de [Lp 1(%) (Q)]Mdans LP2™)(Q).

(1) Sur I'espace [LP1Y (Q)]M, on considére la norme
(ii) lu|| == ”\/T[u, u ||p(), ouu = (uy, Uy, .., Uy), et

T[u,u] = 31, u?.

Théoréeme 3.3.4.

Soit f: Q X RM - R est une fonction de Carathéodory qui satisfait

la condition de croissance
[f(x,w)| < €1(x) + C(x) TiLy|u;[Pr/P20) x € Q€ RM,
ou €1 € LP20)(Q) et C est une fonction non négative de L (Q).
Alors Ng : Ne(u)(x) = f(x, u(x)), est un opérateur continu et borné
bien défini de [LP1O(Q)]" dans LP2O(Q) .

Preuve.

Tout d'abord, nous prouvons que N 7 est un opérateur bien défini

et borné de [Lp 10) (Q)]M, dans LP20)(Q).

M
Soit u = (Uq,Uy, ..., Uy) € [Lp1(') (Q)] . D’apreés I'inégalité de Holder
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et par intégration sur Q) et compte tenu de (2), il s'ensuit que

I, INp) (0> dx <

p2(x)

M
< 2P3 .[ICl(x)lpZ(x) dx + C.[ <2|ui(x)|p1(@/pz(x)> dx
Q i=1

Q

< 2% ([, 1C(0)|P2 dx + 2P C S, [ (oD @) < oo,

— +
ou C := Max (“C“i‘i(g)’ “C”ié(g))' Par conséquent,

M
N/ ([Lm(-)(g)] ) c LP2O(Q).
Pour prouver que l'opérateur Nf est borné, considérons

Ocon "
u = (Uq, Uy, .., Uy) € [Lpl ' (Q)] tel que ||u|| < C4.

A partir de |u;| < JTlwul] ,i=1,2,..,.M, (5)
on déduit que [[u;||,, ) < C3. Donc d’apreés (Théoreme 3.3, (c) et (d))

on obtient (u;) <C; =M CI’I CPI
ppl() ul) - 3 o aX 2 ) 2 .

D'apres (4), il s'ensuit que Nf transforme les ensembles bornés normaux

de [Lp 10) (Q)]Men moyenne ensembles bornés dans LP20)(Q). Donc

dans les ensembles bornés normaux dans LP20(Q). (Théoréme 3.3, (c)

et (d)). Par conséquent Ny est borné .

Nous prouvons maintenant que l'opérateur Nf est continu.
- P10 "

Fixons u = (uq,u,, ..., uy) € [L 1 (Q)] .

Pour établir la continuité de Ny, il suffit de montrer que de chaque suite

(u™) e [1PO@)]" telle que




lim,, o, |[u™ —ul| = 0, (6)

on peut extraire une sous-suite (u("k)) i telle que la suite N f (u("k))

converge vers Ny(u) dans LP20)(Q), lorsque k — o.
En effet (u("))n est une suite comme ci-dessus, u™ = (uf, ..., uy)
En tenant compte de (5) et de (6), nous déduisons que

lim |} —will,y =0, 1<i<M,

par conséquent

lim ppl(_)(u? —u;))=0,1<i<M,

n—>oo

(ul — u;)P10 - 0 dans LY(Q) sin > o0, 1 <i< M, (7)

En utilisant le Lemme de Breézis-Lieb.

| Soient Q un ouvert borné de R", et 1 <p < +o, (f,), une suite

bornée de fonctions de LP(Q) convergeant p.p vers f.

Alors f e 1P(Q) et |Ifl} = lim,(lIfally — IIfn = FII5)]-

I1 s'ensuit qu'il existe une sous-suite (ugn")) Kk C (u(ln)) € L1(Q) telle que
n

111i_>r£10(u(1"") (x) — uy(x))P1® = 0, presque pour tout x € Q, k €N
(ugn") (x) — uy (x))P1™| < hy(x), presque pour tout x € Q, k € N.

En appliquant une autre fois le Lemme de Brézis et en passant a une

sous-suite, on déduit qu’il existe hy € L1(Q) tel que,

lim,_, (u;"") (x) — uy(x))P1® = 0, presque pour tout x € Q, k € N.
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Le processus se poursuit. 1l existe une sous-suite (u(nk)) ” et

hi, hy, ..., hy € L1(Q) tels que ;

limyo (U™ (x) — w;(X))P1® =0, p.p. x€Q, 1<i<M

u{™ (x) — ui(x))pl(x)| < |hx)|,pp. x€EQkeEN1<i<M.
Par conséquent
lim,_, ugnk)(x) =u;(x),p.p. x€EQkKkeEN1<Ii<M,

et

ugnk)(x)| < |hy()|VP1® + Juy(x)|, p.p-x€QkEN, 1<i<M

Puisque f est une fonction de Carathéodory, il est clair que
limy_o N (u™))(x) = Np(u(x)), p.p. x € Q,

d’ou

limy_, oo (N (u™) (x) — Ny (u(x)))P2™ = 0, p.p. x € Q.

D’apres (3), il s'ensuit que

[N (0 () P2 = [ (2, w0 () [P < 29201 x [ € () [P0 +
€20 0@ g (™)) p.pxe gk eN.

De (11) on déduit que
[V (0 ()| < 2781 [1C4 (o) P2 ®) + €. 2=V~ I, 22109 [y ()] +

|y () [P
par conséquent

p2(x) p2(x)

IN: ™) (x) = N (W) (x)| < (|Np(u™) ()| + |Ns (W) (x)])

)

< 271N (u™) @) + [N ) [ < 2081 g (),
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N\

ou
g(x) = 2P 71| ¢, (x) [Pz

M
+ €.200EEDUN (1 ()] + [, O )] + [N @ @)
i=1

Puisque le bon terme de cette égalité est dans L1(Q), et (12) est vrai, en

appliquant le théoreme de convergence dominé de Lebesgue, on obtient

limy o, f, (N, (u)(x) = Ny () dx = o,

c'est-a-dire que la sous-suite (Nf(u(nk)))kconverge vers Ng(U), ce qui
implique que la sous-suite (N f(u("k)))k converge en norme vers Ny (u).
(Théoreme 3.3 (e)), donc l'opérateur Ny est continu.

Pour M =1, on obtient :

Corollaire 3.3.5.
Soit f: & X R = R une fonction de Carathéodory qui satisfait la

croissance
If(x, w)] < C1(x) + C(x)|ulP@-1, xe QueR,

ouCq € r'o (Q) et C est une L*(Q)-fonction.
Alors Ng: Ne(u)(x) = f (x, u(x)), est un opérateur bien défini continu
et borné de LP'© (Q) dans LPO(Q).

Théoréeme 3.3.6.
2

Si pour toute suite (u,lc, Ui, ..., U) ken-> convergent vers
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Alors l'opérateur Nemyshky

Ng: L (ubu?,u™) e G ut () u?(), .., ut()) € LP®)(Q), est

bien défini et continu.

preuve.

Pour la preuve voir [8].

Théoréeme 3.3.7.

Si fi QX R — R, une fonction de Caratheodory vérifiant

14€3)
f(x,u)| < a(x)+ blu|1®, pour tout x € Q, u € R,

p,q € C.(Q),a € LI®Q), a(x) > 0 et b > 0. Alors 'opérateur de
Nemyshky Ny défini par Ne(u)(x) = f (x, u(x)), de LP™(Q) dans

LI™®(Q), est un opérateur continu et borné.

Démonstration.

Pour la démonstration voir [4].
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