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Introduction

L’étude des propriétés magnétiques des gaz d’électrons a deux et trois dimensions, subissant
un champ magnétique, constituait depuis le début du 20éme siécle un sujet de recherche qui ne
cesse d’étre trés actif, tant au plan théorique qu’expérimental. En fait, ces systémes sont le siége
des phénomeénes physiques trés importants oul les effets quantiques jouent un role fondamental
dans leurs interprétations, en particulier le phénomeéne des oscillations des quantités physiques en
fonction du champ magnétique appliqué, comme par exemple les oscillations de la magnétisation,
les oscillations de la résistivité, les oscillations de la chaleur spécifique, 'effet Hall quantique. . . etc,
en effet toutes ces oscillations sont dites "oscillations de de Haas - van Alphen". D’une fagon
particuliere, l'oscillation de la magnétisation (ou la susceptibilité magnétique) totale du systéme
avec I'intensité du champ magnétique, découverte en 1930 par de Haas et van Alphen, est 'un des
phénomeénes intéressants qui a attiré les physiciens du solide parce qu’elle permet de construire
la surface de Fermi du slide & travers la mesure de la période d’oscillation. Tous ces phénomeénes
oscillatoires trouvent son origine dans la quantification des niveaux d’énergies, dites "niveaux de
Landau".

Historiquement, ’émergence de la mécanique quantique a permis d’infirmer la théorie classique
de Bohr-van Leeuwen, datant de 1911, selon laquelle la magnétisation totale induite par un champ
magnétique appliqué au systéme électronique est nulle. Ceci est parce que, selon cette vision
classique bien siir, les courants diamagnétiques dus aux mouvements cyclotron des électrons a
I'intérieur du gaz sont annulés par les courants paramagnétiques résultant au bord du systéme.
Les expériences ont confirmé toujours ’apparition d’une magnétisation orbitale induite dans les
gaz d’électrons libres dans un métal, et c’est en 1930 que L. D. Landau a montré comment la
théorie quantique permet d’expliquer I'existence de cette magnétisation orbitale tout en prenant
en compte les effets de bord du systéme. C’est alors la quantification des niveaux d’énergie et leurs
dégénérescences qui étaient a la base de cette explication. Le résultat du calcul quantique a donné
une valeur négative de la susceptibilité magnétique du systéme liée aux degrés de liberté orbitaux,
ce phénomeéne a été nommé ensuite « diamagnétisme de Landau ». Tenant en compte les spins des
électrons, le systéme d’électrons montre un comportement paramagnétique car la susceptibilité
diamagnétique n’est que le tiers de celle paramagnétique pour ce systéme. Pour étudier I'influence
des effets de bord sur la distribution du courant total au sein du gaz d’électrons, le confinement
de ce dernier par différents potentiels et sous températures variées constituait I’objet de plusieurs
travaux apres celui de Landau [17-25]. Parmi ces potentiels confinant, le potentiel harmonique

présente un cas simple et efficace car il est exactement soluble.
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L’étude des densités de particules et de courants d’un gaz d’électrons bidimensionnels, sans
interactions mutuelle, et confinés par un potentiel variant lentement & 1’échelle de la longueur
magnétique (2 = \/m), a montré que la densité de particules p (r) est formée d’une séquence
de plateaux de densité constante (dites régions incompressibles) séparés par des régions ou la
densité est décroissante (régions compressible), tandis que les courants j(r) de particules sont
divisés en deux types circulant en sens inverses dans les régions de densité incompressibles —
compressibles [12-13]. Cette inversion dans le sens des courants électriques a été prédit en 1994
par [13] et confirmée expérimentalement en 2020 [14].

Pour un potentiel harmonique isotrope, les expressions analytiques exactes de p (r) et j (r) ont
été drivées [3-4, 11-12, 17-21]. Dans les travaux [11-12] par exemple, cette dérivation a été faite
& partir des solutions de I’équation de Schodinger. Une approche alternative, basée sur ce qu'on
appelle formalisme de la matrice densité de Bloch, est aussi utilisée pour étudier p(r) et j (r) et
qui a montré son importance [2-4]. Cette derniére approche a l'intérét de ne pas avoir besoin a
chercher la forme des solutions de 1’équation de Schodinger [1-5, 8-10].

Dans ce mémoire, le systéme traité est un gaz d’électrons & deux dimensions confiné par un
potentiel harmonique isotrope et soumis & un champ magnétique constant et perpendiculaire au
plan du systéme. Nous signalons ici que les degrés de liberté de spins des électrons ne seront
pas pris en compte dans ce travail car nous nous intéressons plus particuliérement de 'influence
du champ magnétique sur la partie orbitale de la magnétisation ol le caractére diamagnétique
prédomine dans ce cas.

En se basant sur le formalisme de la matrice densité de Bloch, Nous allons chercher donc les
expressions des densités de particules, de courant et la magnétisation orbitale locale M (r) et
totale M du systéme. Nous étudierons ensuite les oscillations de ces quantités avec l'intensité
du champ magnétique, en particulier pour les champs trés forts ot les oscillations de de Haas-
van Alphen domine le comportement de la magnétisation totale. L’adoption de I’approche de la
matrice densité de Bloch est justifiée par le fait que la premiére approche, basée sur 'utilisation
directe des fonctions d’onde du systéme, ne permet pas de calculer la magnétisation orbitale locale
bien que elle permet de calculer directement p (r) et j (r).

Ce travail est divisé en trois chapitres. Le premier est consacré a ’exposé du formalisme de
la matrice densité de Bloch et a la description du systéme étudié ainsi le calcul de son spectre
d’énergie. Le deuxiéme chapitre est réservé a I’étude des densités de particules et de courant et de
leurs comportement dans des cas limites des intensités fortes ou I'influence de la nature du spectre

d’énergie de Landau sur ces densités apparait clairement. Le troisiéme chapitre est entiérement
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pour I'étude de la magnétisation orbitale locale et totale du systéme électronique et de la nature

du magnétisme de ceci. Une conclusion générale termine ce travail.



Chapitre 1

Formalisme de la Matrice Densité de

Bloch



1.1. Introduction

1.1 Introduction

L’approche qui sera suivie dans ce travail repose sur 'utilisation de ce qu’on appelle la Matrice
Densité de Bloch [1], dite brievement MDB, et que 'on note C (r,r’; ), ou £ n’est qu’un nombre
complexe de partie réelle positive. Cette matrice de densité représente le propagateur de Bloch
exp (€H) dans la représentation position {|r)}. L’exploitation de ce formalisme de la matrice
de Bloch dans I’étude des propriétés thermodynamiques des systémes d’électrons en dimensions
réduites, soumis ou non & des champs magnétiques constants et confinés ou non confiné par des
potentiels harmoniques [2-5], a révélé son importance en matiére de son pouvoir calculatoire de
sorte que I’étude du comportement de quelques grandeurs physiques intéressantes a pu étre faite
sans avoir besoin a la connaissance des fonctions d’onde décrivant le systéme qui n’était plus néces-
saires. En effet, 'intérét de cet outil mathématique revient au fait que sa connaissance a permet
de dériver des expressions analytiques exactes des différentes grandeurs physiques caractérisant le
systéme comme, a titre d’exemple, la densité de particules p(r), la densité de courant J (r), la
densité d’états g (¢). .. etc., et ceci est grace a ses relations directes avec ces quantités, chose que
I’on verra au cours de ce chapitre.

Ce chapitre est consacré alors a la description du systéme que I’étude de ses propriétés fait ’objet
de ce mémoire et a la présentation du formalisme de la matrice densité de Bloch utilisé pour ce
but, ainsi les relations entre cette matrice et les deux grandeurs principales qui nous intéressent
dans le contexte de ce mémoire, il s’agit de la densité de particules p (r) et la densité de courant
J (r).

L’analogie entre un systéme de particules chargées en présence d’'un champ magnétique et la
rotation d’une particule neutre confiné par un potentiel harmonique permet de faire passer les
résultats analytiques dérivés pour un systéme a ’autre systéme tout en faisant les correspondances
nécessaires entre eux. Ce dernier point sera aussi clarifié dans ce chapitre.

Pour ne pas étre répétitif, nous signalons a ce stade que la référence [6] est 'unique source des
relations mathématiques utilisées tout au long de ce travail alors que les relations de la matrice de
Bloch avec les différentes grandeurs physiques c’est les deux livres [1,7] qui servent de références

en particulier dans ce premier chapitre.
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1.2. Description du systéme

1.2 Description du systéme

1.2.1 Description du systéme

Le systéme étudié dans ce mémoire consiste a un gaz d’électrons sans interactions & deux di-
mensions et soumis & un champ magnétique constant et perpendiculaire au plan du systéme
électronique qui est confiné par un potentiel harmonique isotrope. Si le plan de ce systéme est
choisi étre le plan (Ozy), le champ magnétique appliqué sera alors dirigé suivant 'axe (Oz) de
sorte que B = Be,. En négligeant les interactions entre électrons, ’'Hamiltonien & une particule

s’écrit alors comme

H = ﬁ(p—i—eA)z—i-%Mw%rQ (1.1)

ou (—e), M, p sont respectivement la charge, la masse éffective et 'impulsion de I’électron. Aussi,
wp est la fréquence du potentiel haromonique confinant. Le potentiel vecteur A est associé au

champ magnétique extérieur B par la relation
B=VxA (1.2)

sachant que ce champ magnétique est constant, on peut choisir alors la jauge symétrique suivante
(la jauge de Coulomb)

A =1(Bxr)=1B(-ye, + ze,) (1.3)

N[ =

pour laquelle les deux opérateurs A et p commutent (Ap = pA). ceci permet d’écrire le développe-
ment de ’hamiltonien & une particule (1.1) comme

2

_ 1.2, 1 2.2 € € A2
on a d’apres (1.3)
Ap=1(Bxr)p=1iB(rxp)=3B-L=3BL. (1.5)

ou L est le moment cinétique orbital de 1’électron et L, est sa projection sur 'axe (Oz). d’autre
part, on a

A% = 1B? (2*+y?) = 1B*? (1.6)

insérons (1.5) et (1.6) dans I’expression de I’hamiltonien (1.4) on aura donc

1
H= ﬁpQ + %Mw%rQ +wrL, + §w%r2 (1.7)

ou wy, est la fréquence de Larmor avec

wp = B (1.8)
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en posant

Q= /wi+w? (1.9)

on peut réécrir ’hamiltonien (1.7) comme suivant
H=5p* +iMQ*? +wiL, (1.10)

on voit sur cette derniére forme que cet hamilonien est analogue & ’hamiltonien qui décrit le mou-
vement d’une particule neutre tournant autour de 'axe (Oz) et soumis & un potentiel d’oscillateur
harmonique isotrope. il est utile de mettre en évidence cette analogie pour voir les correspondances
qui en découlent et pour lesquelles le passage d’un systéme magnétique a un systéme tournant

soit possible.

1.2.2 Analogie rotation-champ magnétique
1.2.2.1 Hamiltonien d’une particule neutre en rotation

Soit une particule neutre de masse M soumis a l'action d’un potentiel harmonique V (r) =

Mw?

OSCr2 /2 et mise en rotation autour de 'axe (Oz) avec une vitesse angulaire ,4=Q4€.. On

peut montrer que 'hamiltonien décrivant le mouvement de cette particule dans le repére tournant

H,, prend la forme suivante

1

Hyp = 5:p>+ §ngscr2 — QL (1.11)
1

= gP’ + 5 Muwgr® = Quor. L (1.12)

qui peut aussi mis sous une autre forme si on remplace le moment cinétique orbitale par sa
définition L = r x p. en effet, on trouve que
1
H. = ﬁpQ + §ngscr2 — Q0. (r X p) (1.13)

1
= 517 (P— M (6 % r)? + §M (w2, — Q) 7? (1.14)

rot

a la base de ces deux formes (1.12) et (1.14) on va faire la comparaison entre le mouvement rota-
tionnel de cette particule neutre et celui d’une particule chargée soumise a un champ magnétique

perpendiculaire au plan de ce mouvement.

1.2.2.2 Comparaison entre les deux systémes rotationnel - magnétique

Commengant par la derniére forme (1.14) de ’hamiltonien H,,;. une comparaison avec 1’expression

de I'hamiltonien (1.1) permet de voir que c’est comme si la particule neutre subit un champ
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magnétique associé au potentiel vecteur A tel que
eA =—-M(Qo X1) (1.15)

ce qui, d’apres la jauge symétrique choisie (1.3), conduit & la correspondance suivante

2M
B=——Q.4 (116)
e
En effet, cette analogie ne peut etre satisfaisnte que si 'une des deux conditions suivante soit
vérifiée.

D’une part, et d’apres (1.1) et (1.14) on doit avoir aussi la correspondance suivante

wi =Wk, — 02 (1.17)

osc rot

ce qui veut dire que l'existence, dans I’expression de ’hamiltonien (1.1), d'un terme de potentiel
harmonique confinant la particule chargée dont la fréquence wq vérifie la condition (1.17) est
nécessaire pour la validité de la correspondance (1.16). Dans ce cas 1a, on trouve aussi d’apres
(1.8) et (1.16) que

Qor = —wi, (1.18)

Les deux formes (1.10) et (1.12) permettent aussi de voir le mouvement de la particule chargée
comme s’il est une particule neutre en présence d’un potentiel harmonique de fréquence €2 et mise

en rotation avec une vitesse angulaire (—wy,) ol nous avons par suite

Q= \/w%—l—w%zwosc (1.19)

qui peut étre tiré aussi directement de (1.17) et (1.18).

D’autre part, la deuxiéme condition de validité de la correspondance (1.16) vient de la su-
position que la particule chargé soit soumise a ’action du champ magnétique seul, c’est & dire
wo = 0, alors que la particule neutre, qui est confinée par le potentiel harmonique de fréquence
Wosc, €st mise en rotation avec une vitesse angulaire ..t = wWose. Cette deuxiéme condition est
claire d’apres (1.17).

Si le terme du potentiel harmonique est présent dans 'hamiltonien des deux systémes rotationel
et magnétique, la situation d’une rotation ultra rapide €2,,t = wose pour le premier d’entre eux
correspondrait & la situation d’un champ magnétique intense pour la deuxiéme. en fait, on aura

dans ce cas wr, > wq et par conséquence

Q= \/w%+w%2wLEth:wosc (1.20)
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Cette situation limite est trés intéresante dans la mesure ou elle contient une physique riche de
phénomeénes physiques importantes. Il ne peut s’agir en effet que les oscillations des différentes
grandeurs physiques du systéme en fonction de l'intensité du champ magnétique appliqué a des
trés basse températures (ou en fonction de la vitesse de rotation ultra rapide). Ces oscillations des
quantités physiques est liées en premier lieu & la quantification des niveaux d’énergie du systéme
comme on le verra plus loin dans ce mémoire. C’est donc la formation des niveaux de Landau
fortement dégénérés et leur ocupation par les particules du systéme a températures trés basses
qui sont alors responsables de ces comportments oscillatoires.

Par I’étude de cette analogie entre les deux systémes rotationel - magnétique, on peut alors
transposer les résultats dirivés pour 'un d’entre eux & l'autre tout en respectant les différentes
situatuions physiques et par conséquence les correspondance qui en découlent. Pour le systéme
étudié dans ce travail, et qui a été décrit plus haut, c’est donc qui les correspondances (1.16),
(1.18) et (1.19) qui doivent étre regardées lors de la transposition des résultats entres les deux

systémes.

1.3 Matrice densité de Bloch C (r,r';¢)

1.3.1 Définition de la Matrice densité de Bloch

Comme nous avons mentionné dans l'introduction de ce chapitre, le formalisme de la matrice

densité de Bloch est fondé sur la représentation de 'opérateur de Bloch
C=exp(—¢H), (1.21)

dans la base {|r)} des vecteurs position |r). H est 'hamiltonien du systéme considéré. C’est alors

la matrice densité, dont les éléments C (r,r'; €) dans cette représentation position {|r)} sont

C (r,r';€) = (r|exp (—€H) ‘r'> (1.22)

qui sert d’outil de base pour I’étude du systéme dans ce formalisme. Pour certains systémes,
ou l'expression analytique de ces éléments de matrice C (r,r’;£) sont connus, l'utilisation de ce
formalisme nous permet de franchir de faire recours & la recherche des fonctions d’onde du systéme,
solutions de 1’équation de Schrodinger, qui décrivent sont état quantique. La puissance de ce
formalisme vient en effet de la possibilité de lier les différentes grandeurs physiques caractérisant
les propriétés du systéme par les éléments matriciels C (r,r’;€), comme on va le voir dans le
prochain paragraphe. La recherche des expressions analytiques pour ces élements a fait 1’objet

de plusieurs travaux [8-10], chacun d’entre eux suivit une méthode différente pour ce but. Pour

10



1.3. Matrice densité de Bloch C (r,r';¢)

le systéme étudié dans ce travail, c’est les auteurs de [9] qui ont été les premiers a dériver une
telle expression exacte pour C (r,r’; £) par un simple ansatz basé sur le travail des auteurs de [8]..
Les travaux ultérieurs viennent ensuite confirmer cette expression et généraliser I’étude & d’autres
systemes.

Afin de pouvoir mettre en évidence comment peut-on faire la liaison entre C' (r,r'; §) et certaines
quantités physiques, il est nécessaire d’introduire la base {|y;)} construite par les états propres

|p;) de 'hamiltonien H du systéme qui vérifient I’équation aux valeurs propres suivante

Hlp;) = Eilp;) (1.23)

ou 'indice ¢ représente tous ’ensemble des nombres quantiques intervenant dans la détermination
compléte des états stationnaires |p;) associés aux énergies propres F; de 'hamiltonien H. Dans

(1.22), on insére deux fois la relation de fermeture, que vérifient les états de base |p;), suivante
Do lea) (el =1 (1.24)
i
ou I est 'opérateur identité. On trouve alors que

C (r,r';€) = > (x| ¢;) (il exp (—EH) [ ;) (5 &) (1.25)
i?j
L’équation (1.23) aux valeurs propres de 'hamiltonien H indique que

exp (—¢H) ;) = exp (—€E;) ;) (1.26)

qui, avec la relation d’orthonormalisation des vecteurs d’états |p;)

il ;) = / ot (r) g, (x) dr = 03 (1.27)

permet d’écrire (1.25) sous la forme
(r,r';€) Z% r) ¢} (') exp (—¢E;) (1.28)

A partir de cette derniére relation, on peut établir la liaison entre C (r,r’;€) et les quelques
quantités physiques que nous avons choisie comme exemples.
Les éléments diagonaux de la matrice de Bloch sont obtenus en posant r = r’dans (1.28). On

aura alors

Z% r) exp (—¢E;) (1.29)

La normalisation des fonctions d’onde ; (r) permet d’obtenir la relation suivante

[ewea = ew(-¢e) (1.30)

i

qui nous servira plus tard dans la recherche du spectre d’énergie du systéme.
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1.3. Matrice densité de Bloch C (r,r';¢)

1.3.2 Relation entre MDB et les différentes grandeurs physiques

Avant de chercher les relations entre les éléments de la matrice densité de Bloch et certains
grandeurs du systéme, nous préférons de donner une bréve présentation de la transformation de
Laplace et de sa transformée inverse pour que la dérivation des relations qui vont suivre soit

évidente.

1.3.2.1 La transformation de Laplace £ et sa transformation inverse E;l

La transformation de Laplace d’une fonction f (i), que nous désignons par £ {f (1)} est donnée

par 'intégrale comme suivant

LU =FO= [ eoa)fud ¢ Re(©)>0 (1.31)
tandis que la transformation de Laplace inverse est
L 1 c+i00
LHEE =10 =g [ F©ep (e (1.32)

ol ¢ est un nombre réelle supérieur a la partie réelle de tous les singularités de F' (§). Nous donnons

ci-dessous un exemple trés important pour la suite de I’exposé.

» Exemple 1: La transformation de Laplace inverse pour la fonction de Heaviside O (u)

La fonction saut de Heaviside © (u) est définie par

1 siu>0
O(p) = (1.33)
0 sipu<0

cette fonction peut étre obtenue par une transformée de laplace inverse de la fonction F' (§) = ¢ -1

c+100 ox (§ )
O =o [ enas (1.34)

Pour la forme qui nous intéresse prochainement, c’est une fonction de type © (u — E;) que

I'on peut écrir selon (1.34) comme suivant

c+100
@ (M _ Ez) — 1/ exp(f(lg—Ei))dg — E;l {exp(—&Ei)} (135)

T 2m . 3
—100

ol p sera alors ’énergie de Fermi. C’est ’énergie du dernier niveau occupé par les particules

du systéme.

» Exemple 2: La transformation de Laplace inverse pour la fonction delta de Dirac ¢ (x)

12



1.3. Matrice densité de Bloch C (r,r';¢)

La fonction de distribution 0 (z), appelée fonction delta de Dirac, c’est la fonction nulle partout

sauf dans le point zéro ot elle prend une valeur infinie. On écrit alors

oo siz=0
0 siz#0
Pour ce qui nous intéresse, on aura besoin a la fonction 0 (¢ — E;) qui est liée a la densité d’états
g (). Cette fonction § (¢ — E;) s’écrit comme une transformation de Laplace inverse de la fonction
F (&) = exp (—£E;), c'est-a-dire
L c+i00
§(e—E;) =L {exp (—€E)} = &= / - exp(§(e— Ey))dg (1.37)
C—100
ot on doit remarquer que c’est I'énergie ¢ qui apparait en indice dans la transformée inverse £

et non I’énergie du niveau de Fermi u.

1.3.2.2 Relation entre MDB et la matrice densité de particules p (r,r’; i)

La matrice densité de particules p (r,r’; 1) associée au systéme constitué de N fermions indepen-

dants est donnée, a température nulle, par ’expression
(r,x'; ) Zsoz or (t') O (u - Ei) (1.38)

ol p est le potentiel chimque du systéme qui devient, pour T' = 0K, I’énergie du niveau de Fermi.
Le signe ), indique que la sommation dans (1.38) est faite sur tout l’ensemble des nombres
quantiques i caractérisant les états quantiques ¢, (r) associés a l’énergie E;. Si on remplace la
fonction de Heaviside © (u — E;) dans (1.36) par son expression (1.35) on peut écrire

C(rr's€)

p(rr'sp) = Z% wf (r') exp (—¢E:) (1.39)

ol nous avons utilisé la relation (1.28). On obtient donc la relation entre la matrice densité de

Bloch C (r,1';€) et la matrice densité de particules.

p(r,r';p) = E;l EC (r, r’;f)} (1.40)

alors la connaissance de C (r,1’;£) permet de dériver 'expression de p(r,r’; 1) sans chercher les

solutions ¢, (r) dont la forme explicite est exigée par I’expression directe (1.36).

13



1.3. Matrice densité de Bloch C (r,r';¢)

1.3.2.3 Relation entre C (r;¢) et la densité locale p(r)

L’expression de la densité de particules p (r) en fonction des fonctions d’onde ; (r) est obtenue
a partir de D'expression (1.36) de la matrice densité p (r,r’; 1) en posant r =1r'. C’est la partie

locale de cette derniére. On écrit alors
p(r)=> ¢ (r) g (r)O(n— E) (1.41)
i

Cette densité locale est liée au nombre total N de particules du systéme par la relation de

normalisation
/p (r)dr=N (1.42)

ou l'intégrale est étendue sur tout ’espace du systéme. Cette relation de normalisation donne

d’apres (1.39) la relation suivante

N=> 0({-E) (1.43)

qui va nous permettre de calculer le niveau de Fermi p en fonction du nombre de particule du
systéme. Nous donnerons bientot la relation entre N et la densité de Bloch C' (r;¢§).

En ce qui concerne la dérivation de la relation entre la densité de particules p (r) et les éléments
diagonaux de la matrice densité de Bloch C (r; &), on peut en effet la tirer directement a partir de

(1.38) en posant r = r’, on trouve donc

() = £ 0 (rs6) (149

C’est 'une des relations que nous allons utiliser dans le prochain chapitre.

1.3.2.4 Relation entre C (r;¢{) et le nombre de particules N

En substituant (1.42) dans (1.40) on trouve

N =gt E (/C(r;g) dr)] (1.45)

qui peut étre déduite aussi a partir de (1.41). En effet, en utilisant (1.30) et (1.35) dans (1.41)

on obtient I'expression (1.43).

1.3.2.5 Relation entre MDB et la densité de courant J (r)

La densité de courant J (r) peut étre dérivée a partir de la matrice densité de particules p (r,r'; u)

par la relation

h

J(r)= M (Ve =Vu)p(r,x’spm)],_, (1.46)
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1.3. Matrice densité de Bloch C (r,r';¢)

En injectant directement la relation (1.40) dans (1.46) on obtient la relation entre J (r) et la la

matrice densité de Bloch C (r,r';§) qui est

J(r)= QJ\ZiE’:l {2 (Ve —Vw)C (r,r';g)]r:r,} (1.47)

En effet, pour le systéme que nous voudrions étudier dans ce travail, & savoir le systéme de
particules chargées en présence d’un champ magnétique, la densité de courant totale est une
composition de deux parties. L’une est celle écrite en (1.47), et 'autre vient de existence du

potentiel vecteur A dans 'hamiltonien (1.1) et qui produit le terme additionnel suivant

e
= A 1.48
<p () (1.49)
Sachant que A est donné dans la jauge symétrique par (1.3), que 'on peut réécrir aussi dans les
coordonnées polaires sous la forme

1
A= §Bre¢ (1.49)

e, est le vecteur unitaire azimutal (e, = e, X e,). Alors, d’apres (1.47), (1.48) et (1.49), 'expression

effective de la densité de courant pour notre systéme est la suivante

J(r) = 2]7\22,5;1 {é (Ve —Vyu)C (r,r; f)]r:r,} +wrrp(r) e, (1.50)

ol wy, est donnée par (1.8). On remarque sur cette expression qu’en ’absence du champ magné-

tique (wy, = 0) le deuxiéme terme dans dans le second membre de (1.50) s’annule.

1.3.2.6 Relation entre C (r,r';¢) et la densité d’états g (¢)

La densité d’états g (¢) est une quantité physique trés importante, en particulier, pour le calcul

des propriétés électroniques des systémes solides. Elle est définie par la relation
g(e)=Tr(0(e — H)) (1.51)
Cette trace s’écrit dans la base des vecteurs position {|r)} comme
g(e) = / (r|d (e — H)|r)dr (1.52)

Insérons maintenant la relation de fermuture (1.24) dans (1.52) et en utilisant (1.23) on obtient

=1

96 =Y 66~ EB) [ ¢i0)ei ()dr =35~ B (1.53)
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1.3. Matrice densité de Bloch C (r,r';¢)

ol nous avons utilisé (1.27) Pour lier cette densité d’états g (¢) avec la densité de Bloch C (r;€) il

suffit de remplacer la fonction delta de Dirac § (¢ — E;) par son expression (1.37) ce qui va donner

Zc {exp (—€E)} = LZ (Zexp §E> (1.54)

La somme dans (1.54) peut étre substituée par (1.30) pour que le résultat final soit

-t (/C’ (r; &) dr) (1.55)

Par cette derniére expression on termine I’établissement des différentes relations exprimant les
quantités physiques, que nous ayons choisi a titre d’exemples, dans le formalisme de la matrice
densité de Bloch. Passons maintenant & I’expression analytique de cette Matrice de Bloch pour le

systéme décrit dans ce travail.

1.3.3 Expression analytique de C (r,r’;¢) pour le systéme étudié

Les éléments de la matrice densité de Bloch associée a ’hamiltonien (1.1) du systéme étudié dans
ce mémoire a été donnée pour la premiére fois par March et Tosi [9]. Avec certaines modification,

ces éléments s’écrit comme

Lo MQ M [isinh (¢hwy) ,
Clorho) = o @) exp{ n [ b (¢hg) ("X Y e
I\ 2
- (coth (EhQ) — C;ig;%) ) (r J; ! ) (1.56)

1 cosh (§hwr,) N2
_Z h(ERQ) + —— ST L) —
1 <C°t (1) + 5ok (er) (r =)
En introduisant les coordonées de centre de masse R = (r 4+ r’) /2 et relative s = r — r/, on peut

réecrire (1.56) sous la nouvelle forme adéquate suivante

MQ MQ [isinh(fth) (sxR)-e

C(R,s;8) = msmh(gm)exp{ h | sinh (£hQ)

_ <coth (€hQ) — m> R? ! (coth (€hQ) + ‘m> s2](}.57)

et par conséquent, 1(expression des éléments diagonaux C'(r; &) sont donc

MQ cosh (UWL)] r2}

MQ
C 8 = 5 s () P {_h {COth (1) = ok (en)

(1.58)

Ces deux expressions (1.57) et (1.58) seront utilisées pour dériver les expressions de p (r,1’; 1),

p(r) et J(r) caractéristiques de notre systéme.
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1.4. Spectre d’énergie du systéme

1.4 Spectre d’énergie du systéme

Une des avantages de la connaissance de la forme de la matrice densité de Bloch est de pouvoir
obtenir le spectre d’énergie E; du systéme sans faire recours a la résolution de ’équation aux
valeurs propres (1.23). En effet, ceci est possible grace a la relation (1.30) qui relie les énergies
E; par les éléments diagonaux de la matrice de Bloch. Sachant que I'expression de ces éléments
C (r;€) est donnée par (1.58), faisons alors l'intégrale qui apparait dans le membre gauche de

(1.30) qui est de forme gaussienne. En utilisant

+oo
/ dtexp (—at?) = \/7/a (1.59)

on trouve que

/ C (r; &) dr :isinh’l (ERQY, ) sinh ™! (€AQ2.) (1.60)

ol les nouvelles fréquences €24 et 2_ sont données par
Qi:Qﬂ:wL (1.61)

Dans (1.60), on peut utiliser le développement suivant

sinh ™ (z) =2 Z exp[— (2n + 1) 2] (1.62)
n=0
On écrit alors
/c (r36)dr =3 S exp {—€ [(n+ 1/2) B2 + (m + 1/2) ]} (1.63)
n=0m=0

En faisant la comparaison entre (1.30) et (1.63) on trouve que
Ei=FEpm=Mn+1/2)hQ + (m+1/2) iQ_; n,m=0,1,2... (1.64)

ou l'indice 7 est alors remplacé par les nouveaux nombres quantiques n et m caractérisant ’état
du systéme. On peut réécrire (1.64) pour que les fréquences caractérisant le systéme apparait
explicitement

Epm=Mnm4+m+1)hQ+ (n—m) hwy, (1.65)

Sachant que le phénomeéne des oscillations quantiques des différentes quantités physiques, dites
généralement oscillations de de Haas - van Alphen, comme par exemple la magnétisation totale
M du systéme, en fonction de I'intensité du champ magnétique appliqué sur un gaz d’électrons
est une conséquence directe de la formation des niveaux de Landau fortement dégénérés, dont

la forme est E;, = (2n+ 1) hwy, qui est une des manifestations macroscopiques observables de
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1.4. Spectre d’énergie du systéme

la mécanique quantique. On prédit alors, a la base de 'expression du spectre d’énergie (1.64),
que ces oscillations quantiques ne peuvent se produire au sein du systéme étudié ici que pour
des champ magnétiques tres intenses. En fait, d’aprés (1.20) et (1.61), on voit qu’on obtiendrait
approximativement pour des valeurs wy > wqg correspondant au cas du champ magnétique tres
fort

Enm — (2n+1) hwy (1.66)

qui sont alors de type niveaux de Landau fortement dégénérés. Cette situation a été discuté plus
haut quand on a étudié les conséquences de (1.20). On verra dans le deuxiéme chapitre comment
influence 'intensité du champ magnétique sur la forme de la densité de particules et la densité
de courant électrique et dans le chapitre trois sur la magnétisation orbitale locale et totale du

systeme.
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Chapitre 2

Densité de Particules et Densité de

Courant Electrique
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Parmi les issues qui recoivent toujours une attention particuliére dans le domaine des gaz élec-
troniques bidimensionnels, on trouve 1’étude des densités de particules et de courants, qui sont
deux quantités fondamentaux et nécessaires & la compréhension des propriétés physiques de tels
systémes surtout dans la théorie de la fonctionnelle densité de courant (CDFT). La recherche des
expressions analytiques de ces deux grandeurs pour différents systémes a fait ’'objet de nombreux
articles [2-4]. En particulier, pour le systéme constitué d’un gaz d’électrons a deux dimensions
confiné par un potentiel harmonique isotrope et soumis simultanément & 'action d’un champ mag-
nétique uniforme perpendiculaire au plan contenant le systéme, & températures finies ou nulle, des
expressions analytiques exactes des densités de particules et de courants ont été trouvé auparavant
[3-4, 12-13, 17-21].

Dans ce chapitre, on va dériver ces expressions en utilisant le formalisme de la matrice densité
de Bloch & température nulle, ce qui va nous permettre d’étudier ensuite leurs comportements
dans des situations diverses suivant ’intensité du champ magnétique appliqué. Le cas ol le champ
magnétique est trés intense présente alors un point essentiel a traiter en détail. En effet, cette
derniére situation correspond a l'apparition des niveaux de Landau quantifiés qui influencent la

nature des courants électriques circulants dans le systéme électronique.

2.2 Densité de Particules

Rappelons que le systéme étudié est constitué d’un gaz bidimentionnel de N électrons confiné
par un potentiel harmonique isotrope et soumis & un chmap magnétique uniforme perpendiculaire
au plan du systéme. Dans cette premiére partie nous allons dériver les expressions analytiques
exactes de la matrice densité p (r,r’; 1) et de sa partie locale p (r) qui est la densité de particules

du systéme.

2.2.1 Calcul de la matrice densité p(r,r’; u)

Connaissant I’expression analytiqfue (1.57) des éléments C (r,r’; £) de la matrice densité de Bloch,
la recherche de celle relative aux éléments p (r,r’; 1) de la matrice densité de particules s’obtient

donc & partir de la relation (1.40) établie dans le premier chapitre. Substituons alors (1.57) dans
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2.2. Densité de Particules

(1.40) on obtient

A T 1 1 2 g
plecin) = ool [5smh(5h9) eXp{z?[COth(éhQ) (R*+%)

<cosh (Ehwr) (R2 - ;) +isinh (¢hwr) (s X R) - e)} H (2.1)

0= \/E (2.2)

qui s’identifie a la longueur magnétique \/i/Mwy dans le cas du champ magnétique intense

1
sinh (£1Q2)

ol nous avons introuit la longueur ¢

(@ — wr). L’expression (2.1) peut étre écrite sous la forme condensée suivante

/ L.
p(r,r'ip) = 2 “l{fsinh(th)eXp(_ACOth(ghQ))
exp (§hwr) o,  exp(=Ehwr) .
<2sinh (§hQ)B * 2sinh (A1) B )} (23)

ou on a posé

A:K%(RQJF%)
B=1 [(R? SI) ti(sxR)-e ] (2.4)
B =% [(R?- %) ~i(s xR)-e.]

Pour évaluer la transformée de Laplace inverse dans (2.3) on exploite les développements suivants

~

o0

exp (Ehwr) B 1 exp (m&hwy) m
(2 sinh (£h€2) B) N ZO m! (exp (ERQY) — exp (ERQ))™ B (25)
exXp (—fhu)L) *\ . i C€Xp (—n§th) *N
P ( 2sinh (£A82) B ) B z:o n! (exp ({hSY) — exp (th))"B (26)
injectés dans (2.3) permet de l’écrire comme
BmB*" 1 [1 exp (—A coth (1))
Pt = e Z‘)mzo alml” {f (exp (€h9) — exp (gn) T P gm]}
(2.7)
si on utilise aussi le développement
exp(~Acoth (1)) <N nim _
(o (€19) — xp(engy 1~ P A LT CA SRR a0 (2

ot L™ (2A4) sont les polynomes de Laguerredans. insérée dans (2.7) on obtiendrait

plrin) = LSS Y TE e a £ { ow e @O Bu]} (29

T k=0 n=0m=0
Finalement, si on rappele la relation (1.35), 'expression analytique des éléments de la matrice

densité de particules est alors donnée par

[ olNe olNe o)

exp n+m
p (r,r'; ) — ZZ Z n,ml L M (24) 0 (u— 2khQ — Enpp) (2.10)
k=0n=0m=0
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2.2. Densité de Particules

L’existence de la fonction de Heaviside limite les valeurs que puissent prendre les trois nombres
k, n et m intervenant dans (2.10) et par suite les sommes dans cette derniére expression sont

tronquées.

2.2.2 Expression de la densité locale p (r)

La densité de particules p (r) n’est que la partie diagonale de la matrice densité p (r,r’; u). D’apres
(2.4) on aura pour r =1/, c’est-a-dire (R =r et s =0)
A—B-B == (2.11)

substituons ce résultat dans (2.10) on trouve

1 oo 00 00 n+m e TQ
p(r) = —gexp ( €2> Y3 — n'm, <£2> L} (2£2> O (b — 2khQ — Epp)  (2.12)

k=0n=0m=0

Ce dernier résultat analytique peut étre aussi extraite a partir de (1.44) et (1.58)

2
p(r)= 27:7£;1 Esmh(lghQ) exp {— [COth (ERQY) — m] ;H (2.13)
qui, avec des développement appropriés, donnera (2.12). L’utilité de cette derniére écriture de
p (r) apparaitra lors du calcul de la magnétisation locale du systéme dans le chapitre 3.
Formellement, 'expression (2.12) de la densité de particules est différente de celle que l'on
peut obtenir en utilisant les expressions explicites des fonctions d’onde du systéme. En effet, en
exploitant les correspondances dérivées de l’analogie rotation-champ magnétique on peut écrire

pour la densité locale [11]

2

p0) = e (-5) S > o () (;)TGW—EW) (2.1

n=0m=—o0
Au contraire au formalisme de la matrice de Bloch, Le nombre quantique m représente dans cette
derniére expression le nombre quantique magnétique, elle correspond a la valeur propre mh de la
composante L, du moment cinétique orbitale L selon I’axe (Oz), alors que le spectre d’énergie est
donné dans ce cas par

Enm = (2n+ |m| + 1) hQ — mhwy, (2.15)

Cette différence apparente entre (2.12) et (2.14) n’est que formelle comme nous l’avons indiquée.
Ces deux expressions mathématiques représentent en effet la méme fonction p(r). On peut
d’ailleurs les transformer 'une & 'autre grace aux propriétés des polynomes de Laguerre et celles

de la fonction de Heaviside.
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2.3. Calcul de la densité de courant J (r)

2.3 Calcul de la densité de courant J (r)

La connaissance de la distribution du courant de particules J (r) est nécessaire pour la compréhen-
sion des propriétés magnétiques du systéme en présence du champ magnétique. IL’existence de
ce dernier modifie la structure de la distribution spatiale de ce courant de particules au sein du
systéme comme 'indique I’équation (1.50). En effet, cette équation peut étre obtenue a partir de
l’équation de Schrédinger dont 'hamiltonien est donné par (1.1). D’apres I’équation de conserva-
tion du courant de probabilité divJ (r) = 0 on trouve pour la composante J,,, de la densité de

courant correspondant & un état ¢, (r) Pexpression suivante

T () = 5 Re (g, (6) (B + €A) 1 (1)} (216)

A cause de lexistence du potentiel vecteur A dans (2.16), un terme supplémentaire s’ajoute a
la partie cinétique du courant de particules associé a I'impulsion p. Pour la densité du courant

total J (r), ce terme causé par le champ magnétique est donné par

p(r)

A

BN s (1) 0 (1) © (1 — By (217)

qui s’écrit donc comme (1.48). Pour la densité du courant électrique du systéme, on écrit donc
d’apres (1.50)
I (r) = (=€) {jein (1) + wrrp (r) e, } (2.18)

ol jein (r) est la partie cinétique donnée en fonction de la matrice de Bloch par la relation (1.47)

et qui peut s’écrire encore comme

ok
- 2Mi

jon ) = 10 {2190 R0 ) (219)

£

car on a (V, — V. =2Vg). Procédons directement au calcul de cette partie cinétique jein (r)
tant que la deuxiéme partie dans le second membre de (2.18) se déduit facilement de I’expression

(2.12) de la densité locale p (r). D’aprés (1.57) on trouve que

' B MQ 1M sinh (§fwr,) MOr?
[VsC (R, 5l = 2whsinh (EhQ) A sinh (£R82) (rx e:)exp <_Mh g (§)> (2.20)
ou on a posé .
g(€) = coth (ERQ) — W (2.21)
Insérons donc le résultat (2.20) dans (2.19) on obtient
Q 1 sinh (£Aw 2
Join (x) = =€y 27r22 £l {ﬁw o <_229 (§)> } (2.22)
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2.3. Calcul de la densité de courant J (r)

Afin d’évaluer la transformée de Laplace inverse, On écrit le terme en exponentiel dans (2.22)

comme suivant
2 72 72 cosh (€hwr,)
—— = —— coth (£AS2 - 2.2
ensuite on factorise le deuxiéme exponentiel

o (TECOSh (Eh0r)\ _(r? exp (Ehwr) (T exp(—thw)
P2 sinh (6h9) )~ TP\ exp (€n) — exp (—€h02) ) TP\ 2 exp (€2) — exp ( gm
.24)

en utilisant le développemnt d’un exponentiel exp (z) = Y ° ;2" /n! on trouve que

ex ( a exp(§hwy) ) =3 L (ﬁ)m exp(méhwy )
P\ 2 oxp(Ent) —exp(—€h0) m=0 m! \ £2 (exp(ERQY)—exp(—ER))™ (2.25)

: (—&hwp) 1 (2" (=néhwp) '
€Xp (22 exp({e}iz{g) e)z;)(L fo)) ZZOZO n! (%) (exp(g;;g)f:xpzdffhﬂ))"

substituée dans (2.24) on trouve

r* cosh (Ehwr, 2\ ntm exp [€ (m — n) hwp)
exp <£2 51nhg7m> Z Z - ( 52> pee e NCED

ce qui donne d’apres (2.23)

sinh (§hwr,) r? e L\ é(m—n+1)h &(m—n—1)h
NS T _ = 9 L m—n wr m—n wr,
sinh? (£79) eXp( @9() ;M;)n!m! 12 (6 ¢ )

exp (—;;é coth (ghQ))
X
(exp (£h€2) — exp (—£RE))" ™2
qui peut étre écrite aussi en utilisant le développement (2.8) comme suivant
sinh (fth) T2 0o 00 0 n-+m I 2
_— —— = 2 Ln m 2 2.28
w2 (enq) P\ @9 © P ez Z 2.2 il n'm' 62 12 (2:28)
k=0n=0m=0
<e{ff[(2k+n+m+2)hﬂ+(nfmf1)EWL]} _ e{*{[(2k+n+m+2)hQ+(nfm+1)th]})

(2.27)

insérée dans (2.22) suivie par 'utilisation de l'identité (1.35) on trouve pour la partie cinétique

du courant ’expression suivante

j O N\ e n+m-+1 r2
Jan (1) = —eo e exp< €2>ZZZ nlm! <f2> L <2€2> (2:29)

k=0n=0m=0
{0 (1 — (2k + 1) hAQ — Eppm + hwr) — © (1 — (2k + 1) hQ — Epy — hwp)}

Alors que la densité du courant électrique qui régne au sein du systéme s’obtient a partir de (2.12),

(2.18) et (2.29) et on trouve

(T 2 o= o= v 1 P2\ ntm r2
k=0n=0m=0
< {0 (1 — (2k + 1) BQ — By + hwr) — © (1 — (2k + 1) i — By — hor)}
2

—aL ™ <222> O (1 — 2kHQ — Enm)] e, (2.30)
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2.4. Détermination du niveau de Fermi p (N, «)

ol le paramétre a a été introduit pour caractériser l'intensité du champ magnétique appliqué

q=2L_ Y (2.31)

{ ,/w%—kw%_

D’apres cette expressio (2.30), la densité du courant électrique est mésurée donc en unité de jy ou

) e)
Jo=—5 (2.32)
On remarque que la circulation du courant électrique dans le systéme s’effectue seulement selon la
direction (positive ou négative) azimutale représentée par le vecteur unitaire e, comme on peut
le voir sur la figure (2.3.1) ci-dessous pour un sens directe de circulation par exemple . Ce vecteur
de densité de courant électrique J (r) induira une magnétisation orbitale M que nous entendons

étudier dans le chapitre suivant ses variations locales, c’est-a-dire ses variations en chaque point

du plan du systéme.

Figure 2.3.1 : La circulation du courant électrique s’effectue seulement selon la direction

azimutale e, (ici on a pris le sens direct comme exemple d’illustration).

2.4 Détermination du niveau de Fermi ; (N, «)

Pour mettre en évidence 'influence de l'intensité du champ magnétique appliqué, caractérisée
désormais par le paramétre « (voir Eq. (2.31)), sur les propriétés de la densité de particules

p (r) et la densité du courant J (r)a travers les courbes que nous allons tracer, on aura besoin de
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2.4. Détermination du niveau de Fermi p (N, )

connaitre la valeur du niveau de Fermi p qu’il est lié au nombre total de particules IV et aussi au
rapport d’intensité «. En effet, a température zéro et sans laisser un niveau vide, les particules
occupent tous les niveaux d’énergie E,,, disponibles et ceci est a partir du niveau le plus bas
jusqu’au dernier niveau correspondant & I’épuisement de toutes les particules. Tous ces niveaux
sont alors inférieurs au niveau de Fermi. Cette situation est exprimée par la relation (1.43) que

I’on écrira aussi comme

T'max Mmax

N=> Y1 (2.33)

n=0 m=0

Ol Nmax €t Mmax sont les valeurs maximales possibles pour les nombres quantiques n et m carac-
térisant chauque état quantique. Ces deux valeurs maximales peuvent étre déterminées a partir

de la condition suivante
Epm <p=n+1/2)Q +(m+1/2) Q- < pu (2.34)

ce qui donne pour nmax la valeur

Q o—1
Nmax = integer <hQM+ — Q+> = integer <l1£+oz) (2.35)

ol [t est ’énergie du niveau de Fermi mesurée en unité de A2, c’est-a-dire

. W
= — 2.
i (2.36)

Pour une valeur quelconque du nombre quantique n on aura pour mmax la valeur suivante

. Q Q , p—(1+a)n—1
Mmax = integer (h&l;_ — Q—J_rn — Q_) = integer (M ( = oz ) (2.37)

ou " integer” dans (2.35) et (2.37) signifie la partie entiére de la valeur positive entre parenthéses.
On voit sur I'équation (2.37) que Mmax prend des valeur considérables pour des champs mag-
nétiques trés intenses (aw — 1), ce qui explique la forte dégénérescence des niveaux d’énergie qui
deviennent au fur et & mesure de type niveaux de Landau quand on augmente 'intensité du champ
magnétique (voir (1.66)).

Si on revient maintenant a la relation (2.33) on trouve que

N _EH(-a)p+a(l-20)

0= o) (2.38)

La résolution de cette équation de deuxiéme degré en [i permet alors de donner une bonne es-
timation du niveau de Fermi p (N, «) pour un nombre de particules N et intensité du champ

.
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2.5. Tracés des densité de particules et de courant

2.5 Tracés des densité de particules et de courant

Afin de visualiser I’évolution des variations locales des densités de particules p (r) et de courants

J (r) en fonction de I'intensité wy, du champ magnétique appliqué, on choisit un nombre totale de

particules du systéme N = 2000 et trois valeurs pour 'intensité du champ « allant de faible valeur

a une valeur trés élevée . Un programme de calcul congu a cette fin permet alors de tracer les

courbes souhaitées [12]. L’interface de ce programme est trés simple & utiliser comme le montre

la figure (2.5.1). Il suffit en effet d’introduire les ingrédients nécessaires pour le calcul de p(r) et

J (r), tels le rapport d’intensité « et la valeur du niveau de Fermi fi estimé & partir de (2.38),

ensuite le programme calcule et trace ou exporte les données en format Excel selon le choix.

{~ Pseudo-Magnetization

Dessiner Exporter & Eacel Fermer

r}‘ Local and Current Density l = | (=] |_i:;‘-1
Fonction
{* Local Density (propagator formalism) Fapport IQT
(™ Locsl Density (wave function formalism) dintanzité
{" Current Density {propagator formalism) Mivean I.-EET
{ " Current Density {wave function formalism) dz Farmi

IMin X

Maze X

Min ¥

M Y

11T

L

Figure 2.5.1 : Interface du programme utilisé pour visualiser les courbes des densités de

particules et de courant.

Dans le tableau ci-dessous on met les valeurs choisies pour N et «a et par suite celles de i qui

les correspondent.

Le rapport d’intensité
a=w;/Q

a=0.95 a=0.99 a=0.995

N=2000 | i2=1975 | @=8975 | 1=6.324998
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2.5. Tracés des densité de particules et de courant

2.5.1 Tracés de la densité de particules p(r)

Avec un choix convenables des unités de mesure des longueurs et densités, on a tracé alors sur la
méme figure (2.5.2) les trois courbes corrsepondant aux trois valeurs choisies pour l'intensité a du
champ magnétique afin de voir comment évoluer la densité p(r) en fonction de ces intensités «
croissantes. Il s’agit en effet de prendre comme unité de mesure de la distance r des particules au
centre du systeme O la longueur ¢ donnée par (2.2) et celle de mesure de la densité p (r) la valeur

1/

B e 2lr) Densité de particules
N = 2000
a=0295
a=0299
a=0995
0 5 10 15 20 25 30 35 40

riE
Figure 2.5.2 : La densité de particules pour N=1000 particules. On observe sur cette figure
l’alternance régions incompressibles (plateaux) - compressibles dés que U'intensité o du champ
magnétique soit proche de I'unité. La formation des plateaux de densité refléte la structure des

niveaux d’énergie de type niveaux de Landau.

Progressivement, on observe qu’avec I'accroissement de 'intensité o, il y’a formation d’une série
de régions ou la densité est constante (structure en plateaux) séparées par des régions ou la
densité est variable avec la position et ceci tout en remarquant que ces plateaux de densités se
produisent exactement pour des valeurs quantifiées de la densité p (r) = v/7f? ou (v =1,2,...).
Cette alternance de régions incompressibles-compressibles dans la structure de densité p (r) se voit
bien quand le champ magnétique appliqué soit trés intense @ — 1, ce qui correspond a un spectre

d’énergie de type niveaux de Landau.
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2.5. Tracés des densité de particules et de courant

2.5.2 Tracés de la densité de courant J (r)

Pour examiner le comportement du flux de particules au sein du systéme (c’est un flux radial) on
prend comme unité de mesure de la densité de courant électrique la valeur jo définie en (2.32). Pour
les trois valeurs de lintensité «, on voit clairement sur la figure (2.32) I’établissement progressif
d’une structure réguliére pour des champs trés intenses. On apergoit qu’il y a un renversement de
sens de circulation des électrons dans des régions bien déterminées. Il ne peut s’agir en effet que

les régions compressibles et incompressibles.

Densité de courant de maiiére

F1/ e N = 2000
0.8 1 =055
0.6 a=0.99
04 1 — @=0995
o
7
04 4
-0.6
-0.8
-1
Q 5 10 15 20 25 30 35 40

ri
Figure 2.5.3 : On observe que le courant électrique présente des oscillations d’une facon
irréguliere qui commence de prendre une régularité dés que le rapport d’intensité devient proche

de 1, c’est-a-dire en entrant dans le régime des niveaux de Landau.

La distribution du courant présente des fortes oscillations pour les faibles valeurs du champ
magnétique appliqué et il commence & prendre une structure réguliére & des valeurs d’intensité
trés grandes pour lesquelles la densité de particules présente une structure réguliére qui consiste
en l'alternance de régions incompressibles-compressibles comme on 1’a vu dans la figure (2.5.2).
On observe que le courant de électrique change le sens de sa circulation a la fin de chaque plateau
de densité pour qu’il circule dans le sens inverse dans la région compressible. Il rétablit cette
oscillation réguliére a chaque début d’une nouvelle alternance de régions. Chaque plateau corre-
spond & un remplissage d’un nouveau niveau de Landau qui suit directement le niveau d’énergie
précédent bien rempli dans la séquence du spectre d’énergie. Pour la figure (2.5.3) ci-dessus on a

une séquence formée de trois niveau (n = 0,1, 2) pour a = 0.995.
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2.5. Tracés des densité de particules et de courant

Dans le but de voir clairement I'inversion de courant électrique au cours du passage d’une région

a son adjacente on met ci-dessous sur la méme figure (2.5.4) les densités de particules et de courant.

4 4 Région compressible -1
-

Région incompressible

0 5 10 15 20 25 30 35 40
rit

N =2000 a=0935

p2lr) Jlr)

Figure 2.5.4 : Les valeurs de la densité locale sont données sur ’axe des ordonnées a gauche en

unité de I'inverse de 7¢?, alors que celles de la densité de courant sont mises & droite en unité de
jo. La densité est un multiple entier de 1/m¢% pour les régions incompressibles dans lesquells le
courant électrique circule dans le sens directe (flux d’électrons s’effectue par suite dans le sens

indirecte) alors que dans les régions compressibles (zones grises) la densité de particules est

décroissante avec la distance r et le courant électrique circule dans le sens inverse (négatif).

On peut voir sur cette figure qu’il n’existe qu’un seul type de courant dans chacune des régions.
Dans la région incompressible, le courant est proportionnel au gradient du potentiel confinant,
c’est un courant de volume (bulk current) qui est un courant de Hall quantique, alors que dans la
région de densité compressible, le courant est proportionnel au gradient de la densité de particules
p (r) et par suite il posseéde une structure de courant de bord (edge current). le courant électrique
est la somme de deux types de courants [12-13].

En utilisant le formalisme de la fonction de Green, ce fait spectaculaire de renversement de sens
de circulation du courant électrique a été prédit y a longtemps (1994) dans [13]. et a été treés

récemment confirmé expérimentalement en 2020 [14].
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Chapitre 3

La Magnétisation Orbitale Locale et

Intégrale du systéme
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de calculer la magnétisation orbitale locale M (r) induite par le courant
électrique orbital J (r) régnant dans le systéme subissant l'action d’un champ magnétique B.
La magnétisation totale du systéme M, dite aussi Aimantation du systéme, peut étre calculée
facilement pour ce systéme bidimensionnel soit en intégrant la magnétisation locale M (r) sur
tout 'espace a deux dimensions, soit en utilisant la loi de la physique statistique qui permet de la
dériver & partir du spectre d’énergie du systéme comme on va le voir dans la section suivante.

Il est bien connu que cette magnétisation totale M présente un comportement oscillatoire en
fonction de l'intensité du champ magnétique appliqué « sur un solide, mais aussi en fonction de
la température du systéme T'. Cet effet purement quantique a été découvert expérimentalement
pour la premiére fois en (1930) et il est connu sous le nom "Oscillations de de Haas - van Alphen"
aprés avoir été prédit théoriquement, dans la méme année, par Landau qui a montré qu’il est
une manifestation macroscopique due a la quantification des niveaux d’énergie des électrons en
présence du champ magnétique. En fait, un gaz d’électron dans un métal montre une dépen-
dance oscillatoire de plusieur observables physiques, autres que la magnétisation, en fonction de
I'intensité du champ magnétique comme par exemple les oscillations de la résistivité (oscillations
de Shubnikov—de Haas), oscillations de la résistance de Hall ou les oscillations de la chaleur spé-
cifique [15].

Parmi ces oscillations quantiques, celles de ’aimantation totale M d’un systéme électronique
constituent en particulier un outil précieux en physique du solide parce qu’elles sont exploitée
courament pour étudier la surface de Fermi. En fait, elles fournissent en plus des informations
trés importantes sur la masse effective des électrons libres et aussi sur la distance de libre parcours
moyen dans les solides a travers le calcul de la période de ces oscillations.

Dans notre travail, le point essentiel & traiter ici est I’expression analytique de la partie locale
M (r) de cette magnétisation orbitale totale, comment elle se comporte en fonction du champ

magnétique B et sa relation avec la densité du courant électrique J (r).
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3.2. La Magnétisation orbitale totale M

3.2 La Magnétisation orbitale totale M

A température finie T, le potentiel thermodynamique €2, d'un gaz de fermion dégénéré est donné

par la relation [15]

Q= =5 S In 1+ exp (8 (s — B)] (3.1)

avec 5 = 1/kpT et kp est la constante de Boltzmann. E; sont les niveaux d’énergie du systéme.
L’écriture €, ou on a écrit "th" en indice bas, a été adoptée pour le distiguer de la fréquence €.

Pour notre systéme, on réécrit cette expression comme

Q= —= Z Z In[1+exp (8 (p— Epm))] (3.2)

n 0m=0
La magnétisation totale M du systéme se déduit & partir de ce potentiel thermodynamique €,

par la relation [14-15]

qui donne alors d’aprées (3.2) le résultat suivant

Z Z <8E”m> Enm) (3.4)

n=0m=0

ot f (Enm) est la distribution de Fermi-Dirac donnée par

1
E = 3.5
f (Bnm) 1+ exp (8 (Epm — 1)) (3.5)
qui devient pour une température nulle une fonction saut de Heaviside, c’est-a-dire
T=0°K
f (Enm) — O (M - Enm) (36)

alors, la relation (3.4) donne pour une température nulle I’expression suivante

M = Z Z <8E"m) — Enm) (3.7)

n=0m=0

En utilisant 'expression (1.65) des énergies E,,, on trouve que

BEnm ow L 8Enm e hw L

= = — 1 — .
35 9B Dwr oM [(n%—m—l— ) O +(n—m)h (3.8)
alors
M “BZZ m—-n—an+m+1)]O(u— Enym) (3.9)
n=0m=0
avec [tg est le magnéton de Bohr ou
eh
= — 1
HpB M (3.10)
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3.3. La Magnétisation orbitale locale M (r)

D{W“’W’\MK\ J\/\ _'

-01
T =0°K

-03r i

1 1 1 1
0.93 0.96 0.97 0.93 099 I

a=ao; (Q

Figure 3.2.1 : Oscillations de la magnétisation par particule en fonction de I'intensité du champ

magnétique appliqué (calculé en unité pp pour N = 2000).

Cette magnétisation orbitale totale montre un comportement oscillatoire en fonction de I'intensité
a du champ magnétique appliqué comme on peut le voir sur la figure (3.2.1) ci-dessus.

C’est ces oscillations quantiques que ’on appelle oscillations de de Haas-van Alphen et qui sont
dues a la quantification des niveaux d’énergie de Landau.

Le faite que les valeurs de cette magnétisation deviennent strictement négatives pour les champs
trés intenses n’est pas en effet surprenant parce que on n’a pris en compte que le mouvement
orbitale des électrons du gaz et négligé les interactions des spins des électrons avec le champ
magnétique. Ce que nous avons traité c’est donc le diamagnétisme de Landau. La susceptibilité
du systéme ainsi calculée est par suite négative, alors que la susceptibilité totale du systéeme doit
étre la somme des deux contributions paramagnétique de Pauli (di aux spins des électrons) et
celle du diamagnétisme de Landau (da aux degrés de liberté orbitals).

Dans la section prochaine, nous voulons calculer la partie locale M (r) de la magnétisation
orbitale totale du systéme et étudier sa variation avec la position et aussi avec l'intensité du

champ magnétique.
3.3 La Magnétisation orbitale locale M (r)

Nous avons indiqué dans le chapitre 2 que la présence du champ magnétique modifie la structure

du courant électrique régnant dans le systéme. Ce dernier induit une magnétisation orbitale locale
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3.3. La Magnétisation orbitale locale M (r)

M (r) dont la relation avec la densité du courant électrique J est donnée par

J(r)=V xM(r) (3.11)
ot M (r) est dirigée selon I'axe Oz. C’est-a-dire

M(r)=M(r)e, (3.12)

La magnétisation orbitale totale M s’obtient donc en intégrant cette partie locale sur tout le

volume du systéme, c’est-a-dire a deux dimensions comme c’est le cas de notre systéme
oo
M :/M (r)dS = 27T/ M (r) rdr (3.13)
0

Dans l'intégrale du dernier membre de cette relation on a écrit M (r) au lieu de M (r) car on
montrera plus bas que la magnétisation locale ne dépend que de la distance r et non pas a la
direction ey, d’ou le résultat (3.13) dans les coordonnées polaires. Evidemment, le calcul de la
magnétisation orbitale totale M a partir de cette intégrale doit donner le méme résultat (3.9)
tiré a partir de l'expression du potentiel thermodynamique (3.2). En effet, une démonstration
rigoureuse peut étre faite pour confirmer I’identité des deux résultats et que I’on ne fera pas ici.

Pour la dérivation de I’expression de M (r), rappelons qu’en coordonnées polaires & 2D on a

0 10
v _Eer + ;%ecp (314)
alors, d’aprés (3.11) et (3.12) on obtient
0 10 OM (r) 10M (r)
J(r)= (&"eT + T&pecp> x M(r)e, = — oy o + 0 er (3.15)

Puisque J (r) = J (7) ey, c’est-a-dire qu’il n’a de composante que sur la direction e, (voir (2.30)),
on en déduit que la magnétisation locale M (r) ne dépend que de la distance r car on aura d’apres

(3.15)

=0 (3.16)
Par suite, on trouve que

Jr)=J(r) e, = oM (’")eg, = mg@ =—J(r) (3.17)

Maintenant, vue que l'expression (2.30) de J (r) contient des polynémes de Laguerre tandis que
I'intégrale sur r dans (3.17) que 'on doit faire pour trouver M (r) est indéterminée, il serait

commode de partir de ’expression (2.18) tout en utilisant (2.13) et (2.22), ce qui donne alors
oM (r) e L1 1 sinh (¢hwp) .2
T \2r2 ¢ - 7 1
or <27r€2> Ly ¢ sinh (€RQ2) \ sinh (£RQ2) @) exp |~ 39 &) (3.18)
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3.3. La Magnétisation orbitale locale M (r)

que 'on peut mettre sous la forme condensée suivante

e (@) pelo)) o
- A=3O = G i (S;;Té%) - O‘) (320

et la fonction g (§) donnée par (2.21) et que l'on écrira ici comme

(€) = cosh (§h€2) — cosh ({fuwr)  2sinh (A€, /2) sinh (ER82_ /2)
I = sinh (£hQ2) - sinh (£h92)

(3.21)

La magnétisation locale s’obtient en faisant 'intégrale dans (3.19) qui peut étre interchangée avec

la transformée de Laplace inverse [,;1 comme suivant

M (r) = (;%) c! {—2)\/rexp (—7;9 (g)) dr} (3.22)

. = [rew (5o ©) dr =3 s e (- o t6)) (3.23)
Alors (3.22) devient

vo- @ fipgm()) o

Avec une constante d’intégrale prés que 1’on prend zéro pour M (r — oo) = 0. D’aprés (3.20) et

(3.21) on a

A 1 < sinh (§hwr) — asinh (£A) ) (3.25)

g (&)~ 2sinh (€AQ) \ sinh (€AQ; /2) sinh (SR /2)

insérée dans (3.24), 'expression de la magnétisation M (r) devient

- ()t (e o ()} o

Afin de performer la transformée de Laplace inverse, il est nécessaire d’effectuer les simplifications

suivantes. Pour le terme exponentiel dans (3.26) il peut étre écrit d’apres (2.23) et (2.26) comme

oo ()-S5 (7)o (on00)

n=0m=0
(3.27)
D’autre part, si on utilise le développement
sinh™! (z) = 2 Z exp[—(2p+1)z] (3.28)
p=0
On aurait
1 —4§:§:ex (p+ LY ena, - (g+ 1) ena (3.20)
sinh (€2, /2) sinh (€hQ-/2) e = PIm\PT 3 173 - '
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3.3. La Magnétisation orbitale locale M (r)

Pexpression dans 'exponentiel n’est que celle du spectre d’énergie (1.64) écrit pour les nouvels

indices p et g. Alors

1 o (o)
sinh (€72 /2) sinh (€70 /2) 4;0 ; exp (—€Epq) (3.30)

Insérons maintenant les deux relations (3.27) et (3.30) dans (3.26) on trouve que

M(r) = <;2) 3 nllm!(Z)mrmﬁul{z(sinh(gth)—asinh(th))

n?m7p7q

exp (—Zé coth (ghQ))
(exp (ERSY) — exp (—ERQ))" T H

xexp [£ (m —n) hwp, — EEp] (3.31)

Aussi, en utilisant le développement (2.8) on obtient

ef) r2 1 P2\ vtm b r2
vy = (5)eo(-7) ¥ an(e) wm(2k)

k,n,m,p,q

Xﬁ,:l {2 {exp [-€ ((2k — o) M2 + Epyy + Epg)] — exp [—€ ((2k + o) QY + By + Epg)]

—afexp [—&((2k — 1) Y + Eppn + Epg)] — exp [ ((2k + 1) QY + B + Epg)]]1§3.32)

Maintenant, il ne nous reste que d’utiliser (1.35) pour trouver finalement que I'expression de la
magnétisation locale est
+m 2 2
[ MpB 1 r2\" T n r
Moy = (55) X (ﬁ?) exp | =z ) B\ 2
knmpg
{O0(p— 2k — ) QY — Eppy — Epg) — O (0 — (26 + o) BQY — Eypy — Epg)

—a [0 (1 — (2k — 1) hQ — B — Epg) — © (11— (2k + 1) KQ — Epp — Epg)]¥3.33)

Ot on rappelle que pg = eh/2me est le magnéton de Bohr. On montre dans la figure (3.3.1)
ci-dessus les oscillations avec la position de la magnétisation locale M (r).

On voit sur cette figure que la magnétisation locale M (r) est décroissante dans les régions de
densité incompressibles tandis qu’elle est croissante dans les régions compressibles, en accord avec
la relation (3.17). On remarque aussi qu’a chaque remplissage d’un nouveau niveau de Landau
(n=0,1,2), c’est-a-dire & chaque formation d’un nouveau plateau de densité de particules, la
magnétisation M (r) prend une valeur maximale qui & partir de laquelle elle commence & décroitre
jusqu’a atteindre une valeur minimale correspondant & la formation d’une nouvelle région de

densité compressible ot le sens de circulation des électrons se renverse.

37



3.3. La Magnétisation orbitale locale M (r)

-3

Oscillations de la Magnétisation orbitale locale

Jrlzpi:r] i N =2000

a=0995 — M|
L2 AL (4]
P;,T‘M ]

1374

a0

Figure 3.3.1 : Oscillations de la magnétisation locale en fonction de la position r dans le régime

de Landau. Dans le cas d’un systéme de N = 2000 électrons et pour une intensité du champ

magnétique a = 0.995, une séquence de trois niveaux de Landau s’établit qui seront occupés a

partir du plus bas (n = 0).
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Conclusion Générale

Nous avons traité dans ce mémoire un systéme constitué d’'un gaz de N électrons confiné par
un potentiel harmonique isotrope et soumis a ’action d’un champ magnétique perpendiculaire au
systéme bidimensionnel. Les quantités physiques qui ont été étudiées dans ce mémoire sont la
densité de particules, la densité de courant, la magnétisation orbitale totale et sa partie locale.

Nous avons exposé premiérement ’approche suivie pour cette étude et la raison pour laque-
lle nous 'avons choisie. Dans le méme premier chapitre, nous avons décrit soigneusement les
caractéristiques de notre systéme, en particulier I’évolution du spectre d’énergie en fonction de
Iintensité du champ magnétique ol nous avons signalé la formation d’une séquence des niveaux
de Landau pour les champs assez forts.

Ensuite, nous avons passé au calcul des expressions analytique exactes de toutes les quantités
citées ci-dessus. On a vu qu’avec une intensité magnétique forte, la densité de particules prend
une forme trés particuliére ou elle est formée de deux types de régions. Dans 'une d’entre elles,
la densité est constante et dans ’autre la densité est décroissante avec la position des particules.
Par ailleurs, la densité de courant présente aussi une structure assez réguliere dans ces limite des
champs trés intenses ou elle est constituée de deux types de courants circulants en sens inverses
et chacun d’eux est dans une région de densité bien déterminée.

En ce qui concerne la magnétisation orbitale du systéme, on a dérivé ’expression de la magnéti-
sation totale & partir du potentiel thermodynamique et étudié les oscillations quantiques de de
Haas-van Alphen qui se produisent comme résultat de la quantification des niveaux d’énergie. La
magnétisation orbitale locale est ensuite calculée a partir de la densité de courant électrique trou-
vée précédemment. La variation de cette partie locale montre un comportement oscillatoire avec
la position, mais aussi en fonction de l'intensité du champ magnétique. Les oscillations de cette
magnétisation locale refléte en effet la structure des inversions des courants électriques régnant

dans le systéme.
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Abstract:

In this work, we studied a two-dimensional electron gas (2DEG) confined by an isotropic harmonic potential
and subjected to a magnetic field perpendicular to the plane of the gas. The studied physical quantities are the
particle density, current density, total orbital magnetization and its local part.

The study made here shows a very particular behavior of these physical quantities. For a strong
magnetic field, we show that the particle density is formed of two types of regions. In one of them, the density
is constant and in the other region, the density decreases with the position of the particles. On the other hand,
the current density also has a very regular structure within the limits of very intense fields where it is also
made up of two types of currents flowing in opposite directions and each of the density regions contain only
one type of these currents. For the total orbital magnetization, the quantum oscillations of de Haas-van Alphen
have been studied, while its local part shows an oscillatory behavior with the position for these intense fields,
which reflects the structure of the inversions of the electric currents flowing in the system.

Key words: 2DEG, Current and particle densities, current reversals, Orbital magnetization.
Résume :

Nous avons étudié dans ce mémoire un systéme constitué d’un gaz de N électrons bidimensionnel confiné par
un potentiel harmonique isotrope et soumis a 1’action d’un champ magnétique perpendiculaire au plan du gaz.
Les quantités physiques qui ont été étudiées sont la densité de particules, la densité de courant, la
magnétisation orbitale totale et sa partie locale.

L’étude faite ici montre un comportement tres particulier de ces grandeurs physiques. Pour une intensité
magnétique forte, la densité de particules prend une forme trés particuliere ou elle est formée de deux types de
régions. Dans 1’'une d’entre elles, la densité est constante et dans I’autre la densité est décroissante avec la
position des particules. Par ailleurs, la densité de courant présente aussi une structure assez réguliére dans ces
limites des champs trés intenses ou elle est constituée aussi de deux types de courants circulants en sens
inverses et chacun d’eux se trouve seul dans une région de densité bien déterminée. Pour la magnétisation
orbitale totale on a étudié les oscillations quantiques de de Haas-van Alphen, alors que sa partie locale montre
un comportement oscillatoire avec la position pour ces champs intenses et ceci reflete la structure des
inversions des courants électriques régnant dans le systéme.

Mots-clés : gaz d’électrons, densité de courant, inversions des courants, Magnétisation orbitale.
Oscillations de de Haas-van alphen
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