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Introduction

Dans I'étude des ondes et de leurs propagations plusieurs modeles mathématiques sont
proposée pour décrit la variation, dans le temps et dans I’espace, d’une quantité ondulante.
Dans le cas d’une corde vibrante, le modele le plus simple est celui de d’Alembert
Pu 0%
— —c"— =0, r e, B, t>0.
ot? Ox? Jou, B -
Dans ce modele on suppose que longueur de la corde ne change pas pour les "petites”

vibrations transversale. Un modele plus réaliste est proposé par Kirchhoff et prend en

compte cette variation dans la longueur,

2 Bo 2 2
%—[a—i—b/ (%) dm]%:O, x€la, Bl , t>0,

0

mais ce modele est nonlinéaire et plus difficile a résoudre mathématiquement.

Dans ce travail, on s’intéresse au probleme de Kirchhoff mais dans un intervalle avec de
limites variable avec le temps, i.e. |a, 5] = |Ja(t), B(t)[. En détaillant le travail de Limaco
et Medeiros [3], on démontre que le probleme de Kirchhoff admet une solution faible locale
dans le temps.

Ce mémoire est composé de trois chapitres: Dans le premier chapitre, on donne quelques
rappels sur les origines physiques du modele de Kirchhoff dans un domaine fixes et aussi
dans les domaines des limites variables. Dans le deuxieme chapitre, on détaille le travail de
Limaco et Medeiros et on obtient ’existence et I'unicité de la solution locale du probleme
de Kirchhoff , En fin dans le dernier chapitre, on utilise les différence finie pour résoudre
numériquement le probleme de Kirchhoff.

Une conclusion et quelque références sur ce sujet sont donnée a la fin de ce travail.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on rappel sur I’équation de Kirchhoff dans les domaines fixes et les do-

maines des limites variables.

1.1 L’équation de Kirchhoff dans un domaine fixe

On considere une corde en position horizontale (I'axe des x), et de longueur fixe [ (de z = 0
a x = 1) cette corde est représentée par le segment [ay, By] avec 0 < ag < 3.

Nous supposons 7¢ la tension dans [ayg, 8] & temps ¢ > 0.

Les points (z,t), ag < x < f3,, de la corde appartient & une courbe plane I'(t) donnée
par I'équation u = u(x,t).

De By — ap et S la longueur de la difformité de la courbe I'(t) & temps ¢, la variation de

S —
la tension est 7 — 7 et la variation du longueur difformité est o,

Yo

La loi de Hooke

La variation de la tension

S —
T — 7o est une fonction linéaire de ﬂ ie.

Yo

T—TQZK<S_70>7

Yo
avec le K est constant quand la corde est homogene.

La tension dans les points (z, u), de la courbe de la difformité I'(¢) est un vecteur 7 lequel
a la direction de la tangente a I'(¢), nous supposons I'(t) réguliere et I'(ayg) = I'(5,) = 0, la

corde a des limites fixes (Voyez 1.1).



Figure 1.1: Tension d’'une corde avec des limites fixes

Soit 0 est I'angle de la direction du (oz) avec le vecteur 7, les composants de 7 sont:
7(t) sin @ T(t) cosd.

Par hypothese nous avons des petites difformités verticales de la corde [ag, ], ce que
implique que la composant horizontal 7cosf qui est “tres petit”, et sera négligée dans la
suite.

Soit d(x,t) la densité de la corde au points x a l'instant ¢ qui est le masse par unité de
longueur, les variations de la tension 7 donne 'origine a un force sur I'(¢) et, par la loi de

Newton, nous avons:

0 ou ou .
B (%d(:p,t)a) —7sinb, (1.1)

 Ox
avec 7y,d(x,t) est la masse de la corde.

Des petites difformités c.-a-d. l'inclinaison de difformités est petite, nous devons avoir:
ou

. 1.2
o << 1 (1.2)

i ou
Comme une conséquence de — << 1 nous avons:

oz

u
sinf ~ tanf ~ —.
ox

De La loi de Hooke (1.1), la matiere est non homogene, la tension 7 — 79 dépend de =z, t,

donc nous obtenons de (1.1):

0 . or . Osin 6
%(TSIHH)—%SIDQ—I—T o
ou: ,
0 o1 Ou 0“u
2 (rsing) = L2 4 20 1.
ox (7 sin0) Ox Oz + T@xz (1.3)



0
L’analyse de T En fait, la longueur de I'() est:

ox
5 — /BO,/H i (1.4)

0
Comme 8_u satisfait (1.2) on peut développer la racine dans (1.1) ou voisinage de 0, on
x
Bo
Sm/ 1+ = (6u)]dx,
o Ox
1 [P (ou)?
S—7v =2 — | d 1.5
w3 [ (5) (15)

et par la loi de Hooke (1.1) on a

obtient:

ou:

K [P (0u\?
T —To = 2—% . (&) dx. (16)
Alors: 5 )
or 1 0K [P0 (0Ou

De (1.3) et (1.7) nous obtenons:

0 (rsing) = | LOK [ (o), | ou
o\ ° 2y 02 o, \Ox e

K [P (0u)\? 0%u
— | To + 2—% ., <%> dl’] @ (18)
De (1.8) dans (1.1):
9, ou K [P (0u)? 0%u
a (’yod(x, t)a) — [To + 2—% ., <%> d&?] @ =0. (19)

Dong, (1.9) est le modele mathématique pour le probléme physique de petites vibrations
verticales d'une corde étirée aux fins (ay,0), (54, 0), quand la matiere de la corde n’est pas
homogene.

Nous changeons la notation pour formuler le probleme mathématique pour (1.9). en fait:

d(z,t) = p(z,t ) > py >0,
Yod(w, 1) p(l‘; p(x,t) > py (1.10)
M(x,t,/\):To+m)\,

tell que (1.9) peut étre écrit:

0 ou o/ ou\> 0%u
— — ) - — s <z<B,. .
g (p(x,t) 815) M (az,t, /ao (8x> da:) 52 ap <z < B, (1.11)

Ce modele a été obtenu par G. Kirchhoff-Vorlesungen uber mechanik, Tauber - Leipzig

1883, est appelé Kirchhoff modéle.



Cas de tension constant Supposez maintenant nous avons matiere homogene et la

tension est constant 7 = 7, Vt. Dans ce cas, nous n’avons pas la contribution:

K [P [0u\?
L (_) az.
270 ag al‘

L’équation (1.11) réduit a:

0%u 0%u 0
_7— —_—
Porz ~ 092 —
ou:
Pu 0% N
2 Y oe avec C =

Ce modele a été obtenu par Jean D’Alembert dans 1741.

1.2 Equation de Kirchhoff dans un domaine avec des

limites variables

On considere maintenant le cas ou la longueur de corde est variable.

u A

parallel to 0x

\ 4

B x

Figure 1.2: Tension d'une corde avec des limites variables
Soit
0<at) <ap <z < p,<p(t),vt>D0.

On considere une corde (Voire 1.2) dans I'intervalle de I'espace [a(t), B(t)] avec a(0) = ag
et B, = B(0) de longueur
V(1) = B(t) — a(t), vt >0,

la longueur de corde a t = 0 est v(0) = (0) — «(0) > 0.



On garde les méme notations de la section précédent, et on note:
e 7(t) tension dans la déformation [a(t), 5(¢)] de [ao, By -

Par la loi de newton on suppose que la corde est homogene et que la masse est con-
stante,i.e.

~(t)d(z,t) = constante = mg,

alors on trouve )
0 ) 0“u
E (1(t)sinf) = my o (1.12)

avec m la masse de la corde, nous supposons que les difformités sont tres petites donc que

la densité de [ag, B8], [a(t), 5(t)] et T'(t) est approximativement le méme, donc m = py,

sont constants.

1.2.1 Analyse de la tension 7(t)

Par la loi de Hooke (1.1) nous obtenons:
e la difformité de [ay, 5] dans [a(t), B(t)] est :

#t) — 10 = Km’ (1.13)

(1.14)
avec S(t) est le longueur de la courbe I'(¢).

Comme dans la premiere schéma on a:

B) | ou\ > 1 %0 79u\2
S(t) = /Q(t) 1+ (%) dm~’y(t)+§/a(t) (@) dzx.

o . : y . L . Ou
Cette approximation peut étre faite parce qu’il est supposé la petite difformité — << 1.

ox

S(t) — () = % /a Z(:) (%)2 dz. (1.15)

Donc nous avons:

Substituer (1.15) dans (1.14) nous obtenons:

() — () = D /j(t) (%)2 dz. (1.16)

27(t) Jaw



De (1.13) et (1.16) nous obtenons la tension 7(t) sur I'(¢) donné par:

=y K /B(” <3u)2
T(t) =70+ K + — | duz. 1.17
() ="o Yo 29(t) Jawy \Oz (1.17)
Nous revenons a I’équation de 1’équilibre (1.12) nous avons:
0 , 0 . 0 0?u
p (1(t)sinf) = T(t)% sinf = T(t)a—x tan § = T(t)@,
et substituer dans (1.12) nous obtenons:
0*u 0*u
Par (1.17) et (1.18) nous avons:
d%u To K K O 7 ou\ 2 0%u
— = | — t) — — — ) dxr| =— =0. 1.19
o7 [gm gm0t 5 /a@ (5) ]| 5 (119)

1.2.2 Cas particuliers

1. Sia(t) =ag et B(t) = B, on a y(t) = 7, on retrouve le modele précédent:

0*u To K Bo /ou\? 92u
20110 quy _ .
s [ G ] a0 st 20

c’est le modele Kirchhoff de la section précédente.

2. Si la tension est constante 7o = 7 la perturbation dans modele Kirchhoff est zéro et

nous avomns:

qui est le modele du D’Alembert.

1.3 Inégalité de Gronwall

Inégalité de Gronwall est une Inégalité fonctionnelle tres important pour obtenir les esti-

mations a priori pour les solutions des EDO ou EDP.

Lemme 1.1 Soit Y (z) et F(x) sont douz fonctions continues positives dans [a,b], et soit

K>0et M>0 donc on a:

implique 'autre inégalité:



Démonstration. voir [1| =

Dans la suite, on a besoin d’une forme générale de ce lemme.

Lemme 1.2 Soit Y(x) et F(x) sont douzx fonctions continues positives dans a < x < b et
soit K > 0 et M > 0. Soit w(u) une fonction continue positive pour tous u > 0, alors

[inégalité:

Y(z) < K+ M/z F)w(Y(t))dt, a<xz<b, (1.20)
implique 'inégalité: '
Y(z) <G} (G(K) + M/m F(t)dt) ., a<z<b <b, (1.21)
ou:
G(u) = /u: %dt, up >0, et u> 0. (1.22)

Et G™Y(u) la fonction inverse de G(u) (G~ (u)existe a cause du monotonie de G(u)), avec
x doit étre dans Uintervalle [a, V'] ,donc G(K)+M [ F(t)dt contient la domaine de G~*(u),

par conséquent (1.21) influences pour x < b < b, Vb.

Démonstration. on suppose V =V (z) = M [ F(t)w(Y (t))dt nous avons Y < V pour
w(Y) <w(V) donc:

MF(z)w(Y) . v .
=i SMPW) = g < MF(@),
de (1.22) on a:
Y < wrp),

et intégrer entre a et x on trouve:
G(V(x) —G(V(a) <M [ F(t)dt,

ou, depuis V(a) = K

d’ott, G (u)



1.4 Quelques résultats de convergences et de com-

pacité

1.4.1 Topologie faible o(F, E’)

Soit E un espace de Banach et soit f € E’. On désigne par ¢, : E' — R I'application définie
par ¢(z) = (f,z). Lorsque f décrit E" on obtient une famille ((pf) d’applications de

FE dans R.

feE

Définition 1.3 La topologie faible o(E, E') sur E est la topologie la moins fine sur E

rendant continues toutes les applications (gpf)f J—

Proposition 1.4 Soit (x,) une suite de E. On a
o [z, =z, pour o(E,E"] < [(f,z,) — (f,x) VfeFE].
e Six, — x fortement, alors x,, — x faiblement pour o(E, E").
e Six, — x faiblement pour o(E, E"), alors ||z,|| est bornée et ||z, || < lim inf ||z,||.

o Six, — x faiblement pour o(E, E") et si f, — f fortement dans E’

i.e. ||fo— fllg — 0, alors:
(fsxn) = (f 7).
1.4.2 La topologie faible * ¢(FE, E’)

Soit E” le bidual de F, i.e. le dual de E’, muni de la norme :

1§11 = sup (&, f)]-
feE’
i<t

Proposition 1.5 Soit (f,) une suite de E'. On a
o [fu=" 1, pouro(E, E)]l & [(fn,x) = (f,x) Vr e E]

e Si f, — [ fortement, alors f, — f faiblement pour o(E', E"),

si fn, — f faiblement pour o(E', E") alors f, —=* f, pour o(E', E).

o Si f, =" f faiblement pour o(E', E), alors || f,|| est bornée et || f,,|| < lim inf || f,]|.



o Si f, =" f faiblement pour o(E', E) et si x, — x fortement dans E alors
(faszn) = (f, 7).

Lemme 1.6 Toute ensembles borné dans un espace Banach réflexive est compact faible-

ment, c.-a-d, toute suite de cette ensemble admet sous-suite faiblement convergeant .

Exemple 1.7 Si 1 < p < oo, LP(Q) est un espace Banach réflexive, donc toute les ensem-

bles bornés dans LP sont compact faiblement.

Lemme 1.8 Soit B un espace de Banach tell que B = (B*)" ou B* est un espace de Banach
réflexive,
toute suite dans un ensemble borné dans B admet sous-suite convergeant faiblement

étoile.
Démonstration. voir [7].

Exemple 1.9 Si1 < p < oo, LP(Q) est un espace Banach réflezive et L=(Q) = (L*(Q))’,
donc toute les ensembles bornés dans LP sont compact faiblement étoile, en particulier tout

les ensembles bornés dans L™ sont compact faiblement étoile.

Théoreme 1.10 Soient B, By, Bysont des espaces de Banach tel que By, Bysont réflexives,
supposons que By est continue inclusion vers B et By est inclusion de By vers B est compact,

Vpo > 1 et p1 < oo donc:
W ={v:veLP(0,T],By),v: € LP*([0,T],By)} .

Démonstration. voir [7]. =
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Chapitre 2
Existence et unicité locale

Dans ce chapitre, on parle sur I'existence et 'unicité de la solution locale de 1’équation de

Kirchhoff dans un domaine non-cylindrique.

2.1 Notations, hypotheses et résultats locales
Soit a : [0,7] — Ret 8:[0,T] — R t.q.: a(t) < B(t), Vt € [0,T] et soit Q le domine non
cylindrique définie par :

Q= {(a,t) eR? :a(t) <z < B(t),Vte€0,T]},

et soit 3 est la frontiere de @ t.q:

A

¥ = Uparcr{a(t), 5(1)} x {t}.

On considere le modele de Kirchhoff dans un domaine non-cylindrique suivant.

(9% B | oy |? o*u .
w - M </a(t) % dx ﬁ = f(l',t) dans @,
u =0 dans 3, (2.1)
u(z,0) = ug(x) , %(w,O) = uy(2) at) <z < p(t).
On note , 50 ) ,
J*u ou Ju
Lu=22 "M i I P et
u= e M /a(t) oz| ™o

Appelé l'opérateur de Kirchhoff.
On suppose que les fonctions a(t) , 5(t) et M(\) satisfait les conditions suivants :

(H1): «, 8 € C*(]0,+00] : R) tell que:

aft) < B(t),o/(t) < 0 et F(t) >0,

11



et:
max {|o/(t)],|8'(1)]} < (59)3,0 < ¢ < +oo.

(H2): M € CY[0,40[: R) , M(A) >mg >0, \>0.

Remarque 2.1 L’hypothése o/ (t) < 0 et §'(t) > 0, veut dire le domaine non cylindrique

Q est croissante donc la longueur: y(t) = a(t) — B(t) est croissante aussi.

Lemme 2.2 La condition

mo,1
max (o' (1), | ()]} < (522,
est équivalent a :
/ / mo, 1
[a'(t) + y7' ()] < (7)2 , pour tous 0 < y < 1.

Démonstration. En effet si y = 0 ou y = 1, on retrouve 'hypothese (H1). D’autre

part si on a

max {lo/ ()], 18'(0)1} < (501,
alors:
(0] < ()% et 18(0)] < (5%,

et de (H1) on a o/(t) <0 et 8'(t) > 0,alors:
a/(t) < o(t) +y7/' (1),

o () +yy'(t) = (L =)/ (t) +yB'(t) < yB'(1).

D’apres (H1) on a :

yB(H < (58 pow0<y<l,
donc:
o (1) + 7 (1) < (5D (2:2)
D’autre part on a
o (t) +yy'(t) = (1), (2.3)

de (2.3)x(—1) on trouve:et de: —(/(t) + y7/(t)) < —a/(t) on a

(O] < (5 = —a'() < (5%,
donc:
—(@(0) + 7/ (1) < ()2 (2.4)
Alors de (2.2) et (2.4) on trouve:|a/(t) + y7/(t)] < ("2)z. m

12



2.2 Changement de variable

Remarquons que si (z,t) varies dans Q alors (y,t) avec y = % est varies dans Q = |0, 1]
x 10, T[ , 'application:

T: Q — @7
donner par T : (x,t) — (y,t) est un diffeomorphisme, on transformons le systeme (2.1)

par la changement de variables :

u(z,t) = v(y,t) avec y = - a,
~
dans 'opérateur de Kirchhoff
. PO oul? | | o
fu=2Y" M(/ el [ el
ot? a(t) ox 02

Pour cela on calcule les dérivée uy, uy,, u,, on obtient

" 0 ,0vdy dy 0, 0vdy Ov; 0y vy Ot
t = =) A7 o o

ooy oo Tailay e Tay o T ot o

e 9 dvdy dy 0% dy., Oy dy
8_y(8_y§)§ = a—yQ(g) Wayavy’
O ovoy oL v oy Dv [@}
ot Oy ot’ ot oydtot | oy | 02|’
et de:
dy _ —o' =y Py _ y(=a" —7"y) — 29 (=a’ —7'y)
ot 7 ot 2 ’
donc: / , / , /
donc:

0 Dy ot _ o [ —ofy] , [1(=a"=7"y) = 2/(a’ ~7y)
ot oy ot’ ot Oyot v ;

alors on trouve:

13



et on a:

L _ oy 1
Y 0x Oyox oy ¥
0%u 1
Ugy = @ ? Yy
M(\) = M(\) — %
On a a(t) <z < 5(t) ce qui implique
z—at) _ B(t) —at)
0<zx—0at) <Bt)—a(t) & 0< <
0= 20 = et 0RO
& 0y <1,
Le nouveau opérateur est donnée par
R _al _ / / al + / _O/ _ /
Lt = vy (= 4 30 (- () + 20y () + v
" " 1
—a ="y 1 1
+u )= MC [ )y, = gl
g TJ o
ie.
A 1 [ 1 [ m o ++'y
Lu = vy — — {M( /O(Uy)2dy) + 701 Vyy + Vyy( )2
v+ Ay —a' =y
+ 2v,(— +2
y(y( S )) + 2y ( 5 )
" ! / / /
- =7y VoY
+v +(— =g(y,t).
u( 5 (7( 5 ) =9y, 1)
Qui s’écrit sous la forme
v 11, 0 v 0*v v y
Lv = Ut — ?M(; /0<Uy) dy)vyy - a_y(a(y7t)a_y> + b(yvt) atay + C(y7t>a_y - g(yvt) - LU;
avec
o dx = ~dy.
o M) =M - 20>y
2 2
mo @ +9'Y .,
oa(y,t)*ﬁ—( 5 )= > 0.
O/“— /y
o b(y,t) = —2(——).
Y
a// +’7”y ,.y/ O/ _i_fy/y
o c(y,t + — .
(5, 1) = —( " ) 7( 5 )
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Donc le probléeme (2.1) devient un probleme cylindrique a coefficients mixte :

Lo(y,t) = g(y, t) dans Q,
v(0,t) = v(0,t) =0 dans 0 <t < T, (2.5)

u(y,0) =w(y), 5y, 1) =uly) 0<y<l.
2.3 Existence est unicité locale

On note ((.,.)), |||, et (.,.),|.| respectivement le produit scalaire et la norme dans Hg (0, 1)

et L?(0,1), et par a(t, v, w) la forme positive bilinéaire, symétrique et continue dans H (0, 1):
a(t,v,w) = /; a(y,t)g—zg—jdy avec v,w € Hy(0,1).

Théoréme 2.3 soit ; Uintervalle |a(t), B(t)] , t <0< T si:

ug € Hy(Q0) N H*(Qo) et uy € Hy(Q) et f e Lo(0,T], Hy (),
donc il existe 0 < Ty < T et une unique fonction u t.q.:

u:Qy =R, Q= Qx]0,Ty,
satisfait les conditions :
u € L0, Ty; Hy () N H?()), v’ € L(0, To; Hy(Q)), u” € L*(),

solutions de (2.1) dans Q.
Théoréme 2.4 Si:

vg € Hy(0,1) N H?(0.1) et vy € H(0,1) et g € L>([0,T], Hy(0,1)),
donc il existe 0 < Ty < T et une fonction unique

v @0 — R
qui satisfait les conditions:
v € L>®(0,Ty; Hy(0,1) N H?(0,1)), v' € L>(0,Ty; Hy(0,1)),

solutions de (2.5) dans Qo = 0, 1] x ]0, Tp].

15



r—« A
Remarque 2.5 Par le changement de variables y = —— dans Q en trouve le terme:

a+yy, Y. 0v o ++y 0%
=)=+ (—=)P—,
¥ >(7)8y ( g ) Oy?

2(

dans (2.5) cela donne un probléeme sérieuzr quand nous multiplions les deux coté d’équations

(2.5) par <—%2;'> et intégrer dans Q, cependant, sous les hypothéses (H1) et (H2), les

mauvais termes peuvent étre absorbés par les positives termes non linéaire M (N), en effet,

92v
nous incorporons le terme (—@ + @)— dans Lv done M(X\) = M(\) — — > 0 Jes
272 2927 0y? 2 2
termes restant peuvent étre écrits sous la forme de divergence.
mo 0% oz+”yy O al Ay ,0%0 0 mo o' +7'y\] v
2v% 0y ¥ Y Y y? Y ¥ y"

Donnant une forme symétrie bilinéaire continue sous la forme a(t,v,w) qui est positive.

Remarque 2.6 Quand on obtenir des évaluations pour v’ dans Hy(0,1) et v dans H?(0.1),les

termes du forme :

L[] ey

pour garantir sa positivité nous avons besoins des conditions o/ <0 et 3 > 0.

2.4 Approximations et estimations

Soit {w;} j = 1,2.... solutions de probleme spectral :
((wjvv)) = )‘j (’U}j,’l}> , VU € H(%(Oa 1):

ils peuvent étre choisis pour constituer un base orthonormée de L?(0, 1), nous représentons
par V,, = {wi,ws, ..., wy,} le sous-espase de H;(0,1) engendré par w;, noter que cela
équivalente a dire que —w; = Aw;, w;(0) = w;(1) = 0 pour j = 1,....., ils sont fonc-
tions propres de I’équation laplacien avec zéro conditions Dirichlet sur les frontieres.

Dans notre cas on obtient:
\j = (jm)’etw; = V2sinjry j=1,2, ...

On recherchons des vy, (t) € V,, les solutions du systeme des équations différentielle ordi-

| (Lup(t),0) = (g(t),v) Yo € Vi,
U (0) = vor, (2.6)

U (0) = V1,

16



Ou vg,, et v, désigne les projections de vy et vy sur V,, t.q.:

Vom — Vo dans Hy(0,1) N H?(0.1).

V1m — U1 dans H&(O, 1).

2.4.1 Estimation 1

Considérons v = v/, dans (2.5) :

g , v, 1o 1 (1 Ov, ., v,
(Lom(t), ) = (gt i) = M [ (G (G o,
a 8Um ’ 821)m ’
- (a_y(a’(yat)a_y)a Um) + (b(ya t)at—ayvvm
Notons que:
aQ'Um ’ 1d / 2

(G tn) = 5 [

Et on obtient ’équation:

1d . 2 1 1 9
33 [t + M llom D) G o (O
/ a'U,:n a'Um
+ (l(t, Um,s Um) + (b(y7t)8_y7vm) + (C(y7t)a_y7
Si on note:
A ~
:/ M(s)ds
0
on a
T o] - 7o
o QWM(,yllvm(t)ll) = 273M(,Yllvm()||)llvm()ll
S| 1
A -
27 (7H O1) + (,y

17

)

)+ (ely, )75 o vn) =

[[om (2 )H)

lomOIF



ce implique:

/

d |1 1 1
7 2—M(§|| v (8)]1*) | + 27 M(;va( ) o (1
7 1 2
+——M m U, U, , 2.9
22 (VH @®I°) = 57 (,yH ()H) ; lom (@)l (2.9)
et de:
d d ! OUp, 5
Sl v vm) = E/Oa(y’t)(8_y> dy
! 0 ! OV, OV,
_ ,t—m2d+2/a,t—m—md,
[ a2 [ oy
donc:
/ 1d 1,
a(t,vm,v,,) = Eaa(t,vm,vm) — 50 (t, Vi, Um), (2.10)

ou:

Nous avons aussi:

o, 1 , 1 [tob,
ODG2 ) = G005 5 [ S (o)
1 [tob,
= =3 ] G (2.11)

On considérant de (2.9), (2.10) et (2.11) dans (2.8) on obtient:

o o]+ 3 T o) +

/ /

1d v 1 9 Y 1

el L M= A=

5 5O n) £ S O e (1 + 555 o O
0b ov ’

= 5 )+ [ SO+ )5 ). (212)

On a les majorations suivantes:

L |a/(t, v, vm)| < et Jvmll ol < et ol

2 | [, | < i

72

3. [(g,v)] < Llgl*+ 12

18



Donc:
1

v +| [ S| +[(0.00] < F o+ 5o + Callomtol 219

de (2.12) et (2.13) on obtient :

1dy, 2 1d[1.1 ,] 1d
5 t S0 | =M (= |on(t 5770t U, Umm
53t [in O] + 55 [0 Tom(0I)| 45 06 o)
' v ol 2
M m U —— M (= ||vm(t
T35 (7|IU OIF) lom(@)]1* T3 (7||U @I%)
1 / 2
< 519 + Ca o, @) + Callom®IP (2.14)
nous avons par hypothése v :
~ 1
M(; [om(@)[1*) > C [[om] [, (2.15)
a(t, U, V) > 0. (2.16)

Intégrer (2.14) sur [0,¢[ a contenu dans 'intervalle d’existence de v,,(t) solution de (2.6),

nous obtenons:

! !

2 t
O] + eI < Ko+ Ky [ (o105
0
tell que K et K7 sont des constant indépendant de m, en appliquant [’inégalité de Gronwall

(1.2) on trouve:

" o (s)]P)ds, (2.17)

’

U]+ om0 < € dans [0,7]. (2.18)

2.4.2 Estimation 2

2

/
m

Dans le systeme approximatif (2.6) nous prenons v = — 9 cela donne:
Y
1dyg. 2 1 0*v
-2 — M(=
s ol + 3 MG emI) G
0%, ov, v ov 0%,
t m>_—m b 7t_m7_ o 7t_m>_ o
Falt v~ GO G2 =) + (e ) G - )
v,
(g L Vm 2.19
(97 ayQ )7 ( )

nous avons:

L9 T[0a v, (%/ da Ov,, 81} _1
—/ = [6y8_y] — Sy 4 Y= (2.20)
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Notez que:

ov, 0%, ! ov,, 0*v,,
0052 =) = = [ b GEd

et de l'intégral par partie on trouve:

o, % 1 [*ob ov
by . t)—m 2 "my _— _ (MmN 2 g
((y,)ay, ayg) 5 an(ay)y
1 av;n 21y=1
O CGRRI, (221)
Remarque 2.7 Comme b(y,t) = ¢ t7 y’ alors
1 v, o B 0u (1,1) o 0w, (0,1)
—Ip(y ) (=2 qy=l o (2 2mA PN2 T (2 PmA T T2

qu’est positive, par Uhypothése o < 0 et ﬁ/ > 0. D’autre part:
ov 0*v, Lo v, | OV,

=2, 2 my = — =2 =y
(C(y7 ) ay ) 8y2 ) /0 ay |:C(y7 ) 0y :| ay

0v,, 81}
—c(y, t) =2 By o =, (2.22)

En rapportant (2.20), (2.21) et (2.22) dans (2.19) en trouve:
2

1d 2 1 9%v,,
37 ||Vm +2—72M(—H m()”) ’
1d [* PV [t 8zvm 9
r5 [ abnCGmray 5 [ daa G
Y9 [dadv,, 8v;n Oa Ov,y, 6vm 1
B e L e R Y
82/ dy dy | 9y dy oy 9y
8b (% 1 81};1 21y=1
Lo v, | Ov vy, 81} 8g 81}
[ Z eyt Zom gy — =2 “m 9.23
/an[dy)ay}ayy G2 = (B0 o)
Remarque 2.8 Notons par u(t) = 712 (1 [0]]?), nous avons:
/ 2'}/ 2 ~ ’y, v 1 2 2
t) = M— + =M (|l —M (—||lv v,
B = =M i) + < ol )00 D 33 Mol ) [l

et par lestimation (2.18) et M € C'([0, +oo[,R) en trouve par I’hypothése (H1) sur « et

B on a:

(u'(t)‘ <
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de (2.23) et (2.8) on a:

2

Ld 2 1 820m 1d
sai ol + 305 | 5| o 2 )dy)
B v, ( e, (= a) 0,0 (0, t)
+
7( Ay ’ gl = Ay ’
1 [t 0V o L9 [dadv,, ov,,
_5/oa(y’t)< o ) W +/0 0y [831 ay} Ty
da vy, v, o1 1 1 Ob Ov,
000 s 11O O,
Oy dy Jy 2),0y Oy
o v | Ov,, vy, U, dg Ov,
- [ g [ 0%] Graveetn 0 G + GL G,

Remarque 2.9 Nous avons l'identité:

Ovp, / 1o { 3vm] / ! 0%v,, / L ov,
0,t 1 —y dy= [ (1- dy— | Lray,
5’y( ) = By ( >ay y= O( y) R

ou:

Ov,, 0%v,, 0%*v,,
6_(07t) - 8 2 + ||'Um|| S O+ a 2 )
Y R Y~ 112001 Y~ 11200,
ov Lo T ov L 9% ov
—m(Lt)z/ —{—m}dyz/y mdy+/ —dy,
dy 00y [ Oy o Oy? 0 9y
ou: , ,
Oy, 0“Vy, 0“Vp,
_(Lt) = 2 + “UmH <C+ )
dy R dy £2(0,1) dy? L2(0,1)
par Uestimation (2.18).
Remarque 2.10 Nous avons:
! a ! ! !
a(y,t) = @—(a+7y)2>oet CA S
272 ¥ Ay Yy

B a// _|_ ’y//y a/ + ’yly ,y/

I

puis de 6/ =a 4+ on trouve

!

da vy O, 1 26y Oup, ov

_ Mz my=r 1 m —
ay ay ay y=0 ,}/2 ay ( at) ay ( 7t)

20y Ovy, o,
vy

_ B B v Oy,
v ), ayr () LR

+(

'y +ya” Qv ov,,
L) S 0.052(0.0),

21
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considérons par exemple:

By v, ov,,
— L) |—=—(1,7)] <
B ’ v S| v, 2 1
P12 — 1 < a2+
A " dy (1,t) +4>\ a —=(1,t)| , (deab < a +4b ),
' 1 ﬁl 1B/ a ’ ﬁ/ ,
2 _F Yl 1 2 1
sty > alors ( o ™ (1,t)?) peut étre éliminer par le terme ( ay ™(1,t)%) dans
B v ?
(2.2/).Le terme |—— a;(l t)| peut étre estimé comme dans (2.9), nous obtenons:
/ 2
B vy, |
B 1|0 1,t)] <C
v || Oy (L,¢) * oy |

avec une constant C' peut-étre différent, le méme argument est vrai pour le terme avec

v,
72(0,1).

Remarque 2.11 De [’hypothése sur « et B nous pouvons estimer tout les termes dans la

partie a gauche de (2.24) par C ‘8 v et C vaH2 puis par les Remarques au-dessus ,nous
modifions (2.2]) obtenir:
d |0, | d ! 0%v
— t)— | == — t )2d
dt va HO 5 15,2 dt OCL(y’ R
v, |7
< C i 2.25
< Co+ ayg ( )
82 d 82’0 2 / BQU 2 %
Substituer u(t)dt ay? dans (2.25 ) par — p u(t) |G| —w (@) ’Wéﬂ et par (2.8) en
trouve:
d 9 0%, |? ! 0V <4
t t t d
: [nv O+ | 0| + [ atw Gy
’ 2 ’ 82Um 2
< Co+ Ci v, O + [Jon, (D] 'a—yQ dans [0, 7], (2.26)
on note: )
*v ! 0*v
hon () = |0, (D)]|” + put (¢ / (=) 2dy | .
(v lum I+ lt) |G 0] + [ al(G) y]

Alors on a l'inégalité suivante:

dh,,
S < Co+ C1h2, + 02h2
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On intégrant sur [0,T] on obtient:

T

0

on pose:
K = h(0) + CoT et g(h(s)) = Crh2,(s) + Cohii(s),

donc d’apres [inégalité de Gronwall généralisée, 37,0 < Ty < T

ho(T) < GHG(K) + /T ds), 0<t<Ty,

a 0

h(T) < G (G(K) + 1),

A 1
G\ :/ s
13 Cis + Cys2

En particulier h,,(t) est borné dans [0, Ty indépendamment de m, i.e.

ou:

2
<C, (2.27)

0%,

a0

lon, (DI + u(t)

notez qui p(t) est strictement positif.

2.4.3 Estimation 3

Prenant v = v/’ (t) dans le systéme approximatif (2.6) nous obtenons:

v o) ov
" 21 m " o i m "
0] = ute) (Gogit) = [ o Jatwn iy

1 / 1
ov. ov,,
+ by, t)—="v_dy+ ) —=0" d

0 0

:(Q;U%);
on a:
(o/+7y)2 moy
¥ 27%’
7/ _ ’ﬁl O/l S 2(@)%7
donc:
mo Oé/—i_ﬁ)//y 2
) = —2
a(y7 ) 272 ( ~ ) )
myo a +7'y 2 mg
t < — = < —
la(y, ?)] 272+ ( S ) la(y, t)| < ~E
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et: — = ——— donc
dy ¥ gl
dal oMo
dy| —  7?
et ona c(y,t) _ 2 Fvy_edvyy donc
7 i Y
ey, 0)] < (20 4 ¢
C E— R
Y, = 72 9 0,
et de: ) , )
+7y 2myg)2
by, 1) = —2( LYY o oy, 0y < 20
v v
donc:

0%*v
"2 mo "
il =t (G ) + [ 2 fatwn G2

1 ovl, 8
— [ byt v d / .t Um v dy + (g, v
/(y)ay y — O(y)ay Y+ (9,v)

0

! 0?v,, 0 OV, o’ OV, "
— [WO55 4 5 a0 %2] — o052 = et 5 + gl
v, O OV, ov! 0
< —\[u(t = ml m _ “m -
< 5[OG04 a0 %] -0 52 - 02 vl Fun

Des premiers et deuxiemes estimations (2.4.1), (2.4.2) on a :

[\Dlr—t

donc:
W (t)]> < C, dans [0, Ty)]. (2.28)

2.5 Preuve des théoremes

2.5.1 Preuve de Théoreme 2.4

L’Existence

Dans cette étape nous prouvons que les estimations obtenu au-dessus sont suffisantes pour
passer a la limite dans I’équation approximative (2.6).

Vu (2.18), (2.27) et (2.28) un sous-séquence représenté par (vy) peut étre extrait de v,
tell que:

vp —* v converge faiblement étoile dans L>(0, Ty; Hy(0,1) N H?(0,1)), (2.29)
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v, —* v’ converge faiblement étoile dans L>(0, Tp; Hy(€2)). (2.30)

En particulier v, —* v dans L>(0, Ty; H}(Q)), et par I'injection compact de L*°(0, Ty; H{ (0,1))

dans L?(0,Ty; Hi(2)), on a la convergence forte.
vx — v converge fortement dans L*(0, Ty; Hy (). (2.31)
De plus (2.28) implique:
vy — 0" converge faiblement dans L>(0, Tp; L*(€2)). (2.32)

D’hypothese (H1), (H2) et les estimations (2.18) et (2.27), nous obtenons:

1 .1 , 2 8211
(SC 10173 ) < €. dans 0.7l (2.33)

. > . ’ 7 2 7
Et comme 'image par M d’une suite bornée est bornée, alors [|v/ (t)|“est bornée donc,
2
0“v,,
oy?
Donc on peut extraire une sous suite vy t.q.:

1 .1 ’ 2 82Uk R
(ﬂ(; Il >a—yg) v

est bornée aussi.

Reste a déterminer Y.

Lemme 2.12
(2.34)

avec v est la limite de (2.29).

Démonstration. Soit p(t) = %M(% lok()]]) et u(t) = HM(E o@)|]*) & cause de
(2.34), pour chaque w € L*(0, Ty; L*(0,1)) on a:

To 32?} To 621}
/O (= lt) g ) = / (= ) G )+

o> Oy’
n / " et) — ()] <%—;§,w>dt. (2.35)

Par (2.34) le premier coté droit intégrant de (2.35) va tendre a zéro quand k — 400 et le
deuxieme par (2.27), aussi va tendre a zéro. Pour analyser le troisieme membre du droit le

c6té de (2.35) nous employons I’hypothese (H2) sur M(\). Alors, nous avons:

15 (8) = u()] < C[loe®I = @17 = C Moe@®l = @ el = 0@ -
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Comme M est de C'(]0, +-00[ : R) donc elle est lipshtizienne et on a

S 1) = 58 o) | < 5 [0l = (o).
donc:
) — p(0)] < C Joelt) — v @) (lox®)]| + o))
de (2.31)

|1y, () — ()] = 0.

Alors, de (2.31), estimation (2.18), (2.27) que le dernier terme de (2.35) va tendre a zéro
quand k£ — 4+00. =

Par I'Intégration par parties nous obtenons:
a(t, vy, w) — a(t, vy, w) faiblement dans L*(0,T; L*(0, 1)),

et:
ay(a(y,t) o ) — 8y( al(y, )ay) faiblement dans L°(0,7’; L(0,1)). (2.36)

Nous avons aussi, par la méme discussion:

vy, o'

b(y,t) — by, t)—— faiblement dans L*(0,T; L*(0,1)), (2.37)
31/ dy
vy, ov . . 2 2

c(y, t)a—y — c(y,t)a—y faiblement dans L=(0,7"; L=(0,1)). (2.38)

A cause de (2.32), (2.34), (2.12), (2.36), (2.37) et (2.38) nous prenons m = k dans le

I"équation approximative (2.18) et si k — 400 on a:

v

(Lv,w) = g, Yw € L*(0, Ty; L*(0, 1)),

ou:

Lv =g, dans L*(0,Ty; L*(0,1)), (2.39)

de (2.29), (2.30) and (2.32),le systeme

(ivm, g) — (iv, g) :

donc les conditions devient:

v(0) = vy et v'(0) =v; dans Q .
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L’Unicité

Si v et v sont deux solutions dans les conditions de (2.4), alors w = v — ¥ satisfait:

1 -1 5,0% 1 0?0
w' — =M= ||v||")— + = M D
7 (7 [ v]] )8y2 7 ( [l )8y
0 ow ow’ ow 9 5
2 a5+ bl 5+ )G = 0. dans 20Ty £20.1), (240

w(0) = w'(0) =0 dans et w=0 ]0,1[ x ]0,Tp].
Multiplions (2.40) par w’ et intégrons sur ]0, 1], nous obtenons:

1d )
2dt (>’+T (—H()H) ; lw (@l

1d [* ow 1! ow ! ow’ ! ow
—— dy — = "(y,t)(=)*d b(y,t 'd t)—w'd
53 | el 2/Oa<y, WG+ [ Gty + [ el Gy

1.1 oo L 1 (%
- {ﬁM@ o)~ 0 101 (G20, (241
1 -1 9. d 1d, 1 1 2
2—72M(§HU(15)H )2 lw®)” = §d—(,y— (;H vOI) lw(®)] )+ ( lo@)I1*) w(®)]
1
~ 50 (— lo(®)]1” )—(— lo()]1” )||w( )| (2.42)
/0 by, )%w/w’dy:—l 22( Ny, (2.43)
On considérant dans (2.32) et (2.33) dans (2.31) nous obtenons:

& (W + 3¢ P eI + [ a0 ran)
< ¢ (Jw®F + lw@)?)

par l'intégration sur 0 < ¢ < Tj, nous avons:

g2 Lol 2 2 ! dw 2, L
(!w OF + ZME @I lle @ +/0 a(y, )(03/) dy) z [ O+ (—Hv( ) (@)

Comme M est de C*([0, +oo[ : R)

! (1) + %M(% lo@I?) [w@? > [w' @) + %c lw(®)].

Alors
[ () + [[w(®)]]* < Co / (1 () + w(s)]?) ds

Cela implique w = 0 par linégalité de Gronwall (1.2).
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2.5.2 Preuve de Théoreme 2.3

Si v est la solution de (2.4) nous considérons la fonction:

u(z,t) = v(y, ), =a+y. (2.44)
Nous avons aussi:

9y, t) = fla+y,t), (2.45)

vo(y) = u(z,0) = uo(a(0) +~(0)y), (2.46)

vi(y) = u'(2,0) = w1 (a(0) +v(0)y) = (/(0) +~'(0)y)ug((0) + (0)y), (2.47)

la fonction u(z,t) de (2.44) est la solution de (2.3).

r—«
v

(1) = ( 1),

de Q dans ]0, 1[ x ]0, Ty[ est de classe C? et on a:

o%*u 1 0%v

@(l‘,t) = ?a_y@’t)’ (2.48)
0 ov o' v
" — 1 _ il e g 24
at) = 00) - o (a0 ) 6O ) el O (249
T —a
avec y =
! O ou\? 1 [ o)’
— | dr = —/ (—) dy, 2.50
/oz(t) (89@) vJo \9y Y (2:50)
de (2.48) et (2.50) on a:
1 [P0 ou)\? Pu r—«
" — M - o _— = L = . 2 1
u’(x,t) (7 /a(t) (Gx) dx 92 v(y,t), avecy > (2.51)

Alors u résoudre (2.1), avec initiale conditionne ug et uy, la régularité de v donnée par (2.4),
implique la régularité de u donnée par (2.3).

De (2.48) et (2.51) nous avons 1’équivalence entre les problemes (2.1) et (2.5) ,alors si u
et & sont deux solutions de (2.1) donné par (2.3), alors v et 0 obtenus par (2.44) est des
solutions dans les conditions de (2.4).

Donc nous avons l'unicité pour v et v i.e.: v =10 et u = .
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Chapitre 3
Quelques résultats numériques

Dans ce chapitre, on applique les différences finis pour obtenir quelques résultats numériques

sur le probleme étudiée. Dans notre cas on considere (3.1) avec

1 1+kt u
u’ = —sin(rx), u' =0, M (u)=(2 +/ (=—)%dx) et f =0,
2 1k Ox
et on veut résoudre le probleme
0%u LHEE O 0%u
— — (2 d =0 d
ot? ( +/1 kt(8x> x)ﬁxQ 0 dans @
u =0 dans 3, (3.1)
u(x,0) = 3 sin(mx) , Ou —(2,0) =0 —1—-Fkt<z<l1l+kt.

ot
3.1 Approximation par différence finie

Considérez les approximations suivantes du dérive pour résoudre I’équation (3.1)

gl = Tap o rlowl
ou; uf — uffl
o' At 7
du i _ u;—‘—l B uz
Oz Az
Ou Uiy —2u] +ul_, 2
ox? = Az? + 0]
Pour i =1........ m—1,etj=.... n — 1, quand
At
A= —
Az’
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en remplacant ces termes dans équation (2.1) nous obtenons:

- . - ,
ug+ — 2ul 4 ! 1kt ,J

21 Uiy1 — Uf 2 U?+1 - 2“3 + Ugﬁ
A foe] = (f () ( =

—1—kt

+ [0 (Aaz)Q} =0.

en omettant tous les termes de O {(At)2 : (AI)2} nous avons le schéma de I'explicite
. . . Y . o
wlth=2ul —ulT 4+ N2 +/ (%)Qdaz) (ulyy —2u! +ul_y). (3.2)
—1—kt L

Nous exigeons aussi que la solution discrete satisfasse les conditions de la limite dans

J_ ,J —
Uy =y, 1 =0 n >0,
nous avons besoin de savoir que
0_,0
up = u (),
pour écrire le schéma de la différence fini nous avons laissé u/ € R™, alors le schéma de la

différence au-dessus peut étre écrit:

=2 (1- A’D) ul + \?D (u{Jrl + ug_l) —ul !,

ou
-1 0 0
1 -1
. . . 1
W =Buw —wt A= N 0 1
1 0
0 0o 1 -1
Telle que:

Lkt o d E
D=2 +/ (- )2y =2 +/ (Au))*dz,

1—kt Az 1—kt
2(1—A°D) A’D 0 ... 0
A\°D 2 (1—A°D)
B = 0 :
A’D
0 0 MD 2(1-X°D)
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3.2 Algorithme de programme

fonction de Kirchhoff
fonction U = sol Kirchhoff(n,dt,tf, k,u0)
input
n/le nombre de points pour chaque intervalle
dt/ temps
tf/le temps final
nf = ceil(tf/dt)
k/vitesse
x0
x0

linspace(-1,1,n+2)
x0(2:end-1);int x0 = x0(2:end-1)

h =var /le pas de 1l’axe x
r=1/h
¢=dt/h /controle de stabilité
u0 = (1/2) * sin(pi * x0) /la condition initiale
U = [u0, u0]
= eye(n) /diagonale
R = diag(ones(1,n —1),1) tri-diagonle
A=rx (] — R/) tridiagonal
matrice wave=zeros(length(z0),2+1length(nf))
wave (:,1) = (u0) /onde 1
wave (:,2) = (u0) /onde 2
output
for tn=3:nf
x = linspace(—1 — k x dt x tn, 1 + k * dt x tn,n + 2);
r=x(2:end—1)
h = (2(2) - 2(1));
r=1/h;
¢ =dt/h;
vecteur ux = AxU(:,2); de dérivée en x
le carré uxr = ux.”2 du vecteur de vitesse
fonction trapez M = 2+ trapz(z,uzr) pour le vecteur de masse

matrice B=Mxc2xR+2%x(1— M xc"2)x I+ M *c 2% R/ tridiagonel
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U2=BxU(:,2)—U(:,1) / les solutions de probléme
/matrice de solution

U=1[U(,2),U2];

U2 / la solution sous forme un onde

wave(:, tn)

end

3.3 Exemples

Dans la suite on donne deux exemples avec k = 0.2 et £ = 0.8.

t=0.75

t=0.50

4+ - =
1 -
|

4 —

O___
AF--
2

+ —= = -

R [
1

O___
AF--
2

t=1.50

t=1.25

t=1.00

4+ - =
1 -
|

S —

O___
AF--
2

t=2.25

t=2.00

t=1.75

t=3.00

t=2.75

t=2.50

t=3.75

t=3.50

t=3.25

(—1—0.2t,1+0.2t)

Figure 3.1:
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudié le modele de Kirchhoff pour une corde vibrante a longueur

variable. ) a0 ,

0*u ou.,,  0u

W — M(\/a(t) (%) d.ﬂ)@ = f(l',t) dans Ute(O,T) Qt,

u =0 sur Uye(o,r) 08,
0

u(z,0) = ug(x) , 8_1:($’ 0) = uy(x) dans ).

Et obtenir l'existence et 1'unicité de la solution locale, on a utiliser un changement de
variable pour transformer le probléme a un probleme posé dans intervalle fixent. Ensuite on
a appliquer la méthode des estimations priori avec argument de compacité pour démontrer
I'existence est 1'unicité et de déduire le meéme résultat pour le probleme originale. Un

approche numérique, par les différences finis, est illustré avec quelque exemples.
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Résume

Dans ce travaille on démontre I'éxitence et I'unicité d’une solution locale de
I’équation de Kirchhoff dans un intervalle avec une frontiére variables.
Quelques exemple numérique, obtenus par différences fini, sont aussi
présenté.

Mots clés : Equation de Kirchhoff, domaine non cylindrique, solution locale,
estimations a priori, differnces finis.

Abstract

In this work we are verifications are given the local solution of a kirchoff
equation in domain with moving boundaries. In addition some numerical
application.

Keywords: kirchoff equation noncylindrical domain local solution




