REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF - M’SILA

Fa}culte des Sciences . . Domaine : Sciences de la matiére
Département de Physique 11 Filiére : Physique

\ Option : Physique des Particules a
dluuoll - Laliubgy 200 daola ;
Université Mohamed Boudiaf - M'sila haute Energle

Memoire présenté pour ’obtention
Du diplome de Master Académique

Par: Saidoune Cherif

Intitulé

Effet de casimir en présence des

longueurs minimales

Soutenu le :01/06/2017 devant le jury compose de:

Bouferrache Karim Université de M’sila Président
Sabri Youcef Université de M’sila Rapporteur

Debabi Mourad Université de M’sila Examinateur

Année universitaire : 2016 /2017




Dédicace

Je remercie le Bon-Dieu pour m’avoir donné la force
d’accomplir ce travail pour aller plus loin In Chaa Allah. Je
dédie ce travail a mes parents, pour leurs encouragement et
leurs aide, et soutien et surtout les sacrifices qu’ils ont fait

pour nous voir réussir. Je le dédie aussi a mes freres et
seeur A toute ma grande Famille Saidoune A tous mes amis
et mes professeurs sans exception A tous ceux et celles qui
m’ont aidé et encouragé de prés comme de loin, parmi eux :

l’enseignante Sabri Youcef et Baadji Nadijib. A tous les

enseignants de département de Physique a ['université de

M’sila

Saidoune Cherif




Remerciements

Je remercie Dieu tout puissant de m’avoir donné le courage,
la santé, la patience jusqu’a l’achevement de ce mémoire Je
tiens, avant tout, a exprimer ma profonde gratitude a
Monsieur le Professeur : Sabri Youcef , mon promoteur. Je
le remercie pour sa gentillesse et sa disponibilité, j°ar eu le

grand plaisir de travailler sous sa direction.

Mes remerciements a tous les membres de jury qui ont
acceptés de juger ce travail et d’y apporter leurs cautions.
Mes remerciements vont aussi a tous ceur qui ont contribué
de prés ou de loin a la concrétisation de ce travail pour
leurs conseils, leurs encouragements et leurs soutiens. Mes
remerciements vont également a tous les enseignants du

département de physique et mes colleques de promotion

Physique Master (2) de U'année 2016/2017.

II



Table des matieres

1 Introduction 1

2 Meécanique quantique déformée 4
2.1 Longueur minimale . . . . . . . . ..o 4
2.2 Principe d’'incertitude généralisé (GUP) . . . . . .. .. . ... ... ... ... 5
2.3 L'espace de Hilbert . . . . . . . . . .. .. 7

2.3.1 Représentation dans l'espace des impulsions . . . . . . . ... ... ... 7
2.3.1.1  produit scalaire et relation de fermeture . . . . . . ... .. .. 9

2.3.1.2  Fonctions propres de 'opérateur de position . . . . . .. . . .. 11

2.4  Quasi-représentation de configuration ‘Etats & localisation maximale . . . . . . . 12
2.4.1 Etats & localisation maximale . . . . . . . . ... 12
2.4.2 Quasi-représentation de configuration . . . . . . .. ... L 15

3 Effet de casimir standard 19
3.1 Quantification des champ électromagnétique . . . . . . . . .. ... ... ... 19
3.2 Propagateur . . . . ... 21
3.3 Fluctuations de vide . . . . . . . . ... 22

4 Effet de casimir en présence des longueurs minimales 26
4.1 Quantification de champ de Maxwell en présence de longueurs minimales . . . . 26
4.2 Energie devide . . . . . . 28

5 Conclusion 34

11



Table des figures

3.1

4.1

0.1

Casimir entre deux plaques paralleles . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 22

Longueurs d’onde de Compton associées aux 'impulsion k3 (solide), ps ( point)

pour S = 0.01 et cas standard (tiret-point) par rapport au nombre quantique n . 29

Force de Casimir F [eV//nm?] par rapport a la séparation des plaques a [nm)]

pour différentes valeurs de la longueur minimale. . . . . . . . . ... ... ... 35

v



Chapitre 1

Introduction

L’effet Casimir est généralement défini comme le phénomene physique qui montre que
I’énergie du point zéro est non nulle. Il est donnée par les fluctuations de vide de n’importe quel
champ quantique s’il existe des conditions aux limites sur les modes de champ. Dans I'article
original de Casimir [1], I'énergie est le résultat de la différence entre 1'énergie de vide du champ
électromagnétique dans deux configurations différentes : Un volume rectangulaire Bornée par
deux plaques conductrices paralleles séparées par une distance a , le long de I'axe z, et celle du
méme volume non délimitée par des plaques conductrices. La force de Casimir est alors définie
par la différentiation habituelle de I’énergie de vide par rapport a la distance a entre les plaques.
Dans Réf. [2] effet Casimir est obtenue en considérant la force relativiste de van der Waals
entre les plaques métalliques.

Expérimentalement, cet effet peut étre mesuré avec une grande précision ( voir par exemple
[3] et [4]), mais il faut de noter que la mesure de la force de Casimir entre deux plaques par-
faitement conducteurs et paralleles est techniquement tres difficile. Habituellement, la force de
Casimir est mesurée entre des plaques et des spheres pour surmonter le probleme du parallélisme
entre les plaques [5].

L’effet Casimir a également été largement étudié du point de vue théorique en raison de sa
connexion avec la physique au-dela du modele standard de la physique des particules. Dans la
littérature, il existe plusieurs travaux qui traitent les corrections apportées a I’énergie de Casimir
due a existence des longueurs minimales (voir [6], [7]), ou des dimensions supplémentaires [§]

et aussi due a la non commutativité de I’espace-temps [9].



L’existence d'une longueur minimale dans la théorie limite explicitement la résolution de
petites distances dans 'espace-temps. Cette échelle se pose naturellement dans les théories de la
gravité quantique sous la forme d’une incertitude minimale effective dans les positions Axg > 0.
La théorie des cordes, par exemple, prédit qu’il est impossible d’améliorer la résolution spatiale
inférieure a la longueur caractéristique des cordes (Refs [10, 11, 12]). Par conséquence, ces
études donnent une correction a la relation d’incertitude position-moment qui est liée a cette
longueur caractéristique. Dans une dimension, cette longueur minimale peut étre implémentée

en ajoutant des corrections a la relation d’incertitude de la maniere suivante

AxAp > g [1+,3(Ap)2+7] ., B,7>0 (1.1)

ce qui implique 'apparition d’une incertitude minimale finit Azg = hy/B. Le développement
d’une théorique quantique généralisé qui implémente 'apparition d’une incertitude minimale
non nulle des positions est décrite en détail dans la réf. [13]. Réf. [14]. Souligne que 1'éq.
Généralisée (1) contient uniquement le terme de premier ordre d’'une expansion en fonction
de parametre de longueur minimale. La relation d’incertitude modifiée implique un petit terme

de correction a la relation de commutation d Heisenberg habituelle :

[,p] =ik (1 + Bp*) (1.2)

Contrairement a la mécanique quantique ordinaire, dans ces théories, les états propres de
I'opérateur de position ne sont plus des états physiques dont les éléments de matrice (x | 1) au-
ront I'interprétation physique directe sur les positions. On est obligé d’introduire la < représentation
quasi-position >, qui Consiste a projeter les états sur 'ensemble des états de localisation maxi-

male. Ces états de localisation maximale ‘w;”l> minimisent 'incertitude (Ax) ) = Az sont

|t
centrés autour de la position moyenne <1/J;"l |z w;"l> =z . Dans le cas de la commutation ordi-
naire et des relations d’incertitude, les états de localisation maximale sont la position habituelle
des états propres |z), pour lesquels U'incertitude dans Position disparait.

Apres avoir donner une introduction ou on parler sur ’effet Casimir et le principe d “incertitude

generalise, nous allons formuler la mécanique quantique basée sur un principe d incertitude



généralisé dans le chapitre 2.

Dans le chapitre 3, nous allons étudier l'effet Casimir dans le cas habituelle ou nous
discuterons la quantification du champ électromagnétique et le Fluctuations de vide (Deffet
casimir simple).

Dans la chapitre 4, nous étudierons l'effet Casimir en présence des longueurs minimales.

Et on termine ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 2

Mécanique quantique déformeée

2.1 Longueur minimale

Les études récentes en théorie des cordes et en théorie de la gravitation quantique pro-
posent des petites corrections a la relation d’incertitude de Heisenberg [16, 17, 19, 20]qui im-

pliquent une incertitude minimale non nulle (AX) sur la position correspondant a cette

min
longueur élémentaire. Cette incertitude minimale peut étre vue comme étant une conséquence
du caractere "flou” (fuzzy) de 'espace temps a des échelles de distances de 1'ordre de la longueur
de Planck [, = 107%m , ou aussi comme une limite naturelle exprimant la nature non ponctuelle
des particules élémentaires [21].

En effet, le caractere ponctuel des particules est un postulat de base en mécanique quan-
tique ; I'une des conséquences fondamentales, qui en découle est la localisabilité des particules :
a des énergies suffisamment grandes, la position d’une particule peut étre mesurée avec une
incertitude arbitrairement petite. Ceci est traduit par la relation d’incertitude de Heisenberg
habituelle [16].

La notion de longueur élémentaire en essayant de l'introduire dans le traitement des
problemes physiques, en mécanique quantique, via des corrections aux relations de commutation
canoniques. Le formalisme général de cette nouvelle algebre de Heisenberg modifiée a été étudié
par Kempf et ses collaborateurs [16, 17, 20].

Dans la section qui suit, nous allons présenter une approche [18] qui généralise le principe

d’incertitude de Heisenberg en tenant compte de cette notion de longueur élémentaire.



2.2 Principe d’incertitude généralisé (GUP)

Pour montrer comment incorporer la notion de la longueur élémentaire (minimale) [,,
en mécanique quantique, nous allons suivre Uapproche de GUP [18, 24].Dans ce contexte, on
postule que lorsque 'on augmente arbitrairement 'impulsion p de la particule, le vecteur d’onde
k ne doit pas dépasser une certaine valeur maximale de l'ordre de 1/1,,, [18].

En conséquence, on aura des déviations par rapport a la dépendance linéaire, (? = h?)
lors que p approche Iéchelle (i/1,,) .on suppose une relation p = f (k) entre k et p. Cette fonction
doit étre impaire est bien définie, et la fonction inverse doit approcher asymptotiquement une
valeur de l'ordre (1/1,,) lorsque p tend vers I'infini[18, 24, 35, 36].

on pose que :

p= lﬁtcm (lnk) . (2.1)

m

En utilisant le développement :

tan (y) =y + % + e :
au deuxieme ordre en l,,,P s’écrit :
l2
p = h(k + ?mkg + ). (2.2)

Supposant que le commutateur entre Xetk garde la forme standard,c’est-a-dire [)/5 , A\(k:)] = i0;;

, et utilisant la relation générale :

on obtient la relation de commutation définissant 1’algebre de Heisenberg modifiée :

(X, P(k)] = ig—g (2.3)

La relation (1.2) donne :



Or, on a

Alors on trouve :

[)?, ﬁ(k)} — i (1 + (%)2152 b ) .

En introduisant un parametre 3 , relié a la longueur minimale par :

B = (Zﬁ)Q, soit Iy, = h\/ﬁ,

on aboutit a la relation de commutation suivante :

Lﬁﬁ}:ﬁdﬁ+ﬁﬁl% ........ ). (2.4)

En mécanique quantique, la relation de commutation est reliée directement a la relation d’in-

certitude a travers la formule :

anam 3 (a5
ce qui donne :
(AX)(AP) 2% <g—IZ>|. (2.5)

au premier ordre du parametre, la relation d’incertitude modifiée aura la forme suivante :

(AxxAP)2§<1+ﬁ<ﬁ§),

. 2
en utilisant la définition de ’écart quadratique moyen : (AP)2 = <P2> — <P> , on peut écrire :



(AX)(AP) >

|

{1 + B(AP)? + 3 <13>2} :
(AX)(AP) > g {1+ B(AP)* ++}, (2.6)

0\ 2
v=25 <P> ,

ou (3 et v sont des parametres positifs. Le parametre (3 est relié a la longueur élémentaire a
travers la relation l,, = hv/3; v dépend de la valeur moyenne de 'impulsion par la formule
v = B(P)*, En mécanique quantique ordinaire (3 =~ = 0).

La relation d’incertitude (2.6) implique une incertitude minimale non nulle sur la position ;
elle a été étudiée rigoureusement par Kempf et ses collaborateurs [16, 17, 25]. Dans la section qui
suit, nous allons nous baser essentiellement sur la référence [16], pour présenter le formalisme

de la mécanique quantique découlant de cette algebre modifiée.

2.3 L’espace de Hilbert

Maintenant nous allons construire une représentation de ’espace de Hilbert a partir la
relation de commutation déformée, il est plus simple de travailler dans ’espace des impulsions
qui permet d’explorer les conséquences physiques d’une longueur minimale d’une maniere est
plus facile [16].

2.3.1 Représentation dans ’espace des impulsions

Considérons I'algebre de Heisenberg associative générée par les opérateurs X et P , satis-

faisant a la relation de commutation :

X,P|=in(1+p8P2), B>0. (2.7)
X P| =in(1+5P)

La relation d’incertitude correspondante est :



(AX)(AP) >

| St

(14 B(AP)* +7), (2.8)

v =8 <13>2 . (2.9)

Pour un AX fixe, I'inégalité (2.8) est satisfaite dans U'intervalle : [AP_, AP, ]|, tel que :

(AP)? — 2(}?;() (AP) + (H_W) >0

AX

delta = b* — dac = (2 I3

)*—4

AP, =

—b+ Vdelta  AX + \/<AX _otl (2.10)

242
2a hp h3 ) p
La plus petite valeur de AX est celle qui correspond a une racine double, c.-a-d., AP, = AP_,

soit :

(AX)o\* 7 +1_
( W ) I
(AX), = h/B (v +1). (2.11)

.La valeur minimale (AX) ., correspond & v =0 <<ﬁ> = 0).

(AX),5n = h/B (2.12)

Dans I'espace des impulsions, ou X et P agissent sur les fonctions ¢ (p)= (p | ¥), ces opérateurs
peuvent étre considérés comme des fonctions des anciens opérateurs T et p , satisfaisant la
relation de commutation canonique :[Z, p] = ii. Alors on peut trouver une représentation de X

et P qui vérifie la relation de commutation modifiée (2.7). La réalisation la plus simple s’écrit :

X =(1+8p)7 P=p (2.13)



oul'on a :

pY (p) = pv (p),

50 (0) = ih 0 9),
Alors, X et P sécrivent explicitement :
. b 0 .
X =ih(1+ Bp°)5-1(p), P=p. (2.14)

dp
Il est facile de s’assurer que cette réalisation vérifie bien la relation de commutation (2.7). Il est
important de souligner qu’il est possible de trouver une représentation plus générale en ajoutant
un terme 7 f(p) a opérateur X ¥ étant une constante et f(p) est une fonction arbitraire de p .
L’importance de cette représentation réside dans le fait que la valeur de 74 peut étre choisie de

facon a rendre X auto-adjoint sans altérer les valeurs propres des observables physiques [22, 23].

2.3.1.1 produit scalaire et relation de fermeture

La condition la plus importante que doit satisfaire la représentation (2.14), est la préservation
de la symétrie des opérateurs XetP , pour que leurs valeurs propres soient réelles. Du moment
que P nest pas modifié, alors sa symétrie est évidente; il n’en est pas le cas pour I'opérateur

X .En effet, la condition de symétrie s’écrit [16] :

Wl(@]p) = ((¥]2) @) - (2.15)

Il est facile de voir que cette condition n’est pas satisfaite par rapport au produit scalaire

ordinaire :

“+o00

<W@—/@W@mﬁ

—00

Pour que 'opérateur X soit symétrique, il faut modifier le produit scalaire de la facon suivante :



“+oo

Wle = [ 0 et (2.16)

— 0o
Le facteur (1 + Bp2)71 est nécessaire pour éliminer le facteur correspondant de 'opérateur X

.En effet :

—+00

wl@le) = [

—00

dp
1+ Bp?

V*(p) {iﬁ(l + 6192)6%90(19)

—ih / dpwp)%so(p).

— 00

En intégrant par parties et en tenant compte que v (p) et ¢ (p) sont nulles a I'infini, on obtient :

—+00

(I @l = —in [ ap (a%m) op).
D’autre part on a : h
(1019)14) = 701 A [ s w)] oo
— —ih po (a%w*(p)) o(p).

Ceci montre bien que X est symétrique par rapport au produit scalaire (2.16). La modification

du produit scalaire implique une nouvelle relation de fermeture; celle-ci devient :

+oo

/ Doy i =1 (2.17)

1+ Bp?

— o
En insérant cette derniere relation dans le produit scalaire de deux vecteurs propres de I’'opérateur

impulsion, on obtient :

10



“+o00

W' 1) = / D ) ) o)

1+ Bp

— 00

On en déduit, immédiatement, la nouvelle relation d’orthonormalisation :

p|p)=Q0+6p)s0m-1). (2.18)
2.3.1.2 Fonctions propres de ’opérateur de position

Dans 'espace des impulsions, le probleme des valeurs propres de l'opérateur X s'écrit :

B 08) ot () = ), (219

ou, (p) = (p | x), |r)étant un vecteur propre de X ayant une localisation infinie ((A)A()‘;Q =0)
, donc il ne représente pas un état physique car la relation d’incertitude généralisée ne permet
pas l'existence de tel état. Les fonctions ¢, (p) seront considérées alors comme des ”fonctions
propres formelles” de I'opérateur de position. La solution de ’équation (2.19) est donnée par la

formule suivante

Ve (p) = cexp( i \/_arctan\/_ )

¢ est une constante de normalisation, elle se calcule en utilisant la relation (2.16) ; on obtient :
+oo

] */ dp cc'm
= cc = ,
L+pp* VB

—00

VB

(e

Alors, les fonctions propres normalisées de I'opérateur de position ont la forme :

A (p):\/?exp( i \/_arctan\/_ p) (2.20)

En utilisant les relations (2.18) et (2.20), on peut montrer que la nouvelle relation de fermeture

11



satisfaite par les vecteurs formels|z) a la forme suivante :

“+oo

dp B
/ s o) fol = 1 (2.21)

—00

Calculons maintenant le produit scalaire entre deux états formels |x)et |2) :

+oo
d
@) = [ T ) o)
+oo d ,
= 7/3_/ 1 —i—%pQ erp [—z’<xh_\/% )arctan\/gp]

en pose  y = arctan (v/Bp) — p = ta:}%y) et dp = \/Bc?;?(y) avec —5 <y <73

e,

Wl

-(x e [_i@h?/%,)yH avec exp (ix) = cos (x) + isin (x)

! _ 2P sin x_xlﬂ
(| ) = oy Py (Zh\/ﬁ ) : (2.22)

2.4 Quasi-représentation de configuration :Etats & localisation maxi-

male

2.4.1 FEtats A localisation maximale

Les états a localisation maximale autour de la position = sont, par définition, des états

|2/J§3m> satisfaisant les deux conditions suivantes :

(vt | X ) =, (2.23)

12



(AX)) gy = (AX)

min

|wlm
T

Rappelons que(AX), . représente la plus petite valeur de I'incertitude minimale (AX),; cette

min
valeur correspond a <ﬁ >:O. On sait, en mécanique quantique, que la relation d’incertitude peut
étre établie en exprimant que la norme d’un vecteur d’état est positive. En effet, a partir de la

condition :
X - <)?> + M (13 - <13>) )| >0, (2.24)

<[)A( , ﬁ]> étant imaginaire, on obtient :

(ol - (20

2 (AP)?

)
|

S

)
~~——"
N—

<

\/
(V4
\-O

qui implique immédiatement la relation d’incertitude :

AXAP > % K[}?ﬁm (2.25)

I1 est clair que pour qu'un état |¢))obéisse a I'équationAX.AP > % )< [)?,]3} >) , il faut qu’il

satisfasse a la condition :

X <)?> + M (13 - <13>> ) = 0. (2.26)

2(AP)’

Dans l’espace des impulsions, cette derniere équation prend la forme suivante :

(s - () + =20 (5 ()} oo 0.

La solution de cette équation s’écrit :

dp
(1+5p?)

/%:/ @  (+8AP) + () @)
¥ ih 2(AP)’

13



(1+8(AP)" + (9)*) (9
2(AP)?

pdp
(1+BP?)

-/

X 1+8(AP)’+(5)? ) (P)
erp KMB = 2(AP)2p ) )} arctany/Bp
Y (p) =N (148 2)1+B(AP)2-2H17>2 ’ (2.27)
+ Bp 4(AP)

Les états a localisation maximale correspondent au cas <ﬁ> =0ou AX = (AX), .. = h/B .
Ce qui implique AP = \/LB . Alors, en remplacant dans I’équation (2.27), on obtient ’expression

des états a localisation maximale :

Qplmm (p) =N (1 + 5]92)—1/2 exp (—ih%arctan\/gp) , (2,28)

calcule La constante de normalisations N en utilisant la formule (2.16) :

T e,
Z (1+ Bp?) dp=1

en pose que \/Bp:tan(y)—>dp:\/§6d+s2(y)avec%<y<§

s

_N? 9 O N? [z 1 sz’n(2y))} _ Nz
=— [ cos®(y)dy = — |2, = — | =—=
\/B_W w)dy \/3{22(y+ 2 2V

2

N =22 (2.29)

Les états (2.28) généralisent les ondes planes (les fonctions § ), dans I'espace des impulsions
(des coordonnées), qui représentent des états a localisation maximale en mécanique quantique
ordinaire. Contrairement aux ondes planes, maintenant, les étatslwim>sont des états physiques ;

la valeur moyenne de I'énergie n’est plus infinie. En effet :

14



Py (p) = py!™ (p)

<wlm

\/ﬁp:tan(y)—>dp:\/gd—y2()avec_—<y<—

P(Py!™ (p)) = p*i™ (p)

wlm> Qf/ +5p L

2m

en pose que

1 1 L | 2
=g [ ot o= s [ (v =2 )
1

= —. 2.30
2mp ( )
Du fait du caractere "flou” (fuzzy) de l'espace, les états a localisation maximale ne sont pas

en général orthogonaux. Ainsi, en utilisant la définition du produit scalaire modifié (2.16) et la
relation (2.28), on a :

(i | iy = 2\46/ a j];p2)6$p {%arct@n <\/Bp>]

en pose  y = arctan (\/Bp) — p = ta\%y)

_ dy s s
etdp_\/BcT%Y) (erC—§<y<§

+3

(o 1ty =2 [ ot gy eap | 5Dy Ly avee cost () = 52

(ME]

intégrale par partie : ff g=1fg]— ffg

(i [ i) = [%—\/{/ (gh_\/"%)?)] ) sin (;h;\/%/w) . (2.31)

2.4.2 Quasi-représentation de configuration

Comme il a été déja mentionné, I'introduction d’une incertitude minimale finie sur la

position avait comme conséquence 'inexistence d’une base complete {|x)}, états propres de

15



I'opérateur de position X. Néanmoins, on peut utiliser les états a localisation maximalewim>,
pour projeter des états arbitraires |p)Les projections :p (z) = (¢!™ | ) seront considérées
comme des fonctions d’onde dans une représentation que ’on appelle ”quasi représentation de
configuration”.|¢ (z)|” sera interprété comme étant I'amplitude de probabilité pour que la par-
ticule soit localisée avec une incertitude(Az), . autour du point.Alors en utilisant les relations

(2.16) et (2.28), on peut écrire :

) = (W | o) \/7 / lcj]_g;p 3ETP (ih\x/ﬁarcmn <\/Bp>). (2.32)

Cette relation représente la transformée de Fourier généralisée, permettant le passage de la
représentation des impulsions a la quasi-représentation de configuration. Les fonction d’onde
w0 (x) (0 (p — po) dans l'espace des impulsions), états propres de l'opérateur P, peuvent se

calculer aisément a partir de la derniere relation :

2vB
¥po (33) = (1—|—ﬁp(2))3/2 ( h\/_

ol :py = V2mkE. La relation de dispersion modifiée qui correspond a cette onde plane généralisée

arctan <\/_p0>) (2.33)

est :

. 2m _ arctan (v/Bpo)

N N

w(p) = arctan (ﬂp) (2.34)

C
h/B

Ap) = — VB (2.35)

arctan (v/Bp)

La relation (2.34) coincide exactement avec la relation (2.1), qui a été postulée pour introduire
la longueur élémentaire. La transformée de Fourier inverse peut étre déduite comme suit : en

multipliant les deux membres de (2.32) par :

cap (i garetan (V) ).
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et en intégrant par rapport a la variable,on obtient :

+/Oodw () exp <ihxwarct(m (\/Bp/>)

\/7/ 1cf§p TP (Zh\g;ﬁ (arctan (/Bp) ~ aretan WEP/))) |

/2 / dpy (p o arctan (v/Bp) — arctan (v/Bp')
(1+ Bp?) 3/ 2 V] .

En utilisant la relation :

x;6tant une racine de f (z), on obtient ainsi le résultat suivant :

M\»—‘

o) =~ \/W / (z) exp (ih\%arctan <\/Bp>), (2.36)

Il est a noter que les états a localisation maximale, ne satisfont plus a une relation de fermeture
comme celle des états |r)en mécanique quantique ordinaire. En effet, en utilisant les relations

(2.28) et (2.36), on trouve la relation modifiée suivante :

+oo

/ da [y (9| = ann/B (1 + Bp?) (2.37)

A partir de (2.36), on déduit immédiatement la représentation de l'opérateur impulsion dans

cet espace de configuration :

Py (z) = %tan (—zhﬂ%) o (z). (2.38)

Quant a I'action de 'opérateur position sur les fonctionsy (z), elle peut étre déduite en utilisant

les équations (2.14) et (2.36) :
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A~

X (z) = [x + hn/Btan (—m\/ﬁc%)} Y (z). (2.39)
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Chapitre 3
Effet de casimir standard

3.1 Quantification des champ électromagnétique

Nous rappelons que le Lagrangien de Maxwell est donné par

A

.z:—iF?—E(a-A)Q. (3.1)

En utilisant les équations d Euler-Lagrange, on obtient les équations de maxwell suivantes

OA,—(1-X)8,(0-A) =0 (3.2)

Le moment conjugué de quatre-vecteur A est donné par

0%
P p0 p0 .

Sachant que A et le son moment conjugué verfiants la relation de commutation canonique

suivante

[A, (t,r), 7" (t,r")] = igZé?’ (r —7r') (3.4)

Dans la jauge de Feynman. (A = 1), I'’équation (3.2) réduit a

19



OA*=0 A=1 (3.5)

les autres relations de commutations canoniques sont données par :

Ay (1,7) s Ay (7)) = [, (17) 7, (£,7)] = 0 (3.6)
A, (7)), A, (6,7 = A, (t,r), A, (t,7)] =0
4, (t:7). A, 1.07) Ay (tr), Ay ()] .
Agtr) At = g, (r ).
La solution des équations de Maxwell (3.5)est donnée par
A dgp (27T)4 hic? —ipx f * ipT
A(r,t)=J o\ e ) EA: [a(*) (p)eNe " +a™N' (p, 1) V" (p) €” (3.8)

Soit n I'axe de temps n? = 1, n® > 0. Si on choisit eV et ¢ dans le plan orthogonal & p
et n tel que
e (p)e™) (p) = —0an AN =1,2

on a alors £ dans le plan (p,n) orthogonal & n et normalisé

Enfin on prend £ égal & n. Avec ces conventions on appelle respectivement e(Met £?) trans-
versales, £ longitudinales, et () polarisation scalaire. Dans le cadre ott n® = 1 et k est le long

du troisieme axe, nous avons simplement

1 0 0 0
0 1 0 0
L0 0 = £ L) —
0 0 1 0
0 0 0 1

En résumé, nous avons
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A A)*
ei ()" (p) _q
— X (p) - W= (p)

e (p) - ™) (p) = g™ (3.9)

Le dénominateur dans la premiere expression est nécessaire en raison du produit scalaire indéfini.

En utilisant les relations de commutation (3.7), on obtient

(4 (2),0% ()] = —g™2w? (2r)"6° (9 — ) (3.10)

De plus, nous trouvons facilement que

[Au (r), Ay ()] = —ig,, A (r — 1) (3.11)

avec A est défini par

d4
A=) =l G

) (p2) g (wP) e P

Comme nous savons,

a @) 0y=0 A=0,1,2,3

et

1) = [dpf (p)a T (p)0), p=(T7I.7)

En utilisant les propriétés précédentes, on obtient expression de 1 hamiltonien

H = [dr: (rdy = £) =3 [dr(S |42+ (VA)| - 43 = (V40)?)

s (3.12)
= [ 25/ 2m) e (p) 2, [ (p) ™' (p) — 0 (p) ' (p)]
3.2 Propagateur
On définit le produit chronologique T, de deux opérateurs de champ A (r) et A (')
TA, (M)A (r)=0{" —t) A, (M)A, (r)+0(t—t") A, (r) A, (1) (3.13)
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En utilisant cette définition, on obtient la fonction de Green de Feynman donnée par

d4p ef'ip-(rfr’)

i9,,Gr (1 — 1) Im=o=(0|T'A, (r) A, (1) 0) = ~i9, [ (27]_)3 P2 +ic

(3.14)

3.3 Fluctuations de vide

Soient deux grandes plaques métalliques planes de surface L?, paralleles entre elles, et
séparées par une distance a. On suppose de plus que les plaques sont des conducteurs parfaits

et qu’elles ne sont pas chargées

FI1GURE 3.1 — Casimir entre deux plaques paralleles

Comme nous savons, seulement les modes transversaux contribuent dans I’énergie. Si
psperpendiculaire sur les plaques est différent de zéro elle doit prendre des valeurs discrets
__ hmn

p3=""(n=0,1,2,---) . Apres sommation sur les états de polarisation, on obtient 1’ expression

de 1”énergie de point zéro en présence des plaques métalliques donnée par :

1 c d*q
E=S -hw, =< [12- 29
Z 2 2 / (27h)?

1
& n27r2h2 3
gl +2) (q2 +— ) ] (3.15)

n=1
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Avec ¢ la I'impulsion transversale dans un plan parallele aux plaques. Cette énergie peut étre
infinie. Pour cela, on doit soustraite I’énergie de point zéro en absence des plaques et qui est

donnée par

+o0
c d’q adps
E,=- | L? 24/ q? + p? 3.16
0 2/ (27Th)2/ 5 2\ 4D (3.16)

c , d*q r
=— L 5 | dn2\/q* + n*m2h? /a2 (3.17)
2 (27h) )

D “ou 1”énergie par unité de surface est devient :

o0 [e.9]

- c 2/qdq Q—FZ\/q2+n27T2h2/a2—/dn\/q2+n27r2h2/a2 (3.18)
27 (h) ) 2 ! /

En introduisant le changement de variable u = (a?/7%h?) ¢, on obtient

[e.9]
[e.o]

her? [

& = il /du @+EZVU~I—n2—E/dn\/u+n2
4a3 2 a < a

0

0

On remarque que cette expression est ultravioletements divergentes. Cette divergence peut
étre régulariser a ’aide d’une fonction de coupure f (k) , de sorte que f (0) = 1 et f <k: > al—o> —
0, basée sur la raison physique qui, pour les ondes tres courtes, les plaques ne constituent pas

un obstacle. D’ ou

é”zzc;j/oodu %af<g\/ﬂ)+§:mf<gm>—7dn\/u~|—n2f<g\/u+n2)
0 0

(3.19)

En utilisant la définition

oo

6= [ dua s (Tar ),

on obtient
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[e.o]

&= ZC;Q %G(O)+G(1)+G(2) +---—/dnG (n) (3.20)

0

Puisque f (00) = 0 nous pouvons utiliser la formule d’Euler_Maclaurin pour calculer la différence

entre la somme et 1"intégrale dans la parenthese ci-dessus

>G )~ [ dnG (n) ==Bi[G(N) + o [ () - a0 o)
g _hen’ 5~ Bu [GEED (N) = G+ (0)] (3.21)

da® = (2k) !

ou les nombres de Bernoulli sont définis par la série

ey—1 i y— (3.22)

v=0

et B; = _%,BQ = %,B4 = —3—10,. ..nous avons
G (n) :/du\/ﬂf (5\/&)
a
d’ou

G' (n) = —2nf (gn> G'(0)=0
G" (n) = —4nf (gn> — anzf' <§n> G"(0)=0

G" (n) = —4Af (§n> — Z—zSnf' (%1) - Z—anQf” (§n> G"(0) = —4

Nous remplagons les dérivés dans I’équation(3.21), on obtient

hen?
4a3

~Bi6" 0]
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d“ou I'expression de I'énergie de Casimir,

her? By w2 he
- = 3.23
a’ 4! 720 a3 ( )
La force par unité de surface F = %é” généré par cette énergie est donné par
72 he
F=——= 3.24
240 a* (3:24)

Le signe moins indique que cette force est attractive.
On remarque que la force de Casimir par unité de surface dépendant de la distance a entre

les plaques, et elle croit rapidement lorsque la distance entre les plaques diminue.
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Chapitre 4

Effet de casimir en présence des

longueurs minimales

Dans ce chapitre nous dérivons explicitement I’hamiltonien et ensuite les corrections a

I’énergie de Casimir en raison d’une longueur minimale .

4.1 Quantification de champ de Maxwell en présence de longueurs

minimales

La solution général de | équation de Maxwell en présence des longueur minimale est donnée

par :

. dp . .

A(r,t) = \/2rh3e\/B fy (0, w) i (p) + 7 (p,w) al (p)
/ (1+ Bp?) \/arctan (\/B | p |) 7;1 [ ! ! ! ! }

(4.1)

ol f, (p,w) sont des ondes planes généralisées données par

F0:0) = S ([ arctan (5/3) = o 1] ) (12)

avec w (|p|) définie par la relation de dispersion généralisée (2.34) et ¢ sont les vecteurs de

polarisation vérifiant
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ey (p) €y (p) = 0y (4.3)

A partir de (4.2), nous obtenons la condition de normalisation suivante

[drfs (p,w ) T ofy (7w (p)) (4.4)

i / dr - [£ (p.w (1)) B0 (£ (w0 () — B0 (7 (00 () £ (0 ()]

_57(17)5:’(17) / Lw —w AV
—mwwwwew(ﬂ[ ) —w () t)

« [[ar-eap (2 [arctan (p/5) = arctan (4 /5)] -1 )

En utilisant I’équation (2.17)et (4.3), on obtient

N

Jdrf: (pw®) Doty 0w (@) =0 (L4802 (1459?25 (—p)  (45)

Les opérateurs de création et d’annihilation sont non relativistes et, puisque les opérateurs de

moment sont commutative, ils satisfont la relation de commutation habituelle,

[&w di’} = 0yy6 (p— 1) (4.6)

En utilisant ce résultat et les deux équations (2.22) et (??), on obtient

o . w(r—r')
8183) Sm( 2h/B )

(A" (r,0), B (', 1)] =i (5“ - <2 p p— (4.7)

sin(x/e)

T

En utilisant la relation connue § (x) = lim._ , on obtient la relation de commutation

habituelle dans la limite 5§ — 0.
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4.2 Energie de vide

Maintenant nous allons attaquer le probleme de 'effet Casimir en présence des distances
minimales. Comme on vu dans le chapitre précédent, le champ électromagnétique doit satisfaire

la condition aux limites. D’ou

ky = — (4.8)

ol a est la distance entre les deux plaques, k3 = marctan< B (> + p%))et q est la
quantité de mouvement transversale le long des plaques. Dans(4.8) on a un nombre fini de
modes n = 0,1,2,..., Nypae = [m} ou [- - -] désigne l'entier inférieur suivant. Alors la
quantification géométrique donnée par (4.8) remplit | “exigence que dans les modeles quantiques
en présence des longueurs minimales, la longueur d’onde de Compton ne peut pas prendre des
valeurs arbitraires. En effet, nous avons A\, = 4h+//3.

Puisque S est un petit parametre, on peut trouver la solution suivante ou on a utilise le

développement en séries

(o () 2 () oo ) o

+
wl™
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Wavelength

o

0 "2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
n

FIGURE 4.1 — Longueurs d’onde de Compton associées aux I'impulsion k3 (solide), ps ( point) pour 8 = 0.01 et
cas standard (tiret-point) par rapport au nombre quantique n

Dans la figure 3.1, nous avons représenté graphiquement les longueurs d’onde modifiées
associées aux moments ps et ks a huit ordre dans g pour f = 0.0l et h = a = ¢ = 1 .
Pour n grand, la longueur d’onde correspondante a ks tend asymptotiquement vers A, tandis
que celle associée a ps tend vers zéro plus vite que la longueur d’onde du théorie standard. Un
comportement similaire a été obtenu dans [28] en utilisant des relations de dispersion généralisée.

Le vecteur potentiel en présence des plaques est alors donné par

Aq (r t) = /2mh3ey/Blx Yo / A
=

(1+8p%(a))\/ arctany/Blp(a)|

o (4.10)
v ==+l
X3 [y (p(a),w) iy (p(a) + f* (p(a),w)al (p(a))]
p(a) =q+ps(n) (4.11)
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La relation de commutation entre les opérateurs de création et d’annihilation est alors affectée

par la solution (4.9). Pour notre cas, il suffit d’utiliser 'approximation suivante

(@, (p(a)) @}, (p(a))] = —-80,46,.56 (g = ) + O (). (4.12)

L’énergie de Casimir est défini par la relation

= (0] f (a) - 1 0)
< A S Avii | o> (4.13)

28%de< |< > AA (8021) —AAA|O>

Effectuant le calcul standard, nous obtenons

2 n=nmasarctan (/B (¢* + p3 (n)) vmae  @rctan (/B (¢* +p3 (v))
AE = CLlfq Z ( 2 23 >_ [ dv < 2 23(A>
87h2 33 1+ B (q* + p3(n)) —vmaz 1+ B8(q* +p3 (v))

N=—Nmaz

A partir de cette expression, on voit facilement que des termes proportionnels & "= en p3 (n)
et les termes omis dans la relation de commutation (4.12)donnera des contributions négligeables
proportionnelles & 3722 . En permutant les sommes et les intégrales et définissant

Lo xarctan\/ﬁ (P2 (v) + )
CO =BT R + o) 419)

on peut écrire énergie par unité de surface & = AE/L? comme suit

0

= {mZG " v (v )—%G(O)}. (4.16)

. . . arctan( /B (z+p3 X X
En introduisant le changement de variable p = ( \/ﬁ< ) , la fonction G (v) devient

™

2 2B
Gv)=— / tan (\/Bp) pdp. (4.17)
\/B ﬁarctan(pg(,,)\/g) ( )

En utilisant I'expansion suivante [30]



=\ 228 (22 — 1) By,

2%k Q
k) =t |t < = (4.18)

ttan (t) =

et intégrant sur p nous obtenons

o0 /8]67122](}71 (22k _ 1) Bk
2k —1) (2k) |

G(v) =

(2\%>%_1 <\/1_arctcm(p3,,)\/_))2k_1] (4.19)

, By= &, By =L ... [29].

427

k=0

ou By, sont les nombres de Bernoulli donnés par B; =

(=N

Il est important de noter ici que nous n’avons pas introduit de la fonction cut-off comme
dans le cas de l'effet Casimir ordinaire. La cut-off \/LB est introduit naturellement dans 1’équation
(4.17). Dans 'équation (4.19), les contributions pour n > n,,,, sont négligeables par rapport a
celles de n < n,pq, puisque \/igarctan (pg(l,) \/B) tend asymptotiquement versﬁg pour 1 > Nynaq-

on peut étendre la sommation sur n et v dans I’équation (4.16) de 0 & +oo.

En utilisant la formule d "Euler

(e 9]
[e.9]

/ dnG (n ZG - —G Z 32’” G<2k U (0) (4.20)

0

on obtient

o0

Bom  ~2m—
=5 2 10O (4:21)

otl By, sont les nombres de Bernoulli et G (0) sont des dérivées de G (v) & v = 0.
En utilisant I'expression de ps (v) donnée par (4.9)dans (4.20), on obtient une expansion

du premier ordre en 5 (Rappelons que les relations de commutation sont valides au premier

ordre dans f3)
3 5
G (v) = —4B, (?) +48 {5 + BQ} (?) (4.22)

En utilisant B, = % , By = 30, Nous obtenons finalement

Gw) :_g (?)3 1355 (hZu)f’ (4.23)
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Alors de 'équation (4.21)nous avons

C B4 B2
AE = — —G® =GO (0)] . 4.24
4 h? LL!G (0)+ 6! G (0) ( )
En évaluant les dérivées a v = 0 et utilisant By = % , B = %, nous obtenons
2 691 h2rd
ANE =h — 4.25
¢ { 200 V281975 @ } (4.25)
La force par unité de surface F = %é‘) générée par cette énergie est donnée par
72 691 A%t
=—h — . 4.2
F=he { 210a" 36855 a8 } (4.26)

De ce résultat, ou remarque que la force de Casimir en présence des longueurs minimales peut
étre attractive ou répulsive selon la valeur de la longueur minimale (Az) . = hy/[3 .

Le premier terme de I’équation (4.26) représente la force Casimir attractive standard [31].
En effet, le systeme de deux plaques peut s’effondrer en un systeme a une plaque. Le deuxieme
terme qui est la correction apportée par la présence de la longueur minimale est de nature
répulsive et donc Fournit la stabilité désirée au systeme de deux plaques. Ceci est important
pour la construction de Théories de Kaluza-Klein. Les mémes résultats ont été obtenus par [32]
pour l'effet de Casimir dans la théorie x-déformé.

La condition quantique pour la stabilité de systeme des deux plaques donne la contrainte

suivante

% ~0.15 (4.27)

En utilisant les distance expérimentalement accessibles entre les deux plaques, qui est d’ordre

100 nm [34], on obtient

hy/B ~ 15 nm (4.28)

Cependant pour que la force reste attractive, comme on I’observe habituellement, on a la condi-

tion % < 0.15 .
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La figure 3.2 illustre la variation de la force de Casimir pour différentes valeurs de la

longueur minimale. C’est clair que cette force devient répulsive pour % > 0.15 . D abord

il faut noter que a est toujours supérieur a (AX)

man
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Chapitre 5

Conclusion

L objectif de ce mémoire est 1"étude de I'effet casimir en présence des distances minimales.

Dans le deuxieme chapitre nous avons donnée un rappel sur la mécanique quantique
basée sur d “incertitude généralisée au premier ordre en beta. Ce principe stipule a utiliser une
relation de dispersion modifiée ce qui conduit a une relation de commutation et une relation d
incertitude modifiée. Comme résultat de cette modification, on a obtenu une longueur minimale

Dans le troisieme chapitre nous avons étudié 1 effet Casimir dans le cas standard. On a
donné d’abord un rappel sur la quantification de champ de maxwell ou on a trouve la solution
de champ de Maxwell. Puis on a calculé 1"énergie du vide entre deux plaques séparées par une
distance a et aussi la force de Casimir qui est de nature attractive. Cela peut déstabiliser le
systeme de deux plaques et peut s’effondrer ce systeme de deux plaques en un systeme a une
plaque.

Dans le quatrieme chapitre nous avons étudié 'effet Casimir en présence des distances
minimales. Nous avons montré que la longueur minimale joue le role d “un cut-off naturelle. on
a trouvé aussi que la présence des distances minimales apporte des corrections a 1’énergie et la
force de Casimir ou on a trouvé un terme de nature répulsive additionnel dans I'expression de

la force de Casimir. Ce terme donne la stabilité au systeme des deux plaque.
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FIGURE 5.1 — Force de Casimir F [eV/nm3] par rapport a la séparation des plaques a [nm] pour différentes
valeurs de la longueur minimale.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté une étude théorique sur 'effet de Casimir dans la géométrie classique
de deux plaques métalliques paralleles, séparées par une distance a, en raison de la présence d’une longueur
minimale (h\/ﬁ) découlant de modele mécanique quantique basé sur un principe d’incertitude généralisée
(GUP). L’approche pour la quantification du champ électromagnétique est basée sur la projection sur les
états maximalement localisés de modele spécifique de GUP et a déja été développée pour étudier ’étude
Casimir-Polder . Pour ce modele, nous calculons la correction de 'ordre le plus bas dans la longueur
minimale 3 I'énergie de Casimir et que la balance de la distance entre les plaques a~® par rapport au
résultat QED bien connu qui varie selon a™2 et, contrairement & la précédente Nous affirmons que c’est

toujours attrayant.

Abstract

In this work, we presented a theoretical study on the effect of Casimir in the classical geometry of two

parallel metal plates, separated by a distance a , due to the presence of a minimum length (h\/f?) derived

from a quantum mechanical model based on a generalized uncertainty principle (GUP). The approach
for the quantification of the electromagnetic field is based on the projection on the maximally localized
states of specific model of GUP and has already been developed to study the Casimir-Polder study. For
this model, we calculate the correction of the lowest order in the minimum length of Casimir’s energy and
that the balance of the distance between the plates a~> with respect to the well-known QED result which

varies According to =2 and, contrary to the previous We affirm that it is always attractive.

oadle
Oueiias (plioidial LSwISI duwdigl) 58 pan s 8l Ja Ao pdad Al yy Lead (Jaall 1 2
G oS S OlSeedl 23903 (o Saldl (M) shat 33l > 352 9 B @ Halue Lgin Jualdd (o ) e
Aol (B ol )T AT el e (g3 el 108 Ul e g (GUP) peaed) () pue Tde e il

¢ o HlES ABUaY Jglald Loa¥




	1 Introduction 
	2 Mécanique quantique déformée
	2.1 Longueur minimale
	2.2 Principe d'incertitude généralisé (GUP)
	2.3 L’espace de Hilbert 
	2.3.1 Représentation dans l'espace des impulsions
	2.3.1.1 produit scalaire et relation de fermeture
	2.3.1.2 Fonctions propres de l'opérateur de position


	2.4 Quasi-représentation de configuration:États à localisation maximale
	2.4.1 États à localisation maximale
	2.4.2 Quasi-représentation de configuration


	3 Effet de casimir standard 
	3.1 Quantification des champ électromagnétique
	3.2 Propagateur
	3.3 Fluctuations de vide

	4 Effet de casimir en présence des longueurs minimales
	4.1 Quantification de champ de Maxwell en présence de longueurs minimales
	4.2 Énergie de vide

	5 Conclusion

