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Chapitre I

Introduction Genérale



Introduction générale

1 Introduction générale :

La conception dudébut la physique du vingtiéme si¢cle s’occupe donc de deux types d’objets.
Les champs aux ondes qui définissent les forces dans 1’espace et les particules qui décrivent des
trajectoires soumises a ces forces. Les relations entre ces deux posant un certain nombre de
probleme. le but est donner le mieux comprendre les causes et les lois qui gouvernent les

processus naturels.

La physique théorique est la branche de la physique qui étudie 1’aspect théorique des lois
physiques et en développe le formalisme mathématiquequi essaie de décrire le monde en
réalisant des modeles de la réalité, utilisé afin de rationaliser, d'expliquer et de prédire des

phénomenes physiques [1].

Pendant le dernier si¢cle, la physique fondamentale a vécu deux révolutions qui ont changé les
concepts et la vision de la mécanique classique newtonienne décrivant les lois de la nature qui
est une théorie générale des du mouvement des objets macroscopiques et aussi est un cas limite
de la mécanique quantique. la physique classique est complétement incapable d’expliquer le

comportement de la matiere étant donne ses constituants et les forces entre ces constituants.

La naissance de la physique quantique date d’un siccle et cette description des phénomeénes
physiques, qui a transformé notre vision du monde, n’est toujours pas remise en cause, ce qui est
exceptionnel pour une théorie scientifique. Ses prédictions ont toujours été vérifiées par

I’expérience avec une précision impressionnante [2].

La mécanique quantique se constitue en 1925, avec les contributions de De Broglie,
Schrédinger, Heisenberg et Born.encore, Pauli propose son principe d’exclusion et Uhlenbeck et
Goudsmit introduisent la notion de spin. il peut étre définie comme I’ensemble des lois

physiques s’appliquant a 1’échelle de I’infiniment petit, le pére de la mécanique quantique est le
physicien Max Planck qui introduire la célebre constante h = %cette constante est le fondement

de la réalité physique [3].
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Parmi les principes les plus importants en mécanique quantique, le principe d’incertitude
d’Heisenberg Ax.Ap = h qui énonce que la position et la vitesse d’une particule ne peuvent pas
étre mesurées en méme temps avec une trés grande précision. En fait, ce principe est une

conséquence immédiate des relations de commutations canoniques entre les variables x,, ,p,
Avec u = 1.3qui deviennent des observables dans I’espace d’Hilbert (xu - X, etp, > ﬁ#) et

forment une algébre non-commutative[p#, p¥] = ih§* [4].

La combinaison entre la mécanique quantique ordinaire et relativité restreinte a induit la
mécanique quantique relativiste ou les énergies des systemes sont haut énergie, mais la
mécanique quantique non relativiste trouve une large application dans beaucoup de probleémes de
physique atomique ou les énergies des systémes ne sont pas trop élevées.Pour les systémes non
stationnaires en interaction, on s'intéresse essentiellement a la détermination de leurs fonctions
d'onde qui caractérisent toute l'information sur leurs états quantiques. Dans un systéme a ndegré
de liberté, gouverne par un Hamiltonien H, la détermination de la fonction d'onde W(x;t)

releve de la résolution de 1’équation de Schrodinger dépendante du temps[5]
d
iha‘lj(x; t) = H¥Y(x;t) (1.1

Le probléme apparait a la frontiere de ces domaines. Une interaction entre systémes
quantique ne ressemble pas a ce qui se passe lors d’une mesure, ou le systéme de mesure a un
effet drastique sur le syst¢tme mesuré mais un appareil de mesure n’est présumeérent qu’une

agrégation de systémes quantiques [6].

En 1905 Einstein publie la théorie de la relativité, dans laquelle I’invariance de la vitesse
de la lumiere.La relativité générale est la théorie qui décrit L’infiniment grand (les planétes, les
galaxies,....... ).Ses fondements out été ¢établies parAlbert Einstein en 1916. Elle utilise

principalement la géométrie Riemannienne comme Formalisme mathématique.
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Malgré cela, lesphysiciens théoriciens aspirent vers une théorie unifiée, qui pourra traiter

les systémes physiques microscopiques et macroscopiques sur le méme pied d’égalité.

Certains d’entre eux pensent que la voie vers [’unification passe forcément par
ledéveloppement des outils mathématiques utilisés en physique. C’est dans cet état d’esprit que
des théories, comme la supersymétrie (SUSY) et les supercordes (Superstrings) ont vu le jour.
Celles-ci ajoutent de nouvelles symétries (symétrie boson---fermion) a la nature. Le bilan final
de tout ceci est que les physiciens ont échoué (pour le moment) a unifier les quatre interactions

de la nature [7].

Le principe de relativité générale qui est & la base de la théorie de relativité générale
postule que tous les systemes de références inertiels et non inertiels sont complétements
équivalents vis-a-vis des lois physiques de la nature, ce qui se traduit mathématiquement par le
fait que les équations fondamentales de la physique doivent étre covariantes sous le groupe des

transformations des coordonnées générales.

xt = x""(x)(1.2)

La théorie de la relativité restreinte en 1905 et la théorie de la relativité générale en 1915
sonnent définitivement le glas de la vision classique du temps absolu en mécanique. Non
seulement il convient désormais de parler d’espace-temps (le temps devient une variable
dépendant du choix du repére au méme titre que les coordonnées d’espace) mais on
abandonne aussi la notion de gravitation en tant que force. La gravitation ne résulte désormais

que de la déformation de I’espace, déformation due a la présence de maticre.
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Le principe de relativité restreinte postule que tous les systémes inertiels son
complétements ¢€quivalents vis-a-vis des lois physiques de la nature, ce qui se
traduitmathématiquement par le fait que les équations fondamentales de la physique doivent étre

covariantes sous le groupe des transformations de Lorentz [3]:

x® - x'* = N¢xb 1.3
b

La théorie quantique des champs, qui est la mécanique quantique rendue compatible avec

la relativité restreinte.

La théorie quantique des champs est une généralisation relativiste et quantique de la mécanique
et de I’¢lectromagnétisme classique. De plus la théorie quantique des champs est 1’outil le plus
puissant que les physiciens aient a leur disposition pour étudier le comportement de toute une
classe de systémes ou des degrés de liberté nombre trés grand fluctuent et sont fortement coupés,

les fluctuations pouvant étre de nature quantique ou statistique [8].

La mécanique quantique et plus généralement, la théorie quantique des champs, mettent fin
a la notion de particule ponctuelle de la mécanique classique.La dualitéonde-corpuscule, la
notionde fonction d’onde et de probabilité de présence ont modifi¢la perception intuitive des
phénomeénes physiques, I’exemple le plus célebre étantvraisemblablement le chat de

Schrédinger.

A la fin des années quarante une telles théories de champs quantiques en interaction
avaient puétre ¢laborée et appliquée avec un succes surprenant a I’interaction électromagnétique,

I’¢lectrodynamiquequantique (QED).
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En 1948 en effet, Feynman avait reformulé¢ la mécanique quantique au moyen de
I’intégrale de chemins, qui est uneintégrale fonctionnelle(c’est-a-dire uneintégrale sur une
infinité de variables d’intégration) sur tous les chemins que peut empruntervirtuellement une
particule quantique. Grace au principe de superposition des amplitudes deprobabilité, Feynman
interprétait ainsi la fonction d’onde de la mécanique quantique comme uneamplitude de champ
¢valuée a partir du principe de Huygens. Comme il est relativement facile d’yimposer
I’invariance relativiste de Lorentz, le formalisme de I'intégrale de cheminsest trés bien adapté au

passage de la mécanique quantique a la théorie quantique des champs [8].

La théorie quantique obtenue en remplacant les champs classique par des champs

d’opérateur dans le lagrangien, le hamiltonien, équation Euler Lagrange, ...

En théorie quantique des champs il y a symétrie entre les deux signes de la charge, ceci
implique I’existence des particules de méme mase, spin,... etc. et de charge opposée : ce sont les
antiparticules, I’existence des antiparticules est en fait également nécessaire pour assurer la

causalité de la théorie[9.10].

Le titre de mémoire de master en physique théorique option a haut énergie est

Régularisation des intégrales de Feynman. J’ai devisé mon travail en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé les étapes essentielles de la physique

moderne.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons étudi¢ les déférentes formules caractérisées de la
théorie des champs comme [’action, lagrangienne, la fonction de Green, ..., En suit le probleme

de la divergence ultra-violet (UV) de la théorie quantique des champs.

Dans le troisiéme chapitre, nous avons étudié les méthodes de la régularisation qui éliminer
le probléme de divergence UV comme la régularisation coupure et les différent de type ensuite
La méthode de Pauli —Villars, la régularisation analytique, la régularisation dimensionnelleet

derniérement, nous avons étudi¢ une autre méthode appelé la renormalisation.
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On termine cette mémoire par une conclusion générale.
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Théorie des chiamps

commutative



Theéorie des champs commutative

2—1 Introduction

Dans ce chapitre on a étudié les déférentes formules de la théorie des champs ordinaire

et les problémes qu’apparu.

La notion du champ a commencé d’étre modifiée fondamentalement avec 1’introduction
par Albert Einstein du concept de photon, le contenu physique de la théorie est entiérement

déterminé par le choix des champs et des symetries [1].

Dans la théorie quantique des champs Chaque particule est d’écrite par un champ, alors
que ce dernier est une distribution a valeurs dans les opérateurs sur un espace de Hilbert et

aussi est une fonction de 1’espace-temps dans la théorie relativiste des champs [2].

La théorie quantique des champs fut élaborée dans le début des années 1970 mais,
méme maintenant ¢’est encore un sujet actif de recherches théorique [3].la théorie des champs
classique est une étape vers de cette théorie. Le passage de la théorie classique a la théorie
quantique des champs est appelée seconde quantification. On quantifie le champ en
remplagant les variables décrivant le champ par des opérateurs.

La théorie quantique des champs est 1’application des concepts de la physique quantique
aux champs qui est considérée genéralement comme la seule fagon correcte de combiner les
régles de la mécanique quantique avec celles de la relativité restreinte et aussi c’est la base de
la description des interactions des particules ¢lémentaires peuvent étre formulées a partir d’un
principe d’action qui est une simple généralisation de la situation rencontrée en mécanique
classique. La théorie quantique des champs est un outil nécessaire qui étudier le

comportement de toute systemes ou des degreés de liberté en nombre tres grand.

Les équations dynamiques(les équations d’Euler-Lagrange) qui découlent de I’action
comme point de départ du formalisme de la théorie des champs. Le formalisme de la théorie
quantique des champs permet avant tout d’extraire de 1’action, traitée dans le cadre de la

mécanique quantique relativiste [4]
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2-2 L’action et les formules de lagrangien

L’action dans la théorie c’est I’intégrale de lagrangien sur le temps et fonctionnelle de q

est donner par [5] :

t1 .
S[al =/, dt L(g(®), q(®), 1) (2.1)
Ou L est la fonction de Lagrange qui joue un réle central en théorie quantique des champs.

En mécanique classique, les équations du mouvement d’un systéme de particules
ponctuelles sont obtenues a partir d’une action, on appelle ces équations par les équations

d’Euler —Lagrange, elles déterminent son évolution temporelle :

0 _da _
0qi(t)  dtq,(t)

(2.2)

Pour chaque degré de liberté, il existe une équation d’Euler — Lagrange qui d’écrit

I’évolution du systeme.

Mais, 1’action n’est pas covariante, pour ce dernier contient la densité lagrangien

L(¢, 9,¢) qui produit comme suit :

L:fD d3x L($, 0, ) (2.3)
Une théorie des champs en quatre dimensions est donnée par une fonctionnelle d’action.

S[b] = [, d*x L(, 9,¢) (2.4)

Alors, dans les équations d’Euler —Lagrange qui obtenir selon le principe de moindre

2 ussi & par les termes covariante or ot
aqi(® " q,(®) dt b ' 9(9ud)

action, on remplace les termes

et g, respectivement.

oL o
op  *0(0,P)

(2.5)

10
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2-3 La théorie des champs scalaires

N’importe quel champ quantique est caractérisé par une densité lagrangien, ce qui est

représenté comme somme d'une partie de champ libre £, et d'une interaction £, comme suit :
Et

1

Lo =1 (0,4)% — 2 ()? (2.7)

T2
Dans cette théorie la densité lagrangienne £; est donnée :
4 4
L=—=(9) (2.8)
Alors, la densité totale est :

1 2 m? 2 A 4
£=2 0,07 - (@) -2 (@) 2.9)

m est la masse d’un champ scalaire libre

L’action est donnée par :
S[4] = f, d*x [ (3,4)% — = (@)? — = (¢)*] (2.10)

2-4 Les fonctions de Green

Les fonctions de Green sont des valeurs moyennes d’opérateurs dans le vide Ces valeurs

moyennes sont définies a partir de 1’intégrale de chemin [6].
La fonction de Green est :
Gn(xg, o, %) = (O[T D (x1) ... §(x)[0) (2.11)
T est le produit chronologique

(0] est I’état de vide (ou état fondamentale).

11
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fH;Dd)(?_é.t)(b(xﬂ---¢(xn)eis[¢]

Gr(Xq, oy Xp) = TDoG oS (2.12)

Toutes les fonctions de Green est nulle pour n impair et les fonctions de Green peuvent

s’obtenir comme dérivées fonctionnelles par rapport a la source J

g snZ[j]
G (X1, 2 Xn) = S 56 6100

J=0

_ 1 8tiwl]
TN 8)(%) .8 (Xn)

[=0 (2.13)

Ou Z[J] etw[]] sont des fonctionnelles génératrices trés importantes Pour le champ en
interaction.

Z[3] =[ (Dd)els@+] a*xj)ox)]

(2.14)
Et avec
ol = Toe ZU1
iw[]] = logz[o] (2.15)
J est un élément du dual de I'espace linéaire des champs classiques ¢
Pour le champ scalaire réel la densité lagrangien est :
1 2
Ly= 2 (3,0)* — = ($)* (2.16)
Donc, la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green libres donner :
ZolJ1 = Z,[0] e—;if a*xd*y] )Ar(x=y)] ()
ZolUl _ iwe]
Zo =€ (2.17)
Telle que
1
Woll = —3 [ d*xd*y]CO)Ar (x = )] () (2.18)

Ap(x — y) est le propagateur du champ scalaire

12
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Les fonctions de Green libres est :

Go(x—y) = iAg(x—y)

f d4k ie—ik(X—y)
J 2m4 k2-m2+ie

__ o
= T 20l 9t )G =0 (2.19)

2.5 La fonctionnelle T'[¢]

Cette fonctionnelle appelée action effective qui donne par :

] = W1 — [ d*x] (x)d(x) (2.17)
Avec

STI0) _ WU _ - g4y, 81O
5o(x) 5‘2])(36) f 5(1)(96) q)(y) ](X)

_ (g4, SWIY] 81() d*y 81(y) swljl
=Jd% Y510) 56 - Jd Y 56 510 /()

T[]
5¢(x)

=—J(x) (2.18)

Son developpement en puissance de ¢ se présent comme suit

[ 9= Bno [ dxy o dbxad (1) o PQ)Tn (6y, o) (219)

Ou les coefficients T, sont les valeurs propres

__ o™ilg)
(e )= 53 ey 100 (2.20)

2.6 Les régles de Feynman
Les regles du Feynman sont un ensemble de prescriptions qui nous permettent

d’associer a un diagramme de Feynman, Pour la théorie du champ scalaire libre avec

I’interaction dans la théorie ¢* on pose ces régles :

13
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% achaque vertex on associe une constante de couplage —il

% pour chaque ligne X ==y du diagramme deux points x et y on

1
k2—m?2

e s d*k
% Pour une boucle O on associe I’intégrale [ )

associe un propagateur —iG;(x —y) =

%+ Chaque diagramme est finalement divisé par son facteur de symétrie

(4nHPp!
multiplicite

Ou P est le nombre de vertex.

2.7 Les diagrammes de Feynman

Les diagrammes de Feynman sont un outil extraordinairement puissant pour organiser

les opérations de la théorie quantique des champs.
La fonction de Green a deux points est :
it@(p) = i(P2 — m?)

N 1( _A)J d*k i
2 ! 2m)* k? —m? + ic

N 3(—i/1)2f d*k ( i )Zf d*k i
4 (2m)* \k2-mZ2+ie (2m)* g2-m2+ie

i

kz-m2+i€] [qz—rrilzﬂe] [(p—k—q)z—m2+is] (2.21)

1, ..\2 d*kd?q i
+6( M) f (2m)8 [

Chaque terme de la fonction i¥® (p) représente par un diagramme

11
+
N |-
+
-Plp—x

Figure 2.1 : La fonction a deux points

14
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On obtient de méme facon, La fonction de vertex a quatre points :

1f(4) (Plf Py, P3, P4-) = (_1)\)

1 d*k i i
+5 (—id)? : :
2 (2m)*k? —m? +ie(p; + p, — k)2 —m? +ie
1 d*k i i
+5 (—id)? : :
2 (2m)*k? —m? +ie(p; + p3 — k)2 —m? + ie
d*k i i

+%(—i?\)2 (2.22)

(2m)*k? —m? +ie(p; + p» — k)2 —m? + ie

Aussi chaque terme de la fonction it (p) représente par un diagramme comme suit :

H X

1 1
+= +-
2 Q | y

Figure 2.2 : La fonction a quatre points

15
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2.8 Le probleme de la divergence

En théorie quantique des champs, les intégrales de Feynman a 1’ordre d’une boucle
souffrent des divergences qui sont logarithmique, linéaire, quadratique ...etc. selon le degré

de divergence qui égale 0, 1,2 ... respectivement.

Par exemple, I’intégrale de Feynman d’une boucle est :

f d*k 1 1
(2m)* k24+m?2 (p+k)2+m?

Figure 2.3 : diagramme d’une boucle

Cette intégrale ne satisfait pas la condition de convergence, Lorsque le résultat devient
infini quand k tend vers zéro on dit que le diagramme est divergent infrarouge. De méme
lorsqu'il devient infini pour k tendant vers l'infini, on dit que le diagramme est divergent

ultraviolet [3].

Pour éliminer cette divergence on utilise la technique de régularisation, il y a Plusieurs

méthodes comme :

RS

% régularisation de coupure.

RS

% régularisation de Pauli — Villars.

DS

» régularisation analytique.

%

% régularisation dimensionnelle.

Et aussi il y a autre technique appelé la renormalisation.

16
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Les méthodes de la régularisation et renormalisation

3-1 Introduction

Dans ce chapitre on a traite les différentes formules mathématiques des méthodes de la

régularisation et aussi la renormalisation dans I’espace commutatif.

Naturellement toutes les quantités physiques sont finies, mais le probléeme de la
divergence dans la théorie quantique des champs qui apparue avec les calculs des intégrales
du diagramme de Feynman a I’ordre des boucles qui donne ainsi les quantités infini,
Evidemment nous avons besoin de méthode pour éliminer cette divergence et extraire une

quantité finis, cette méthode appelé la régularisation.

La régularisation a été inventée par Hooft et Veltmann [1], est une théorie qui
remplacer les expressions classique par les expressions alternative dans les divergences des
diagrammes de Feynman pour rendues finies. Il existe plusieurs techniques de la
régularisation comme la régularisation de coupure, analytique, Pauli -Villars et

dimensionnelle.

Mais, le probléme de la divergence ne disparue pas avec ces méthodes, pour cela on

utilise une autre méthode appelons la renormalisation.

L’idée de la méthode de renormalisation remonte au siécle dernier, on a apercu dans le
contexte hydrodynamique ensuite elle est apparue plus généralement dans les théories
quantiques de champs pour fréquence élevé [2], dans les années 1950 R. Feynman, J.
Schwinger, S. Tomonaga et F.J. Dyson utilisérent les techniques de renormalisation afin de

venir a bout des divergences ultraviolettes en électrodynamique [3]

Elle est sans doute 1'un des procédés les plus élaborés et apparue comme un outil
rigoureux et indispensable pour la physique théorique moderne qui aussi peut avoir une
interprétation physique, aussi absorbe tous les infinis et travaille bien avec les trois forces : la
force electromagnétique, nucléaire faible et forte mais n’avance pas avec la force

gravitationnelle [4].
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3-2 la fonction gamma

La fonction gamma I'(a) joue un rble important dans les calculs de boucle qu’on
utilisant la méthode de régularisation dimensionnelle, est une fonction méromorphe de la

variable complexe a qui posséde des pbles simples ena = 0,—1,—-2,...,—n Avec n€ N

La fonction Gamma est généralement définie par I'intégrale suivante [5] :

M(a) = [/" et te1dt (3.1)
Quand la partie réelle de « est strictement positive Re(a) > 0
3-2-1 Propriétés

Pour tout nombre complexe a on pose :

Ma+1) =al (3.2)
()1 -a)= Sin”m (3.3)
al(a) = T(a+1) (3.4)

Nous utiliserons également les deux limites suivantes :

lim I'(a) = 1 Y+ 0(a) (3.5)
a—0 a
lim 4o [(@)A% ==~y +InA+ 0(a) (3.6)

Et avec y : est la constante d’Euler ; y = 0,577215.

Par le changement de variable t=DU dans (3.4), on trouve pour Re(a) >0etD >0

1 1 +oo0  _ —
(D)O‘:m 0 e DUU“ 1dU (3 7)

D est le dénominateur de propagateur
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3-3 La Régularisation

La procédure de la régularisation est régulée les intégrales divergents et aussi consiste a
rendre I’intégrale de boucle converge par I’introduisant des parametres supplémentaires pour
identifier les causes des divergences. Puis, par un passage a la limite, nous éliminons ces
parametres.

Il existe différentes procédures de régularisation pour isoler les divergences.

3-4 La Régularisation de coupure « cut off »

Cette regularisation plus primitive est réalisée en présentant simplement des coupures

pour les limites intégrales.

Elle consiste a introduire un paramétre arbitraire de coupure A comme borne supérieure
a ’intégrale, ce parametre appelé « cut off » qui sert a couper I’intégration sur le moment de
la boucle, tous les intégrales de moment sont limitées a une région |k| < A, Pour cette

régularisation on remplace la borne oo par la coupure A dans I’intégrale.

Le probléme de cette régularisation ne permet pas donner a cette coupure une valeur
physique, elle n’est pas invariante de transformation de Lorentz et brise la symétrie de Jauge

aussi n’est pas utilisé en pratique [6].
3-4-1 Les types de la régularisation coupure

Il'y a deux types de coupure sont [7] :
a) Coupure violent (Sharp Cutoff)

Considérer l'intégrale d'un-boucle en théorie ¢p* a deux dimensions.

I=fLp 1 (3.8)

(2m)2 p2+m?2
L’intégrale est limiter simplement jusqu'a p? = AZ. Nous trouvons :

I: fAz de 1
0 47w pZ2+m?
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1 2
= [ln@* + m»]§

= LA (3.9)

41T m2

Ce type brise explicitement I’invariance de la translation dans 1’espace de moment

p — p + k et aussi est de maintenir I’invariance de jauge

b) Coupure gaussienne

Considérer l'intégrale comme suit :

2

P (3.10)

(2m)2 p2+m?

Donc, Nous trouvons

m

|:f(2 )zf dte —t(p+m) Az

m2

eA? roodt ;02
= &8 (P& o-tm (3.11)
41T Az t

On pose t = tm?, alors

41 % t
m2
— eA? . m?
- —?El (_F) (312)

2
Ici, Ei (— %) est la fonction intégrale exponentielle
Avec — Ei(—x) = f P (3.13)

On utilise I'expansion de Taylor pour A grand, donc on trouve :

[= ﬁ (log:l—zz— y)+rZ—22(210g:1—22+1+)/)+0(TZ—22)2] (3.14)
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Cette régularisation peut étre réalisée en application par le terme cinétique modifiee
dans le lagrangien :

1 iuk
> augbeAZaﬂ(p

Le propagateur souffre toujours du manque d'invariance de translation dans I'espace de
moment.

3- 4 -2 Exemples des intégrales de Feynman dans la théorie ¢* a quatre
dimensions

c) La fonction T a deux points

) e
= - Zpdk L (3.15)

2 2 Y 2m)* k2-m2+ie

Figure 3.3 : une boucle a la fonction de deux points

il d*k i

On pose I= 27 2m)* k2-m2+ie

Pour le déplacement de 1’espace Minkowski & espace Euclidien on multiplie le résultat
par — i, on utilise I’espace Euclidien pour éviter le facteur imaginaire [8].

il pid*kg i
27 (2n)* —(kg)2-m2+i0

I = (3.16)

-k f . 1
~2(2m)* F kZ +m?

_ —il ® , 3 1
- 2(2m)* f aq fo kEdkE (kg)2+m2

_ - 2 (®1 2
= ) 2T fO deE

2
kg
kZ+m?

—il (@ + m? — m?
J, e
0

~ 3212 y +m?
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. —Llf ( m? )
T 32m2 y y+m?2

—id [fOAZdy—mz A2 dy ]

T 3272 0 y+m?2

2
[AZ —m?In(y +m )|/B]

3271:2
= a4 = m?1n ()]
[ =52 -m?n (55 2)+o(% )| (3.17)

On remarque, I’intégrale est divergent quand A — oo

d) La fonction I' a quatre points

S e : (3.18)

(2m)* k2-m2+ic k2—-m2+ie

N|w

Figure 3.4 : une boucle a la fonction de quatre points

On utilise la méme méthode précédente.

[ = 3(—i/1)2f d*k i i (3.19)

2 (2m)* kZ-m2+ie k?2—m2+ie

3% .o, 1 \?
- 2(2n)4fld kg (—ké—mz)

_ 3z 2y [® 1.3
= s (2n?) [ ke

1
(kg+m2)*

_ 3iA f y
32270 y (y+m?2)2

T y+mZ 0 (y+m2)
m2

_ 3iA?
- y+m?2

|

[ln (y + m?)|A” +
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3iA? A? 1
1= 28| -1+ 06 (3.20)

Quand A — oo, L’intégrale est divergent et dans cette cas logarithmique.
3-5 la régularisation de Pauli — Villars

Elle a été publiée en 1949 par Pauli et Villars, est une amélioration technique de la
coupure primitive, Cette méthode consiste a rajouter des particules fictives de masse M a la

théorie initiale ce qui modifie le propagateur initial comme suit [9] :

1 1 1

(3.21)

p2—m? - p2—m?2 - p2— M2

M joue le role d’une coupure, elle est beaucoup plus grandes que m et quand M— oo on

retourne a la méthode précédente.

Pour les diagrammes multi-boucle est compliqués il présenter beaucoup de particules
fictives et devient rapidement impraticable. D'autre part, la régularisation brise symétrie de

jauge, elle est souvent inefficace aussi est moins utile que d'autres régularisations.
3-6 La régularisation analytique

La méthode de régularisation analytique differe completement de celle du Pauli et
Villars dans celui est des exploits pour la premiére fois le concept de la suite analytique dans

un certain paramétre de complexe z.

-y 1 N
Le propagateur est substitué comme > ou z est un nombre complexe

ﬁ
2+m2 (p2+m2)z
avec Re(z) assez grand pour faire les intégrales convergentes. Le résultat est alors continué

analytiqguement & une région autour de la valeur physique z = 1.

Toutes les divergences se manifestent comme des pbles simples pour z = 1. Des
quantités physiques finies pour z = 1 peuvent étre définies en soustrayant les limites de

pole.
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3-7 la régularisation dimensionnelle

Les divergences ultraviolettes dans les diagrammes de Feynman proviennent de
I’intégrale sur I’impulsion dans un espace a quatre dimensions, alors on peut rendre les

intégrales finies pour une autre méthode.

La plupart des travailleurs modernes n'utilisent pas généralement soit une régularisation
de coupure ou Pauli-Villars, mais au lieu d'utiliser une autre méthode, connue sous le hom

régularisation dimensionnelle.

Dans la régularisation dimensionnelle, nous évaluons formellement intégrales dans les

dimensions D au lieu de 4 dimension, ou D ne doit pas étre un nombre entier, par exemple [d].

f‘ilt—p (3.22)

(pZ +m2)n

L’intégrale est remplacé par une intégrale écrire comme suit :

[—Lp_ (3.23)

(p2+m2)n
Les intégrales dans D dimensions est obéir aux axiomes suivants:

1. Linéarité pour n’importe quels nombres complexes aetbona:

[ dPplaf () + bg(P)] = a [dpf(p) + b [d°p g(p) (3.24)

2. Graduation pour n’importe quel nombre complexe s on trouve :

J dPpf(sp) = s7" [ dpf(p) (3.25)
3. I’invariance de translation pour n’importe quel vecteur g

Jd°pf+q)= [d°pf(p) (3.26)

La régularisation dimensionnelle a été inventée par Hooft et Veltmann pour régulariser

les théories de Jauge non abéliennes, était l'outil mathématique approprié pour de telles

expansions. Il y a plusieurs dispositifs attrayants de régularisation dimensionnelle. D'abord,
elle préserve toutes les symétries de la théorie, en particulier symétrie de Jauge et Lorentz.
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Deuxiémement, elle permet une identification facile des divergences. Troisiemement,
elle simplifie les calculs par la méthode de minimal de soustraction (MS), elle est devenue un
outil essentiel pour calculer des théories des champs. Les intégrales de moment sont donc

définies seulement pour des dimensions D < 2 et D < 4 respectivement.

L'idée est de calculer une intégrale de Feynman pour le nombre entier D doivent étre
extrapolées analytiquement au D complexe. Le concept d'une dimension continue a été
présenté par Wilson et Fisher [10], qui quantités physiques d'abord calculées dans D = 4
dimensions avec le Re (¢) > 0, et augmenté dans les puissances du & de déviation de la

dimension le concept D = 4.

Pour expliquer la méthode de régularisation dimensionnelle, considérer d’abord

I’intégrale de Feynman la plus simple

de 1

D) =] o sz (3.27)
Nous pouvons séparer la partie angulaire de I’intégrale comme :
dPp = pP~tdpsp (3.28)
sp est la surface d'une sphére d’unité dans les dimensions D.
D
2m2
Sp = —px (3.29)
()
Aussi pour les coordonnées polaires dans D -dimension est :
de = pD_l dp d(p Sin 91d leinz 92d92 SinD_z 9D_2d90_2 (330)
Donc I’intégrale est donnée comme suit :
_ de 1
I(D) = f(ZTL')D p2+m2
2 - T . 0o _ 1
= ﬁnk):f fo sin® 6, d6 fo dp p”* P2+ m?2
= 25 [y dppP T —— (3:31)
(2m)D Jo pZ2+m2 )
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On utilise le changement de variable p? = ym

J, dppP?

= Jo Yy T LA )

_ M@re)
T'(a+y)
= p(a,y)
I'(a) est la fonction gamma, la formule donnée dans la relation (3.4)
Donc, on trouve

(3.32)

1(D) =

1

2+m2

(277.')D f

Sp 271 g 21 -1
2(2m)P (m ) f() dy y2 (1 - }’)

S L o

(3.33)
Pour I’intégrale qui écrire comme suit et on utilise la relation

. _ de 1
I(D, Q) - f (2m)P p2+ 2pq+m?

= f(ZTL’)D 2+m2—q

D
2_ .22 1

= % T (1 _ g)
(4m)2

(3.34)

On appelle ——— — paramétre de Schwinger, ou
PP p?+ 2pq+m? P g

m—f e~t(P?+ 2pa+m?) g (3.35)
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On obtient une formule pour les puissances entieres arbitraires de tels propagateurs

D
I(D,a;q) = [ 22 :

@m)P (p2+ 2pg+m?)@

(m2—g2)2 ™" (1)

(3.36)
(4n)§ I'(a)
ona
1 T(a+p) 1 x¥1(1-x)B-1
A%BB " T(a)T(B) fo dx [Ax+B(1-x)]%+ B (3:37)
On appel x paramétre de Feynman.
Les formules de Feynman est :
1 _ 1 1 S(1—x1+-+xp)
Aq..An N F(Tl) fo dxl fo dxn (x1A1++x547) (338)
1 _ I(ag+-+ay) (1 1 S(1=xq+-+xp)x 171 xon~?
Afl“'Aﬁn eI (an) fo dx; ... fo dan (x141+ +xpAp)F1++0n (339)
Alors, I’intégrale est donnée comme suit :
f dPp 1 _ T(a+p) fld f dPp (1-x) 1xh-1
(2m)P (p2+m2)® [(p—k)2+m?]F ~ T(a)I(B) 70 x (2m)P [p2+m?—2pkx+k2x]*+F
1 T(a+p) fl d (1-x)@1xh-1
x (3.40)
(amyz T@TB) 70 7 o ar(a—)® P2
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3-8 Les diagramme de Feynman par la régularisation dimensionnelle

Nous calculerons maintenant certain des diagrammes en T'® I'® jusqu'a deux boucles :

r®=p24+m2-1 Q _

2

LR
|
o

S

Figure 3.5 : les diagrammes dans la fonction I'?

o - -2 WX -3 5 >OO<>6<

Figure 3.5 : les diagrammes dans la fonction I'®

Nous ferons également le calcul pour les diagrammes de vide. Les résultats seront
donnée une série entiére dans le €, avec les divergences apparaissant comme terme de pole

dans le €.

3-8-1 Les diagrammes d’une boucle

L’intégrale de Feynman qui donner au-dessous est divergent pour D > 2

Q S (3.41)

(2m)D p2+ m?2

On utilise la relation (3.33), donc

Q — 2 ()7 r(1-2) (3.42)
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Pour éliminer la divergence on pose D = 4 —¢ et introduire le constant de couplage g

sans dimensions comme suit :
g= A‘LLD_‘I' = /1/,[_8 (343)
p est un paramétre arbitraire de masse.

L’intégrale dépendant par les termes de g et u

Q - —m2_9 (4”"2)§r(f—1) (3.44)

- (4m)2 \ m?

&

() = 1+ Z1og () + 0(e?) (3.45)

2 m?2

Ona

Mn+1)= S804 ym+ D+ S+ 92+ D -+ D] +0(D)]  (3.46)

n!

Y(n + 1) représente la fonction d’Euler

_ T'(n+1)
Y+ 1= o (3.47)

2

Q = m? (4i)2 [; +(2) + log(
_ Azf de 1 1 3 49
- 2m)P p24+ m2 (p+k)2+m? ( ' )

On utilise les parametres de Feynman en I’intégrale précédente

2

)+ 0(e?)| (3.48)
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_AZI

XX

12

= D
(4m)z

e 9
g” (471_)2_

. (3.50)

dx f(Zn)D {p2+ m2(1—x)+[(p+k)2+m?2]x}?

I‘(2—_g)f1alx !

re) 0

[kzx(l—x)+m2]2-§

£
4nu2

& 1 -
r(&) fo dx [ —] 2

= gur 2 +¢(1)+0(e)]{1+ i dxlog [—k —— x)+m2]+0(ez)}

= gu*

(3.51)

4mp?
{2+ w0+ f; dxlog| e —

o)

(471)2

3-8-2 les diagrammes a deux boucles

=2

de1 deZ 1 1
(ZH)D (ZIT)D P%‘f‘ m2 (p%_'_mz)z (352)

L’intégrale pour p; ¢’est le méme dans la relation (3.41) et pour p, comme suivant

1 gt T23) 1

J‘ a~p; —
@m)P (p3+m2)*

= D D
amz P @

&

) i)

e

_ g (4nu
T (am)? \ m2

) +0()|  (359)

(3.54)

m2g2

(4m)*

[+ 22 - og (5) + 000)
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3-9 La renormalisation

La renormalisation est habituellement une redéfinition des parametres, comme les
constantes de couplage et les masses de particules, tels que les divergences que nous vous
obtenues a partir de 1’étape précédente sont absorbées et la fonction de Green des nouveaux

parametres est finie.
3-10 La formalisme de Lagrangien

Dans cette méthode peut étre éliminées ordre par ordre qu’ajoute un nombre fini de
contre-termes au Lagrangien. Plus précisément, on redéfinit la normalisation des champs, des
masses et de la constante de couplage du Lagrangien.

La premiére étape est décomposer le Lagrangien a deux forme comme suit [8] :
Ly =L+ 6L
Ly est appelé lagrangien totale ou lagrangien nues.
L est appelé lagrangien originale

6L est appelé Lagrangien des contre-termes,

Lagrangien nues a la méme forme que le lagrangien initial, les paramétres nues ne sont
pas mesurables, sont reliées aux paramétres physiques, le procédé de renormalisation
fonctionne parce que la structure des contre termes est identique que les termes de la densité

lagrangien originale aussi et par :

L= 28,00%¢p —Z¢? — - Co* (3.55)
Et
L= 208,00"p —-m?¢p? —2A¢* (3.56)
Nous pouvons maintenant combiner la contre terme avec le terme original

Ly = ~(1+ A)B,$0h¢ — = (m? + B)p? — - (A+C)p* (3.57)

Et définir
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o= (1+A)7¢

= i (3.58)
mé= (m?>+B)(1+A)?! (3.59)
o=@QA+)(A+A)? (3.60)

Apres cette redéfinition, la densité lagrangien

Ly = 0,004 do — smipE — 2 Aob (3.61)
Avec
A=0 (3.62)
B =4 [n2 — m2m ()] (3.63)
= 2 [m (222 3.64)
Donc
$o = (3.65)
m2= (m?>+B)(1+A4)7?!
= [m* (14 550 (557)) - 5] (3.66)
A=@A+c)(1+A)?
= A1+ 22 m ()] (3.67)

3-11 Le propagateur

Le propagateur de cette théorie est donné comme [11]
iAp(p®) =[ d*x e=P*(0IT[¢(x)$(0)]]0)
= Zy" [ d*x e7P* (0|T[¢po(x) o (0)]|0)

=iZy" A(p?) (3.68)
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3-12 Les fonctions de Green

Les fonctions de Green deviennent

G G %) = (OIT[B(xy), -+, ()] 10)
=2, (0]7[$,Cx), . 6, (x.)] o)

= 7,7 G\"(x,,xy) (3.69)
3-13 Les regles de Feynman

Dans la théorie ¢* on donne nouveaux régles de Feynman pour cet contre terme est :
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3 -13 Les fonctions du vertex dans la renormalisation

3-13-1 la fonction a deux point
On a la fonction a deux points est donnée [12] :
I'(p,—p) = —[m? + P? + 2(P)] (3.70)
X(P) appele self-énergie qui donner dans cette théorie comme

31
1612

2(P) = (A2 —m?In ::1—2;) —6m? — 5z p% + 0(1%) (3.71)

Donc

—I(p,~p) = m? = 6m* + (1 - 62)P? + = (A = m?In ) + 022 (3.72)
Maintenant Les contre termes peuvent étre choisis tels que la fonction I'(p, —p) est fini

pour A — oo, ceci détermine de A dépendance de §m? et nous voyons que 8z n’est pas
nécessaire pour annuler les infinis dans cette étape, puisqu’ il n’y a aucune terme p?

divergente.

Nous choisissons maintenant les contre termes qui satisfaire les conditions de

renormalisation comme

A A2
sm? = 2 (A = m?In ﬁ)+ 0(2?) (3.73)
5z = 0(1?) (3.74)
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons procédé a 1’étude détaillée de la théorie des champs avec

la théorie ¢p*comme un exemple.

Dans le premier chapitre, nous avons étudi¢ 1’évolution de la physique jusqu’ a la

théorie des champs.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons trouvé que la théorie des champs dans I’espace
ordinaire souffre d’un probléme de la divergence UV dans les diagrammes de Feynman qu’on

ne trouve pas une solution.

Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié le probleme de la divergence pour
¢liminer ce dernier on utilise les méthodes de régularisation (par coupure, pauli-villars,
analytique et dimensionnelle) mais la divergence est reste par contre la méthode de la
renormalisation est absorber la divergence, la premiere conclusion est quel que soit la forme
de la régularisation la divergence est apparu, le deuxieme conclusion est la régularisation de

coupure et dimensionnelle sont des méthodes différents, mais arrivons au méme résultat final.
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space where he appearedthe ultraviolet divergence problem in Feynman diagram step of loops
and tried processed using the method of regularization integrals, but this divergence does not
disappear, but after using the other method is called renormalization which absorbed the

divergencebecame does not exist.

Keywords:

Field theory, regularization integrals, renormalization, ultraviolet divergence, dimensional
regularization.

Résumé :

Dans cette mémoire, nous avons procédé a 1'é¢tude de la théorie des champs scalaires dans
l'espace commutative ou il est apparu le probléme de divergence ultraviolet dans les
diagrammes de Feynman a ’ordre des boucles et essayé traitées par utilisant la méthode de
régularisation les intégrales, mais cette divergence ne disparait pas, mais apres avoir utilisé
l'autre méthode est appelée la renormalisation qui a absorbé ce divergence est devenu n'existe

pas.

: Mots-clés
Théorie des champs, régularisation les intégrales, renormalization, divergence ultraviolet,

La régularisation dimensionnelle.
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