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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le théorème des points zéros de Hilbert, appelé “Nullstellensatz”, est un théorème d’algèbre

commutative. Il a été enoncé et démontré par le mathématicien allemand David Hilbert.

Il est considérer parmi les resultats piliers dans les domaines d’Algebre commutative et

Geométrie algébrique. Il constitut une extension du théoreme de Gauss D’Alembert connu

par Le Théoreme Fondamental de l’Algebre; et realise un chemin de traduction entre la

Geometrie et l’Algèbre, en construisant un lien entre les idéaux et les parties algébriques.

Dans ce mémoire, on s’intérèsse à l’étude du théorème des points zéros de Hilbert:

D’abord on rappelle les notions de base nécéssaires à comprendre le théorème (anneau,

idéal, partie algébrique d’un espace affi ne,...), ensuite on énonce le théorème dans ses deux

formes: faible et forte avec les outils nécéssaires à la démonstration (lemme de Zariski,

algèbre,...etc), enfin on cite quelques unes des applications du théorème dans les domaines

d’Algèbre et Géométrie (idéaux maximaux, étude des parties algébriques ...etc).

Ce travail est composé de trois chapitre: Dans le premier chapitre, on rappelle les no-

tions préliminaires fondamentales de l’Algèbre (anneaux, corps, ideaux d’un anneau, anneau

noethériens,...etc), ces notions sont nécessaires pour comprendre les chapitres suivants de

ce travail. On y mentionne quelques exemples pour expliquer mieux ces notions.

Le deuxième chapitre vise à présenter des concepts fondamentaux liés au théorème des

points zéros et sa preuve. Pour cette raison on parle de sous-ensembles algébriques d’un

éspace affi nes, et dun idéaux radicaux d’un anneau (en particulier anneau des polynômes),

le théorème établit le liéu entre ces deux notions.
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Introduction

Enfin, le chapitre dernier énnonce le théorème des points zéros de Hilbert, en ses deux

formes classique: Faible que répond à la question d’exestence de solution pour un système

polynomial, et Forte qui permet de étudier des propriétes géométriques en s’aidant des no-

tions algébriques et vise versa. On termine ce chpitre par la donnée de qulques applications

des théorème de Hilbert en Géométrie et en Algèbre (détèrmination des idéaux maximaux

de k[X1, ..., Xn], les zéros de l’ensemble vide,...,etc).
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Chapitre 1

NOTIONS DE BASES

L’objectif de ce chapitre est de donner quelques notions d’algèbre commutative et élémen-
taire nécessaires par la suite.

3



1.1. Anneaux

1.1 Anneaux

Définition 1.1.1 Un anneau est un ensemble non vide A muni de deux opérations internes

” + ”et ” · ”tel que:

1. (A,+) est un groupe commutatif.

2. La loi ” · ”est assosiative,i.e. ∀a, b, c ∈ A : a · (b · c) = (a · b) · c

3. La loi ”·”est distributive par rapport à ”+”: a·(b+c) = a·b+a·c, et (b+c)·a = b·a+c·a

• Si de plus la loi ” · ”est commutative, on dit que l’anneau (A,+, ·) est commutatif.

• Si A pussède un élément neutre pour la loi ” · ”on dit que A est unitaire, dans ce cas,
on note 1A ou simplement 1 cet élément et on l’appelle unité de A.

Exemple 1.1.1

1. (Z,+, ·) est un anneau commutatif .

2. (Z/nZ,+, ·) est un anneau commutatif unitaire d’élément unité 1.

3. (Mn(R),+, ·) l’ensemble des matrices carrés de type n× n sur R pour l’addition et la
multiplication des matrices est un anneau unitaire d’unité

In =


1 0 · · · 0

0 1 0
...

... 0
. . . 0

0 · · · 0 1


non commutatif.

4. Les anneau des polynômes Z [X] ,Q [X] et R [X] sont anneaux.

Définition 1.1.2 Soit A anneau commutatif, on dit qu’un élément a de A est inversible

dans A s’il existe un élément b de A tel que:

a · b = b · a = 1

4



1.1. Anneaux

• On note par
⋃

(A) l’ensemble dans éléments inversibles de A.

Exemple 1.1.2 Les ensembles suivant possèdent des éléments inversibles:

1.
⋃

(Z) = {−1, 1} .

2.
⋃

(Z�nZ) = {x ∈ Z�nZ : (x, n) = 1} .

3.
⋃

(Mn(R)) = {M ∈Mn(R) : det(M) = 0} = GL(n,R).

4.
⋃

(C) = C∗.

Définition 1.1.3 Un anneau commutatif (A,+,×) est un anneau intégre si A ne posséde

pas de diviseurs de zéro, c’est a dire:

si a · b = 0 alors a = 0 ou b = 0

Exemple 1.1.3

1. Z,Q,Ret C sont anneaux intégres.

2. M2(R) non intégre car:

1 0

0 0

0 0

0 1

 =

0 0

0 0

 .

sous anneau

Définition 1.1.4 Soit A un anneau et B une partie de A, On dit que B est un sous-

anneau de l’anneau A si (B,+, ·) est un anneau.

Proposition 1.1.1 Soit A un anneau et B un partie non vide de A.B est sous-anneau

de A si,et seulement, si:

1) ∀a, b ∈ B : a− b ∈ B

2) ∀a, b ∈ B : a · b ∈ B

Exemple 1.1.4 Z est un sous-anneau de Q.

Remarque 1.1.1 Un sous-anneau d’un anneau intègre est intègre.
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1.2. Corps

1.2 Corps

Définition 1.2.1 Un corps (K,+,×) est un ensemble muni de deux lois internes possédant

les propriétes suivantes:

1. (K,+,×) est un anneau.

2. 0k 6= 1k.

3. Tout élément de K� {0k} admet un inverse pour la loi ”× ”.

• Un corps (K,+,×) s’appelle commutatif si l’opération "×" est commutative.

Exemple 1.2.1 pour K = Z,Q,R et C :

les anneaux sont des corps commutatifs .

sous-corps

Définition 1.2.2 Soit K un corps et L un partie de K. On dit que L est un sous-corps

de K si:

1. L est un sous-anneau de K.

2. ∀x ∈ L� {0} : x−1 ∈ L.

autrement dit:

a) L 6= ∅

b) xy−1 ∈ L∗∀x, y ∈ L∗.

c) x− y ∈ L∗∀x, y ∈ L∗.

Exemple 1.2.2

1. Q est un sous-corps de R.

2. R est un sous-corps de C.
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1.3. Idéaux

1.2.1 Corps algébriquement clos

Définition 1.2.3 On dit qu’un corps algébriquement clos si tout polynôme non constant

de K[x] a une racine dans K.

Théorème 1.2.1 (Thérème de Gauss D’alembert). Le corps C des nombres complexes

est algébriquement clos.

Preuve. Soit P ∈ C[x] polynôme non constant.

supposons qu’il n’est pas de racin dans C.

P = anx
n + ...+ a0,donc an 6= 0 et n ≥ 1.

alors,si z ∈ C est de module >1, on a:

|P (z)| ≥ |an| |z|n − (|a0|+ ...+ |an − 1|)|z|n−1

≥ |z|n (|a0| −
1

|z|(|a0|+ ...+ |an − 1|)

si z → +∞⇒ |P (z)| → +∞
Il en résulte que la fonction 1

|P |est holomorphe sur C (P ne s’annule pas) et bornée donc

P constante,contradiction.

1.3 Idéaux

Définition 1.3.1 Soient (A,+,×) un anneau et I une partie non vide de A. I est appelé

un idéal de A si:

1. ∀x, y ∈ I : x− y ∈ I.

2. ∀a ∈ A, ∀x ∈ I,on a: xa = ax ∈ I.

• Un idéal I de A qui n’est pas égal à A est appelé un idéal propre de A.
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1.3. Idéaux

• A et {0A} sont des idéaux de A appelés idéaux triviaux de A.

Exemple 1.3.1

1. A anneau et x ∈ A, l’ensemble (x) = {ax : a ∈ A} est un idéal de A, appelé (x) l’idéal

engendré par x.

2. (x2 + 1) l’idéal engendré par (x2 + 1) dans R[x].

Proposition 1.3.1 si un idéal I contient un élément inversible x ∈ A,alors on a I = A.

Preuve. Soit x ∈ A, x−1 ∈ A donc 1 = xx−1 ∈ I et soit a ∈ A on a: a = a · 1 ∈ I, d’ou
A = I .

Idéal engendré par une partie

Définition 1.3.2 Soit S une partie d’un anneau commutatif A, l’idéal engendré par une

partie S est alors, (S) =

{
n∑
i=1

siai : n ∈ N, si ∈ S, ai ∈ A
}
.

Exemple 1.3.2 Soit A un anneau commutatif et S ⊂ A.

a) Si A = Z et S = {2}, alors (S) = (2) = 2Z

T = (4, 6), alors (T ) = 4Z+ 6Z = 2Z

b) Si A = K[x, y] et S = {x, y},
(S) = (x, y) = {xf(x, y) + yg(x, y) : f, g ∈ K[x, y]}

Définition 1.3.3 Un idéal I est de type fini s’il exist S ⊂ A , S fini et I = (S) .dit que I

engendré par une partie fini de A.
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1.3. Idéaux

1.3.1 Idéal premier

Définition 1.3.4 Soit I un idéal de A(anneau commutatife unitaire), I 6= A. on dit que

l’idéal I est premier si:

pour tout a, b ∈ A, si a · b ∈ I, alors a ∈ I ou b ∈ I

Exemple 1.3.3

1. Soit p ∈ N∗ un entier premier,dans l’anneau (Z,+,×),l’idéal (p) = pZ est un idéal

premier.

2. (0) est un idéal premier dans tout anneau intègre.

Théorème 1.3.1 Dans un anneau commutatif unitaire A un idéal I 6= A alors:

I est premier si et seulement si A�I est un anneau intègre

Preuve. L’implication directe: on a

(a+ I)(b+ I) = 0 + I ⇔ ab+ I = 0 + I

⇔ ab ∈ I

⇔ a ∈ I ou b ∈ I

⇔ a+ I = I ou b+ I = I

c’est-à-dire A�I est intègre.

L’implication inverse on a:

ab ∈ I ⇒ ab+ I = I = 0 + I = (a+ I)(b+ I)

⇒ a+ I = I ou b+ I = I

⇒ a ∈ I ou b ∈ I

⇒ I premier .

Exemple 1.3.4 l’anneau Z�nZ est intègre ⇔ n premier.
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1.3. Idéaux

1.3.2 Idéal maximal

Définition 1.3.5 Soit I un idéal de A non nul,I 6= A.on dit que l’idéal I est maximal,si

pour tout J de A tel que: I ⊆ J ⊆ A , on a soit J = I ou J = A

Exemple 1.3.5

1. Soit p ∈ N∗ un entier premier,dans l’anneau (Z,+,×), l’idéal pZ = (p) est un idéal

maximal .

2. Soient K corps et l’anneau A = K[X] , alors I = (x) est un idéal maximal dans K[X].

Car: on a (x) un idéal de A, (x) 6= A et (x) ⊆ J ⊆ A, J idéal de A

A = K[X] principal,J = (f(x)) et f ∈ K[X],

(x) ⊆ (f(x)) =⇒ f(x) | X

=⇒ f(x) = X ou f(x) = λ ∈ K∗

=⇒ J = X, ou J = (λ) = K[X](X = λ.(λ−1.X) , X = X.1)

Proposition 1.3.2 Un idéal I d’un anneau A est maximal si,et seulement si,A�I est un

corps.

Preuve. Supposons que I est maximal,alors A�I est un anneau commutatif et unitaire.

si a ∈ A�I et a 6= 0 i.e,a /∈ I alors l’idéal(a) + I 6= I,et (a) + I = a car I maximal et

I $ (a) + I,d′où ∃r ∈ A, ∃i ∈ I tel que 1 = ra+ i,alors 1 = ra = ra dans A�I et (i = 0 car

i ∈ I)

ceci prouve que a est inversible dans A�I et que A�I est un corps.

D’autre part,si A�I est un corps,alors A 6= I.

soit J un idéal de A tel que I $ J et soit x ∈ J�I,alors, x 6= 0 dans A�I d’où ∃y ∈ A
tel que xy = 1 et donc 1− xy ∈ I ⊂ J et 1 = (1− xy) + xy ∈ J donc J = A.

Exemple 1.3.6

1. Tout idéal maximal est premier. Car: I maximal⇒ A�I corps⇒ A�I est un anneau

integre ⇒ I est premier.
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1.4. Anneaux principaux

2. Ia réciproque de 1) est engénéral fausse. Car par exemple:(0) est un idéal premier de

Z mais n’pas maximal.

Exemple 1.3.7 I = nZ idéal maximal de Z ⇒ Z�nZ corps ⇒ n premier.

1.4 Anneaux principaux

Définition 1.4.1 Soit A anneau unitaire commutatif et intègre. l’idéal I est principal si:

I = (a) : a ∈ A

Exemple 1.4.1 Tout idéal Z de est principal.

Définition 1.4.2 On dit qu’un anneau est principal s’il est intègre et si tous ses idéaux

sont principaux.

Exemple 1.4.2

1. Z est un anneau principal.

2. K corps ⇔ K[X] est principal.

Définition 1.4.3 Soit p ∈ A un élément d’un anneau intègre A, P 6= 0. p est irrédictible

si:

a) p /∈ t(A) = A∗.

b) Si p = a · b ,avec a, b ∈ A,alors a ∈ A∗ ou b ∈ A∗.

Théorème 1.4.1 Soit p 6= 0 dans anneau principal A. p irrédictible si et selement si, l’idéal

pA = (p) est premier.
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1.4. Anneaux principaux

Preuve. L’implication directe

si p irrédictible alors,pA maximal. Car ∃a tel que pA ⊆ aA, p = ab, a et b sont des

élément inversibles et aA = A.

donc p premier

L’implication inverse

soit p 6= 0 et (p), si p = bc, alors pc ∈ (p)

supposons c ∈ (p), donc b ∈ (p) et ∃d ∈ A tel que:
b = dp donc p = cdp comme A intègre,cd = 1 c’est-à-dire c et d sont des

éléments inversible donc p irrédictible.

Définition 1.4.4 (Anneau euclidiens)

Soit A un anneau intègre et ϕ : A� {0} −→ N un fonction tel que:

pour tout a, b ∈ A� {0} , avec b 6= 0 il existe q et r ∈ A tel que:

a) a = bq + r

b) r = 0 ou ϕ(r) < ϕ(b).

alors, A est euclidien.

Exemple 1.4.3

1. l’anneau Z est euclidien avec ϕ(x) = |x| .

2. Si K un corps,alors K [x] est un anneau euclidien.avec ϕ(f) = deg(f), f ∈ K[x].

Théorème 1.4.2 Tout anneau euclidien est principal.

Preuve. soit I un idéal non nul de l’anneau euclidien A ∃a ∈ I tel que:
ϕ(a) = inf {ϕ(y) ∈ N | y ∈ I}, ∀a ∈ I tel que :x = aq + r

si r 6= 0 : ϕ(r) = ϕ(x− aq) < ϕ(a) impossible car r ∈ I
si r = 0 : x = aq et I = Aa = (a).
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1.5. Anneau factoriel

1.5 Anneau factoriel

Définition 1.5.1 Soit A un anneau intègre. On dit que A est un anneau factoriel si:

a) ∀x ∈ A\ t (A) non nul: x est le produit fini d’élément irrédictibles dans A:

x = p1p2....pk ,avec pi irrédictible dans A ∀i = 1.k.

b) Si x = q1q2....qs :avec qj irrédictible dans A ∀j = 1.s , alors k = s, et ∀i = 1.k,∃!j = 1.k

tel que qj ∼ pi.

Exemple 1.5.1 Z est factoriel.

Théorème 1.5.1 Tout anneau principal est factoriel.

Preuve. Soit x ∈ A\ t (A), x 6= 0

supposons que x ne peut etre écrit sans la forme produit d’irréductibles dans A.

⇒ x n’est pas irréductible.en particulair x = a1 · b1 : a1 /∈ t(A) et b1 /∈ t(A)

a1 ou b1ne peut etre écrit sans la forme produit d’irréductibles.

supposons que c’est a1, on a x = a1 · b2, (x)  (a1)

on applique le meme raisonnement avec a1(a1 6= 0, a1 /∈ t(A))

∃a2 6= 0, a2 /∈ t(A), a2 6=le produit d’élément irrédictible, et (a1)  (a2), a1 = a2b2.

En précédant de cett manière,on construit a3, a4, ...

(a1)  (a2) $ (a3).....

Posons, I =
⋃
i>0

(ai)

I est un idéal de A principal, ∃a ∈ A tel que I = (a)

on a: a ∈ I ⇒ ∃k > 0, a ∈ (ak),donc (a) ⊆ (ak)

on particulair (ak+1) ⊆ (ak) ⊆ (ak+1)

donc (ak) = (ak+1) contredit (ak)  (ak+1)

Exemple 1.5.2 K corps,K[x] principal donc factoriel.

13



1.6. Anneaux noethériens

1.6 Anneaux noethériens

Définition 1.6.1 Un anneau commutatif dont tout idéal et de type fini,est on appelé anneau

noethérien.

Proposition 1.6.1 Les condition suivantes sont équivalentes:

a) A est un anneau noethérien.

b) Tout suite croissante I1 ⊂ I2 ⊂ .... ⊂ In ⊂ ....d’idéaux de A est stationnaire,c’est-à-

dire ∃N ∈ N, n > N =⇒ In = IN .

c) Tout ensemble non vide d’idéaux de A posséde un élément maximal pour lnclusion.

Preuve.

1) =⇒ 2)

Comme la suite In est croissant,la réunion

I =
⋃
n∈N

In est un idéal de la forme I = (a1, ...., ak)

donc ∃N ∈ N tel que a1....ak ∈ IN alors on a I = IN .

2) =⇒ 3)

Soit E un ensemble non vide d’idéaux, suppossons que E n’ait pas d’élément maximal,

alors par récurrence une suite (In)n ∈ N qui contrasté avec 2):

on prend I1 ∈ E quelconque et comme I1 ∈ E avec I1  I2.

3) =⇒ 1)

Soit I un idéal et E = {idéaux J de A\J ⊂ I de type fini}
E 6= ∅ car (0) ∈ E,soit J élément maximal de E et,si J 6= I,soit a ∈ I − J,alors I + (a)

est encore de type fini, contenu dans I et contient strictement J .

on a donc J = I et I est bien de type fini.

Exemple 1.6.1

1. Un anneau principal est noethérien. Car tous les idéaux sont principaux donc de type

fini.
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1.6. Anneaux noethériens

2. L’anneau des polynomes A = K[x1, ..., xn, ...] n’pas noethérien . Car on a une suite

croissante non stationnaire d’idéaux: (x1) ⊂ (x1, x2) ⊂ ...

3. K[x1, ...xn] est noethérien (voir chapitre II).
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Chapitre 2

Parties Algébriques d’un éspace affi ne

2.1 Ensemble algébrique

Définition 2.1.1 (Espace affi ne de dimension n). Soit K un corps et n ≥ 1 un entier

naturel, on appelé espace affi ne de dimension n sur K l’ensemble

Kn = {(a1, ..., an)/a1, ..., an ∈ K}.

• Un élément (a1, ..., an) de Kn est appelé un point.

• L’espace K1est appelé la droit affi ne.

• L’espace K2est appelé le plan affi ne.

Soient x1, x2, .., xn des indétèrminées sur K.On considère l’anneau K[X1, ..., Xn]

des polynômes en x1, x2, .., xn sur K.

Pour S ⊂ K[X1, ..., Xn] on définit

V (S) = {(a1, ..., an) ∈ Kn : ∀f ∈ S ,f(a1, ..., an) = 0}

16



2.1. Ensemble algébrique

Exemple 2.1.1 Pour n = 1:

Si K = R, V (X2 + 1) = 0

Si K = C, V (X2 + 1) = {i,−i}

Définition 2.1.2 Une partie W ⊂ Kn est appelé une partie algébrique de Kn s’il existe

S ⊂ K[X1, ..., Xn] tel que W = V (S) .

Exemple 2.1.2

1. V ({1}) = ∅ le vide est un ensemble algébrique.

2. V ({0}) = Kn l’espace tout entier est un ensemble algébrique.

3. Si K = R

a) V (y2 − x2(x+ 1)) ⊂ R2

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­4

­2

2

4

x

y

b) V (z2 − (x2 + y2)) = 0 ⊂ R3
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2.1. Ensemble algébrique
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Remarque 2.1.1

1. Soit S,S
′
deux parties de K[X1, ..., Xn]. L’application :S 7→ V (S) est décroissante:

Si S ⊂ S
′
, on aV (S

′
) ⊂ V (S).

2. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

En écrivant
⋂
i

V (Si) = V (
⋃
i

Si)

Proposition 2.1.1 Pour tout S ⊂ K[X1, ..., Xn] on a:

V (S) = V (〈S〉)

Preuve. Est-ce que V (S) ⊂ V (〈S〉)
On a (a1, ..., an) ∈ V (S) tel que ∀f ∈ S, f(a1, ..., an) = 0 et soit g ∈ 〈S〉 qui s’écrit

r∑
i=1

gifi

avec fi ∈ S et gi ∈ K[X1, ..., Xn]

est alors claire que g(a1, ..., an) = 0

donc (a1, ..., an) ∈ V (〈S〉).
Est-ce queV (〈S〉) ⊂ V (S)

On a 〈S〉 ⊂ S par décroissante V (〈S〉) ⊂ V (S)

Proposition 2.1.2 Une réunien finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.
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2.2. Idéal d’un ensemble algébrique affi ne

Preuve. Soit V = V (I) et V
′
= V (J), avec I, J deux idéaux

on a V (I) ∪ V (J) ⊂ V (IJ) clairement, soit (a1, ..., an) ∈ V (IJ), on suppose que

(a1, ..., an) /∈ V (I) et /∈ V (J), donc ∃f ∈ I et g ∈ J tel que f(ai) 6= 0 et g(ai) 6= 0,

alors (fg)(ai) 6= 0 mais fg ∈ IJ.contradiction.

2.2 Idéal d’un ensemble algébrique affi ne

Définition 2.2.1 Soit X un ensemble de Kn .On appelé l’idéal de l’ensemble X l’ensemble:

I(X) = {f ∈ K[X1, ..., Xn] : f(a1, ..., an) = 0∀(a1, ..., an) ∈ X}

Exemple 2.2.1 On a I(∅) = K[X1, ..., Xn].

Proposition 2.2.1 L’ensemble I(X) est un idéal.

Preuve. L’ensemble I(X) contient le polynômes nul, car il s’annule sur tous les points

de Kn, donc en particulier sur tous les points de X.

soient f et g deux polynômes de I(X) ∀(a1, ..., an) ∈ X
on a:(f+g)(a1, ..., an) = f(a1, ..., an)+g(a1, ..., an) = 0+0 = 0 et f+g est un polynômes

de I(X),si de plus h ∈ K[X1, ..., Xn]

(hf)(a1, ..., an) = h(a1, ..., an)f(a1, ..., an) = 0 ,D’où hf ∈ I(X)

donc I(X) est un idéal.

Proposition 2.2.2 Si f1, ..., fs sont des polynômes de K[X1, ..., Xn] alors,〈f1, ..., fs〉 ⊂
I(V (f1, ..., fs)).

Preuve. Soit f ∈ 〈f1, ..., fs〉,alors ∃ une décomposition f = h1f1 + ...+ hsfs , où les hi

sont des polynômes de K[X1, ..., Xn]

pour tout (a1, ..., an) ∈ V (f1, ..., fs)

on a: fi(a1, ..., an) = 0,pour tout i ∈ [1, s] par suite

f(a1, ..., an) = 0,Ainsi f s’annule sur tous les points de V (f1, ..., fs),ce que entraîne que

f ∈ I(V (f1, ..., fs)).
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2.3. Le Radical d’un idéal

Remarque 2.2.1

1. L’application :X 7→ I(X) est décroissante:

Si X ⊂ Y , ona I(Y
′
) ⊂ I(X).

2. Si V est un ensemble algebrique affi ne on a V (I(V )) = V.

Car: il est clair que V ⊂ V (I(V )). Reciproquement, si V = V (I), on a I ⊂ I(V ) et

done V = V (I) ⊃ V (I(V )).

2.3 Le Radical d’un idéal

Définition 2.3.1 Soit I un idéal d’un anneau commutatif (A,+,×). On définit le radical

de I :
√
I = {a ∈ A : ∃n ≥ 1 : an ∈ I}

Définition 2.3.2 On dit que l’idéal I est un idéal radical si
√
I = I. C’est-à-dir:

Si an ∈ I ⇒ I ∈ a.

Exemple 2.3.1

1. Dans Z si I = 4Z alors
√
I = 2Z.

2. Dans K[x] et K est corps,I = (x2) alors
√
I = (x).

Proposition 2.3.1 Soit I est un idéal de l’anneau A. Le radical de I est un idéal.

Preuve.
√
I contient I (prendre n = 1), donc n’est pas vide.

Soit a, b des éléments de
√
I, n0 et m0 deux indices tels que an ∈ I et b0 ∈ I,l’anneau

étant commutatif,(a− b)n0+m0 =
n0+m0∑
k=0

(
n0+m0

K

)
(−1)n0+m0−kakbn0+m0−k

Si K ≥ n0, a
kbn0+m0−k = an0ak−n0bn0+m0−k ∈ I

Si K < n0,alors n0 +m0 − k > m0, donc de même akbn0+m0−k ∈ I,
comme I est un sous-groupe de (A,+), et (a− b)n0+m0 ∈ I et donc a− b ∈ I.
Si c ∈ A, (a× c)n0 = an0 × cn0 ∈ I,donc a× b ∈

√
I

donc
√
I est un idéal.
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2.3. Le Radical d’un idéal

Proposition 2.3.2 Soit I un idéal premier de A, alors I est radical.

Preuve. Soit x ∈ I,pour n entier strictement positif,soit Pn la propriété:"si xn ∈ I,alors
x ∈ I ". P1 est vérifiée.
soit n ≥ 1 un entier tel que Pn est vérifiée et on montre que Pn+1 est vérifiée,

supposons xn+1 ∈ I ,comme x = xn.x et I est un idéal premier,on a x ∈ I ou xn ∈ I :

dans le premier cas (x ∈ I), Pn+1 est vérifiée.

dans le second cas (xn ∈ I),d’après Pn ,Pn+1 est vérifiée.

donc par récurrence,Pn est vraie pour tout n.

donc I radical.

Remarque 2.3.1

1. Soit I un idéal, I ⊂
√
I. Car:on a x1 = x donc x1 ∈ I et donc x ∈

√
I.

2.
√√

I =
√
I. Car: si an ∈

√
I =⇒ an s = (an)s ∈ I , ∀s.

Théorème 2.3.1 Soit I, J des idéaux radicaux de A, alors I ∩ J est un idéal radical de A.

Preuve. On montre que
√
I ∩ J ⊂ I ∩ J

Soit x ∈
√
I ∩ J et n ∈ N\{0} tel que xn ∈ I ∩ J

En particulier on a: xn ∈ I donc x ∈
√
I et

√
I = I , donc x ∈ I , et xn ∈ J donc

x ∈
√
J et

√
J = J , donc x ∈ J

alors I ∩ J est un idéal radical de A.

Exemple 2.3.2

1. 15Z = 3Z ∩ 5Z est un idéal radical.

car: 3, 5 sont premier, 3Z et 5Z sont des idéaux premier

donc, 3Z ∩ 5Z est un idéal radical.

2. {0} est un idéal radical.

3.
√
I est un idéal radical (

√√
I =
√
I).
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2.4. Théorème de base de Hilbert

2.4 Théorème de base de Hilbert

Théorème 2.4.1 (de base de Hilbert). Si A est un anneau noethérien, alors l’anneau

des polynômes A[X] est noethérien.

Preuve. Soit I un idéal de A[X], il s’agit de montrer que I est de type fini.

Soit E l’ensemble des coeffi cients des termes de plus haut degré des éléments de I. Alors

E est clairement un idéal de A, donc de type fini.

Soient {a1, ..., an} un système de générateurs et considérons les fi = aiX
ri + ( termes de

degré < ri) ∈ I qui ont donné naissance aux ai. Soit encore r = max ri et J ⊂ I l’idéal de

A[X] engendré par f1, ..., fn.

Montrons que, ∀f ∈ I, f = g + h où h ∈ J et g ∈ I de degré < r. Si deg f < r, il n’y a

rien à démontrer. On peut donc supposer m = deg f ≥ r. Alors f = axm + (deg < m). Or

a ∈ E, donc a =
∑
i

aiui .

Posons alors g1 = f −
∑
i

uifiX
m−ri . Ainsi g1 ∈ I et son degré deg g1 < m, d’où, par

récurrence descendante sur m, on peut écrire f = gj + h où h ∈ J et deg gj < r. Il suffi t

alors de poser g = gj.

SoitM = A+AX+AX2+ ...+AXr−1 ; c’est un A-module de type fini, donc noethérien

et on a I = J + I ∩M . Or J est de type fini, donc I est de type fini.

Corollaire 2.4.1 Si A est noethérien, alors A[X1, ..., Xn] noethérien.
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Chapitre 3

LE NULLSTELLENSATZ DE

HILBERT ET APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous étudions le théorème des points zéros de Hilbert (dans ces deux
formes: forme faible et forme forte) en commençant par la donnée de la preuve, citant

quelques exemples, et enfin quelques applications du théorème qui nous permer de créer un

pont entre l’algèbre et la géométrie.
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

3.1 Le Nullstellensatz de Hilbert

3.1.1 Théorème des points zéros(forme faible)

Lemme 3.1.1 (de zariski ). Soient k et K deux corps algébriquement clos et k ⊂ K.

Si K est un k-algèbre de type fini, alors K est algébrique sur k, donc K = k.

Preuve. Voir[8]

Théorème 3.1.1 Soit k un corps algébriquement clos.

Si J est un idéal propre de l’anneau k [X1, ..., Xn] , alors V (J) 6= ∅.

• C.à.d. tout idéal propre J dans k [X1, ..., Xn] possède un zéro dans kn.

Preuve. Soit un point P = (a1, ..., an) ∈ kn.on définit l’homomorphisme d’évalution en
P

evP : k [X1, ..., Xn]→ k

f(X1, ..., Xn) 7→ f(P )

Si P ∈ V (J), alors J ⊂ ker evP .

Eneffet.P ∈ V (J) equivant à f(P ) = 0 pour tout polynôme f ∈ J. Et comme

ker evP = {g ∈ k [X1, ..., Xn] : evP (g) = 0}

= {g ∈ k [X1, ..., Xn] : g(P ) = 0}

il est clair que J ⊂ ker evP .

Inversement, A tout homomorphisme de k-algèbres ϕ : k [X1, ..., Xn] → k verifiant

J ∈ kerϕ.on assosie un point P = (ϕ(X1), ..., ϕ(Xn)) dansV (J).

Pour démontre le Théorème,il suffi t de prouver qu’il existe un homomorphisme de k-

algébre k [X1, ..., Xn]�J → k ......(1)

Si J idéal,J ⊂ m (maximal).il suffi t de prouver pour un idéal maximal m. k ⊂ K =

k [X1, ..., Xn]�m est un corps,k-algébre de type fini engendré par (X1 + m, ..., Xn + m)

alors K algébrique d’apres zariski k = K.donc (1) devenir

k [X1, ..., Xn]�J → k [X1, ..., Xn]�m

f + J 7→ f +m
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

contient J dans son noyau.

3.1.2 Théorème des points zéros(la forme forte)

Théorème 3.1.2 Soit k un corps algébriquement clos.

Pour tout idéal J de k[X1, ..., Xn], alors I(V (J)) =
√
J .

• En particular. I(V (J)) = J si J est radical.

Preuve. L’inclusion direct: montrons que
√
J ⊂ I(V (J))

Soit h ∈
√
J, alors il existe un entier s ∈ N∗ tel que hs ∈ J . Pour P ∈ V (J), on a

hs(P ) = 0, et hs(P ) = h(P ).h(P )...h(P )︸ ︷︷ ︸
s fois

= 0. Comme k est un corps, cela entraîne que

h(P ) = 0.

Donc ∀P ∈ V (J), h(P ) = 0. C’est à dire h ∈ I(V (J)).

L’inclusion inverse: montrons que I(V (J)) ⊂
√
J

On a h ∈ I(V (J)) c’est à dire (h(p) = 0,∀p ∈ V (J)). Est ce qu’il existe un entier N ≥ 1

tel que hN ∈ J.
Supposons que h 6= 0, J = (g1, ..., gm)

considérons



g1(X1, ..., Xn) = 0

g2(X1, ..., Xn) = 0
...

gm(X1, ..., Xn) = 0

1− yh(X1, ..., Xn) = 0

 m+ 1 equations

n+ 1 inconnies

si (a1, .., an, b) verifie les m equations,alors (a1, .., an) ∈ V (J) donc h(a1, .., an) = 0, et

(a1, .., an, b) ne verifie pas la dernière equations. d’apre le théorème de point zéros(form

faible) ∃fi ∈ k[X1, ..., Xn] tel que 1 =
m∑
i=1

figi + fm+1(1− yh) dans l’anneau k[X1, ..., Xn].

En regardant cette indentité dans k[X1, ..., Xn][y] et en remplaçant y par h−1 on trouve

1 =
m∑
i=1

fi(X1, ..., Xn, h
−1)gi(X1, ..., Xn).........(∗)
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

dans k[X1, ..., Xn], fi(X1, ..., Xn, h
−1) = polynomial en X1,...,Xn

hNi

soit N = max1≤i≤m {Ni}
en mullipliant (∗) par hN ,on obtient

hN =
m∑
i=1

(polynomial en X1, ..., Xn)gi(X1, ..., Xn)

que montre hN ∈ J .

Exemple 3.1.1 Si J = (X, Y 2) on a I(V (J)) = (X, Y ).

3.1.3 Quelques Applications du Théorème Nullstellensatz

Proposition 3.1.1 Pour tout partie X ⊂ An,l’ensemble V I(X) est la plus petite partie

algébrique contenant X. en particulaire V I(X) = X ⇔ X est algébrique.

Preuve. Soit V une partie algébrique contenant X.

On a: V = V (J),J idéal de k[X1, ..., Xn] alors J ⊂ I(X) , d’où V = V (J) ⊃ V I(X).

Théorème 3.1.3 L’application V : J 7→ V (J) est une bijection (décroissante) de l’ensemble

des idéaux radicaux de k[X1, ..., Xn] sur l’ensemble des parties algébriques de kn = An.son

inverse est l’application I : X 7−→ I(X).

Preuve. On a:

IV (J) = J ⇔ J idéal radical

V I(X) = X ⇔ X algébrique

donc V est une application bijective et I = V −1. La décroissance de V est claire.

Remarque 3.1.1 Les idéaux maximaux de k[X1, ..., Xn] sant exactement les idéaux de la

form (X1 − a1, ..., Xn − an).

Soit C = {m |m idéal maximal de k[X1, ..., Xn] et J ⊂ m}
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

Corollaire 3.1.1 Si J est un idéal de k[X1, ..., Xn], alors

√
J =

⋂
m∈C

m

Preuve. J idéal de k[X1, ..., Xn]

si m maximal,alors m est radical (m =
√
m)

si J ⊂ m⇒
√
J ⊂ m

⇒
√
J ⊂

⋂
m ⊂C

m . . . . . . . . . (1)

soit P = (a1, ..., an) ∈ Kn, mP = (X1 − a1, ..., Xn − an) est un idéal maximal

f ∈ mP ⇔ f(P ) = 0

donc

J ⊂ mP ⇔ P ∈ V (J)

.

si f ∈ mP ,pour tout P ∈ V (J), alors f ≡ 0 sur V (J),

d’où f ∈ IV (J) =
√
J,donc

√
J ⊃

⋂
P ⊂V (J)

mP ⊃
⋂
m⊂C

m . . . . . . . . . (2)

d’où l’egalité.

Application 1:

Soient A et B deux parties algébriques.

comme A∩B est la plus grande partie algébrique contenue dans A et B, l’ideal

I(A ∩B) doit être le plus petit idéal radical contenant à la foit I(A) et I(B) :

c’est à dire

I(A ∩B) =
√
I(A) + I(B)

Exemple 3.1.2 Soit A = V (X2 − Y ) et B = V (X2 + Y ) alors,I(A ∩ B) =
√

(X2, Y ) =

(X, Y ).

V (X2 − Y ) ∩ V (X2 + Y )
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert
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En supposant la caractéristique6= 2, notez que A ∩ B = {(0, 0)},mais lorsqu’il est rélisé
comme l’intersection de Y = X2 et Y = −X2 , il a la multiplicité 2.

Application 2:

V (0) = kn

car: I(kn) = IV (0) =
√

0 = 0

Application 3:

on a I({a1, ..., an}) = (X1 − a1, ..., Xn − an).

Preuve. L’inclusion ⊃ est claire. Inversement, si on a P (a1, ..., an) = 0 on divise P

successivement par les Xi − ai et écrit ainsi: P = (X1 − a1)ϕ1 + ...+ (Xn − an)ϕn + c avec

c ∈ k .mais c n’est autre que P (a1, ..., an),que est nul, donc P ∈ (X1 − a1, ..., Xn − an).

Application 4:

Si V (J) = ∅ ⇔ J = k[X1, ..., Xn].

Preuve. On a:

V (J) = ∅ ⇔ IV (J) =
√
J = I(∅) = k[X1, ..., Xn].

⇔ 1 ∈
√
J ⇔ 1 ∈ J

⇔ J = k[X1, ..., Xn]
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Conclusion

Dans ce travail, on a essayé de faire une étude sur le théorème des points zéros de Hilbert, en

expliquant les notions fondamentales nécéssaires pour l’établir. On conclut que ce théorème

constitue une généralisation du théorème de Gauss-D’alembert pour un polynôme non con-

stant sur C, et d’autre part représente un pont reliant l’algèbre et la géométrie.
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 ملخص

 .رت للنقاط الصفریة في شكلیھا الضعیف والقويھیلبنظریة  قمنا بتقدیم دراسة عن ،في ھذه المذكرة     

 ذلكبعد  ،الیةالمث و جبریاالحقل المغلق  ،الحقل، الحلقة: الجبریة ىخصائص البن حول قمنا أولا بتذكیر

. لحلقة )الرادیكالیة(تبدیلي والمثالیات الجذریة  حقل في فضاء تالفي على الجبریة اتالمجموع تعریف قدمنا

  .الأخیرةنظریة ھیلبرت للربط بین المفھومین السابقین مع ذكرنا لبعض التطبیقات لھذه  تأتيخبرا وا

  .الجبریة اتالمجموع، )الرادیكالیة( الجذریة یاتلاالمث، المغلق جبریا لالحق الحلقة، :كلمات مفتاحیة

_____________________________________________  

Résumé 

   Dans ce mémoire, nous présent une étude sur le théorème des points zéros de Hilbert 

sous ses deux formes faible et forte. Nous commençons par rappeler des propriétes de 

quelques structures algébriques :anneau, corps, corps algébriquement clos et idéaux. 

Ensuite nous donnons les définitions et les propriétés des parties algébriques d’un 

espace affine et les idéaux radicaux d’un anneau. Enfin, le théorème de Hilbert est 

énoncé pour lier les deux notions précédentes, accompagné de quelques applications. 

Mots clés : Anneau, Corps algébriquement clos, Les Idéaux radicaux et Les ensembles 

algébriques. 
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Abstract 

    In this memory, We present a study of The Hilbert’s zeros points Theorem in its two 

forms: the weak and the strong. We start by recalling some properties of algebraic 

structures like: rings, fields, algebraically closed fields and radical ideals. After that we 

give  definitions and properties of the algebraic subsets in affine space and the radical 

ideals in a ring. Finally, we state the Hilbert’s theorem in order to built a link between 

the two precedent notions. In last we finish this work by giving some applications. 

Key words: ring, algebraically closed fields, radical ideals and algebraic sets.          

  




