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INTRODUCTION GENERALE

Le théoréme des points zéros de Hilbert, appelé “Nullstellensatz”, est un théoréme d’algébre
commutative. Il a été enoncé et démontré par le mathématicien allemand David Hilbert.
1l est considérer parmi les resultats piliers dans les domaines d’Algebre commutative et
Geométrie algébrique. Il constitut une extension du théoreme de Gauss D’Alembert connu
par Le Théoreme Fondamental de I’Algebre; et realise un chemin de traduction entre la

Geometrie et I’Algébre, en construisant un lien entre les idéaux et les parties algébriques.

Dans ce mémoire, on s’intérésse a l’étude du théoréme des points zéros de Hilbert:
D’abord on rappelle les notions de base nécéssaires a comprendre le théoréme (anneau,
idéal, partie algébrique d’un espace affine,...), ensuite on énonce le théoréme dans ses deux
formes: faible et forte avec les outils nécéssaires & la démonstration (lemme de Zariski,
algébre,...etc), enfin on cite quelques unes des applications du théoréme dans les domaines

d’Algebre et Géométrie (idéaux maximauz, étude des parties algébriques ...etc).

Ce travail est composé de trois chapitre: Dans le premier chapitre, on rappelle les no-
tions préliminaires fondamentales de I’Algébre (anneauz, corps, ideaux d’un anneau, anneau
noethériens,...etc), ces notions sont nécessaires pour comprendre les chapitres suivants de

ce travail. On y mentionne quelques exemples pour expliquer mieux ces notions.

Le deuxiéme chapitre vise a présenter des concepts fondamentaux liés au théoréme des
points zéros et sa preuve. Pour cette raison on parle de sous-ensembles algébriques d’un
éspace affines, et dun idéauz radicauxr d’un anneau (en particulier anneau des polynomes),

le théoréme établit le liéu entre ces deux notions.
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Enfin, le chapitre dernier énnonce le théoréme des points zéros de Hilbert, en ses deux
formes classique: Faible que répond a la question d’exestence de solution pour un systéme
polynomial, et Forte qui permet de étudier des propriétes géométriques en s’aidant des no-
tions algébriques et vise versa. On termine ce chpitre par la donnée de qulques applications
des théoréme de Hilbert en Géométrie et en Algébre (détérmination des idéaur mazrimauz

de k[ X1, ..., X,], les zéros de ’ensemble vide,...,etc).



Chapitre 1

NOTIONS DE BASES

L’ob jectif de ce chapitre est de donner quelques notions d’algébre commutative et élémen-

taire nécessaires par la suite.



1.1. Anneaux

1.1 Anneaux

Définition 1.1.1 Un anneau est un ensemble non vide A muni de deux opérations internes

T+ Tet” - "tel que:
1. (A, +) est un groupe commutatif.
2. La loi 7 -7 est assosiative,i.e. Ya,b,c € A:a-(b-c)=(a-b)-c

3. Laloi " " est distributive par rapport o "+ : a-(b+c) = a-b+a-c, et (b+c)-a = b-a+c-a

e Si de plus la loi 7 - "est commutative, on dit que 'anneau (A, +, ) est commutatif.

e Si A pusséde un élément neutre pour la loi ” - ”on dit que A est unitaire, dans ce cas,

on note 1,4 ou simplement 1 cet élément et on 'appelle unité de A.
Exemple 1.1.1
1. (Z,+,-) est un anneau commutatif.
2. (Z/nZ,+,-) est un anneau commutatif unitaire d’élément unité 1.

3. (M,(R),+,-) 'ensemble des matrices carrés de type n x n sur R pour 'addition et la

multiplication des matrices est un anneau unitaire d’unité

1 0 0
0 1 0
I, =
0 0
0 0 1

non commutatif.
4. Les anneau des polyndmes Z [X],Q [X] et R[X] sont anneauz.

Définition 1.1.2 Soit A anneau commutatif, on dit qu’'un élément a de A est inversible

dans A s’il existe un élément b de A tel que:

a-b=b-a=1



1.1. Anneaux

e On note par | (A) 'ensemble dans éléments inversibles de A.

Exemple 1.1.2 Les ensembles suivant possédent des éléments inversibles:

1. U(Z) ={-1.1}.

2. U(Z/nZ) = {T € L/nL: (x,n) =1}.

3. U(M,(R)) = {M € M,(R) : det(M) = 0} = GL(n, R).
4. J(C) =C".

Définition 1.1.3 Un anneau commutatif (A, +, X) est un anneau intégre si A ne posséde

pas de diviseurs de zéro, c’est a dire:
sta-b=0 alorsa=0o0ub=0
Exemple 1.1.3

1. Z,Q,Ret C sont anneauz intégres.

, 1 0\ (0O 00
2. M,(R) non intégre car: =
00

SOous anneau

Définition 1.1.4 Soit A un anneau et B une partie de A, On dit que B est un sous-

anneau de l'anneau A si (B,+,-) est un anneau.

Proposition 1.1.1 Soit A un anneau et B un partie non vide de A.B est sous-anneau
de A si,et seulement, si:

l)Va,be B:a—be B

2)Va,beB:a-be B
Exemple 1.1.4 7Z est un sous-anneau de Q.

Remarque 1.1.1 Un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.



1.2. Corps

1.2 Corps

Définition 1.2.1 Un corps (K, +, X) est un ensemble muni de deux lois internes possédant

les propriétes suivantes:

1. (K,+, x) est un anneau.

2. 0 # 1.

3. Tout élément de K\ {0k} admet un inverse pour la loi 7 x 7.

e Un corps (K,+,x) s’appelle commutatif si Popération "x" est commutative.

Exemple 1.2.1 pour K =7Z,Q,R et C:

les anneaux sont des corps commutatifs .

sous-corps

Définition 1.2.2 Soit K un corps et L un partie de K. On dit que L est un sous-corps
de K si:

1. L est un sous-anneau de K.
2. Vz e IN{0}: 27t e L.
autrement dit:
a) LA
b) zy~' € L*Va,y € L*.
c) r—y€ L*Vr,y e L*.
Exemple 1.2.2
1. Q est un sous-corps de R.

2. R est un sous-corps de C.



1.3. Idéaux

1.2.1 Corps algébriquement clos

Définition 1.2.3 On dit qu’un corps algébriquement clos si tout polynéme non constant

de K[z] a une racine dans K.

Théoréme 1.2.1 (Théréme de Gauss D’alembert). Le corps C des nombres complezes

est algébriqguement clos.

Preuve. Soit P € C[z] polynéme non constant.
supposons qu’il n’est pas de racin dans C.
P=a,2"+ ...+ ag,donc a, # 0 et n > 1.

alors,si z € C est de module >1, on a:

[P()] = lan| |2]" = (lao| + ... + lan — 1])[["
n 1
> |4 (Iao|—m(|ao|+~-+|an—1|)

si z — 400 = |P(2)] — 400

1

| P|est holomorphe sur C (P ne s’annule pas) et bornée donc

Il en résulte que la fonction

P constante,contradiction. m

1.3 Idéaux

Définition 1.3.1 Soient (A, 4+, X) un anneau et I une partie non vide de A. I est appelé

un tdéal de A si:

1. Ve,yel:x—yel

2. Ya € AVx € I,on a: xa =ax € I.

e Un idéal I de A qui n’est pas égal a A est appelé un idéal propre de A.



1.3. Idéaux

o Aet {04} sont des idéauzr de A appelés idéaux triviaux de A.
Exemple 1.3.1

1. A anneau et x € A, 'ensemble (z) = {az : a € A} est un idéal de A, appelé (z) 'idéal

engendré par x.
2. (2% + 1) Iidéal engendré par (2 + 1) dans R[z].
Proposition 1.3.1 si un idéal I contient un élément inversible x € A,alors on a I = A.

Preuve. Soit r € A,z7' € Adoncl=ax" ' €letsoitac Aona:a=a-1¢€ 1, dou
A=1. m

Idéal engendré par une partie

Définition 1.3.2 Soit S une partie d’un anneau commutatif A, lidéal engendré par une

n

partie S est alors, (S) = {Z sia; :n €N, s; € S a; € A} .
i=1

Exemple 1.3.2 Soit A un anneau commutatif et S C A.

a) Si A=7Zet S={2}, alors (5) = (2) =2Z
T = (4,6), alors (T') = 4Z + 6Z = 2Z

b) Si A= K[z,y] et S = {z,y},
(5) = (z,y) = {ef(2,9) +yg(w,y) : f,9 € Klz,y]}

Définition 1.3.3 Un idéal I est de type fini s’il exist S C A, S fini et I = (S) .dit que I

engendré par une partie fini de A.



1.3. Idéaux

1.3.1 Idéal premier

Définition 1.3.4 Soit I un idéal de A(anneau commutatife unitaire), I # A. on dit que

l"idéal 1 est premaier si:
pour tout a,b € A,sta-be I, alorsa €l oubel
Exemple 1.3.3

1. Soit p € N* un entier premier,dans ’anneau (Z,+, x),l’idéal (p) = pZ est un idéal

premier.

2. (0) est un idéal premier dans tout anneau intégre.
Théoréme 1.3.1 Dans un anneau commutatif unitaire A un idéal I # A alors:

1 est premier si et seulement si A/ est un anneau intégre

Preuve. L’implication directe: on a

(a+1)b+1) = 0+1<ab+1=0+1
& abel
& acloubel
S at+l=Toub+1=1

c’est-a-dire A /I est intégre.
L’implication inverse on a:

ab € I=ab+I=1=0+1=(a+1)(b+1)
a+I=IToub+1=1

a€loubel

R

I premaer.

Exemple 1.3.4 ["anneau Z./nZ est intégre < n premier.



1.3. Idéaux

1.3.2 1Idéal maximal

Définition 1.3.5 Soit I un idéal de A non nul,I # A.on dit que l"idéal I est maximal,si
pour tout J de A tel que: I CJC A, onasoitJ=1ouJ=A

Exemple 1.3.5

1. Soit p € N* un entier premier,dans ’anneau (Z,+, x), V'idéal pZ = (p) est un idéal

maximal .

2. Soient K corps et 'anneau A = K|[X] , alors [ = () est un idéal mazimal dans K[X].
Car: on a (z) un idéal de A, (z) # Aet (x) CJ C A, J idéal de A
A = K[X] principal,J = (f(z)) et f € K[X],

(z) < (f(@))=fl2)| X
= f(z)=Xou f(z)=Xe K*
— J=X,ouJ=N=KX](X=X(\1X),X=X.1)

Proposition 1.3.2 Un idéal I d’un anneau A est mazximal si,et seulement si,A /I est un

coTps.

Preuve. Supposons que [ est maximal,alors A /I est un anneau commutatif et unitaire.

siae A/Teta+0iea¢ I alors I'idéal(a) + I # Iet (a) + I = a car [ maximal et
I'G (a)+I,dou3re A Ficltel que 1 =ra+ialors 1=7a=7radans A/I et (i =0 car
iel)

ceci prouve que a est inversible dans A /I et que A /I est un corps.

D’autre part,si A I est un corps,alors A # I.

soit J un idéal de A tel que [ ; J et soit # € J\UJ,alors, T # 0 dans A /I dou Jdy € A
telquezy=1letdoncl —axyelCJetl=(1—a2y)+ay€JdoncJ=A =

Exemple 1.3.6

1. Tout idéal maximal est premier. Car: [ maximal = A ~I corps = A /I est un anneau

integre = [ est premier.

10



1.4. Anneaux principaux

2. Ta réciproque de 1) est engénéral fausse. Car par exemple:(0) est un idéal premier de

7 mais n’pas maximal.

Exemple 1.3.7 [ = nZ idéal maximal de 7. = 7.,/ nZ corps = n premier.

1.4 Anneaux principaux

Définition 1.4.1 Soit A anneau unitaire commutatif et intégre. l’idéal I est principal si:
I=(a):ac A
Exemple 1.4.1 Tout idéal 7 de est principal.

Définition 1.4.2 On dit qu’un anneau est principal s’il est intégre et si tous ses idéaux

sont principaul.
Exemple 1.4.2

1. Z est un anneau principal.

2. K corps < K[X] est principal.

Définition 1.4.3 Soit p € A un élément d’un anneau intégre A, P # 0. p est irrédictible

St:
a) p¢U(A) = A~
b) Sip=a-b,avec a,b € Ajalors a € A* ou b € A*.

Théoréme 1.4.1 Soit p # 0 dans anneau principal A. p irrédictible si et selement si, l’idéal

pA = (p) est premier.

11



1.4. Anneaux principaux

Preuve. L’implication directe

si p irrédictible alors,pA maximal. Car da tel que pA C aA,p = ab,a et b sont des
élément inversibles et a A = A.

donc p premier

L’implication inverse

soit p # 0 et (p), si p = be, alors pc € (p)

supposons ¢ € (p), donc b € (p) et Id € A tel que:

b = dp donc p = cdp comme A intégre,cd = 1 c’est-a-dire ¢ et d sont des

éléments inversible donc p irrédictible. m
Définition 1.4.4 (Anneau euclidiens)

Soit A un anneau intégre et ¢ : AN\ {0} — N un fonction tel que:

pour tout a,b € AN {0} , avec b # 0 il existe q et r € A tel que:
a) a=bg+r
b) 7 =10 ou p(r) < p(b).

alors, A est euclidien.
Exemple 1.4.3

1. Panneau Z est euclidien avec (x) = |z|.
2. Si K un corps,alors K [x] est un anneau euclidien.avec o(f) = deg(f), f € Klz].

Théoréme 1.4.2 Tout anneau euclidien est principal.

Preuve. soit I un idéal non nul de 'anneau euclidien A Ja € I tel que:
ola) =inf{p(y) e N|y € I},Va eI tel que :x =aqg+r
sir#0:p(r)=e(r—aq) < ¢(a) impossible car r € [
sir=0:x=aqet [ =Aa=(a). m

12



1.5. Anneau factoriel

1.5 Anneau factoriel

Définition 1.5.1 Soit A un anneau intégre. On dit que A est un anneau factoriel si:

a) Vo € A\ U (A) non nul: x est le produit fini d’élément irrédictibles dans A:
T = p1pa....pi ,avec p; irrédictible dans A Vi = 1.k.

b) Six = qiqa....qs :avec q; irrédictible dans A Vj = T.s , alors k = s, et Vi = 1.k,3lj = 1.k
tel que g; ~ p;.

Exemple 1.5.1 Z est factoriel.
Théoréme 1.5.1 Tout anneau principal est factoriel.

Preuve. Soit z € A\ U (A4),z #0

supposons que x ne peut etre écrit sans la forme produit d’irréductibles dans A.
= x n’est pas irréductible.en particulair x = a; - by : ay ¢ U(A) et by ¢ L(A)

a1 ou bine peut etre écrit sans la forme produit d’irréductibles.

supposons que c’est aj, on a r = ay - by, () & (aq)

on applique le meme raisonnement avec a;(a; # 0,a; ¢ L(A))

Jdag # 0,as ¢ U(A), az #le produit d’élément irrédictible, et (a1) & (az2),a; = asbs.
En précédant de cett maniére,on construit as, ay, ...

(a1) & (a2) G (a3).....

Posons, I = U(ai)

120

I est un idéal de A principal, Ja € A tel que I = (a)
ona: a€l=3k=>0,ac (a),donc (a) C (ax)
on particulair (ax41) C (ax) € (ags1)

donc (ag) = (ags1) contredit (ax) & (agyr) ™

Exemple 1.5.2 K corps,K|x] principal donc factoriel.

13



1.6. Anneaux noethériens

1.6 Anneaux noethériens

Définition 1.6.1 Un anneau commutatif dont tout idéal et de type fini,est on appelé anneau

noethérien.
Proposition 1.6.1 Les condition suivantes sont équivalentes:

a) A est un anneau noethérien.

b) Tout suite croissante Iy C Iy C .... C I, C ...d"idéaux de A est stationnaire,c’est-a-

dire AN e NNn > N = I, = Iy.

c) Tout ensemble non vide d’idéaux de A posséde un élément maximal pour Inclusion.

Preuve.
1) = 2)
Comme la suite [, est croissant,la réunion

I = U I,, est un idéal de la forme I = (ay, ...., ax)

neN
donc AN € N tel que a;....ax € Iy alorson a I = Iy.

2) = 3)

Soit F un ensemble non vide d’idéaux, suppossons que E n’ait pas d’élément maximal,
alors par récurrence une suite (1,,)n € N qui contrasté avec 2):

on prend [; € E quelconque et comme Iy € E avec [} & Is.

3) =1)

Soit I un idéal et E = {idéaux J de A\J C I de type fini}

E # () car (0) € E soit J élément maximal de E et,si J # [,s0it a € I — Jalors I + (a)
est encore de type fini, contenu dans I et contient strictement .J.

on a donc J = I et I est bien de type fini. m

Exemple 1.6.1

1. Un anneau principal est noethérien. Car tous les idéaux sont principaux donc de type

fini.

14



1.6. Anneaux noethériens

2. L’anneau des polynomes A = K|z, ...,x,,...] n’pas noethérien . Car on a une suite

croissante non stationnaire d’idéaux: (z1) C (x1,22) C ...

3. Klxy, ...z, est noethérien (voir chapitre II).

15



Chapitre 2

Parties Algébriques d’un éspace affine

2.1 Ensemble algébrique
Définition 2.1.1 (Espace affine de dimension n). Soit K un corps et n > 1 un entier

naturel, on appelé espace affine de dimension n sur K [’ensemble

K" ={(a,...,a,) /a1, ...,a, € K}.

e Un élément (ay,...,a,) de K™ est appelé un point.
e L’espace Klest appelé la droit affine.

o L’espace K2est appelé le plan affine.

Soient x1, Xa, .., T, des indétérminées sur K.On consideére 'anneau K[X7, ..., X,,]

des polynomes en x1, o, .., x,, sur K.

Pour S C K[Xj, ..., X,,] on définit

V(S) = {(ala "'7an) € K" vf €S 7f<a17 '-'7a'n> = O}

16



2.1. Ensemble algébrique

Exemple 2.1.1 Pourn = 1:

SiK = RV(X?+1)=0
SiK = CV(X*+1)={i—i}

Définition 2.1.2 Une partie W C K" est appelé une partie algébrique de K™ s’il existe
S C K[Xy,...,X,] tel que W =V(S) .

Exemple 2.1.2

1. V({1}) = 0 le vide est un ensemble algébrique.
2. V({0}) = K™ ’espace tout entier est un ensemble algébrique.

3. Si K=R

a) V(y* —2*(z+1)) CR?

XL

b) V(2> — (22 +y*) =0 CR?

17



2.1. Ensemble algébrique

Remarque 2.1.1
1. Soit S,S" deux parties de K[X1, ..., X,,]. L’application :S — V(S) est décroissante:

SiScS, onalV(S)cV(S).

2. Une intersection quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

En écrivant ﬂ V(S;) = V(U Si)

Proposition 2.1.1 Pour tout S C K[Xy, ..., X,] on a:

Preuve. Est-ce que V(S) C V((S))

Ona (ay,...,a,) € V(S) tel que Vf € S, f(ay,...,a,) = 0 et soit g € (S) qui s’écrit ingz
avec f; € S et g; € K[X1, ..., X},] =

est alors claire que g(ay, ..., a,) =0

donc (ay, ...,a,) € V({S)).

Est-ce queV/ ((S)) C V()

On a (S) C S par décroissante V((S)) C V(S) =

Proposition 2.1.2 Une réunien finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

18



2.2. Idéal d’un ensemble algébrique affine

Preuve. Soit V =V (I) et V' = V(J), avec I, J deux idéaux

on a V(I)UV(J) c V(IJ) clairement, soit (ai,...,a,) € V(IJ), on suppose que
(a1,...;a,) ¢ V(I) et ¢ V(J), donc 3f € I et g € J tel que f(a;) # 0 et g(a;) # 0,
alors (fg)(a;) # 0 mais fg € IJ.contradiction. m

2.2 Idéal d’un ensemble algébrique affine

Définition 2.2.1 Soit X un ensemble de K™ .On appelé l'idéal de l’ensemble X [’ensemble:
I(X)=A{fe K[X1,...X,]: f(ay,...,a,) = O0¥(ay, ...,a,) € X}

Exemple 2.2.1 On a I(0) = K[Xq, ..., X,.].

Proposition 2.2.1 L’ensemble I(X) est un idéal.

Preuve. L’ensemble /(X)) contient le polynémes nul, car il s’annule sur tous les points
de K™, donc en particulier sur tous les points de X.

soient f et g deux polynomes de I(X) V(aq,...,a,) € X

ona:(f+g)(ay,...,a,) = f(ag,...,an)+9g(ay,...,a,) =040 =0 et f+g est un polynomes
de I(X),si de plus h € K[Xj, ..., X,,]

(hf)(ay,...,a,) = h(ay,...,a,) f(as,...,a,) =0 ,Dou hf € I(X)

donc I(X) est un idéal. =

Proposition 2.2.2 Si fy,..., fs sont des polynomes de K[Xi,...,X,]| alors,(fi,..., fs) C
I(V(flaafs))

Preuve. Soit f € (f1, ..., fs),alors 3 une décomposition f = hyfi + ... + hsfs , oit les h;
sont des polynomes de K[X7, ..., X,,]
pour tout (ay,...,an) € V(f1,..., fs)

on a: f;(as,...,a,) = 0,pour tout i € [1, s| par suite

f(ai,...,a,) = 0,Ainsi f s’annule sur tous les points de V(fi, ..., fs),ce que entraine que

fellV(fi,..fs)) =
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2.3. Le Radical d’un idéal

Remarque 2.2.1
1. L’application : X +— I(X) est décroissante:

Si X CVY,onal(Y)cCI(X).

2. Si V est un ensemble algebrique affine on a V(I(V)) = V.
Car: il est clair que V' C V(I(V)). Reciproquement, si V=V (I),ona I C I(V) et
done V=V (I) D V(I(V)).

2.3 Le Radical d’un idéal

Définition 2.3.1 Soit [ un idéal d’un anneau commutatif (A,+,x). On définit le radical
de I :
VIi={aeA:In>1:a" €I}

Définition 2.3.2 On dit que lidéal I est un idéal radical si /I = 1. C’est-a-dir:
Sia"el=1E¢€a.
Exemple 2.3.1
1. Dans Z si I = 47 alors \/T = 27.
2. Dans K[z] et K est corps,] = (22) alors VI = ().
Proposition 2.3.1 Soit I est un idéal de l’anneau A. Le radical de I est un idéal.

Preuve. v/ contient / (prendre n = 1), donc n’est pas vide.
Soit a,b des éléments de /I, no et my deux indices tels que a® € I et b° € I,Panneau

no+mo
étant commutatif,(a — b)"0tme = (”O;mo)(—1)”0+m0_kakb”0+m0_k

Si K > ng, akbrotmo=k — gnogk—nopnotmo=k < J

Si K < ng,alors ng +mgy — k > mg, donc de méme a*brotmo—* ¢ J

comme [ est un sous-groupe de (A,+), et (a —b)™*™0 € [ et donca—b € I.
Sice A (axc)=a"xc™cldoncaxbeI

donc /T est un idéal. m
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2.3. Le Radical d’un idéal

Proposition 2.3.2 Soit [ un idéal premier de A, alors I est radical.

Preuve. Soit x € I,pour n entier strictement positif,soit P, la propriété:"si 2™ € I,alors
xz €l ". P est vérifiée.

soit n > 1 un entier tel que P, est vérifiée et on montre que P, est vérifiée,

supposons "™ € I ,comme x = 2™.x et I est un idéal premier,on a z € [ ou 2" € I :

dans le premier cas (z € I), P, 41 est vérifiée.

dans le second cas (z" € I),d’aprés P, ,P, 1 est vérifiée.

donc par récurrence, P, est vraie pour tout n.

donc [ radical. m
Remarque 2.3.1

1. Soit I un idéal, I C v/I. Car:on a ' = z donc z' € I et donc = € /1.
2. VI =+/I. Car: sia"e \/7:>a”5:(a”)3 el ,Vs.
Théoréme 2.3.1 Soit I,J des idéaux radicaux de A, alors I N J est un idéal radical de A.

Preuve. On montre que VINJ C INJ

Soit z € VINJ et n € N\{0} tel que 2" € IN.J

En particulier on a: 2" € I donc z € VI et VI =1 ,doncz € I , et 2" € J donc
revJetVJ=J,doncxeJ

alors I N J est un idéal radical de A. =

Exemple 2.3.2

1. 157 = 37 N 57 est un idéal radical.
car: 3,5 sont premier, 3Z et 5Z sont des idéaux premier

donc, 3Z N 57 est un idéal radical.
2. {0} est un idéal radical.

3. /I est un idéal radical (V VI = \/7)
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2.4. Théoréme de base de Hilbert

2.4 Théoréme de base de Hilbert

Théoréme 2.4.1 (de base de Hilbert). Si A est un anneau noethérien, alors l’anneau

des polynomes A[X] est noethérien.

Preuve. Soit I un idéal de A[X], il s’agit de montrer que I est de type fini.

Soit E I'’ensemble des coefficients des termes de plus haut degré des éléments de I. Alors
E est clairement un idéal de A, donc de type fini.

Soient {ay, ..., a,} un systéme de générateurs et considérons les f; = a; X" + ( termes de
degré < r;) € I qui ont donné naissance aux a;. Soit encore r = max r; et J C I I'idéal de
A[X]| engendré par fi, ..., fn.

Montrons que, Vf € I, f=g+houhe Jetgel dedegré <r. Sidegf <r, iln’ya
rien & démontrer. On peut donc supposer m = deg f > r. Alors f = ax™ + (deg < m). Or
a € E,donca=>au; .

Posons alors gi =f— ZuifiXm_”. Ainsi g1 € I et son degré deg gl < m, d’ou, par
récurrence descendante sur Zm, on peut écrire f = g; +h o h € J et degg; < r. Il suffit
alors de poser g = g;.

Soit M = A+ AX +AX?+...+ AX"!; c’est un A-module de type fini, donc noethérien
etonal=J+INM. Or J est de type fini, donc I est de type fini. m

Corollaire 2.4.1 Si A est noethérien, alors A[Xq, ..., X,] noethérien.
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Chapitre 3

LE NULLSTELLENSATZ DE
HILBERT ET APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous étudions le théoréme des points zéros de Hilbert (dans ces deux
formes: forme faible et forme forte) en commengant par la donnée de la preuve, citant
quelques exemples, et enfin quelques applications du théoréme qui nous permer de créer un

pont entre ’algébre et la géométrie.
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

3.1 Le Nullstellensatz de Hilbert

3.1.1 Théoréme des points zéros(forme faible)

Lemme 3.1.1 (de zariski ). Soient k et K deux corps algébriquement clos et k C K.
Si K est un k-algébre de type fini, alors K est algébrique sur k, donc K = k.

Preuve. Voir[8| =

Théoréme 3.1.1 Soit k un corps algébriquement clos.

Si J est un idéal propre de l'anneau k[Xy, ..., X,|, alors V(J) # 0.

e C.a.d. tout idéal propre J dans k [X1, ..., X,,| posséde un zéro dans k™.

Preuve. Soit un point P = (ay, ..., a,) € k".on définit '’homomorphisme d’évalution en

evp : k[ Xy, ..., Xp] — k
f(X1, ..., X)) — f(P)
Si P e V(J), alors J C ker evp.
Eneffet.P € V/(J) equivant & f(P) =0 pour tout polynéme f € J. Et comme

kerevp = {g€k[X1,....,X,]:evp(g) =0}
= {gek[Xy,..., X, :g(P)=0}

il est clair que J C ker evp.

Inversement, A tout homomorphisme de k-algebres ¢ : k[X,...,X,] — k  verifiant
J € ker p.on assosie un point P = (p(X3), ..., o(X,)) dansV'(J).

Pour démontre le Théoréme,il suffit de prouver qu’il existe un homomorphisme de k-
algébre k[ Xy, ..., X, /J — k ...... (1)

Si J idéal,J C m (maximal).il suffit de prouver pour un idéal maximal m. k C K =
k[Xy,...,X,] /m est un corps,k-algébre de type fini engendré par (X; + m, ..., X,, + m)
alors K algébrique d’apres zariski £ = K.donc (1) devenir

kX, ... X,/ — EkE[Xy,....X,] /m

f+J — f+m
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

contient J dans son noyau. m

3.1.2 Théoréme des points zéros(la forme forte)

Théoréme 3.1.2 Soit k un corps algébriquement clos.

Pour tout idéal J de k[X1, ..., X,], alors I(V(J)) =+/J.

e En particular. I(V(J)) = J si J est radical.

Preuve. L’inclusion direct: montrons que v/.J C I(V(J))
Soit h € v/J, alors il existe un entier s € N* tel que h* € J. Pour P € V(J), on a
h*(P) = 0, et h*(P) = h(P).h(P)...h(P) = 0. Comme k est un corps, cela entraine que

VvV
s fois

h(P) = 0.
Donc VP € V(J), h(P) =0. Cest a dire h € I(V(J)).
L’inclusion inverse: montrons que I(V(.J)) C v/J
Onah € I(V(J)) c’est adire (h(p) = 0,Vp € V(J)). Est ce qu’il existe un entier N > 1
tel que AV € J.
Supposons que h # 0,J = (g1, ..., gm)
[ Xy, X)) =
g2(Xq, ... X,) =

. m + 1 equations
considérons

n + 1 inconnies
gm(Xl,...,Xn) =0

| 11— yh(Xy, . X,) =0
si (ay, .., a,,b) verifie les m equations,alors (aq,..,a,) € V(J) donc h(ay,..,a,) = 0, et

(aq, .., an,b) ne verifie pas la derniére equations. d’apre le théoréme de point zéros(form

faible) 3f; € k[ X1, ..., Xy] tel que 1 = 3 figi + fi1(1 — yh) dans 'anneau kX1, ..., X,,].
=1

En regardant cette indentité dans k[X7, ..., X,,][y] et en remplacant y par A~! on trouve

m

L= (X1, X, h )i (X1, o, X)) o (%)

i=1
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

dans k[X1, ..., X,], fi(X1, ..., Xy, h1) = polynomialen XX,
soit N = maxi<i<m {Nz}
en mullipliant () par 2" on obtient

m

N = Z(polynomial en X1,..., X,)0(Xq, ..., Xp)

=1

que montre hN € J. m
Exemple 3.1.1 Si J = (X,Y?) ona I(V(J)) = (X,Y).

Y

3.1.3 Quelques Applications du Théoréme Nullstellensatz

Proposition 3.1.1 Pour tout partie X C A" ’ensemble VI(X) est la plus petite partie
algébrique contenant X . en particulaire VI(X) = X < X est algébrique.

Preuve. Soit V' une partie algébrique contenant X.

On a: V =V (J),J idéal de k[X}, ..., X, alors J C I[(X) ,dou V=V (J) DVI(X). m

Théoréme 3.1.3 L’application V' : J — V(J) est une bijection (décroissante) de l’ensemble
des idéaux radicauz de k[Xq, ..., X,| sur ’ensemble des parties algébriques de k™ = A".son

inverse est application I : X — I1(X).
Preuve. On a:

IV(J) = J < Jidéal radical
VI(X) = X < X algébrique

donc V est une application bijective et I = V. La décroissance de V est claire. m

Remarque 3.1.1 Les idéaux mazimaux de k[X, ..., X,]| sant exactement les idéaux de la

form (X1 — aq, ..., X;, — ap).

Soit C' = {m |m idéal maximal de k[X7,..., X,] et J C m}
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

Corollaire 3.1.1 Si J est un idéal de k[X, ..., X,], alors

V= [m
meC
Preuve. J idéal de k[ Xy, ..., X,]
si m maximal,alors m est radical (m = y/m)

siJcm=VJCm

=vJc (\m ......... (1)

m CC
soit P = (ay,...,a,) € K", mp = (X1 — ay, ..., X;, — a,,) est un idéal maximal

femp@f(P):O

donc

JCmp<s PeV(J)

si f € mp,pour tout P € V(J), alors f =0 sur V(J),

d'ot fe IV(J)=+/J,donc V.J D ﬂ mp D ﬂm ......... (2)
P Ccv(J) mcC
d’ou l'egalité. m

Application 1:

Soient A et B deux parties algébriques.

comme AN B est la plus grande partie algébrique contenue dans A et B, 'ideal
I(AN B) doit étre le plus petit idéal radical contenant a la foit I(A) et I(B) :
c’est a dire

(AN B) = /I(A) + I(B)

Exemple 3.1.2 Soit A=V (X?-Y) et B=V(X?+Y) alors, (AN B) = /(X2,Y) =
(X,Y).
V(X2-Y)NV(X?+Y)
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3.1. Le Nullstellensatz de Hilbert

A4+
En supposant la caractéristique£ 2, notez que AN B = {(0,0)},mais lorsqu’il est rélisé
comme lintersection de Y = X? et Y = —X? | il a la multiplicité 2.

Application 2:
V(0) = k"

car: I(k") = I1V(0) =0 =0

Application 3:

onal({ay,...,a,}) = (X1 — a1, ... Xp — ay).

Preuve. L’inclusion D est claire. Inversement, si on a P(ay,...,a,) = 0 on divise P
successivement par les X; — a; et écrit ainsi: P = (X7 —a1)p; + ... + (X, — an)p,, + ¢ avec

¢ € k .mais ¢ n’est autre que P(ayq, ..., a,),que est nul, donc P € (X; —ay,..., X, —a,). m

Application 4:
SiV(J)=0< J=k[Xy,... X,

Preuve. On a:

V(J) = 0eIV()=VJ=1I10)=kX,.., X,
leVieleld
J = k?[Xl,,Xn]
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Conclusion

Dans ce travail, on a essayé de faire une étude sur le théoréme des points zéros de Hilbert, en
expliquant les notions fondamentales nécéssaires pour ’établir. On conclut que ce théoréme
constitue une généralisation du théoréme de Gauss-D’alembert pour un polynéme non con-

stant sur C, et d’autre part représente un pont reliant ’algébre et la géométrie.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous présent une étude sur le théoréme des points zéros de Hilbert
sous ses deux formes faible et forte. Nous commencons par rappeler des propriétes de
guelques structures algébriques :anneau, corps, corps algébriquement clos et idéaux.
Ensuite nous donnons les définitions et les propriétés des parties algébriques d’un
espace affine et les idéaux radicaux d’un anneau. Enfin, le théoréme de Hilbert est
énoncé pour lier les deux notions précédentes, accompagné de quelques applications.

Mots cles : Anneau, Corps algébriquement clos, Les Idéaux radicaux et Les ensembles

algébriques.

Abstract

In this memory, We present a study of The Hilbert’s zeros points Theorem in its two
forms: the weak and the strong. We start by recalling some properties of algebraic
structures like: rings, fields, algebraically closed fields and radical ideals. After that we
give definitions and properties of the algebraic subsets in affine space and the radical
ideals in a ring. Finally, we state the Hilbert’s theorem in order to built a link between
the two precedent notions. In last we finish this work by giving some applications.

Key words: ring, algebraically closed fields, radical ideals and algebraic sets.





