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Listes des figures :
Figurel.1: Représentation graphique d’une chaine d’Ising.

Figure 1.3 : Représentation graphique du modéle d’Ising sur un réseau carré. Les spins (cercle en bleu) sont
reliés entre eux par le méme facteur d’interaction J (traits noir)

Figure 3 .1: Etats-basse énergie du modéle d'Ising bidimensionnel avec interactions ferromagnétiques (a
droite) et interactions antiferromagnétiques (a gauche). Les cercles pleins correspondent aux spins orientés
vers le haut et ouverte vers le bas respectivement. Les constantes de couplage J sont souvent limitée a étre
non nul uniquement pour les sites de réseau i, j quisontvoisins les plus proches.

Figure 5.1 : Variation de I'aimantation absolue |M| avec la température pour réseaux de taille L=16, 32, 64,

128 pour les phases initiales BS et HS respectivement. La dynamique utilisée est celui de Metropo lis.

Concernant les phases initiales du systeme a simuler, les résultats de mesure sur I’aimantation
absolue que le systeme est initialement en phase BS sont, d'une facon générale, identiques a ceux
obtenues sur un systéme initialement en phase HS dans les deux dynamiques de simulation (Figures
5.1et5.2).

Figure 5.2 : Variation de I'aimantation absolue |M| avec la température pour réseaux de taille L=16, 32, 64,

128 pour les phases initiales BS et HS respectivement. La dynamique utilisée est celui des clusters de S-W.

Figure 5.3 : Comparaison de la variation de 'aimantation absolue |M| avec la température dans les cas des
deux dynamiques de Metropolis et des clusters de S-W pour réseaux de taille L=16, 32, 64, 128.



INTRODUCTION

Le modéle d’Ising est un modéle de physique statistique, il a été utilisé pour modéliser différents
phénomeénes dans lesquels des effets collectifs sont produits par des interactions locales entre
particules a deux états, notamment les phénoménes ferromagnétiques dans les matériaux [1].

Les solutions exactes du modéle d’Ising n’existent que pour une chaine (1-D) et en 2-D sans
champ magnétique, d’'ou il faut faire recours aux techniques de simulations numériques pour
résoudre le modele hors ces deux cas. Parmi les techniques des calculs numériques, la méthode de
Monte Carlo (MC) est la plus utilisée, elle est congu pour effectuer le calcul des grandeurs
thermodynamiques du modele telles que I’énergie interne, I’aimantation, la capacité calorifique, la
susceptibilité magnétique,.... Ces techniques de simulations permettent aussi de tester la validité
des approximations théoriques. La méthode MC est tres utilisée aussi dans I'étude des phénomenes
critiques et les transitions de phase afin de déterminer la température de transition et bien analyser
les résultats obtenus.

Historiquement, |'algorithme utilisé dans les simulations MC est celui de Metropolis avec une
large variété dans le choix de la probabilité d’acceptante. Depuis 1987 la Méthode MC est doté d’un
nouveau algorithme c’est |'algorithme des clusters (de Swendsen et Wang) qui tire ces idées des
modeles des clusters d’Ising et de Potts.

Dans ce mémoire, qui vise a étudié le modele d’Ising en 2-D par la méthode MC via la dynamique
des clusters de Swendsen-Wang, le premier et le deuxiéme chapitres sont consacrés a I’approche
théorique du modele d’Ising en 1-D et 2-D dans le cadre de I’ensemble canonique, le troisiéme et
qguatrieme chapitres sont un rappel sur les techniques des simulations par la méthode MC via
I"algorithme de Metropolis des clusters de Swendsen-Wang, les résultats des simulations et leurs
discussions pour le modele en 2-D seront présentés dans le cinquiéme et dernier chapitre, nous
terminerons ce mémoire par une conclusion.



Chapitre 01 : Modéle d’Ising a une dimension

A une dimension, c’est le cas le plus simple du modeéle, le systéme d’Ising est exactement
soluble, ol la fonction de partition qui décrit les propriétés thermodynamiques de ce systéme est
calculée avec exactitude par la méthode de la matrice de transfert.

On considére un réseau régulier (une chaine) dont chaque site de spin est défini par une
variable scalaire de spin o, = =1 [2].

1- L’Hamiltonien du systéme

L’'Hamiltonien d’une chaine de N spins en présence d’un champ magnétique extérieur s s’écrit
comme suit:

H({o,})=-JY 0,0, —h) 0o, (1.1)
%) i
ou
J : est 'interaction entre les spins de sites plus proches voisins et s est le champ magnétique
extérieur

ZO'I.G/. : signifie la somme sur les paires de sites des plus proches voisins.
i)
>0, =M : étant la magnétisation.

i

On utilisant les conditions aux limites périodiques : o,,, = 0;, on constate que I"'Hamiltonien va
comporter deux termes :

H, I—JZGiGJ. (1.2)
(i)

qui représente l'interaction entre spins les plus proches voisins.
Le deuxieme terme :

H,=-h) o, (1.3)

représente l'interaction des spins avec le champ magnétique extérieur. On peut écrire ce dernier
terme comme suit :

H,=—(h/2)) (0, +0,,) (1.4)

La division sur 2 évite le double comptage dans cette somme. Le systéme comporte 2" états
différentes. Alors I’ Hamiltonien devient :

H=-JY 0,0, —(h/2)) (c,+0,) (1.5)
() i

2- Fonction de partition exacte

Calculons maintenant la fonction de partition pour un systeme linéaire d’Ising de N spins, N étant
un trés grand nombre, ceci afin de se placer dans la limite thermodynamique avec les
conditions périodiques o, =0, Vi [2].
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Figurel.1: Représentation graphique d’une chaine d’Ising.

Dans la fonction de partition pour N spins, chaque spin indicé i ne peut par hypothése prendre que

deux valeurs +1 et - 1. Le systéme comporte donc 2" états différents.
Donc la fonction de partition par définition est :

7= Za., et (1.6)

tel que =1/ K,T, K, estla constante de Boltzmann.
On injectant H donné par I’équation (1.5) dans cette fonction on obtient :

/= Z Z . Z exp(ﬂz:[jo;o;+1 +h(o, +0,,)/2])

o =tlo,=t1 o,=*1 i

=>..> [[exp(Bljoo,, +h(o, +0,,)/2])

o =%l oy==%l i=l

On récrire Z en fonction de produit de matrice :

Z= Z . Z 1(o,,0,)I(0,,0,).T(0y,0,) (1.8)

o =%l o,=%l

(1.7)

tel que La matrice T est donné par:

T(o,,0,)=exp(fljo,c, +h(oc, +0,)/2]) (1.9)
Ces éléments sont :
(it =e"

(il =e
(A1) = |71 =
T appelée la matrice de transfert de dimension 2 x 2, s’écrit comme suit :
SN

La matrice T est diagonalisable et les valeurs propres A, et A sont les racines du déterminant
suivant:



det(T — ATy =0 (1.10)

ou [ estla matrice unité. Donc :

BUi+h) -Bj
e -1 e
T-21 :( e P AU _ ﬂj

On compare L'équation (1.7) avec la définition de la trace suivante :
tr(AB) = Z; (4B), = Z; ZL 4;B; = Z’; (B4); =tr(BA) (1.11)
et apres la diagonalisation de T la fonction Z devient :
Z=r(T")=A + 2" (1.12)

La solution de I"équation de diagonalisation (1.9) donne :

2, = ¥/ [cosh(fh) + [sinh® (Sh) + e (1.13)

Donc on obtient :

Z = e {[cosh(Bh) + \[sinh? (Bh) + e *#/ 1 + [cosh(Bh) — \Jsinh? (Bh) + e/ " (1.14)

3- Energie libre

L'énergie libre associée au modele d’lsing, appelée aussi potentiel thermodynamique, dans
I’ensemble canonique est définie par :

F(T)=-K,TInZ(T) (1.15)
Avec

Z=A" + V) =AU+ (A 1)) (1.16)

On note que 4, )4 , a la limite thermodynamique (N — ) ona:

Z=2A"
Car
(A 1A) >0
Donc
F = —NK,T{f3; +In[cosh(h) + /sin® h(Sh) + & " ]} (1.17)

4- Aimantation



L’aimantation est donné par :

1 oF
"N
= sinh(fh)

- Jsinh?(Bh)+ e

(1.18)

(1.19)

Pour produire une magnétisation a température finie, il faut un champ extérieur.

5- Energie moyenne

L’énergie moyenne est définit de la fagon suivante :

~PE;
E=ZESR=ZE"€ :_lizeﬁ:_la_z:_alnz
s 5 Z Z op 5 Z op op

Ou P, étant la probabilité canonique de I’état microscopique.

. . _4pJ
N[ hsmh(Bh) 2je

(1.20)

(1.21)

{sinh® (Bh)+ e \/sinhz (Bh)+ e (cosh(f3) +[sinh? (Bh +e 7



Chapitre 02 : Modeéle d’Ising a deux dimensions

La solution exacte du modele d’Ising bidimensionnel a été donné pour la premiere fois par Lars
Onsager[2]. Ce systeme comporte bien a 2D une transition de phase de second ordre, elle se

manifeste par un comportement singulier des fonctions thermodynamiques ou leurs dérivées.

® ® ® ®
® ® @ ®
® ® @ ®
v
J
L L L @

Figure 1.3 : Représentation graphique du modéle d’Ising sur un réseau carré. Les spins (cercle en bleu) sont
reliés entre eux par le méme facteur d’interaction J (traits noir)

Considérons un réseau carré régulier (Figure 1.3). Il est géré par I’Hamiltonien :

H = —JZO'idj —hZO‘i (2.1)
i) i

Chaque spin posséde deux valeurs o, =+1, on aura donc 2" états pour un réseau de N spins.
1

1- Fonction de partition exacte

Onsager a calculé exactement la fonction de partition du modéle en deux dimensions quand 2 =0
(champ nul) :
Z = Ze‘ﬁH =TV
o;=*1

Avec

D’apres Onsageron a :
Z =[2cosh(2jB)e’' 1" (2.2)

Ou [ est une intégrale elliptique qui a la forme :
1% 1 2 2
]=—jd¢ln{—[1+(l—x sin” ¢)? ]}
27y, 2

Avec

-10 -



2sinh(—2L)
K,T

X=——7"—

27

cos’ h(—])
K,T

x est une fonction de 7' qui s’annule pour 7 =0 et7 =oo. Pour j et T positives x est aussi positive

et continue, le parametre x présente un maximuma 7 =7, (il suffit de dériver x en fonction de

T pour observer Sh(T.)=1 et doncx(T,)=1.

2- Energie libre

L’énergie libre exacte d’'Onsager est donnée par :

F(T)=-K,TInZ =—-NK,TIn[2cosh(23/)] - NfBT ngo[%(l + «/1 —x’sin’ )] (2.3)
T 0

3- Aimantation

La magnétisation exacte du modéle d’Ising bidimensionnel est un parameétre d’ordre de la transition

de phase, elle est donnée par :
1

m =[1-sinh(28)** (2.4)

En certain points ce paramétre devient zéro, ces points appelés points critiques ou température de
Curie qui a la forme suivante :

2j . 1 __K,T

C

2
KBT)_f: j In(1++2)

Cette équation est obtenue a partir des propriétés du réseau carré.

tanh( =2.269185 (2.5)

4- Energie moyenne

L’énergie moyenne est donnée par:

. 2 . _
E=-T02 _ onjptanh(2) - 28 S CIA D2 g ) (26)
op sinh(4j /)
Ou g(x)étant I'intégrale elliptique :
% 1
g(x) = [dp——=
0 I-x"sin“ @

On a mentionné qu'al =1,, y atteint un maximum, dans cette valeur de y la fonction g(x)
présente une divergence logarithmique :

g(x)=1In
1—x*

-11 -



5- Approximation du champ moyen solutions a d-dimensions

Cette méthode tres générale a été proposée par C. Weiss en 1907, sur un site donné;, on admet
gue I'on peut remplacer tous les autres spins par leur valeur moyenne de o [2].

Pour obtenir un Hamiltonien approche qui le soit, on porte de l'identité suivante :
_ _ _ _ 2
0,0, =(0, —m)(o;, —m)+m(c, +0;)—m (2.7)

Valable quel que soitm, on choisit m = (o) valeur moyenne de spin qui on calculera par la suite. On

introduit la somme dans cette identité et évaluer chaque terme isolement :

D (o, —m)(o, —m)=) (0, —m)> (0, —m) (2.8)

2 i J(@

Ou j(i)représente toutes les interactions de sites j plus proches voisins dei, si la coordinence
g était infinie la somme donnée par (2.2) serait nulle par définition de la moyenne (les fluctuations
sont petites par rapport a la valeur moyenne), a la limite thermodynamique (N — o)
I’approximation sera d’autant meilleure que ¢ sera grande, si on néglige les effets de bord alors :

Zm(al. +0;) :%2m22q = mZo;Zl

(i.J) i) T
La division par 2évite le double comptage dans cette somme. Hamiltonien (2.1) devient :
H= —Z(qu + h)o, Jrj%Nm2

Avec j%Nm2 est négligée. Donc

H ==} (jqm+ho, ==(jgm+h)} o, (2.9)

5-1- Fonction de partition

La fonction de partition est donnée par :
Z = Ze’ﬂH

On fait la somme sur tous les états de spin :

S e—ﬁ“”ﬁ’"z 3353 eﬁ(qu+h)Zi:<Tf

o =tlo,=*1 oy=1

JjgNm’

70’2 DI ﬁ SPamiha,

o =tlo,=t1 oy=tl i=l

Qui prendre la forme simple

-12 -



7ﬂqij2
Z=e 2] Z pPlam+hao; ]N

o, =%l

_ qij2

Z=¢' 2 [2coshB(jigm+m)]" (2.10)

5-2- Energie libre :
L’énergie libre dans cette approximation est donnée par:

F(T)=-K,TInZ :(j%Nmz)—NKBTln[2coshﬁ(qu+h)] (2.11)

5-3- Aimantation

Elle a la méme définition que dans 1D, elle est donc donnée comme suit :

1 oF
m=(o)=-—"-

N Oh

. 2
| oLINM _ Nk Tin[2.cosh B(jgm + h)}
"ETN oh
Donc
m=Tanhf(h+ jmq) (2.12)

5-4- Energie moyenne

L’énergie moyenne par site est donnée par:
E 1 0lnZ

_L_ (2.13)
N N op
g . om . . .
e=—j Em + tanh B(jgm + h) + g[—ﬁ]qm + [ jq tanh(jgm + h) (2.14)
D’autre part :
olnZ ) . .
P —pjgm+ p jq tanh S(jgm + h)

On remplace dans I’équation (2.14), on obtient :

oInZ om
om o

e=—j%m2 + tanh B(jgm + h) +

L’équation auto-cohérente permet d’éliminer latanh et I'énergie libre (F=-K,TInZ) étant
stationnaire par rapport a m, alors le second terme s’annule donc :

e=—L 2 (2.15)
2

-13 -



Chapitre 03 : Simulations MC et Algorithme de Metropolis
1-Définition

Le terme méthode de Monte Carlo (MC) inventé par Metropolis désigne une famille
algorithmique visant a calculer une valeur numérique approchée en utilisant des procédés aléatoire,
c'est-a-dire des techniques probabilistes. Les simulations de Monte Carlo sont une classe tres
importante de méthodes stochastiques pour calculer les propriétés thermiques, on s’intéresse ici
a des simulations classiques (puisque il y a également des simulations MC quantiques). Les
simulations MC sans doute ce sont les techniques numériques les plus importantes dans la
physique statistique. Les méthodes de simulations de MC sont liées aux méthodes d'intégration
élémentaires, mais, ils sont basés sur des plans d'échantillonnage non uniformes plus efficaces. En
utilisant importance échantillonnage, la configuration (positions de particules, les directions de spin,
etc...) d'un systeme a plusieurs corps et qui est fini, peut étre généré selon la distribution de
Boltzmann, de sorte que les valeurs moyennes thermiques sont obtenus en tant que moyennes

arithmétiques simples des fonctions "mesure" de la configuration. On présente ici cette méthode
de simulation dans le cadre de la description canonique pour simplifier son illustration.

Dans une simulation on veut calculer les valeurs moyennes des grandeurs physiques telles que
I’énergie moyenne, la capacité calorifique, I’aimantation, la susceptibilité magnétique. Si on
considere ici I'exemple du modele de spins d’Ising avec des interactions ferromagnétiques entre
premiers voisins, cette hypothése ne fait pas perdre le caractére général de la méthode.

La valeur moyenne d’une grandeur A est définit par:

1

Wz

JA(s)e ) (3.1)

Ou Z(T) est la fonction de partition a la température 7T, E(s) et A(s) sont|’énergie du systeme et
la valeur de 4 dans I’état microscopique s. On principe on doit sommer sur tous les configurations
de spins, dans le cas des spins d’lsing le nombre des configurations de spin est 2" oUN est le
nombre total de spins.

Comme une simple illustration des avantages de non-uniforme échantillonnage de MC,

prenons une intégrante similaire a une valeur moyenne thermique en physique statistique (la
discussion ici peut étre directement généralisée a des intégrales multidimensionnelles) :

(4) = j P(x)A(x)dx (3.2)
Avec
j P(x)dx =1

Ou P(x) est une distribution de probabilité quelconque. Par échantillonnage aléatoire de M points

X,,...  dans l'intervalle choisit, la valeur moyenne est estimée a :

-14 -



M,
(A0 A (3.3)
M =

i=1
Si P(x)est fortement culminé dans une petite région, les fluctuations statistiques de cette

estimation seront grandes que seule une petite fraction des points générés tombera dans la région
dominante. Si nous prélevons la place des points selon certaine distribution de probabilité W (x), a

savoir la probabilité de choisir un point dans un intervalle infiniment petit[x, x + dx], |'estimation de

la valeur moyenne est :

LI W €))
<@~M§W@““ (3.4)

Les fluctuations statistiques ici sont moins que I'estimation (2 .2) de |'échantillonnage uniforme si
W(x) est culminé dans la méme région que P(x)et si la fonction A(x)est réguliere, dans le sens

d'étre raisonnablement lisse et pas tres petite ou P(x) est grand et vice versa.

Il est impossible dans la pratique pour trouver #(x) optimale qui minimise les fluctuations, une
tres bonne solution est d'utiliser W (x)= P(x).[3].La valeur moyenne est alors juste simple
moyenne arithmétique de A(x) par rapport a la configuration échantillonné

<mzﬁ§mm (3.5)

E

En physique statistique, P est une fonction exponentielle fortement culminé e ' de
I'énergie et A est typiguement une fonction polynomiale linéaire ou d'ordre inférieur des degrés
de liberté du systeme. Les fluctuations de P sont donc trés importante par rapport a ceux de 4 et
dans I'échantillonnage en utilisant 4 comme la distribution de probabilité est alors proche de
I'optimum. Ceci estce que I'on entend généralement par |'échantillonnage de I'importance a long
terme.

Un des utilitaires principaux de la simulation Monte Carlo est dans les études des transitions de

phase et les phénomeénes critiques[3].

2- Mécanique statistique des systemes a plusieurs corps

Nous examinons brievement ici le formalisme mathématique utilisé pour évaluer les valeurs
moyennes thermiques dans la physique classique a plusieurs corps [3].

2-1- Particules dans I’espace continu

Pour un systeme de N particules, avec des coordonnées de position x; et p, impulsions dans un

espace a d-dimensions, la valeur moyenne 4 d'une grandeur thermique a la température T est
donnée par

onzéjfpwﬁfrﬁﬁﬂﬁiinf“”W“’ (3.6)
i=1 i=1

Ou Z est la fonction de partition :
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7 = Jl:[dxf’“j[dp;ief/uiﬁ})mﬂ .

K, est la constante de Boltzmann, et H est|'Hamiltonien. Pour les particules identiques de masse

m dans un potentiel U(;i) et une autre a deux particules interaction V(;i,xj) I'Hamiltonien est :

H({x, p}) = 25+ 2 UG) + 2V (3,x,) (3.8)

i#j
Si I'observable 4 est indépendante de la vitesse (une fonction que des positions x; ), les intégrales

de moment s’annulent en (3.6), conduisant a

1 N i _iDIKpT
() =— [TTax actepe (3.9)
i=1
X d _—H({x})/KsT
Z = dx/e "
Il
C'est-a-dire seulement |'énergie potentielle
E,({x,p )= Ux)+ D V(x,x) (3.10)
i=1

i#j

Est pertinent pour les propriétés statiques du systéme. Souvent, la seule quantité dépendant de
la vitesse considéré en équilibre mécanique statistique est I'énergie cinétique, qui, pour une
seule particule est donnée par

P’ 1 P
K, = () =—[dp] e (3.11)
2m Zp 2m
1 2
Z = Z—J‘dpide_e famk sl (3.12)
P

Etant donné que toutes les intégrales sauf ceux sur Fl sons nulle. Cela donne le théoreme
d'équipartition :
d
K, :EKBT (3.13)

En général, il est impossible de calculer analytiguement les valeurs moyennes d’une fonction de
moments de particules ou de positions, sauf dans une seule dimension. Dans une simulation de
Monte Carlo, ces valeurs moyennes sont évaluées par échantillonnage d'importance d'un nombre

n, de la configuration {x;}. Nous allons ici examiner le cas le plus simple qui est des modeles sur

réseaux[3].

2-2- Modéles sur réseaux
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Dans un modele sur réseau les degrés de liberté du systéme peuvent étre continus ou discréte.
Les modeles de spin constituent une classe importante de modeles sur réseau.
Le modele de spin le plus simple connu est le modele Ising, dans lequel les spins ont seulement
deux orientations possibles le long d'un axe choisi; "haut" ou "bas".

T o o o o
1>0 1<0

~——0D—0- B -

¢ OO o o o o

Figure 3 .1: Etats-basse énergie du modéle d'Ising bidimensionnel avec interactions ferromagnétiques (a
droite) et interactions antiferromagnétiques (a gauche). Les cercles pleins correspondent aux spins orientés

vers le haut et ouverte vers le bas respectivement. Les constantes de couplage J sont souvent limitée a étre
non nul uniquement pour les sites de réseau i, j quisontvoisins les plus proches.

En notant les degrés de liberté o ==1, I'énergie est :

E= ZJUO'I.O'j —hZO',. (3.14)
i,j i

Ou nous avons également inclus un champ magnétique externe. L'interaction J, est encore (mais
pas toujours) non nulle seulement entre voisins les plus proches. Un modéle d’Ising peut survenir

dans un systéme de spin g:l lorsque les anisotropies font les interactions dans un sens de
2

rotation dominante, par exemple, seulement afo—f peut devoir étre pris en considération.

Considérant seulement les interactions entre plus proche voisin, |'énergie est :

E=Y J,00, (3.15)
@)

Ou (i,j) désigne une paire de sites proches voisins(i,j). En notant o I'ensemble des

configurations de spin{o;,... ~ , ou N est le nombre total de sites dans le systeme, la valeur
moyenne thermique d'une fonction A(c) est (K, =1):

1
(A) = EZ A(o)e FT (3.16)
Z=) et (3.17)
Pour les interactions ferromagnétiques (c.-a-d.J{0) lorsque 7 —0il y a seulement deux

configurations de spin qui contribuent; ceux avec tous les spins pointant vers le haut ou vers le bas.
Pour les interactions antiferromagnétiques (deJ)0), et par exemple, sur un réseau carré

bidimensionnel les configurations les plus bas de I'énergie sont en alternance de haut spin en bas
spin dans un motif en damier (les spins haut et bas constituent deux sous-réseaux)[3].
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En dimensiond)1, le modele d'Ising présente une transition de phase entre un état désordonné

(paramagnétique) a des températures élevées et un état ordonné (ferromagnétique) a basse
température (dans une dimension, les fluctuations thermiques interdisent I'ordre a7)0, et le

systéme présente alors un véritable ordre). Le parametre d'ordre de cette transition de phase est
I'aimantation :

1 N
m=—)> o, (3.18)
N2

3- Importance échantillonnage et bilan détaillé

Nous allons ici considérer un espace discret de configurations {C} =C,,C,,....,C, (ou N peut

étre fini ou infini), mais la discussion peut étre directement généralisée a un continuum de
configuration. Pour un systéme a la température 7', une valeur moyenne est donnée par :

()= PCIAC) PC)= e (3.19)

Ou nous travaillons en unités telles que K, =1(i.e., nous mesurons les énergies en degrés Kelvin).

Dans une simulation, nous commengons avec une configuration arbitraireC,, et de lui sera

(0)
générée une séquence stochastique C,,,,C,,,,-...,C,,,,, que nous utilisons pour approcher diverses
valeurs moyennes d'intérét. Notre objectif est que la configuration sera distribué selon P . Nous

utilisons un processus stochastique dans lequel une configuration C.(k +1)est obtenue a partir de
configurations C, (k) précédents en faisant une sorte de changement aléatoire dans ce dernier.
Nous considérons une séquence de configurations constituant une chaine de Markov, a savoir, la
probabilité de faire une transition de C,,, a C,,,,,ne dépend pas de la fagon dont nous sommes
arrivés a Cj,
P(C; > C,) pour la distribution désirée P(C)a atteindre. Il convient de noter que P peut étre

(son histoire). Nous allons discuter des conditions sur les probabilités de transition

une distribution de probabilités, pas nécessairement la probabilité de Boltzmann qui nous intéresse
ici. Au lieu de considérer une seule séquence de configurations, il est utile d'abord d’'imaginé un
ensemble d'un grand nombre de configurations. Si cet ensemble est distribué selon P, alors le
nombre N, de configurations C, dans I'ensemble est proportionnel aP(C). A un moment

donné (étape), nous appliquons un certain régime pour changer (mise a jour) les configurations,
avec la probabilité de changer C; a C; noter P(C; — C,). Le nombre de configurations C, apres

mise a jour des toutes les configurations est :

N(C) = Ny(C)+ D[Ny (CHP(C, = €)= Ny(CHP(C, - C)] (3.20)
J#i
Ou les deux termes pour chaque j de la somme correspond au nombre de configurations qui ont

été modifiées dans et hors de C, respectivement. Ceci est appelé I'équation de maitresse. Si nous
voulons que I'ensemble reste réparti selon P, nous devons clairement avoir pour tout i =1,...

2 INJ(C)P(C; > C) = Ny(C)P(C, > C))]=0 (3.21)

J#i

Et puisque N,(C,) < P(C)) :
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2IP(CHP(C; - C)=P(CIP(C, —>C)]=0 (3.22)

J#i

Cette équation peut avoir de nombreuses solutions, et en général, il serait trés difficile de trouver
toutes les solutions. Cependant, nous pouvons obtenir une solution notamment en satisfaisant a la
condition ci-dessus terme a terme;

P(C))P(C;, > C)-P(C)P(C, >C;)=0 (3.23)
Ce qui donne une condition, appelé de balance détaillée, sur le rapport des probabilités de
transition;
P(C,—>C;) P(C)

_ (3.24)
P(C,—>C,) P(C)

Dans la mécanique statistique la probabilité des configurations P(C,) est donnée par :

P(C) =2 H(C) (3.25)
W(C)=e "7 (3.26)

Ou W(C,) est désigné comme étant le poids de la configuration, on peut aussi écrire :

PC—>C) W)

(3.27)
P(C,>C,) W(C)

La probabilité de transition P(C; — C;) dans les exemples donnés ci-dessus peut étre écrit comme
un produit de deux probabilités; une pour tenter une certaine mise a jour et l'autre pour exercer
effectivement le changement (accepter). Nous écrivons donc :
__ pattempt accept
P(C,—>C)=P (C > CHP™(C, —>C)) (3.28)

Il est souvent le cas, car il se trouve dans les exemples mentionnés ci -dessus, que la probabilité
d'une tentative de chacune des mises a jour possibles trivialement est uniforme, a savoir
P(C, —> C,) =const. , indépendante dei, j . Cette partie de la probabilité de transition tombe alors

sur la condition de bilan détaillé (3.28) et on se retrouve avec une condition bilan détaillé pour les
probabilités d’acceptation :
Paccept (q _) Cj) W(Cj)

- = (3.29)
P (C, > C) W(C)

Cette condition peut étre remplie dans un certain nombre de fagons, parmi lesquels le plus
couramment utilisé est la probabilité d'acceptation de Metropolis :

w(C,)
w(C)

P(C — C;) = min[ 1] (3.30)

En d'autres termes, si la nouvelle configuration de poids est plus élevée (ce qui correspond a la
réduction de I'énergie du systéme) on admet toujours la mise a jour, alors que si elle est inférieure
on admet avec une probabilité égale au rapport des nouveaux et anciens poids. Il peut étre vérifié
gue cette probabilité d'acceptation de Metropolis satisfait la condition de bilan détaillé (3.30).
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Pour déterminer si ou non la mise a jour sera accepter lorsque P(C){1, la probabilité d'acceptation
peut étre comparé avec un pseudo-nombre (random number) r €[0,1], si #{(P“?(C, —C))la
mise a jour est accepté, et sinon elle est rejetée. Si une mise a jour est rejetée, I'ancienne C,

configuration devrait étre considérée comme la configuration suivante dans la séquence.
L'ensemble de la procédure de tenter des mises a jour et d'accepter ou de les rejeter en utilisant le

schéma ci-dessus prend le nom de I'algorithme de Metropolis.
Une autre probabilité d'acceptation souvent utilisé avec I'algorithme de Metropolis est :

w(c,)
wW(C)+W(C))
Qui est un cas particulier d'une probabilité de bain de chaleur impliquant une sélection parmi un
nombre m de choix :

P (C, > C,) = (3.31)

w(C.
Paccept (Cj(k)) _ m ( j(k)) (332)
2 (Cha)
La configuration actuelle est C; = C, (/) pour certains /e {l,,... et il n'y a pas explicitement un
rejet de mise a jour, a savoir, |'une des options / €1,...  est toujours choisi, selon les probabilités

ci-dessus [3].
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Chapitre 04: Simulations MC et Algorithme des Clusters de Swendsen-
Wang

1- Algorithmes des clusters pour le modéle d’Ising :

Parmi les inconvénients de la dynamique de Metropolis, le ralentissement lorsqu’on s’approche
des points critiques, ou le temps d’autocorrélation peut étre long dans beaucoup de systemes. Ces
problémes peuvent étre significativement réduits, voire completement élimines, en utilisant les
algorithmes des clusters, ou un grand nombre de spins peut étre retourne simultanément pour
obtenir une évolution plus rapide des configurations. Dans un algorithme de cluster, on construit
des spins de telle sorte que tout le cluster peut étre retourné avec une probabilité élevée (1/2ou 1

selon la formulation). Nous considérons ici seulement le cas du champ magnétique nul (/2 =0)[3].

2- Algorithme de Swendsen-Wang :

Pour construire I’algorithme de cluster pour le modele Ising d’abord développé par Swendsen et
Wang, nous introduire une indice de liaison b correspondant a une paire de spins en interaction
OO 3 b=12,..,N,, ou le nombre de liaisons N, =d.N pour un réseau cubique d -dimensionnel
avec N sites avec des conditions périodiques aux limites.

Nous pouvons alors écrire I’énergie du modéle d’Ising :

Nb Nh
E(c)=—|J| Z[ai(b)aj(b) +1]= ZEb (4.1)
b=1 b=1

Une constante —|J| a été ajoutée a I'énergie de chaque lien, pour des raisons qui deviendront

dessous. On utilise les énergies de liaison E, , nous pouvons écrire la fonction de partition comme

ZEDYEDY | R | TG 4.2

o b=l o b=l

Nous définissons maintenant la fonction de liaison avec les arguments 0,1 correspondant aux deux
termes du coté droit ci-dessus :

£, 0)=1;

F;’(l) — e*Eb/T _1; (4.3)
Et écrivez la fonction de partition comme :
Ny
z =% [[1£ O +F,®] (4.4)

o b=l

Nous introduisons maintenant un ensemble de variables 7, =+1 de liaison auxiliaires, a utiliser

comme arguments dans la fonction de liaison (4.3) pour chaque liaisonb . Nous utilisons la notation
T= {TI,TZ,...,TN[ } pour désigner une configuration de liaison entiére, d'une maniére analogue a une

configuration de spino . Nous pouvons maintenant écrire Z comme somme sur des spins et des
liens :

Z=YST1FG) (4.5)

o t b=l

La fonction de liaison F, dépend implicitement des spins reliés par la liaison b ;
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F,(0) =1 Independent de o, ,0,,, (4.6)

2T . .
e 1, si 0y, =0, (4.7)

0, Si Oy O i)

Pour une contribution non nulle a la fonction de partition (4.5), la variable de liaison 7, =1 est donc
autorisé uniquement entre spins paralleles ; nous ferons référence a 7, =1en tant que lien rempli.

Dans l'espace combiné des spins et des liaisons, le poids de configuration dans la fonction de
partition (4.5) est:

W(o.o)=[F,(0) (4.8)

Qui, si nous n"avons pas d’obligations remplies (illégales) est simplement :
W(o,r)= (" -1 (4.9)

Ou N, est le nombre d’obligations remplies. Par conséquent, la configuration de rotation n’affecte
le poids qu’imposer des restrictions sur I’endroit ol les obligations remplies peuvent étre placées.
Ce systeme repose essentiellement sur la constante ajoutée—|J| dans chaque énergie de liaison

dans I’équation (4.1) ; sans ce terme, il pourrait y avoir des liens remplis également entre les spins
antiparalléles, et la fonction de poids serait avoir une dépendance plus complexe sur ces spins.
Comme nous le verrons, la caractéristique clé du systéme Swendsen-Wang est que le poids est
exactement nul si une liaison remplie est placée entre des spins antiparalleles.

L’objectif est maintenant de construire un schéma pour générer des configurations de spin et de
liaison distribuées selon la fonction de poids (4.9). Pour une configuration de spin donnée, nous
définissons la probabilité d’une configuration de liaison correspondant au poids (4.9) ;

P()=]]5 () (4.10)

b

Ou la probabilité de lien individuel
F
P(z,) = A (4.11)

F,(0) + F, (1)

La probabilité d’une liaison remplie est donc
Pz, =l)=1-¢"" sic, =0, (4.12)
P(z,=1)=0,si o,, #0,, (4.13)

Les simulations MC par la dynamique des clusters se fait sur des modéles percolatifs (modéles des
clusters d’Ising, de Potts, ...), par contre la dynamique de Metropolis est appropriée aux modeles
thermiques|[3].
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Chapitre 05: Simulations du modéle par la dynamique des clusters de
Swendsen-Wang

1- Caractéristiques générales des systemes simulés:

Nous avons fait les simulations sur des réseaux carrés (d = 2) de taille L =16,32,64,128, en
deux phases initiales différentes : haut spin (HS) et bas spin(BS), pour des valeurs de la
température dans l'intervalle [0.5,4]en systéme d'unité tel que K, =J =1 et avec des
conditions périodiques aux bords.

L’algorithme des clusters utilisé dans les simulations MC est celui de Swendsen-Wang, et
nous avons comparés les résultats obtenus avec ceux de l'algorithme de Metropolis. Notons
gu’avant chague mesure, on fait équilibrer thermiquement le systéme.

Les résultats de mesure pour I'aimantation absolue |M| par les deux dynamiques sont

schématisés dans les figures ci-dessous.

Aimantation Absolue, Phase BS, Dyn. de Metropolis Aimantation Absolue, Phase HS, Dyn. de Metropolis
1 . 1 #
I I Réseau L=16 —— I I Réseal L=16 ——
Réseau L=32 —— Réseau L=32 ——
0.8~ Réseau L=64 —=— 0.9~ Réseau L=64 —=— 7|
: Réseau =128 —=— Réseau L=128 —=—
0.8 b 0.8 ) b
0.7 - . 0.7 .
0.6 - . 0.6 .
= o5 i = osf ]
04+ . 04 .
03 . 03 .
0.2r b 0.2 A
01t — 01f —
0 1 1 L —l 0 1 I 1 —
0.5 1 1.5 2 4 0.5 1 1.5 2 4

Figure 5.1 : Variation de I'aimantation absolue |M | avec la température pour réseaux de taille L=16, 32, 64,

128 pour les phases initiales BS et HS respectivement. La dynamique utilisée est celui de Metropolis.
Concernant les phases initiales du systéeme a simuler, les résultats de mesure sur I’aimantation

absolue que le systeme est initialement en phase BS sont, d'une facon générale, identiques a ceux

obtenues sur un systeéme initialement en phase HS dans les deux dynamiques de simulation (Figures
5.1 et 5.2).
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Aimantation Absolue, Phase BS, Dyn. Clusters 5-W Aimantation Absolue, Phase HS, Dyn. Clusters S-W

1 -.- 1 5

I I Réseau =16 —— I I Réseau L=16 ——

Réseau =32 —— Réseau =32 ——
09 Réseau L=64 —=— 0.9 Réseau L=64 —=—

Réseau =128 —=— " Réseau L=128 —=—
08 b 0.8 b
0.7 - b 0.7 b
0.6 - b 0.6 b
= 05- 1 Z o5t ]
0.4r . 041 §
0.3 A 0.3r A
0.2 b 0.2 b
0.1 4 0.1 4
[ S— [ S —
O 1 1 1 — _ﬂ 0 1 1 1 _ii
0.5 1 1.5 2 4 0.5 1 1.5 2 4

Figure 5.2 : Variation de I'aimantation absolue |M| avec la température pour réseaux de taille L=16, 32, 64,
128 pour les phases initiales BS et HS respectivement. La dynamique utilisée est celui des clusters de S-W.

2- Résultats obtenus par la dynamique de S-W et comparaison avec ceux de
Metropolis:

Les résultats de mesure sur |I'aimantation absolue |M| selon la dynamique des clusters S-W
pour des températures loin de la température critique7. [l , de transition de la phase

ordonnée ferromagnétique a basses températures vers la phase désordonnée paramagnétique a
hautes températures pour un réseau carré d'un systeme infini d’lsing, montrent que ces résultats
sont pratiguement identiques a ceux obtenus par la dynamique de Metropolis, sauf que pour les
systémes de petites tailles (ici pour L=16, 32) les résultats montrent une petite différences entre les deux

dynamiques pour les hautes températures (Figure 5.3), le défaut est a la dynamique des clusters qui est
moin efficace pourles systémes de petitestailles, plus le systéme a simuler est large plus la dynamique est
efficace .

Pour les mesures sur I'aimantation absolue |M| aux alentours de la température critique, la

dynamique des clusters S-W donne des résultats moins fluctuants que ceux de la dynamique de
Metropolis (Figures 5.1, 5.2), il est trés bien connu que parmi les inconvénients de ce dernier
dynamique le ralentissement lorsqu’on s’approche des points critiques, ou le temps
d’autocorrélation peut étre long dans beaucoup de systémes, d’ol les résultats de mesure sont
beaucoup fluctuants aux points critiques. Ces problémes seront significativement réduits, voire
completement élimines, par I"utilisation de la dynamiques des clusters.
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Aimantation Absolue, Phase HS

0.9

0.8

0.7

0.6

M|

0.5

0.4r

0.3

R

I Réseallj L=16, Flv’letropoli‘s —e—
Réseau L=16, Cluster S-W ——

0.1
0.5

Aimantation Absolue, Phase HS

0.8

0.7

051

M|

04

0.2

01

N - I Réseallj L=64, Metropoli‘s —e—
g Réseau L=64, Cluster S-W —— |

0.5

Figure 5.3 : Comparaison de la variation de I'aimantation absolue |M| avec la température dans les cas des

Aimantation Absolue, Phase HS

0.8

0.7

M|
=
o

T

0.4

0.1

L4

I RéSE‘alIJ L=32, I'Iv’letropolils —e—
o Réseau L=32, Cluster SW —— |

0.5

1.5 2 2.5 3 3.5

Aimantation Absolue, Phase HS

0.8

0.7

M|
=
L

T

04

0.2

01

I Réseau IL=128, Metropolils —e—
éseau L=128, Cluster SW —— |

deux dynamiques de Metropolis et des clusters de S-W pour réseaux de taille L=16, 32, 64, 128.
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Conclusion :

Nous avons étudié dans ce mémoire le modeéle d’Ising bidimensionnel par les techniques des
simulations de Monte Carlo via la dynamique des clusters de Swendsen-Wang et nous avons
comparé les résultats obtenus pour I'aimantation absolue du modele avec ceux obtenus par la
dynamique de Metropolis. Nous avons fait les simulations sur des réseaux carrés (d = 2)avec des
conditions périodiques aux bords et pour deux phases initiales différentes pour le systéme, haut
spin (HS) et bas spin (BS).

La comparaison entre les deux dynamiques montrent qu’elles donnent des résultats presque
identiques sauf pour deux cas, I'un concerne la taille du systéme : pour les systemes de petites
tailles, les résultats montrent une petite différences entre les deux dynamiques pour les hautes
températures, le défaut est a la dynamique des clusters qui est moin efficace pour les systemes de
petites tailles, I'autre il concerne le point critique (température de transition de phase), les mesures
sur 'aimantation absolue aux alentours de ce point montrent que la dynamique des clusters S-W
donne des résultats moins fluctuants que ceux de la dynamique de Metropolis : dans la dynamique
des clusters le temps d’autocorrélation au point critique est significativement réduit, d’ou les
résultats de mesure sont moins fluctuants, c’est un avantage de la dynamique des clusters sur celle
de Metopolis.
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Résume:

Nous avons ¢€tudié¢ le modele d’Ising en 2-D par les simulations Monte Carlo
via la dynamique des clusters de Swendsen-Wang, ou nous avons mesuré
I’aimantation absolue du systéme et nous avons comparéles résultats de mesure

avec ceux obtenus par la dynamique de Metropolis.
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Summary:

We have studied the 2-DIsingmodel by Monte Carlo simulations via the
Swendsen-Wang cluster dynamics, where we have measured the absolute
magnetization of the system and we have compared the results of the measure

with those obtained by Metropolis dynamics.
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