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Introduction générale

es équations différentielles en retard surviennent dans certains modéles dont 1’état

a un instant donné, est une fonction qui dépend de son passé. On peut rencontrer

ces équations dans plusieurs domaines d’applications, notamment en économie,
physique, médecine, biologie, écologie . . . etc. En effet, dans certains phénomeénes, on s’est
apercu que la connaissance de la solution en un point ne suffit pas pour décrire 1’évolution sur
un intervalle de temps donné.

Dans [8], Nicaise and Cristina ont considéré le probléeme suivant

u(x,t) — Au(z,t) =0, dans Q x (0, 4+00),
u(z,t) =0, sur I'p x (0, 4+00),
Z—Z(x,t) = —mu(x,t) — poug(z, t — 1), sur I'n x (0,+00),
u(z,0) = ug(x) et ug(z,0) = uy(x), dans S,
w(z,t — 1) = fola, t — 1), dans T'y x (0,7).

Ou © un ouvert borné dans R" avec une frontiere réguliere I' = 99 de classe C%. On
suppose que I' est divisé en deux parties disjointes I'p, et I'y, c’est-a-dire I' = I'p U I'y avec
[pNly =aet(Tp) # @, ouv(z) désigne le vecteur normal unitaire exterieur au point z € I et
du est la dérivée normale. De plus, 7 > 0 représente le temps de retard, p; > 0 et y1o > 0 sont les
coefficients de retard, et les condition initiales (u, u1, fo) appartient a un espace convonable.

Le retard est une source d’instabilité, et un retard peut déstabiliser un systéme qui est

asymptotiquement stable en I’absence de retard (voir [2]).

Dans ce travail, on s’intéresse au travail présenté par Necaise. Plus précisément, nous allons
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considérer le méme probléme dans [8] pour lequel nous allons suivre les différentes étapes
considérées avec quelques détailles complémentaires qui nous permettent, d'un coté d’ap-
prendre les différentes techniques utilisées et d’autre coté de savoir utiliser la théorie de semi-
groupes pour d’autres problémes similaires. Ce mémoire est composé de trois chapitres précé-
dés d’une introduction générale.

Dans le premiere chapitre, nous allons donner quelques rappeles sur la théorie des opéra-
teurs ainsi que les principaux théoremes d’existence et d’unicité basant sur la théorie de semi-
groupes.

Dans le seconde chapitre, on considére un probleme hyperbolique linéaire avec retard pour
les équations des ondes. Sous certaines conditions sur les données, on montre 1’existence glo-
bale et I'unicité de la solution en utilisant la théorie de semi-groupe, en particulier le théoréme
de Lumer-Phillips (voir [9]).

Dans le dernier chapitre, on considere le méme probleme considéré dans le chapitre pré-
cédent. Sous certaines conditions supplémentaires sur les données, on établit la stabilité expo-
nentielle en se utilisant la méthode d’énergie. De plus, on donne un exemple pour le cas d'un

probleme ot1 la stabilité n’est pas obtenue a 'aide de la fonctionnnelle de Lyaponov.

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard



CHAPITRE 1

RAPPEL SUR LA THEORIE DES OPERATEURS
LINEAIRES

ﬁ) ans ce chapitre nous présentons quelques rappels sur la théorie des opérateurs linéaires
et les espaces de Sobolev. On commence par donner les notions principales sur les opéra-
teurs linéaires et les théoremes essentiels bassant sur la théorie des semi-groupes. On termine
par rappels sur les espaces de Sobolev et les inégalités les plus importantes utilisées dans les
deux derniers chapitres.

1.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.1. Un opérateur linéaire sur un espace X est une application linéaire définie sur un
sous espace vectoriel D(A) C X a valeurs dans X, ott D(.A) s’appelle le domaine de I'opérateur

A.

Définition 1.2 ([1]). Un opérateur (A, D(A)), linéaire (non borné) dans H, est dissipatif si
Vv € D(A), R (Av,v) <0.

Définition 1.3 ([1]). Un opérateur (A, D(.A)), linéaire (non borné) dans #, est m-dissipatif si
1. A est dissipatif.
2.Vf €M, VA >0,3v e D(A) tel que

(/\]ed - A)’U == f

Corollaire 1.1 ([1]). Si A est un opérateur m-dissipatif alors A est fermé et D(A) est dense dans H.

Définition 1.4 ([1]). L'ensemble résolvante p(.A) d"un opérateur A est
p(A)={ A e C: A\, — Aest inversible},

si A € p(A), on définit la résolvant R(.A) de A au point p(.A) par
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Ra(A) = (Mg — AL

Définition 1.5 ([1]]). Soit A un opérateur, le spectre o(.A) est le complément de I’ensemble résol-
vant, i.e.
o(A) = C\p(A) ={\ € C: M4 — An’est pas inversible}.

1.2 Semi-groupe uniformément continue

On va rappeler quelques notions et théorémes de la théorie de semi-groupe, qui sont néces-
saires dans la suite de ce travail.

Soit X un espace de Banach réel ou complexe muni d’une norme notée ||.|| .
Définition 1.6 ([9]). Une famille d’opérateurs {7'(¢) };+>o de £(X) est un semi-groupe fortement
continu sur X lorsque les conditions suivantes sont réalisées :

1. T(0) = Iea (Ieq V'opérateur identité dans X).

2. T(s+t)=T(s)T(t), Vs, t>0.

Définition 1.7 ([9]). On dit qu'un semi-groupe {7'(t) };>o d’opérateurs linéaires bornés sur X est

uniformément continu sur X, s’il vérifie

lim | 7(t) = Lal| = 0.

t—0t

Définition 1.8 ([9]). On appelle générateur infinitésimal d'un semi-groupe {7'(¢) }+>o, un opéra-

teur A, défini sur ’ensemble

T(t)xr —
DA)={z e X : lim () =z existe dans X },
t—0t
“ T(t drT(t
Az = lim )z =2 = ( )x|t:0 pour tout x € D(A).
t—0t t dt

Théoreme 1.1 ([9). Un opérateur linéaire A est un générateur infinitésimal d'un semi-groupe unifor-

mément continu sur X, si et seulement si A est un opérateur linéaire borné sur X.

Théoreme 1.2 ([9]). Soient {T'(t)}i>0 et {S(t)}i>0 deux semi-groupes uniformément continus d’opéra-

teurs linéaires bornés, si

lim —T(t> ~ lea =A=lm —S(t) — Lea

)
t—0t t t—0t t

alors T'(t) = S(t), ¥t >0.

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard
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1.3 Semi-groupe fortement continue

Définition 1.9 ([9]). Un semi-groupe {T'(t)}:>o d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit forte-
ment continu si
lim ||T(t)x — x|y = 0.

t—0+
Un semi-groupe fortement continu sur X est appelé semi groupe de classe Cy ou Cj-semi

groupe.

Théoreme 1.3 ([9]). Soit {T'(t)}i>0 un Co-semi groupe sur X, alors ils existent des constantes w > 0
et M > 1, telles que

IT(t)]| < Me™, vt >0.

Corollaire 1.2 ([9]). Soient {T'(t)}+>0 un Cy-semi groupe et A son générateur infinitésimal continu
d’opérateurs linéaires bornés, alors
1. 1l existe une constante w > 0 telle que : ||T(t)|] < Me“".
2. Il existe un opérateur linéaire borné A tel que un semi group défini par T(t) = et de sorte que
A est son générateur.
3. L'application t — T (t) est différentiable, et on a

d
ZT(t) = T(t)A = AT (1)

Proposition 1.1. Soit {T'(t)}:>o un Cy-semi groupe sur X. Alors pour tout x € X, la fonction t —
T(t)x est continue de R™ dans X.

Théoreme 1.4 ([9]). Soit {T'(t)}i>0 un Cy-semi groupe sur X et A son générateur infinitésimal , alors

1. Pourx e X

1 t+h
lim— T(s)xds="T(t)z, ¥Vt > 0.

h—0h J,

2. Pour x € X, alors f(f T(s)xds € D(A),ona

A ( /0 tT(s)xds) = T(t)r —z, Vt>0.

3. Pourx € D(A), alors T(H)x € D(A) et ona

=AT(t)x =T(t) Az, Vt>0.

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard
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4. Pour x € D(A)

T(t)x — T(s)z = / tT(T)Ax dr = / t AT (7)z dr.

Proposition 1.2. Si A est le générateur infinitésimal d'un Cy-semi groupe {T'(t) }+>o sur X, alors
1. Le domaine D(.A) est dense dans X.
2. Aest un opérateur linéaire fermé.

Théoreme 1.5. (Théoreme de Hille-Yosida)[9] Un opérateur linéaire non borné (A, D(A)) dans un
espace de Banach X est le générateur infinitésimal d"un semi-groupe de contractions sur X si et seulement
si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Aest fermé.

2. D(A) est dense dans X.

3. L'ensemble p(A) contient R et pour tout X > 0, ona [|R(X, A)|| < 5.
Théoreme 1.6. (Théoréme Lumer-Phillips)[9] Soit A un opérateur linéaire a domaine D(.A) dense dans
X.

1. Si A est dissipatif et s'il existe Ao > 0 tel que Zm(Aolq — A) =X, alors A est le générateur
infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contractions sur X.

2. Si Aest le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de contractions sur X, alors Tm(Aol.q —
A) =X pour tout A > 0 et A est un opérateur dissipatif. De plus, pour tout x € D(A) et tout z*
€ F(x)onaRe(Azx,z*) <0.

1.4 Espace de Sobolev

1.4.1 Définition, Propriétés

Définition 1.10 ([1]]). Pour tout 1 < p < oo et tout m > 2, I'espace de Sobolev W"?(Q) est défini

par:
WmP(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(Q),0 < |a] < m}.

N
N lal
Ou D%y = M—Quaw et ’Oé| = Z:Z:IOQ
On remarque

Wm2(Q) = H™(Q),

I'espace W™P(2) est muni de la norme

HUHWmm(Q) = HUHLp(Q) + Z HDQUHLP(Q)‘

0<|a|<m

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard
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Etl'espace H™(£2) est muni du produit scalaire
(u, v) gy = (U, V) 2(0) + Z(Dau, D%v) 120,
a=1
pour tout u,v € H™(Q).
Propriétés 1.1.
1. Pour m = 1, ’espace de Sobolev W'?(Q) est défini par
WP (Q) = {u € LP(Q), Du € L’(Q)},

ol Du désigne la dérivée partielle d’ordre 1 de u au sens de distributions.
Onpose W23(Q) = H'(Q), telle que H'(92) est I'ensemble des fonctions de L*(Q2) ayant
des dérivées dans L?(2) au sens des distributions.

2. Pour tout 1 < p < oo, on denote par W,”(12), I'adhérence de D(2) dans W™ (Q)(resp
Hy(Q)sip =2),
Wy (Q) = {u € WH(Q), avec u =0 sur I'}.

Théoréme 1.7. (Formule de Green ) Pour tout u € H*(Q) et v e H(Q), ona

/Auvdm-/Vqudx—/—vdF

ou 2. est la dérivée normale sur T.

1.4.2 Quelques inégalités utiles

Dans ce paragraphe nous allons donner quelques inégalités essentielles qui seront d"une
grande utilité dans la suite de ce mémoire
Soit 1 < p < 400. On note ¢ I'exposant conjugué

S+ =1
P q

Théoréme 1.8. (Inéqualité de Holder) Supposons que w € LP(2) et v € LI(Q) avec 1 < p < 400.

Alors u,v € L'(Q) et
/ uw)o@)] da < ful, o],

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard
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Corollaire 1.3. (Inequalité de Cauchy-Schwartz) Soit 2 un domaine borné de R™ a frontiere régquliére
I.
Pouru € H*(Q)etve HY(Q),ona

(u, v) < [[ull 20y V]l 20y -
Théoréme 1.9. (Inéqualitéde Young) Soit a,b € R Alors, pour tout § > 0,

b2
ab < 5@2 + E

Théoréme 1.10. (Inégalité de Poincaré) Soit () un ouvert borné de R",Alors il existe une constante
c > 0 telle que
Vue Hy(Q), [l o) < cllVull g2 -

1.4.3 Théorémes

Théoreme 1.11 ([1]). (Théoreme de Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert réel et af(.,.) une
forme bilinéaire continue et coercive sur H. Alors, il existe v € H solution unique du probleme.

a(u,v) = L(v) Yv e H,

ou L est une forme linéaire continue sur H.

Théoreme 1.12 ([7]). (Unicité de Holmgren) Soit T' > 2 d(§2,Tp). Alors toute solution faible ¢ du
probleme
¢ = Ap =0 dans Q =Q x 10,7,

=0 sur X=1 x]0,T7,

telle que
0
8_(5 =0 sur ¥9g="Tyx]0,T7],

vérifie o = 0.

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard



CHAPITRE 2

EXISTENCE GLOBALE ET UNICITE DE LA
SOLUTION D’UN PROBLEME HYPERBOLIQUE
LINEAIRE AVEC RETARD

@ ans ce chapitre, un probleme aux limites hyperbolique linéaire avec retard a été considéré.
Sous certaines hypotheses sur les données, on démontre 1’existence globale et 1'unicité de

la slolution en utilisant la théorie de semi-groupes.

2.1 Position du probléme

Soit Q2 un ouvert borné dans R™ avec une frontiére réguliere I' = 992 de classe C?, on suppose
que T est divise en deux parties disjointes I'p et 'y, c’est-a-dire ' = Tp Uy avec[p Ny = @
et'p # 2.

On considere un probleme d’équation d’onde avec retard sur la frontiere

([ uy(z,t) — Au(z,t) =0, dans 2 x (0, 4+00),
u(x,t) =0, sur I'p x (0, 400),
(P): 9 (z,t) = —pw(z,t) — poug(z,t — 7),  sur Ty x (0, +00),
u(z,0) = ug(x) et ug(x,0) = ui(x), dans S,
L w(z, t—7) = folz,t —7), dans T'y x (0,7),

ot v(z) désigne le vecteur normal unitaire exterieur au point z € I' et 9 est la dérivée nor-
male. De plus, 7 > 0 représente le temps de retard, p; > 0 et po > 0 sont les coefficients de
retard, et les condition initiales (uo, u1, fo) appartient a des espaces convenables qu’on précisera

ulétrieurement.

2.2 Existence globale et unicité de la solution

Dans cette section, nous démontrons l'existence et 1'unicite de la solution du probleme
(P), en utilisant le théoréme de Lumer-Phillips.

14
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Nous introduisons une nouvelle variable suivante :

2(x, p,t) = w(x, t —7p), x€Tpn,pe(0,1),t>0.

Comme les dérivées sont données par

dz( ) du
:L’ R
dt ’p? dy’
et
dz ( 0 du
—(x = —7—.
dp ) P dy
Donc
dz dz
dp(x’p’ ) Tdt <x7p7 )7
alors, nous trouvons 1'équation
d d
Td_j(mapat)—i_d_Z(xapat):O, IIJEFN,pE(O,l),t>O.

Avec les conditions initiales
2(x,0,t) = u(z,t), sur I'y x (0, 4+00),
2(z, p,0) = folx, —7p), dans T'y x (0,1).

Par conséquent, le probleme (P) est équivalent a

dans 2 x (0, 400),
dans 'y x (0,1) x (0, 400),

sur I'p x (0, +00),

[ uy(z,t) — Au(z,t) =0,
TG (@, p,t) + Ea,pt) =0,

u(z,t) =0,
(P) 8 2(x,t) = —pwg(z, t) — poz(w,1,t),  sur Ty x (0,+00),

sur 'y x (0, +00),
dans €2,
dans T'y x (0,1).

2(,0,t) = u(x, t),
u(z,0) = ug(x) et ug(x,0) = uy (),

Z(l‘,p, 0) - fo(fﬁ, —Tp),

On désigne par H l'espace de Hilbert, out
H = Hp (Q) x L* (Q) x L*(Ty x (0,1)).

Pour assurer 'existence et 1'unicité de la solution du probleme (P ), nous supposons que

Ho < p,

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard
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et £ une constante positive telle que

T <& < T(2p1 — pio). (2.1)

Définissons sur 1’espace de Hilbert # le produit scalaire

;

z) +v(x)o(x)) de + & //Z(ZL‘, p)Z(x, p) dpdl, (2.2)

Ty O

<

AN

wey=([ ]
- [(Vuw)v
Q

oulU = (u,v,2), U = (,7, Z) € H et  est une constante positive.
Maintenant, on réécrit le systeme (P;) sous forme d'un probléeme de Cauchy. On définit la fonc-

tion vectorielle U = (u, v, z)T € H et on pose v = u; donc le probleme (P;) s’écrit sons la forme
Ut — AU,
U(O) = (Uo, Uy, fo(., —.T))T.

L'opérateur A :D(A) — H est défini par

avec le domaine de A, est donné par

D(A) = {(u,v,2)" € (B(A, L*(Q)) N H} () x H'(Q) x L*(Ty; H'(0,1)) :

d
d_u = —v — po2(., 1) sur Iy;o = 2(.,0) sur FN} ,
v

tel que
E(A, L*(Q) ={ue H'(Q) : Aue L*(Q) },

et
HE () ={uecH(Q) :u=0 surl'p}.

Rappelons que pour une fonction u € E(A, L*(Q)), 4 appartient a H ~2(['y) et la formule de
Green suivante est valable [10]

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard
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d
/Auwdx = —/Vqu dx + <d—z,w> , Yw € H{_ (),
r
Q Q

N

ot (., .)p, estle crochet de dualité entre H 2(Ty) et Hz(Ty).

Notez que pour (u,v,z)" € E(A, L*(Q)), % € L*(T'y) puis que z(.,1) € L*(I'y).

Remarque 2.1. on a D(A) est dense en H.

Pour prouver l'éxistence et 1'unicité, nous utilisons le théoreme de Lumer-Phillips, c’est-
a-dire, nous montrons que 'opérateur A génere un Cj-semi groupe sur H. Donc, on a besoin le
lemme suivant :

Lemme 2.1. Pour tout U = (u,v,2)" € D(A), A est déssipatif et (A.q — A) est surjectif avec X > 0.

Démonstration. Pour prouver le lemme proposé, on passe par deux étapes.
Etape 1: L'opérateur A est déssipatif.
Pour tout U = (u, v, z) € D(A) et en utilisant le produit scalaire (2.2).

<AU,U):< Au N >

-1
—T "Zp z

= /Q(Vv(x)Vu(x) + Au(x)v(z)) do — 771 / /1 2,(x, p)z(z, p) dpdl.

En utilisant la formule de Green, on trouve

du

(AU U) = /E(x)v(x) dl — 77! //zp(:p,p)z(x,p) dpdT. (2.3)

I'n I';v O

A T’aide d’intégration par parties et les conditions aux limites, on obtient

//zp(x,p)Z(I,P) dpdl’ = —//zp(x,p)z(az,p) dpdl’ + /(,2«2(31;7 1) — 2(z,0)) dT,

'y

c’est-a-dire
1

//zp(x,p)z(x, p) dpdl’ = %/(22(3:, 1) — 2%(x,0)) dr. (2.4)

I'y 0 'y

©2022, B. Djidel Stabilité des solutions pour un probleme hyperbolique linéaire avec retard
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Dong, par et
(AU, U) = %(m)v(m) dr — 5721 / (22(z,1) — 22(z,0)) dT
I'n I'n
= [ @) + ozt Dot ar - o [~ o) ar
I'n NN
= —py [ v3(x)dl — py | 2(x,1)v(x) dl
Jrome]
{r! 2 {r! 2
— 2%(z, 1) dI" + v:(x) dl’
-/ /
On pose

I= —[1,2/2(1', 1)v(z) dr.

I'n

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Young, on obtient

I < o [|z(z, 1)l lo(2)]l

< 5 (. Dl + @)

Alors
(AU, U) < —,ul/UQ(x) ar + 12 [ 22,1 dl“+% ?(x) dI’
Ty T'n 'y
-1 -1
_572 /22(3:, 1) dl’ + ¢ 5 /vz(x) dr
I'n I'n
< (—u1+%+§7) /1)2( )dF+(%—§—)/z2(I,1)dF
I'n 'y
D’apres 2.2), ona
po €t
H1+ 5 + 5 <0,
et et
H2 T
£z _ <
2 2 0
Donc
(AU,U) <0.

Alors, A est déssipatif .
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Etape 2 : (Al.q — A) est surjectif avec A > 0.

Pour A > 0, on montrer que l'opérateur (M., — A) est surjectif. Soit F = (f,g,h)" € H, nous

montrons qu’il existe U € D(A) tel que
(Mg — AU = F.

C’est-a-dire

u f
Meg—A) |l v |=1g9g |,
z h
équivalent a dire
A —v = f,
A — Au =g,
N+ 771z, =h

D’apres la premiere equation de (2.5)) , on obtient
v=Au—f.

A partir de la troisieme equation de (2.5), on a

Zp(x,p) = —)\TZ<£L',p) + Th(l',p), LS FNap € (07 1)7

est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre.

On utilise la méthode de variation de la constante, on obtient

p

z(x, p) = T/h(x, NN dS +k | e, x€Ty,pe(0,1),

0

ou k est une constante.

D’apres les conditions aux limites du (P;), on a
2(z,0) =v(x) =k, = €Tly.

Alors

P
2(z,p) = v(x)e P + TP / h(x,0)e’ ds, x € Tn,p e (0,1).
0

(2.5)

(2.6)
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Donc, a partir de (2.6)
p
2z, p) = Muz)e N — f(z)e X + re N / h(z,8)e¥™ds, surTy x (0,1).
0

En particulier
2(z,1) = Mu(z)e™ + z(z), xely. (2.7)

Avec zy € L*(T'y) défini par

1
2o(7) = —f(z)e ™ + 777 / h(x,8)er? do, x €Ty.
0

D’apres la premiere et la deuxiéme equations de (2.5), satisfait

A= f) = Au =g,
c’est-a-dire

Ny — Au =g+ M. (2.8)
En multipliant I'équation (2.8) par une fonction w € Hy () et on intégre sur €2, on obtient

/()\2u — Au)w dx = /(g + A)wdz, Yw e Hf (). (2.9)
Q Q

D’apres la formule de Green, on a

d
/(Azu — Av)w dx = /()\2uw + VuVw) dx — / d—deF
Q Q 'n

= /()\Quw + VuVw) dx + /(ulv + poz(z,1))w dr.

'y

On utilise et (2.7), on obtient

/ (Nu — Au) wdz = /(Azuw + VuVuw) dx + /,ul()\u — f) + pa(Aue™ + zow) dr.
Q Q I'n
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Dong, peut etre réécrit comme

/()\2uw + VuVw) dx + /(ul + poe ) duw dIl = /(g + A)w dx + py / fwdl — g / zow dl.
Q 'y

Q FN 1—‘N

(2.10)

Pour u et w, on définit sur Hy._(€2) une forme bilinéaire a(., .) et une forme linéaire L(.) par

a(u,w) = /(/\2uw + VuVw) dx + /(,Ul + pae™ ) Muw dT,
Q

'y

et

L(w):/(g+/\f)wdx+u1/fwdF—u2/20wdF.

Q I'n Iy

On applique le théoreme de Lax-Milgram, sur l'espace H} () pour la forme biliéaire a(u, w)
et la forme linéaire L(w).
1. La continuité de @ : En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Poincaré, on

obtient

|a(u, w)| =

JN2uw + VuVw) dz + [ (g1 + pee™7) duw dT
Q I'n
< N ully llwlly + 1Vully [Vwlly + A + p2e™7) flully 1wl
< (A2 + A+ p2e™) [lully [[wlly, + [Vull, [Vwl,
< max(A? 4+ Apy + pae™), D([[ully [lwlly + [Vull, [[Vwll,)
< k1(l[ully + 1Vully)(Jwll, + [[Vewll,)
<k ”UHH}D(Q) ||wHH11D(Q) )
avec k1 = max(\? + A(py + pae™ ), 1).
Dong, a(u, w) est continue.
2. La coercivité de a : pour u = w € H}_ ()
a(u,u) = [(Nu® + |Vul?) dz + [ (1 + pee™")Au? dl
'y

Q

> [(A\2? + |Vul?) da
0
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> N lull; + 1Vull;
> min(A*, 1)(|full3 + [ Vull3)

2
>« HUHH}D(Q) )

avec a = min(A?, 1).
Donc, a(u, w) est coercive

3. La continuité de L : En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz

|L(w)|=|[(g+ Af)wdx + 1 [ fwdl —ps [ zowdl
Q I'n

I'n

< [Ig + ANy llwlly + pa [ Fllz [[wlly + 2 [l20]l5 [l
<C ||w||H1£D(Q) 5

avec C' = ([[(g + Af)lly + pa [ flly + 2 [l20]l)-
Donc, L(w) est continue.

Par conséquence, a(u, w) est bilinéaire continue et coercive sur H}._(£2) et L(w) linéaire conti-

nue sur Hf (). D’apres le théoréme de Lax-Miligram, il existe une unique solution u € Hy ()
de I’équation (2.10), telle que

a(u,w) = L(w), Yw € H}_(Q).

Cela signifie que u € Hp_ () etv = Au— f € H{ (), doncu,v € H'(Q).
Il reste amontrer que u € E (A, L? (Q)), & = —pjv—poz (., 1),z € L2 (Ty; H' (0,1)) et 2 (z,0) =
v (z).
D’apres (2.8), on a
Au = Nu—g— \f € L*(Q),

car g € L*(Q) etu, f € H}_(€2). Donc
u € E(A,L*(Q)).

On utilise la formule de Green dans (2.10)

/()\Zu—Au)w da:—l—/ g—Zw dF+/(u1+u26_)‘7)/\uw al’ = /(g—i-/\f)wdx—l—,ul/fw dF—,ug/sz ar,
I'n

Q I'n Q 'y 'y
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par conséquent

0
Ny — Au + a—:j + (1 + ,uge_’\T))\u =g+ A+ f — 2.
Pour et 2.9), ona
du
- —p1v — poz(., 1).

Finalement, a partir de et (2.7), on obtient
2(z,0) = v(x), et z€ L*(Ty; H(0,1)).

Alors, il existe une unique solution U € D(A) satisfait le probleme (2.5). Donc I'opérateur (A .;—
A) est surjectif avec A > 0. O

Maintenant, nous démontrons le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 2.1. Pour toute donnée initiale uy € H, le probleme (Py) admet une solution unique
u € C([0,+00), H).
De plus, si u € D(A) alors la solution de (P,) satisfait
u € C([0, +00), D(A)) N CH[0, +00),H).

Démonstration. D’apres le lemme 2.1, 'opérateur A est déssipatif et 'opérateur (Al.; — A) est
surjectif avec A > 0. Alors le résultat cité dans le Théoréme 2.1 est vérifié (d’apres le théoreme
de Lumer-Phillips). Par conséquent, le probléme de Cauchy admet une unique solution. O
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CHAPITRE 3

LA STABILITE EXPONENTIELLE DE LA
SOLUTION D’UN PROBLEME HYPERBOLIQUE
LINEAIRE AVEC RETARD

ﬁ) ans ce chapitre, sous certaines conditions sur les données en se basant sur la méthode
d’énergie, nous allons démontrer la stabilité de la solution d'un probleme aux limites
pour les équations d’ondes avec retard. Puis, on donne un exemple d"un probleme aux limites

avec retard pour lequel la stabilité est perdue.

3.1 Décroissance exponentielle

Dans cette section, nous allons analyser la question de la décroissance expontionnelle de
I"énergie associée au probléme considéré.
Soit u la solution du probleme (P), on définit la fonctionnelle d’énergie associée au probleme
(P) par

E(t) = %/(u?(m,t) — |Au(z, t)|?) dz + g//uf(x,t —7p) dpdl, (3.1)

Q Ix 0O

ou { est une constant positive vérifie

Tin <€ < T(2m — pa),  avec py < . (32)

Pour prouver la décroissance expontionnelle de 1’énergie du probleme (), nous aurons besoin
des lemmes suivants :

24
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Lemme 3.1. La fonctionnelle d’énergie E définie par (3.1) vérifiée

d
CE() < —c/uf(a:,t) +u(z,t — 1) T,

'y
oli c est une constante positive.

Démonstration. Différenciant la fonction d’énergie (3.1), on trouve

iE(t) = /(ut(x,t)utt(x,t) — Au(z, t)Aug(z, 1)) dz —i—f//ut(a:,t — 7p)ug(x,t — 7p) dpdl.

dt
Q In 0

En utilisant la formule de Green, on a

iE(t) = /(%(w,t}ut(x, t))dl' + ¢ //ut(:p,t — 7p)ug(z,t — 7p) dpdl.

FN FN 0

On pose
ug(x,t —7p) = =1 tuy(x, t — 7p).

Comme les dérivées sont données par
-1
uy(z,t —7p) = =7 w,(x,t —7p),

et
Upt(z,t —Tp) = —T’lupp(a:,t —T7p).
Dong, on trouve
u(x, t —71p) = T’Qupp(x,t —T7p).
Alors

1 1

//ut(x,t —7p)ug(z,t — 7p) dpdl' = —773 //up(m,t — Tp)uy,(z,t — Tp) dpdl.

Par I'intégration par parties, on obtient

1

1
//up(x,t—rp)upp(x,t—Tp) dpdl’ = —//up(x,t—Tp)upp(:c,t—Tp) dde—l—/ wl(x,t—7)—u’(x, t) dr,
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c’est-a-dire

1
1
2(w,t —7) —ul(x,t) dl.

//up(x,t — Tp)upy(z,t — Tp) dpdl’ = 3 /up

'y O I'n

Donc
1

1

//ut(x,t — 7p)ug(z,t — 7p) dpdl = —773 / / up(x,t — Tp)u,y,(x,t — 7p) dpdl

In 0

(3.3)

-1
ur(z,t) — uZ(x,t —7) dl.

T'n
Alors, en utilisant (3.3) et la troiseme équation du probléeme (P) on a

iE(t) = —ulfuf(x,t) dF_ILLQ/Ut(x,t_T)Ut(x,t) ch—i—éTQ_1 /u?(x,t) dF—gTz_l /uf(m,t—T) dr.

dt
FN 1—‘N

INY 'y

On pose
I = —ps /ut(:mt — T)ug(z,t) dT.

INY

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Young, on trouve
I < g [|ue(z, £ = 7)|| [Jue (2, 2)

2 2 2
5 (e, ¢ = )" + uez, )]7)

<
< &/UQ(IL‘ t) df+/u2(x t—7)dl)
— 2 t 9 t ) .
FN FN
Alors J
EE@) < =i /uf(x,t) dl’ + % uf(z,t) dl + /utz(x,t —7)dl’
I'n I'n I'n
—1 —1
+£T2 /uf(:v,t) dl’ — 67—2 /uf(:n,t —7)dl’
I'n INY;
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Donc
—FE(t) < —c/u?(m,t) +ul(x,t — ) dr. (3.4)

Avec ¢ = min((pu — & — %), (—& + 5T2_1)), Pour ¢ est choisi comme (3.2) de sorte que la

constante c est positive. [

Maintenant, nous pouvons prouver une estimation d’observabilité aux limites pour le pro-
bleme (P).

Lemme 3.2. 1] existe un temps T > 0 tel que pour tout temps T > T , il existe une constante positive
co pour laquelle

E(0) < ¢ / /(u?(x,t) +ul(x,t — 7)) dldt, (3.5)

0 Ty

est satisfaite

Démonstration. Nous écrivons la fonction d’énergie comme suit

E(t) = e(t) + En(t),

ou
c(t) = 5 [ (@at) - [Bu(w,0)) do.
Q
et .
En(t) = g//uf(x,t— Tp) dpdl.
Ty 0
On pose

t—T1p=s.

Alors, Ey(t) peut étre réécrit comme suit :

En(t) = %//uf(x,s) dsdl. (3.6)

FN t—1
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Pour T » Tj et tout € > 0, d’apres I'estimation de Carlemen [11]], on a

// %) drdt +c|lul| e Qx(01)

0 Ty

Pour la troiseme équation du (P), on trouve

0) < [ [ ~ ittt =) dvde+ el o 7)
0 Iy
Depuis (3.6) on a
0
En(0) = i//uf(:zc,s) dsdl.
27
I'y —7
On pose
s=1—T,
etdepuis 7' > T ona
T
b0~ £ [ [ o5
0 'y

Notons 7' = max {7, Ty }. Alors, d’apres (3.7) et (3.8) pour tout 7 > T on a

E(0) = £(0) + En(0)

<c / JICER R )

0 T

(3.9)

€ (Qx(0,7))

avec ¢ > 0.
Pour obtenir (3.5), il faut absorber le terme ||ul| R
par contradiction. Supposons que n’est pas vraie.

. Pour ce faire, nous argumentons

Par conséquent, il existe une suite {un}n de solutions du probleme (P) telles que

0) > n//(uit(x,t) + w2, (z,t — 7)) dldt. (3.10)

0 I'n

Notons E™(0) I'énergie E par retard en temps 0. De (3.9) on a
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T
n 2 2
E™0) < c//(unt(x,t) +us, (x,t — 7)) dldt + ¢ HU”HH2+ OxOT)" (3.11)
0 Iy
Alors, de (3.10) et (3.11) nous avons
T T
n//(uit(x,t) 2, (2t — 7)) dTdt < c/ /(uit(m,t) Pyt =) dUdt ey
0 I'y 0 I'y
c’est-a-dire
T
(n — c)//( 2 (z,t) +ud,(z,t — 7))dldt < ¢ ||un|| e o)
0 Ty
On obtient une suite {w,, }, de solutions du probleme (P) vérifiant
lwall 1. e o) = 1. (3.12)
Alors
T
//(wit(ac, t) +w?,(z,t — 7)) dldt < (3.13)
n—c
0 Iy

De (3.12),(3.13) et (3.11), il s’ensuit que la suite {w,}, est bornée dans H'(Q x (0,7)). Puisque
H'(Q x (0,T)) est compacte dans H THe (2 x (0,7)), il existe une sous-suite pour simplifier la

notation, nous notons encore {w,}, telle que

w, — w fortement dans Hf(ﬂ x (0,7)).

Alors, de
lolly 22 ooy = (3.14)
De plus, d’apres
T
//(wf(x,t) +wi(x,t — 7)) dl'dt = 0.
0 Ty

Par conséquent, nous avons que

wy =0, sur T'yx(0,7),
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et
dw

E:

On pose v = wy, v est une solution a un sens de distribution, qui vérifie

0 sur 'y x(0,7).

V' —Av =0, dans Qx (0,7).

Avec
v=0, sur T'x (0,7T),
d
d—ZzO, sur I'n x (0,7).

Par conséquent, d’aprés le théoreme(1.12)

Alors, w est une constante ne depond pas de temps , c’est-a-dire
w(x,t) =w(z).

Donc, w vérifie
—Aw =0, dans(,

w =0, sur I'p,
dw _
5 =0, surl'y.
Alors w = 0.
Le résultat obtenu est contradiction avec (3.14), et par conséquent l'inégalité (3.6) est prouvée.

]

Théoreme 3.1. Sopposons que o < 1 est vérifié . Alors il existe des constantes positives ci, c, telles
que, pour toute solution du probleme (P) on a

E(t) < ¢ E(0)e™ "

Démonstration. En intégrant (3.4) sur [0, 7], nous obtenons

mn—E@g—g//ﬁuﬁ+ﬁ@¢;ﬂﬂﬁ

0 Ty

Alors
T

a%mm—E@»z//{ﬁ@w+@@¢—ﬂ}ww (3.15)

0 I'y
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Par (3.16) et (3.6), on obtient

E0) < ¢ / /(u?(x,t) +ul(x,t — 7)) dldt < coc H(E(0) — E(T)).

0 I'ny

Alors

coe 141

avec ¢= —(“

) < 1. Alors I'énergie E(t) est décroissante.

Donc la stabilité exponentielle de la solution du probleme (P) est vérifie.

3.2 Cas d’instabilité

Dans cette section nous allons montrer l'instabilité dans le cas contraire : o > juy.
On considere le probleme suivant :

u(x,t) — Au(z, t) = 0, dans 2 x (0, 4+00),
(P2) : < u(z,t) =0, sur I'p x (0,400),
du

G(x,t) = —pug(z,t) — poue(z,t —7),  sur 'y x (0,400).

L'objectif de cet exemple est de trouver une solution (7) sous la forme
u(z,t) = eMop(z), A eC.

Alors, ¢(x) doit étre une solution du probléme aux valeurs propres

—Ap + Np =0, dans €,
(P3): 4 =0, sur I'p,
Z—f = —(p + poe ™) Ap,  sur Ty.

En multipliant la premiére équation de (Ps) par une fonction v € H} () et on integre sur 2,
on obtient

—/Agpvder/\Q/govd:)::O.
Q Q
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En utilisant la formule de Green, on obtient

/ VoVodr + N\ / U dz + (1 + pae A / v dl' = 0. (3.16)
Q

0 Tn

On veut trouver une solution pour A = ib, avec b € R. Alors, le probléme (3.16) peut étre réécrit

comme
/Vapvv dr — b? / U dr + (11 + Mge_ibT)z'b/gov dl =0, VoeH{ (Q). (3.17)
Q Q I'n
Suppose que
H1
cos(bt) = ——.
b7) M2

Pour le cas iy > 17 ona

pasin(br) =/ p3 — pi.

A partir des ces hypotheses, on trouve

,ibT)Z-b = Lo (ﬂ 4 efibr),ib

(1 + poe
M2

= s (—cos(br) + cos(br) — isin(br))ib

= posin(br)b

= by/ 113 — i

Alors, (3.17) peut étre réécrit comme suit :
/VgoVT) dw — b? / o0 dx + by 3 — u? /(p@ dl' =0, Yve Hp (9. (3.18)
Q Q I'n

En particulier, pour v = ¢, (3.18) donne

/IW)I2 dr — b2/|90|2 dx + b/ 13 — 13 /|90|2 dr' =0, (3.19)
Q Q 'y

on peut supposer

2 2
Il = [ 1ol do =1
Q
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Alors, nous écrivons (3.19) sous la forme

b* — b/ 13 — 13qo(p) — qu(p) = 0, (3.20)

tel que
w(e) = [ 1ol dr et o) = [ 1Vl de
I'n Q

Théoreme 3.2. Si py < py n'est pas vérifié, il existe une suite de retards et solutions du probleme (P)
correspondant a ces retards, sachant que I'énergie est constant.

Démonstration. Pour prouver le théoréme proposé, on passe par deux cas.
Cas(a) po=pu:
Dans ce cas, sous nos hypotheses, (3.20) devient

b2 =(q1 (@)7

satisfaisant
V= min  qw). (3.21)

1
w cHp | (Q)
lwllg=1

Nous prouvons (3.21) comme suit
1.On vamontrer ¢i(¢) > min ¢ (w).

w GH%D (Q)
lwllg=1
On a
w) > nman w),
a1 (w) w eHL () a(w)
llwllg=1
et
@ (w) = b2
Alors
b > min W) e, 1).
o, (@) (1
llwllg=1

2. D’autre part, nous prouvons ¢;(¢) < min g (w).
w EHII‘D ()
lollz=1

On pose w = ¢ tel que
€ Hr,h(Q) et [loll,=1.
Alors
B=  min ()

1
¥© GHFD ()
lelip=1
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on a
> = q1(),
et
b2 = min b,
Donc
min  qi1(p) > b2 2).
in, 0(e) )
llella=1
Donc, de (1) et (2) on obtient
= min w).
well} (@) Q1( )
flwlla=1
Si
= min w).
91(90) weH%D(Q) Q1( )
lwllz=1

Alors ¢ est solution de (3.17) avec b comme dans (3.21).
Donc, ® vérifie (P;) et u(z,t) = e’ p(z) est une solution du probléme (7).
Maintenant nous prouvons que 1'énergie est constante

on a
B(t) = /(|Vu(m.t)|2 lug(at)[?) da
Q
— /(‘GQibt| |V§0|2 + b2 ‘e%bt‘ |90|2) de‘
Q
=20 >0,
car

/!Vgp\z dr =b* et /]90]2 dr = 1.
Q QO

Alors, I’énergie est constante.
Notons que par hypothése (A = ib, cos(br) = —1, sin(br) = 0), le probleme (P;) devient le pro-
bléme classique aux valeurs propres de 'opérateur de Laplace avec une condition aux limites
de Dirichlet-Neumann, qui sont définies comme

—Ap =—-Np, dans(,

p =0, sur I'p,
d
2 =0, sur I'y.
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Ainsi, on peut prendre la suite {b, }, de valeurs positives définie par
b2 = A2, n € N.

Ou A2, n € N sont les valeurs propres de 1'opérateur de Laplace.
Alors, on pose
b= 20+ 1)m, leN

Donc, on obtient une suite de retards

20+ 1)m

b I,neN,

Tnl =

qui devient petit (ou grand) selon les options appropriées pour les indices n, [ € N.
Alors, dans le cas i, = f19, le probléme (P) est asymptotiquement instable.

Cas(b) o > i :

Dans ce cas, on obtient

b2 — by 13 — 12q0(p) — qi(p) =0,

est une équation quadratique. Les solutions de cette équation sont

b= %(\/M% — iiqo(p) + \/u% — 143 () + 4q1(p)).

On définit .
b= — ' 2 + 2 — 3¢k 4 . 3.22
3, 20 (/1 = nl) & /o = ) + das () (3:22)
lwllg=1

Nous prouvons maintenant que si

(V13— u%qo(w)ﬂ/u% — 1) Ha(p) = Jn 13— u%qo(w)ﬂ/u% — 115 (®) + 4q (w).
I'p

lwlg=1

Alors ® est résolu avec b comme dans (3.22)).

On pose
w=¢+ev, avec ve Hl (Q) telque/gpv dx = 0.
0
Alors
lwlly = liellz + £ lloll;
=1+ 3.
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Si nous dénotons

1
—= ﬁ
L+ e2jv|l5

(/13 — piqo(yp +ev) + \/u% — uig3(p + ev) + 4 (p + ev)),

g9(€)

nous remarquons que

9©) = min (i3 — iao(w) + /13— 12a3(®) + dgs (w)).
P EHFD (9
lwllg=1

9(¢) = ¢(0),

9(0) = (v 13 — 1a0(9) + \/ 113 — 1BG(®) + 4ar ().

En caluculant la dérivée Z—fé, on trouve

/V@Vz‘; dr +by/p3 — 12 / wv dl’ =0, (3.23)

et par conséquent

De (3.23) et (3.20) nous obtenons que ¢ satisfait (3.19) avec b défini dans (3.22). Donc pour b
positif

br = arccos(—ﬂ) +2lr, leN.
H2

Définit une série de délais dans lesquels le probleme (P) est asymptotiquement instable. O
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons examiné la question d’existence globale et 1'unicité de la so-
lution ainsi que la stabilité exponentielle de 'énergie associée pour un probleme aux limites
hyperbolique linéaire avec retard . Plus précisément, sous certaines conditions sur les données
en se basant sur le théoreme de Lummer-Philips nous avons obtenu I’existence globale et 1'uni-
cité de la solution. En suite, en utilisant la méthode d’énergie, nous avons montré la stabilité
exponentielle de 1’énergie associée. A la fin de ce mémoire, nous avons présenté un exemple

pour lequel la stabilité exponentielle n’est pas satisfaite
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Résumeé : Dans ce mémoire, nous avons considéré un probléme aux limites avec terme du
retard. Nous commencons par démontrer 1’existence globale et I’unicité de la solution en se
basant sur la théorie de semi-groupes, notamment le théoreme de Lummer-Philips. Ensuite,
sous certaines conditions sur les coefficients de retard en utilisant la méthode d’énergie, on
établit la stabilité exponentielle de la solution. A la fin, on montre I’instabilité des solutions
dans le cas ou les conditions supposées sur les coefficients de retard ne sont pas vérifiées.
Mots-Clés : Equation d’onde, Existence globale, Méthode d’énergie, Semi-groupe, Stabilité
exponentielle.

Abstract : In this work, we consider a boundary value problem with delay term, we start by
shuwing the global existence and uniqueness of solution by using the semi-group theory,
preciselt Lummer-Philips theorem. Also, under some conditions on delay coefficients using
the energy method, we establish the exponential stability of solutions. We finish by showing
the lack of exponential decay of solutions where the supposed conditions on delay coefficients
are not satisfied.

Keywords : Wave equation, Global existence, Energy method, Semi group, Exponential
stability.
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