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Notations
· Tous les espaces dans cette Thèse sont définis sur Rn.

· B(a, r). est la boule ouverte de centre a et de rayon r.

· Pour α ∈ Nn, |α| = α1 + α2 + ...+ αn, ∂
αf est la dérivée partièlle ∂|α|f

∂α1x1∂α2x2....∂αnxn

· Tf (g) := f ◦ g est l’opérateur de composition.

· S(Rn) est l’espace de Schwartz des fonctions C∞(Rn) à décroissance rapide sur Rn

muni de la norme :

· PN(ϕ) = sup(1 + |x|)N
∑
|α|≤N |Dαϕ(x)| , N = 1, 2, ....,∀x ∈ Rn.

· S ′(Rn) est le dual de S(Rn) : l’espace des distributions tempérées.

· Si f ∈ S(Rn), sa transformée de Fourier est Ff(ξ) = f̂(ξ) =
∫
Rn exp(−ix.ξ)f(x)dx .

et sa transformée inverse est F−1f(x) = (2π)−n
∫
Rn exp(ix.ξ)f(ξ)dξ .

· Pour une distribution f définie sur Rn et a ∈ Rn. L’opérateur de translation est donnée par :

τaf(x) = f(x− a), ∀x ∈ Rn.

· Le symbole ↪→ désigne l’inclusion avec continuité de l’injection canonique.

· Soit f, g ∈ L1(Rn), la convolution de f par g est la fonction : f ∗ g(x) =
∫
Rn f(x− y)g(y)dy.

· Cm(Rn) est l’espace des fonctions telles que : Cm =
{
f, f (α) |α| ≤ m continue

}
.

· Le support d’une fonction f est l’adhérence de {x ∈ Rn : f(x) 6= 0} est appelé support compact.

· D(Rn) = C∞0 (Rn) est l’ensemble des fonctions C∞ à support compact.

· D′(Rn) est l’espace dual de D(Rn) appelé espace de distributions.
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· Si 0 < q ≤ ∞, alors lq est l’espace de tout suites {bk}∞k=0 telle que : ‖bk‖lq = (
∑∞

k=0 |bk|
q)

1
q <∞.

· Si Q = {x ∈ Rn : sup |xi − ai| ≤ r} . est le cube de centre a = (a1, a2, ..., an) et de rayon r > 0.

iii



Table des matières

Introduction 1

1 Quelques résultats préliminaires 2

1.1 Théorie de Littlewood-Paley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 Décomposition de Littlewood-Paley . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.2 Décomposition du produit f.g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Quelques inégalités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Espace de Besov Bs
p,q (Rn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.1 Définitions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 Rappel sur les espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 Localisation de certains espaces fonctionnels 14

2.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2 Localisation des espaces Lp(Rn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.1 Localisation de Lp en norme lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3 Localisation des espaces de Besov Bs
p,q (Rn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3.1 Localisation de Besov en norme lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3.2 Le problème des multiplicateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.3 Localisation- uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.4 Localisation des espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4.1 Localisation de Sobolev en norme lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5 Quelques exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

iv



Table des matières

3 Applications 24

3.1 Préparation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.2 Enoncé des résultats principales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2.1 Application sur les Lp(Rn) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.2.2 Application sur la composition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Conclusion 28

Bibliographie 29

v



Introduction

Depuis les années 1970, plusieurs auteurs ont été étudié la localisation des espaces

fonctionnels comme les espaces de Lebesgue Lp , Sobolev Wm
p (m ∈ N), Triebel-Lizorkin

F s
p,q, pontentiels de Bessel H

s (s > 0), et Besov Bs
p,q par la norme l

r.

Dans le but d’élucider certains problèmes comme la composition, qui représente la con-

tinuité d’un opérateur non-linéaire.

Car cette propiété permet d’approcher une distribution f ∈ D′(Rn) par une suite fk(x) =

ω(x− k)f(x) telle que : ω ∈ D(Rn) et
∑

k∈Zn ω(x− k) = 1 ∀K compact de Rn.

Ce mémoire est proposé comme suit :

Dans le premier chapitre : nous allons rappeler des notions de base sur les espaces de

Besov, et les espaces de Sobolev, de plus quelques propiétés principales.

Dans le deuxième chapitre : on va étudier la localisation des espaces de : Lp(Rn),

Bs
p,q(Rn), etWm

p (Rn) (m ∈ N) en norme lp, et en va prendre le problème des multiplicateurs

ainsi que la localisation- uniforme.

Dans le troixième chapitre : on va étudier la composition dans les espaces précédent et

ses propiétés.
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Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la décomposition en séries de Littlewood-Paley, des

notions de base pour les espaces de Besov, un rappel sur les espaces de Sobolev et quelques

inégalités que nous les utiliserons dans la suite.

1.1 Théorie de Littlewood-Paley

1.1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Soit ρ une fonction continue et paire dans D(Rn) telle que :

0 ≤ ρ(ξ) ≤ 1, ρ(ξ) = 1 si |ξ| ≤ 1 et ρ(ξ) = 0 si |ξ| ≥ 3

2
.

On pose :

γ(ξ) = ρ(ξ)− ρ(2ξ), ∀ξ ∈ Rn.

γ ∈ D(Rn \ {0}) et satisfait :

suppγ ⊂
{
ξ ∈ Rn :

1

2
≤ |ξ| ≤ 3

2

}
et γ(ξ) ≥ 0.

Il vient alors la partition de l’unité homogène suivante :

∑
j∈Z

γ(2−jξ) = 1, ∀ξ ∈ Rn\ {0} .

et la partition de l’unité non homogène suivante :
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1.1. Théorie de Littlewood-Paley

ρ(ξ) +
∑
j≥1

γ(2−jξ) = 1, ∀ξ ∈ Rn. (1.1.1)

Nous définissons les opérateurs de convolutions (Rj)j par :

Rj : S ′(Rn)→ C∞(Rn), (j ≥ 0)

et les opérateurs (Qk)k par :

Qk : S ′(Rn)→ C∞(Rn), (k ≥ 1)

Pour tout f ∈ S ′(Rn), on a alors :

(Rjf)(x) = (F−1(ρ(2−j.)) ∗ f)(x) ∀(j ≥ 0)

(Qkf)(x) = (F−1(γ(2−k.)) ∗ f)(x) ∀(k ≥ 1)

et on a :

R̂jf (ξ) = ρ(2−jξ)f̂(ξ)

Q̂kf (ξ) = γ(2−kξ)f̂(ξ)

avec la notation : Q0 = R0.

Ecrivons la relation (1.1.1) au point 2−jξ , alors :

ρ(2−jξ) +
∞∑

k=j+1

γ(2−kξ) = 1

en multipliant par Ff(ξ), on obtient :

ρ(2−jξ)Ff(ξ) +
∞∑

k=j+1

γ(2−kξ)Ff(ξ) = Ff(ξ)

en appliquant la transformation de Fourier inverse, on obtient :

F−1(ρ(2−j.)) ∗ f +
∞∑

k=j+1

F−1(γ(2−k.)) ∗ f = f

on obtient encore :

Rjf +

∞∑
k=j+1

Qkf = f , ∀ j ∈ N

3



1.1. Théorie de Littlewood-Paley

Pour j = 0 , on trouve :

f = R0f +
∞∑
k=1

Qkf

On a donc la définition suivante :

Définition 1.1.1

Si f ∈ S ′(Rn) , alors la décomposition de Littlewood-Paley est donnée par la formule

suivante :

f = R0f +

∞∑
k=1

Qkf. (1.1.2)

Proposition 1.1.1

La formule (1.1.2) implique les deux assertions suivantes :

(1) f =
∑∞

k=0Qkf, pour tout f ∈ S ′(Rn).

(2) Rjf =
∑j

k=0Qkf, pour tout f ∈ S ′(Rn).

1.1.2 Décomposition du produit f.g

Soit f et g deux distributions dans S ′(Rn). On définit le produit f.g par :

f.g =
∞∑
j=0

Qjf

(
Rjg +

∞∑
k=j+1

Qkg

)

=
∞∑
j=0

Qjf.Rjg +
∞∑
j=0

∞∑
k=j+1

Qjf.Qkg

=

∞∑
j=0

Qjf.Rjg +

∞∑
k=1

Qkg

k−1∑
j=0

Qjf.

donc

f.g =

∞∑
j=0

Qjf.Rjg +

∞∑
k=1

Qkg.Rk−1f.
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1.2. Quelques inégalités

Définition 1.1.2

Soit f et g ∈ S ′(Rn).On déÖnit le produit fg par :

f.g := lim
j→+∞

Rjf.Rjg,

lorsque cette limite existe dans S ′(Rn).

Remarque 1.1.1

Cette déÖnition permet díécrire le produit de deux distributions tempérées, quíon peut la

trouver dans [5].

1.2 Quelques inégalités

Le théorème d’interpolation est un outil très éffi cace, il permet d’obtenir la continuité de

certains opérateurs linéaires.

Théorème 1.2.1 (théorème de Riesz-Thorin)[1]

Soient (X, µ) et (Y, υ) deux espaces mesurés et p0, p1, q0, q1 ∈ [1, ∞] avec p0 6= p1

et q0 6= q1. On suppose que T est un opérateur qui envoie Lp0 (X,µ) dans Lq0 (Y, υ) et

Lp1 (X,µ) dans Lq1 (Y, υ) tel que, pour toute fonction f ∈ Lpi (i = 0, 1) on a

‖Tf‖qi ≤ Ci ‖f‖pi (i = 0, 1)

alors T envoie [Lp0 , Lp1 ]θ = Lp dans [Lq0 , Lq1 ]θ = Lq tel que : 1
p

= 1−θ
p0

+ θ
p1

,

et 1
q

= 1−θ
q0

+ θ
q1
, (0 < θ < 1) ; de plus

‖Tf‖q ≤ C1−θ0 Cθ
1 ‖f‖p .

Théorème 1.2.2 (Inégalité de Young)

Soient p, q, r ∈ [1, ∞] tel que : 1 + 1
r

= 1
p

+ 1
q
, alors ∀f ∈ Lp (Rn) et ∀g ∈ Lq (Rn) , on

a :

f ∗ g ∈ Lr (Rn) et ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
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1.2. Quelques inégalités

Preuve.

On fixe g ∈ Lq(Rn) et on considère l’opérateur : Tf = f ∗ g
on a : ‖Tf‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q
car : ‖Tf‖q ≤

∫
Rn |f(y)| ‖g(.− y)‖q dy

≤ ‖f‖1 ‖g‖q .
en utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

‖Tf(x)‖r ≤ ‖f‖1 ‖g‖q′ , tel que : 1
r

= 1
q′ + 1,

et encore

‖Tf(x)‖∞ ≤ ‖g‖q ‖f‖q′ .
Alors on applique le théorème de l’interpolation de Riesz-Thorin

T : L1(Rn)→ Lq(Rn)

Lq
′
(Rn)→ L∞(Rn).

Il vient

T : Lp(Rn)→ Lr (Rn),

avec 1
r

+ 1 = 1
p

+ 1
q

ce qui termine la preuve.

Théorème 1.2.3 (Inégalité de Bernstein)

Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Il existe c > 0 telle que ∀f ∈ S ′ (Rn) , ∀R > 0

avec suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn, |ξ| ≤ R} , on a :

‖f‖q ≤ cRn( 1
p
− 1
q
) ‖f‖p ,

la constante c ne dépend pas de f, ni de R.

Corollaire 1.2.1

Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, et α ∈ Nn, il existe c > 0 telle que ∀f ∈ S ′ (Rn) , ∀R > 0 avec

suppf̂ ⊂ {ξ ∈ Rn, |ξ| ≤ R} , on a :

∥∥f (α)∥∥
q
≤ cR|α|+n(

1
p
− 1
q ) ‖f‖p ,

la constante c ne dépend pas de f ni de R.
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1.3. Espace de Besov Bs
p,q (Rn)

Preuve.

Soit ρ ∈ S ′ (Rn) telle que ρ (ξ) = 1 pour |ξ| ≤ 1.

On pose : ρR (ξ) = ρ
(
ξ
R

)
, pour R > 0.

On a :

f̂ = ρRf̂ .

et par conséquant :

f (α) =
(
F−1ρR

)
∗ f (α)

= RnF−1ρ (R.) ∗ f (α) = Rn+|α|F−1ρ(α) (R.) ∗ f.

En utilisant l’inégalité de Young, on obtient :∥∥f (α)∥∥
q
≤
∥∥(F−1ρR)(α)

∥∥
r
‖f‖p .

pour ∀x ∈ Rn, on a : (
F−1ρR

)(α)
(x) = Rn

(
F−1ρR

)(α)
(Rx) .

Il vient : ∥∥∥(F−1ρR)(α)∥∥∥
q

= Rn+|α|+n
p

∥∥(F−1ρ(α)(R.)∥∥
q
.

Alors : ∥∥f (α)∥∥
q
≤ cR|α|+n(

1
p
− 1
q ) ‖f‖p .

1.3 Espace de Besov Bs
p,q (Rn)

1.3.1 Définitions et propriétés

Définition 1.3.1

Soient s ∈ R et 1 ≤ p, q ≤ ∞, líespace de Besov Bs
p,q (Rn) est líensemble

des fonctions f ∈ S ′ (Rn) telle que :
{

2sk ‖Qkf‖p
}
k∈N
∈ lq(N),

et ‖f‖Bsp,q =


( ∞∑
k=0

(
2sk ‖Qkf‖p

)q) 1
q

<∞

supk∈N 2sk ‖Qkf‖p < +∞ si q =∞
.
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1.3. Espace de Besov Bs
p,q (Rn)

Théorème 1.3.1

Si f ∈ Bs
p,q (Rn) alors f (α) ∈ Bs−|α|

p,q .

Preuve.

D’après l’inégalité de Bernstein on a :

Qk

(
f (α)

)
= F−1γ

(
2−k.

)
f (α)

=
(
F−1γ

(
2−k.

)
f
)(α)

.

car f (α) ∗ g = f ∗ g(α) = (f ∗ g)
(α)

.

Pour r = p on obtient :

∥∥Qk

(
f (α)

)∥∥
p
≤ C2k|α| ‖Qkf‖p

2k(s−|α|)
∥∥Qk

(
f (α)

)∥∥
p
≤ C2sk ‖Qkf‖p(∑

k∈Z
2(s−|α|)kq

∥∥Qkf
(α)
∥∥q
p

) 1
q

≤ C

(∑
k∈Z

2skq ‖Qkf‖qp
) 1

q

Alors ∥∥f (α)∥∥
B
s−|α|
p,q
≤ C ‖f‖Bsp,q .

Proposition 1.3.1

1. Si s ∈ R, 1 < p <∞ et 1 < q <∞, alors S (Rn) est dense dans Bs
p,q (Rn)

S (Rn) ⊂ Bs
p,q (Rn) ⊂ S ′ (Rn) .

2. Si s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞, alors Bs
p,q (Rn) est un espace de Banach.

Preuve.

voir [6]

Définition 1.3.2

On dit que E est une algèbre s’il existe une constante c > 0, telle que:

‖f.g‖E ≤ c ‖f‖E ‖g‖E
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1.3. Espace de Besov Bs
p,q (Rn)

pour tout f et g appartiennent à E.

Injections de Besov :

1) Bs
p,q1

↪→ Bs
p,q2

si s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞ et 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞.
2) Bs

p1,q
↪→ Bt

p2,q
si s > t, p1 ≤ p2 et s− n

p1
= t− n

p2
.

3) Bs
p,q ↪→ B

s−|α|
p,q .

4) 1 ≤ p ≤ r ≤ ∞, s > n
p
− n

r
⇒ Bs

p,q ↪→ Lr.

Preuve.

voir [5] ou [6]

Théorème 1.3.2

Les éxpressions suivantes sont équivalentes :

(a) Bs
p,q est une algèbre.

(b) Bs
p,q ↪→ L∞.

(c) Si s ≥ n
p

et q = 1.

Pour la démonstration on a besoin de savoir le théorème de Nikol’skii :

Théorème 1.3.3

Soient a > 0, s > 0, 1 ≤ p, q ≤ ∞ et {fj} ∈ S ′(Rn)

∗ suppf̂j ⊂ {ξ : |ξ| ≤ a.2j }

∗ A :=
(∑∞

j=0(2
sjq ‖fj‖p)q

) 1
q
< +∞

⇒
∑

j fj converge dans S ′ et
∥∥∥∑∞j=0 fj∥∥∥

Bsp,q

≤ cA.

Preuve.

Pour s ≥ n
p
, soient g ∈ Bs

p,q, f ∈ Bs
p,q

On a :

f.g =
∑∞

j=0Qjf.Rjg +
∑∞

k=1Qkg.Rk−1f.

F(Qjf.Rjg)(ξ) = Q̂jf ∗ R̂jg(ξ)

=
∫
Rn Q̂jf(y)R̂jg(ξ − y)dy

On a :
1
2
2k ≤ |y| ≤ 3

2
2k

1
2
2k ≤ |ξ − y| ≤ 3

2
2k

9



1.3. Espace de Besov Bs
p,q (Rn)

0 ≤ |ξ| ≤ 3.2k

Alors : supp Q̂jf.Rjg ⊂
{
ξ : |ξ| ≤ 3.2k

}
.∥∥∥∥∥

∞∑
j=0

Qjf.Rjg

∥∥∥∥∥
Bsp,q

≤ c

( ∞∑
j=0

2sjq ‖Qjf.Rjg‖qp

) 1
q

.....(1)

De plus : ‖Qjf.Rjg‖p ≤ ‖Rjg‖∞ ‖Qjf‖p
avec Rjg =

∑j
k=0Qkg.

donc
‖Rjg‖∞ ≤

∑j
k=0 ‖Qkg‖∞ ≤

∑j
k=0 2(

n
p
− n
∞ )j ‖Qkg‖p

≤
∑∞

k=0 2(
n
p
−s)k2sk ‖Qkg‖p

≤ ‖g‖Bsp,q .
∑∞

k=0 2(
n
p
−s)j < +∞

≤ c ‖g‖Bsp,q
Ce qui implique que :

(1) ≤ c ‖g‖Bsp,q .(
∑∞

j=0 2sjq ‖Qjf‖qp)
1
q

≤ c ‖g‖Bsp,q . ‖f‖Bsp,q .
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1.3. Espace de Besov Bs
p,q (Rn)

On a de plus :

F(Qkg.Rk−1f)(ξ) = Q̂kg ∗ R̂k−1f(ξ)

=
∫
Rn Q̂kg(y).R̂k−1f(ξ − y)dy

et
1
2
2k ≤ |y| ≤ 3

2
2k

1
4
2k ≤ |ξ − y| ≤ 3

4
2k

0 ≤ |ξ| ≤ 9
4
.2k

Alors : supp ̂Qkg.Rk−1f ⊂
{
ξ : |ξ| ≤ 9

4
.2k
}
.∥∥∥∥∥

∞∑
k=1

Qkg.Rk−1f

∥∥∥∥∥
Bsp,q

≤ c(

∞∑
k=1

2skq ‖Qkg.Rk−1f‖qp)
1
q .....(2)

et
‖Qkg.Rk−1f‖p ≤ ‖Rk−1f‖∞ ‖Qkg‖p
‖Rk−1f‖∞ ≤

∑j−1
k=0 ‖Qkf‖∞ ≤ c

∑∞
j=0 2(

n
p
−s)k.2sk ‖Qkf‖p

≤ c ‖f‖Bsp,q .
∑∞

j=0 2
(np−s)k

Ce qui implique que :

(2) ≤ c ‖f‖Bsp,q .(
∑∞

j=0 2skq ‖Qjg‖qp)
1
q

≤ c ‖f‖Bsp,q . ‖g‖Bsp,q
Alors Bs

p,q est une algèbre pour s ≥ n
p
.

Définition 1.3.3

Soit E un espace de Banach de distribution (E.B.D) contenant líensemble

D (Rn) comme sous espace dense, on déÖnit líéspace des multiplicateurs de E ( noté

M (E) )par :

M (E) = {g : g.f ∈ E, ∀f ∈ E}

et pour tout g, il existe c > 0 vériÖant :

‖g.f‖E ≤ c ‖f‖E (∀f ∈ D)

Proposition 1.3.2

M (E) est un espace de Banach pour la norme :
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1.4. Rappel sur les espaces de Sobolev

‖g‖M(E) = sup ‖gf‖E
‖f‖E ≤ 1

.

Exemple 1.3.1

Soit E = Lp, avec 1 ≤ p ≤ ∞
les multiplicateurs de E sont les éléments de L∞ c-à-d :

M (E) = L∞.

Proposition 1.3.3

(i) Soit s > 0, alors :

Bs
∞,q(R n) ↪→M(Bs

p,q(Rn)),

(ii) Soit t > 0, alors :

B
t+(n

p
)

p,∞ (Rn) ↪→M(B0
p,q(Rn)).

Preuve.

voir [7]

1.4 Rappel sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un rôle important dans la théorie des équations aux dérivées

partielles, pour cela on a fait un rappel sur ces espaces.

Définition 1.4.1

Líespace de Sobolev Wm
p (m ∈ N∗) est déÖnit par :

Wm
p := {f ∈ Lp(Ω), pour tout multi-indice α, avec |α| ≤ m, ∂αf ∈ Lp(Ω)} .

Où la dérivée partielle ∂α est donnée aux sens des distributions.

et

‖f‖Wm
p

= (
∑
|j|≤m

∥∥f (j)∥∥p
p
)
1
p < +∞.

12



1.4. Rappel sur les espaces de Sobolev

Théorème 1.4.1 (Injections de Sobolev)

Soit I un intervalle pas nécessairement borné, il existe une constante C dépendant de

|I| ≤ ∞ telle que :

‖u‖L∞(I) ≤ c ‖u‖W 1,p(I) ,∀u ∈ W 1,p(I),∀ 1 ≤ p ≤ ∞

Autrement dit, W 1,p(I) ⊂ L∞(I) avec injection continue c-à-d : ∀ 1 ≤ p ≤ ∞,

W 1,p ↪→ L∞(I)

De plus, lorsque I est borné on a :

Líinjection
(
W 1,p(I) ⊂ C(Ī

)
) est compacte pour 1 < p ≤ ∞.

Líinjection (W 1,1(I) ⊂ Lq(I)) est compacte pour 1 ≤ q <∞.

Preuve.

pour la preuve voir [9]

Définition 1.4.2

Pour s > 0, on déÖnit líespace de Sobolev fractionnaire Hs(Rn) comme líensemble des

fonctions u ∈ L2(Rn) vériÖant que la fonction : ξ → (1+ |ξ|2) s2 û(ξ) appartient à L2(Rn).

Proposition 1.4.1

Hs(Rn) muni de la norme ‖.‖Hs déÖnit par :

‖u‖Hs =
∥∥(1 + |ξ|2) s2 û

∥∥
L2(Rn)

est un espace de Banach.

Remarque 1.4.1

(i) Hs(Rn) = Bs
2,2(Rn).

(ii) (Hs(Rn))′ = H−s(Rn).

Théorème 1.4.2

Si s
n
> 1

2
− 1

r
avec r ≥ 2

Hs ↪→ Lr

Proposition 1.4.2

Si s > n
2
, Hs est une algèbre.
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Chapitre 2

Localisation de certains espaces

fonctionnels

Dans ce chapitre, on va étudier la localisation des espaces de Lp, Bs
p,q et W

m
p (m ∈ N)

en norme lp, nous allons également voir quelques problèmes des multiplicateurs, ainsi que

la localisation uniforme.

2.1 Généralités

Définition 2.1.1

Soit E un espace de Banach de distributions c-à-d : un sous espace vectoriel de D′ (Rn),

muni díune norme complète qui rendant continue líinjection canonique :

E ↪→ D′ (Rn) .

On fait sur E deux hypothèses supplémentaires :

1. Invariance par translation : si on note τx l’opérateur τxf (t) = f (t− x) alors τx est

une isométrie de E, c-à-d :

‖τaf‖E = ‖f‖E , ∀f ∈ E

2. Invariance par localisation : pour tout f ∈ E et tout ϕ ∈ D (Rn) on a : ϕf ∈ E.
Soit ψ une fonction de classe C∞, avec suppψ ⊂ B (0, R) (R >

√
n) , telle que :∑

k∈Zn
ψ (x− k) = 1, (∀x ∈ Rn) .

14



2.1. Généralités

Pour la construction de ψ, on choisit φ ∈ D(B(0, R)) telle que φ(x) ≥ 0 si x ∈ B(0, R)

On pose : ψ(x) = φ(x)∑
k∈Zn φ(x−k)

, puisque
∑

k∈Zn φ(x− k) > 0 , ∀x ∈ Rn.
Alors : ψ ∈ D(B(0, R)) et on a :∑

k∈Zn
ψ(x− k) = 1

Définition 2.1.2 (les espaces localisés)

Soient E ⊂ D′ (Rn) un (E,B,D). On déÖnit líespace (E)lr avec 1 ≤ r ≤ ∞ , comme

líensemble des f ∈ S ′(Rn), telle que

‖f‖(E)lr :=

( ∑
k∈Zn
‖(τ kψ) f‖rE

) 1
r

< +∞.

Cette expression présente une norme sur (E)lr pour 1 ≤ r ≤ ∞ et une quasi-norme pour

0 < r < 1.

Lemme 2.1.1

Soient s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1 ≤ r ≤ ∞ et (fk)k∈Zn famille de fonctions portées par

B (k,R), alors :

∥∥∥∥∥∑
k∈Zn

fk

∥∥∥∥∥
(Bsp,q(Rn))lr

≤ C Rn

(∑
k∈Zn
‖fk‖rBsp,q(Rn)

) 1
r

Preuve.

pour k, k′ ∈ Zn, on a :
B(k,R) ∩B(k′, R′) = φ pour |k − k′| ≥ R +R′

Posons m = 2 [R +R′] + 1, il vient :∑
k∈Zn

τ k′ψfk =
∑

k∈B(k′,m)

τ k′ψfk

puisque
∑

k∈B(k′,m) 1 ≤ cRn, en appliquant l’inégalité de Hölder, nous obtenons :

∥∥∥∥∥∑
k∈Zn

τ k′ψfk

∥∥∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ cR
n
r′

 ∑
k∈B(k′,m)

‖τ k′ψfk‖rBsp,q(Rn)

 1
r

.
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2.2. Localisation des espaces Lp(Rn)

Il vient alors par la proposition (1.3.3)

sup
k′∈Zn

‖τ k′ψfk‖Bsp,q(Rn) ≤ c ‖fk‖Bsp,q(Rn) ,

où la constante c varie suivant la valeur de s comme suit :

Si s ≥ 0 : C = c1 ‖ψ‖Bs∞,q .
Si s = 0 : C = c2(‖ψ‖∞ + ‖ψ‖

B
1+(np )

p,∞
).

Si s ≤ 0 : C = c3 ‖ψ‖B−s∞,q .
Ce qui donne :

∥∥∥∥∥∑
k∈Zn

fk

∥∥∥∥∥
(Bsp,q(Rn))lr

≤ c4R
n
r′ (
∑
k∈Zn

sup
k′∈Zn

‖τ k′′ψfk‖rBsp,q(Rn)
∑

k∈B(k′,m)

1)
1
r

≤ c5R
n ‖ψ‖M(Bsp,q(Rn))

(
∑
k∈Zn
‖fk‖rBsp,q(Rn))

1
r .

Définition 2.1.3

On dit que líespace E est localisable en norme lp (1 ≤ p ≤ ∞) síil existe c ≥ 1 tel que :

c−1 ‖f‖E ≤
( ∑
k∈Zn
‖τ kψ.f‖pE

) 1
p

≤ c ‖f‖E .

2.2 Localisation des espaces Lp(Rn)

2.2.1 Localisation de Lp en norme lp

Théorème 2.2.1 (Théorème de Bourdoud)

Soit p ∈ [1,∞] , alors Lp = (Lp)lp .

Preuve.

Il s’agit de montrer que l’opérateur Tϕ : f → (τ kϕ.f)k∈Zn est isomorphisme de L
p (Rn)

sur un sous-espace fermé de (Lp)lp .

Pour cela on introduit l’opérateur :

Sψ
(
(fk)k∈Zn

)
=
∑
k∈Zn

ψ(.− k).fk.
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2.2. Localisation des espaces Lp(Rn)

Qui pour un choix convenable de ψ ∈ D (Rn) , sera un inverse de Tϕ.

Puisque ϕ est à support compact alors, il existe c = c (ϕ) > 0 tel que, pour tout x ∈ Rn,∑
k∈Zn
|ϕ (x− k)| ≤ C.

D’où :

‖Tϕf‖(L1)l1 =
∑
k∈Zn

∫
Rn
|ϕ(x− k)| |f (x)| dx ; (2.2.1)

≤ c ‖f‖1 .

D’autre part :

‖Tϕf‖(L∞)l∞ = sup
k∈Zn,x∈Rn

|ϕ (x− k) f (x)| (2.2.2)

≤ ‖ϕ‖∞ . ‖f‖∞ .

D’après (2.2.2), (2.2.1) et le théorème de Riesz-thorin entraine alors la continuté de Tϕ

de Lp dans (Lp)lp , autrement dit :( ∑
k∈Zn
‖ϕ(.− k).f‖pp

) 1
p

≤ c ‖f‖p (2.2.3)

De la même manière, on obtient la continuité de :

Sψ : (Lp)lp → Lp

On a alors : ∥∥Sψ ((fk)k∈Zn)∥∥1 ≤ ∑
k∈Zn
‖τ kψ.fk‖

≤ ‖ψ‖∞ .
∑
k∈Zn
‖fk‖1 .

= ‖ψ‖∞
∥∥(fk)k∈Zn

∥∥
(L1)l1

.

et ∥∥Sψ ((fk)k∈Zn)∥∥∞ ≤ ( sup
k∈Zn
‖fk‖∞

)
sup
x∈Rn

( ∑
k∈Zn
|ψ (x− k)|

)
.

On suppose maintenant que
∑

k∈Zn ϕ(.− k) = 1, et on choisit ψ de façons que ψ ≡ 1 sur

le support de ϕ. Alors :

f =
∑
k∈Zn

ϕ(.− k).f

=
∑
k∈Zn

τ kψ.τ kϕ.f

= Sψ
(
(τ kϕ.f)k∈Zn

)
.
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2.3. Localisation des espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

et la continuité de Sψ dans Lp donne :

‖f‖p ≤ c

( ∑
k∈Zn
‖τ kϕ.f‖pp

) 1
p

(2.2.4)

Les inégalités (2.2.3) et (2.2.4) donnent la localisation de Lp en norme lP .

2.3 Localisation des espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

2.3.1 Localisation de Besov en norme lp

Théorème 2.3.1

Les espaces Bs
p,p (Rn) , avec s ≥ 0, p ∈ [1,∞] sont localisables en norme lp.

Preuve.

Cette énoncé est due à J. Peetre dans [7]

Proposition 2.3.1

(i) Si 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, il existe c > 0 tel que :

‖f‖Bsp,q ≤ c

( ∑
k∈Zn
‖τ kϕ.f‖p

Bsp,q

) 1
p

.

(ii) Si 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, il existe c > 0, tel que :( ∑
k∈Zn
‖τ kϕ.f‖p

Bsp,q

) 1
p

≤ c ‖f‖Bsp,q .

autrement dit : (
Bs
p,q

)
lp
⊂ Bs

p,q

Bs
p,q ⊂ (Bs

p,q)lp .

Preuve.

On peut arriver à ces résultats par interpolation :

Supposons d’abord p ≤ q, on introduit l’opérateur :

S((fk)k∈Zn) =
∑
k∈Zn

τ kψ.fk
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2.3. Localisation des espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

où ψ ∈ D(Rn) vérifie : ψω = ω (ψ ≡ 1 sur le support de ω)

Alors S envoie lp(Bs
p,p) dans B

s
p,p et l’on a :

lp(Bs
p,q) ⊂

[
lp(Bs0

p,p), l
p(Bs1

p,p)
]
t,q

Cela donne l’inclusion :

(Bs
p,q)lp ⊂ Bs

p,q

pour q < p, nous considérons l’opérateur :

T : f → (τ kω.f)k∈Zn

On sait que T envoie Bs
p,p dans l

p(Bs
p,p), on a donc aussi

T :
[
Bs0
p,p, B

s1
p,p

]
t,q
→
[
lp(Bs0

p,p), l
p(Bs1

p,p)
]
t,q

Où 0 ≤ t ≤ 1, s = (1− t)s0 + ts1, s0 ≤ s1 or, d’après (J, Peetre)

[
Bs0
p,p, B

s1
p,p

]
t,q

= Bs
p,q

Et l’hypothèse q ≤ p entraine :

[
lp(Bs0

p,p), l
p(Bs1

p,p)
]
t,q
⊂ lp(

[
Bs0
p,p, B

s1
p,p

]
t,q

)

D’où l’inclusion :

Bs
p,q ⊂ (Bs

p,q)lp .

Remarque 2.3.1

Pour p > q et q > p on nía pas ni (i) ni (ii).

2.3.2 Le problème des multiplicateurs

Proposition 2.3.2

Si E est localisable en norme lp, alors M(E) est localisable en norme l∞.

Si on a de plus E ⊂M(E), alors M(E) coïncide avec (E)l∞ .
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2.3. Localisation des espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

Preuve.

Notons que M(E) est lui-même invariant isométriquement par translation, d’où :

sup
k∈Zn
‖τ kϕ.g‖M(E) ≤ ‖ϕ‖M(E) ‖g‖M(E)

si η ∈ D est égal à 1 sur le support de ϕ, on a pour tout f ∈ D ;

‖gf‖E ≤ c

(∑
k∈Zn
‖τ kϕ.gf‖pE

) 1
p

≤ c

(∑
k∈Zn
‖τ kϕ.g‖pM(E) ‖τ kη.f‖

p
E

) 1
p

≤ c′
(

sup
k∈Zn
‖τ kϕ.g‖M(E)

)
‖f‖E ;

d’où l’égalité :

(M(E))l∞ = M(E).

on a, encore :

sup
k∈Zn
‖τ kϕ.g‖E ≤ ‖ϕ‖E ‖g‖M(E)

d’où :

M(E) ⊂ (E)l∞

Inversement, si E ⊂M(E) alors : (E)l∞ ⊂ (M(E))l∞ = M(E)

Proposition 2.3.3

Pour 1 ≤ q < p ≤ ∞ et s > 0,

M(Bs
p,q) ⊂ (M(Bs

p,q))l∞ .

Preuve.

voir [2]
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2.3. Localisation des espaces de Besov Bs
p,q (Rn)

2.3.3 Localisation- uniforme

Définition 2.3.1

Soit E un (E.B.D), on dit que f ∈ Eloc−unif (= Elu) si :

(i) f.τ kϕ ∈ E, ∀y, ∀ϕ ∈ D.

(ii) ‖f.τ kϕ‖E ≤ c ‖ϕ‖E, ∀y .

Théorème 2.3.2

Soit E une algèbre de Banach invariant par translation, alors :

M(E) = Elu

Preuve.

1- M(E) ⊂ Elu

Soit A ∈M(E) alors ∀f ∈ E, ‖A.f‖E ≤ c ‖f‖E
‖A.ϕ‖E ≤ c ‖ϕ‖E

Alors : A ∈ Elu.
2-Elu ⊂M(E)

Soit f ∈ Elu, et ϕ, ψ ∈ D tel que : ϕψ = ϕ (ψ ≡ 1 sur le support de ϕ)

‖f.ϕ‖E = ‖f.ϕψ‖E ≤ ‖f.ψ‖E . ‖ϕ‖E
≤ ‖f.τ kϕ‖E . ‖ϕ‖E
≤ cψ ‖ϕ‖E

Alors : f ∈M(E)

Corollaire 2.3.1

(i) Si s > n
p
, on a :

Bs
p,q ↪→M(Bs

p,q) ↪→ (Bs
p,q)lu.

(ii) Si n(1
p
− 1) < s < n

p
, on a :

Bs
n
p
,q ∩ L∞ ↪→M(Bs

p,q) ↪→ (Bs
p,q)lu.

Preuve.

voir [5]
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2.4. Localisation des espaces de Sobolev

2.4 Localisation des espaces de Sobolev

2.4.1 Localisation de Sobolev en norme lp

Théorème 2.4.1

Les espaces Wm
p (m ∈ N, p ∈ [1,+∞]) sont localisables en norme lp.

Preuve.

la propriété de localisation en norme lp s’obtient alors par récurrence sur m,

Par définition on a :

‖f‖Wm
p

= (
∑
|j|≤m

∥∥f (j)∥∥p
p
)
1
p

D’après l’hypothèse 2, on a :

‖f‖Wm
p
≈ (

∑
|j|≤m

∑
k∈Zn

∥∥τ kϕ.f (j)∥∥pp) 1p
Pour (m = 0)

On a : w0p = Lp

et ‖f‖W 0
p
≈
(∑

k∈Zn ‖τ kϕ.f‖
p
p

) 1
p

= ‖f‖Lp (1).

et puisque Lp est localisable en norme lp alors (1) est vraie.

On suppose que la propriété est vraie pour m et nous allons prouver pour m+ 1.

‖f‖Wm+1
p

≈ (
∑
|j|≤m+1

∑
k

∥∥τ kϕ.f (j)∥∥pp) 1p
≈ (

∑
|l|≤m

∑
k

∥∥τ kϕ.(f ′)(l)∥∥pp) 1p = ‖f ′‖Wm
p

≤ c ‖f‖Wm+1
p

en déduit finallement que Wm
p est localisable en norme lp.
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2.5. Quelques exemples

2.5 Quelques exemples

Exemple 2.5.1 (fonctions dans Lp(Rn))

Pour p = 2, n = 1 on a :

a) f(x) =

 1 si 0 < x < 1

0 ailleurs

b) g(x) =

 −x si x < 0

cos(x) si x > 0

ces fonctions f et g appartient à L2(]−1, 1[).

Exemple 2.5.2 (fonctions dans Bs
p,q(Rn))

1- f(x) = vp( 1
x
) (la valeur principale de 1

x
)

vp( 1
x
) ∈ Bs

p,q(Rn) dans les deux cas suivantes :

∗ s = − 1
p′ , 1 ≤ p ≤ +∞, q =∞et ‖f‖

B
− 1
p′

p,∞

= supj≥0 2
− 1
p′ j ‖Qkf‖p .

∗ s < − 1
p′ , 1 ≤ p, q ≤ +∞ et ‖f‖Bsp,∞ < +∞.

2- f = δ (la mesure de Dirac)

f ∈ Bs
p,q(Rn) dans les cas suivants : s = −n

p
, 1 ≤ p ≤ +∞, q = +∞.

s < −n
p
, 1 ≤ p, q ≤ +∞.

Exemple 2.5.3 (fonctions dans Wm
p (Rn))

Pour m = 1, p = 2

1- h(x) =

 −x si x < 0

sin(x) si x > 0

la fonction h ∈ H1(]−1, 1[).
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre on s’intéresse au problème de la composition dans les espaces : Lp(Rn),

Bs
p,q(Rn) et Wm

p (Rn) avec quelques propiétés distingués.

3.1 Préparation

Définition 3.1.1

Soit E un (E.B.D). On déÖnit líespace (E)l∞ (respectivement Elu) comme líensemble

des f ∈ S ′(Rn), telle que :

‖f‖(E)l∞ := sup
k∈Zn

∥∥∥(
∑

ψ(.− k)f
∥∥∥
E
< +∞

Proposition 3.1.1

Soit E un (E.B.D), si E vériÖe líhypothèse 2 et invariant isométriquement par transla-

tion, Il en est de même pour Wm(E) on a :

(Wm(E))lu = Wm(Elu) (3.1.1)

avec des normes équivalentes.

Remarque 3.1.1

Il est clair que la norme de Elu ne dépend pas du choix de ψ.
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3.2. Enoncé des résultats principales

3.2 Enoncé des résultats principales

3.2.1 Application sur les Lp(Rn)

Proposition 3.2.1 Soit p ∈ [1,+∞[ . Alors une fonction mesurable f sur Rn appartient à

(Lp(Rn))lu si est seulement si :

sup
a∈Rn

(

∫
B+a

|f(x)|p dx)
1
p < +∞ (3.2.1)

où B est une boule ouverte donnée (ou un cube ouvert) dans Rn, de líéxpression ci-dessus

est équivalente à la norme : ‖f‖(Lp(Rn))lu .

Preuve.

1- Supposons que f a la propriété 3.2.1, en choisissant la fonction ψ0 appartient de Elu,

à support dans la boule B on obtient :

‖(τ kψ0)f‖p ≤ ‖ψ0‖∞ (

∫
B+a

|f(x)|p dx)
1
p

Cela montre que f ∈ Lp(Rn).

2- Supposons que f ∈ Lp(Rn), en choisissant la fonction ϕ ∈ D(Rn) de sorte que ϕ(x) = 1

sur B. On obtient :

(

∫
B+a

|f(x)|p dx)
1
p = (

∫
B+a

|f(x)ϕ(x− a)|p dx)
1
p ≤ sup

k∈Rn
‖(τ kϕ)f‖p

Exemple

Lemme 3.2.1 (lemme de S. ALLAOUI)

Soit 0 < s ≤ 1, si f
′ ∈ (Bs

p,q(Rn))l∞ , et f ∈ (Lp(Rn))l∞ alors f ∈ (Bs
p,q(Rn))l∞ .

Preuve.

1- Si 0 < s < 1

Par le plongement (Bs
p,q(Rn))l∞ ↪→ (Lp(Rn))l∞

Les hypothèses sur f implique f ∈ W 1(Lp(Rn)l∞), et compte tenu de la proposition

3.1.1 en trouve que f ∈ (W 1,p(Rn))l∞ .
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3.2. Enoncé des résultats principales

puisque on a : W 1,p(Rn) ↪→ Bs
p,q(Rn) dans le cas s < 1, on conclut que f ∈ (Bs

p,q(Rn))l∞ .

2- le cas s = 1

Par hypothèse sur f , on a f ′ ∈ (B
1
2
p,q(Rn))l∞ et f ∈ (Lp(Rn))l∞ . De (1) on obtient

f ∈ (B
1
2
p,q(Rn))l∞ .

Finallement on conclut que f ∈ (B
3
2
p,q(Rn))l∞ . qui est un sous espace de (B1

p,q(Rn))l∞ .

3.2.2 Application sur la composition

Lemme 3.2.2

Soit s > 0, f : R → R, une fonction síannulant à líorigine c-à-d f(0) = 0 telle que

Tf envoie Bs
p,q(Rn) dans Bs

p,∞(Rn). Alors il existe des nombres M > 0, et δ > 0 tels que

líimplication :

‖g‖ ≤ δ ⇒ ‖f ◦ g‖Bsp,∞(Rn) ≤M,

soit vériÖe par toute fonction g portée par Q, la norme ‖g‖ étant calculée dans Bs
p,q(Rn).

Théorème 3.2.1

Soient s = n
p
, q > 1 et f : R→ R. Si Tf envoie Bs

p,q(Rn) dans Bs
p,q(Rn), alors f ′appartient

à (Bs−1
p,q (R))l∞ .

Preuve.

voir [8]
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3.2. Enoncé des résultats principales

La composition en dimension 1

Théorème 3.2.2

Soit 1 ≤ p ≤ q < +∞ et m+ 1
p
< s < m+ 1, pour m ∈ N et m ≥ 1.

Si f est une fonction telle que f(0) = 0 et f ′ ∈ Bs−1
p,q (R) alors líopérateur de composition

Tf envoie líespace Bs
p,q(R) dans lui-même, de plus il existe une constante c = c(s, p, q) > 0

telle que :

‖f ◦ g‖Bsp,q(R) ≤ c ‖f ′‖Bs−1p,q (R) (1 + ‖g‖Bsp,q(R))
s− 1

p

pour tout g ∈ Bs
p,q(R).

Preuve.

voir [11]
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Conclusion

Conclusion
Finalement, nous avons montré que les espaces : Lp(Rn), Bs

p,p(Rn) et Wm
p (Rn)

(m ∈ N) sont localisables en norme lp, et M(Bs
p,q) ( (M(Bs

p,q))l∞ pour q < p, de plus pour

s > n
p
et toujours q < p, l’appartenance locale - uniforme à Bs

p,q ne suffi t pas à caractériser les

multiplicateurs ponctuels de l’algèbre Bs
p,q. On arrive aussi à quelques résultats principales

de la composition.
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