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Notations

- Tous les espaces dans cette Theése sont définis sur R".

- B(a,r). est la boule ouverte de centre a et de rayon r.

alolf

n _ Yo% s, .o
- Pour « € N" o] = a1 + ag + ... + a, 0% f est la dérivée partielle I T

- T¢(g) :== f og est opérateur de composition.

- S(R™) est 'espace de Schwartz des fonctions C*(R™) a décroissance rapide sur R"
muni de la norme :
- Px(p) = sup(1 + |z)¥ ey [D¥p(x)| N =1,2,....,Vz € R™.

- §'(R") est le dual de S(R™) : P'espace des distributions tempérées.

- Si f € S(R™), sa transformée de Fourier est Ff(§) = f(f) = Jon exp(—iz.§) f(zx)dz .
et sa transformée inverse est F ' f(z) = (2m) ™" [5. exp(iz.§) f(§)dE .

- Pour une distribution f définie sur R” et a € R"™. L’opérateur de translation est donnée par :
Tof(z) = f(x — a), Vo € R™
- Le symbole < désigne I'inclusion avec continuité de I'injection canonique.
- Soit f, g € L'(R™), la convolution de f par g est la fonction : [ g(z) = [, f(x —y)g(y)dy.
- C™(R") est Despace des fonctions telles que : C™ = {f, f(®) |a| <m continue} .
- Le support d’une fonction f est 'adhérence de {z € R™: f(z) # 0} est appelé support compact.
- D(R"™) = C§°(R™) est I'ensemble des fonctions C*° a support compact.

- D'(R™) est l'espace dual de D(R™) appelé espace de distributions.
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- 810 < ¢ < oo, alors 19 est espace de tout suites {by},—, telle que : ||bgll,e = O pep |bk|q)% < 00.

-SiQ={xeR": sup|z; —a;] <r}.estlecube de centre a = (ay,as,...,a,) et de rayon r > 0.
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Introduction

Depuis les années 1970, plusieurs auteurs ont été étudié la localisation des espaces
fonctionnels comme les espaces de Lebesgue LP, Sobolev W (m € N), Triebel-Lizorkin
F; ,» pontentiels de Bessel H° (s > 0), et Besov B, , par la norme [".

Dans le but d’élucider certains problémes comme la composition, qui représente la con-
tinuité d’un opérateur non-linéaire.

Car cette propiété permet d’approcher une distribution f € D'(R™) par une suite fi(z) =
w(x—k)f(z) telle que: we D(R") et Y, nw(r—k)=1 VK compact de R".

Ce mémoire est proposé comme suit :

Dans le premier chapitre : nous allons rappeler des notions de base sur les espaces de
Besov, et les espaces de Sobolev, de plus quelques propiétés principales.

Dans le deuxiéme chapitre : on va étudier la localisation des espaces de : LP(R™),
By (R"), et W*(R") (m € N) en norme [?, et en va prendre le probléme des multiplicateurs
ainsi que la localisation- uniforme.

Dans le troixiéme chapitre : on va étudier la composition dans les espaces précédent et

ses propiétés.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la décomposition en séries de Littlewood-Paley, des
notions de base pour les espaces de Besov, un rappel sur les espaces de Sobolev et quelques

inégalités que nous les utiliserons dans la suite.

1.1 Théorie de Littlewood-Paley

1.1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Soit p une fonction continue et paire dans D(R") telle que :

0<p(€) <1, pl€) = 1si Je < Let p(€) = 0si [¢] > 5.

On pose :
V(&) = p(§) — p(2¢), VE € R™
v € D(R™\ {0}) et satisfait :

3

<l <3} etr() 20

1
R™ . =
suppy C {5 S 5 5

Il vient alors la partition de I'unité homogéne suivante :

>_ (278 =1, ¥ e R™\ {0} .

et la partition de I'unité non homogene suivante :



1.1. Théorie de Littlewood-Paley

P&+ v(27¢) =1, V¢ e R". (1.1.1)

Jj=1

Nous définissons les opérateurs de convolutions (R;); par :
R;: S'(R") — C*(R"), (j =0)
et les opérateurs (Qy)x par :
Qr : S'(R") = C*R"), (k=1)
Pour tout f € §'(R"), on a alors :

(Rif)(@) = (FH(p(27.)) * f)(2) v(j = 0)

(@Qrf)(@) = (F7H(v(275)) * (=) V(k>1)

etona:

Rif (€)= p(27€)F(€)

-~

Quf (&) =7(27%)F(©)

avec la notation : Qg = Ry.

Ecrivons la relation (1.1.1) au point 277¢ | alors :

p277€) + Y (27 =1
k=j+1
en multipliant par F f(£), on obtient :
PRTIEFFE) + Y 12TOFF(€) = FF(E)
k=j+1

en appliquant la transformation de Fourier inverse, on obtient :

FHp@7)xf+ Y Fra@™ ) «f=f

k=j+1
on obtient encore :

Rif+ ) Quf=f,vjeN

k=j+1



1.1. Théorie de Littlewood-Paley

Pour 7 =0, on trouve :

f=Rof+> Quf

k=1

On a donc la définition suivante :

Définition 1.1.1
Si f € S'(R™) , alors la décomposition de Littlewood-Paley est donnée par la formule

suivante :

f=Rof+> Quf (1.1.2)
k=1

Proposition 1.1.1

La formule (1.1.2) implique les deux assertions suivantes :
(1) f=>120Qf, pour tout f € S’'(R").
(2) Rif =5 0@kl pour tout f € S'(R™).

1.1.2 Décomposition du produit f.g

Soit f et g deux distributions dans S’'(R™). On définit le produit f.g par :

fg = Zij (Rjg—i- Z ng)
=0

k=j+1
= D QifRig+> > Qif Qg
=0 §=0 k=j+1

0o 00 k—1
= D QifRig+> Qrg > Qif.
=0 k=1 =0

donc

f9=) QifRig+Y Qrg-Rif
j=0 k=1



1.2. Quelques inégalités

Définition 1.1.2
Soit f et g € S'(R™).On déOnit le produit fg par :

f.g:= lim R;f.R;g,
J—+o00
lorsque cette limite existe dans S'(R™).
Remarque 1.1.1

Cette déOnition permet d#&crire le produit de deux distributions tempérées, quion peut la

trouver dans [5].

1.2 Quelques inégalités

Le théoréme d’interpolation est un outil trées éfficace, il permet d’obtenir la continuité de

certains opérateurs linéaires.

Théoréme 1.2.1 (théoreme de Riesz-Thorin)[1]

Soient (X, u) et (Y, v) deux espaces mesures et po, p1, qo, ¢1 € [1, o] avec py # p1
et o # ¢1- On suppose que 7' est un opérateur qui envoie L (X, u) dans L% (Y,v) et
LP (X, p) dans L (Y,v) tel que, pour toute fonction f € LP (i =0, 1) on a

ITf

o SCillf

(i=0,1)

pi

alors T envoie [L™, "], = L? dans [L%, L#], = L tel que : § = -0 4 [,

1 _ 1-6 [ .
et o ="+ _,(0<6<1); deplus
ITfll, < Co~"CLIAL -

Théoréme 1.2.2 (Inégalité de Young)
Soient p, ¢, 7 € [1, oo| tel que : 14 1 = >+ -, alors Vf € L? (R") et Vg € L*(R"), on

frge L R et|fxgl, <Ifl,l9ll,-



1.2. Quelques inégalités

Preuve.

On fixe g € L,(R") et on considére Popérateur : T'f = f* g
ona: [|Tf], < [Ifll, lgll,

car : [|Tf], < Jeu [F@IIg(. — ), dy

< 171y lgll, -
en utilisant 1'inégalité de Holder, on obtient

ITf(@), <IflIllgll, - telque: ;=5 +1,
et encore

ITf (@)oo < llglly [1F1, -

Alors on applique le théoréme de 'interpolation de Riesz-Thorin
T : LYR") — LI(R")
LY (R") — L>®(R").

Il vient
T:LP(R") — L™ (R"),
11141

avec s+1= ’ + p

ce qui termine la preuve. [ ]

Théoréme 1.2.3 (Inégalité de Bernstein)
Soient 1 < p < ¢ < oco. Il existe ¢ > 0 telle que Vf € S (R*), VR > 0
avec suppfc {€eR", [|<R},ona:

n(l_1
1£1l, < eR*Ga||£11,,,
la constante ¢ ne dépend pas de f, ni de R.

Corollaire 1.2.1
Soient 1 < p < ¢ < o0, et a € N, il existe ¢ > 0 telle que Vf € S’ (R"), VR > 0 avec
suppf C {€ € R, |§| <R}, ona:

£, < R G=3) £,

la constante ¢ ne dépend pas de f ni de R.



1.3. Espace de Besov B (R")

Preuve.

Soit p € S' (R") telle que p (¢) = 1 pour |¢] < 1.
On pose : pgp (&) =p (f—%) , pour R > 0.

On a:

J?: PRJ?-
et par conséquant :
fO = (Fog) + 1
= R"F'p(R.)* f@ = RHelF1p) (R) « 1.

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient :

1FN, < 1E ) LA -
pour Vxr € R", on a :
(For) " (@) = B (Fpg) ™ (Ra).
Il vient :

= (R,

q

H (f_lpR)(a) q

Alors :
17|, < R G2y 1,

1.3 Espace de Besov B, (R")

1.3.1 Définitions et propriétés

Définition 1.3.1
Soient s € R et 1 < p,q < oo, liespace de Besov B;  (R") est liensemble

des fonctions f € S' (R") telle que : {28’“ ||Qkf||p}k L € [9(N),

= sk ?
o Wl = (£ (2 10u1,)") <o

Supepy 2°F |Qrfll, <+oo si g=o00

Q=M



1.3. Espace de Besov B (R")

Théoréme 1.3.1
Si f e By, (R") alors @ ¢ B,

Preuve.
D’apres I'inégalité de Bernstein on a :
Qu (/) = Fy (27)

— (F )N
car f@sg=frg®=(frg)".

Pour r = p on obtient :
1@k (£, = C2 T Quf I,
gk(s—|al) HQk (f(a)) Hp < 2%k HQkap

<]€ZZ 9(s=lal)kq HQkf(a)Hz) ! <C (g:z 9skq ||Qkf||g> !
Alors
7]

B;;Ila\ <C HfHBgﬂ :

Proposition 1.3.1

1.SiseR, 1<p<ooetl<g<oo,alorsS(R") est dense dans B, (R")
S®R")cB;,R)CS [R).
2. SiseR,1<p,q< oo, alors By (R") est un espace de Banach.

Preuve.

voir [6] m
Définition 1.3.2

On dit que E est une algébre s’il existe une constante ¢ > 0, telle que:

1f-9llz < cllfllg gl



1.3. Espace de Besov B (R")

pour tout f et g appartiennent a F.

Injections de Besov :

) B, — B ,siseR 1<p<ocetl<q <qgp<oo.

P
2) B;17q<—>B;27q sis>t, pr<prets—2=t—1.
3) B:, < Bpg.

n n
4)1§p§r§oo,s>;—;:>B;’q(—>LT.
Preuve.

voir [5] ou [6] m

Théoréme 1.3.2
Les expressions suivantes sont équivalentes :
(a) B, est une algebre.
(b) B, — L.
(€)Sis>2etg=1

Pour la démonstration on a besoin de savoir le théoréme de Nikol’skii :

Théoréme 1.3.3
Soienta >0, s >0,1<p, ¢ <ooet{f;} € S'(R")
* supp]?j c{¢ [ < a1.2j }
A= (TR f],)7) " < oo

= 3, f; converge dans S et HZ;’;O fil| <A

»q

By
Preuve.
Pour s > %, soient g € B
Ona:
fg=3270Qif Rig+ 32, Qrg-Rr—1 f.
F(Qif Rig)(€) = Qif * Ryg()
= Jun Qi ) Ry9(E —y)dy

feB;,

7q7

Ona:



1.3. Espace de Besov B;  (R")

0 <[l <32
Alors : supp Qﬁg C {&: ¢ <324},

Qe

> Qif Rjg
=0

J=0

<e (2 1 Hij-RngZ> ..... 1)
B

De plus : [|Q;f-R;gll, < IRl 1Q;fII,
avec R;g = Zi:o Qrg-
donc
IRigle <Yioll@glle <5020 %7 (|Qugll,
<3 262k || Qg
< lglls;, - 222%™ < 400

< cllglls,
Ce qui implique que :

% o) 1
V) < ellglyy, (S22 1Q,1112)5
< cllglls,, - I/

s .
Bqu

10



1.3. Espace de Besov B (R")

On a de plus :
F(Qrg-Br-1f)(€) = Qrg* Ri—1f(§)
= fRn ng(y)kalf(g - y>dy

et

328 <yl < 52

28 <le—yl <32

0< ¢l < g2

Alors : supp@kgjlef C {5 I %2’“}.

< C(Z 2%ka Hng.kalfHZ)é ..... (2)

B, k=1

Z Qrg-Rr-1f
=1

et
1Qkg-Re-1fll, < [[Re-1fllo [1Qrgll,

i—1 0o n_3)k os
| Rie—1f |l <D llQiflle < Czj:(l 205 7o)k gk HQkf“p
0o (B —s)k
<clfllyy, g2
Ce qui implique que :
00 s L
@) < ellfllsy, (532025 |Qual?)’

<cllf] B3, - HQHB;Q
Alors B;q est une algebre pour s > %. ]

Définition 1.3.3
Soit £ un espace de Banach de distribution (E.B.D) contenant Iensemble

D (R™) comme sous espace dense, on déOnit |@space des multiplicateurs de £ ( noté

M (E) )par :
M(E)={g9:9.f € E, Vf € E}

et pour tout g, il existe ¢ > 0 vériOant :
lg-fllg <cllfllg (VfeD)

Proposition 1.3.2
M (E) est un espace de Banach pour la norme :

11



1.4. Rappel sur les espaces de Sobolev

HgHM(E) = sup [lgfllp -
1flle <1

Exemple 1.3.1
Soit E=1LF,avec 1 <p<oo
les multiplicateurs de F sont les éléments de L*>° c-a-d :

M (E) = L™.

Proposition 1.3.3

(7) Soit s > 0, alors :
B (R ™) — M(B; ,(R")),

(i7) Soit t > 0, alors :
t+(2)

Bps" (R™) — M(Bgﬁq(R”))‘

Preuve.

voir [7] m

1.4 Rappel sur les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role important dans la théorie des équations aux dérivées

partielles, pour cela on a fait un rappel sur ces espaces.

Définition 1.4.1
L espace de Sobolev W™ (m € N*) est déOnit par :

Wi = {f € LP(Q2), pour tout multi-indice o, avec |a| < m,0%f € LP(Q)}.

Ou la dérivée partielle 9~ est donnée aux sens des distributions.

et

1l = (2 [FD]0)7 < +o0.

lil<m

12



1.4. Rappel sur les espaces de Sobolev

Théoréme 1.4.1 (Injections de Sobolev)
Soit 7 un intervalle pas nécessairement borné, il existe une constante C' dépendant de

|| < oo telle que :

HUHLOO(I) <c HUHWLP(I) Yu e WH(I),¥ 1 < p < oo
Autrement dit, W'?(I) c L°°(I) avec injection continue c-a-d : V 1 < p < oo,
WP s L(1)

De plus, lorsque I est borné on a :
Liinjection (W'?(I) C C(I)) est compacte pour 1 < p < co.
Liinjection (W'(I) C L%(I)) est compacte pour 1 < ¢ < oo.

Preuve.

pour la preuve voir [9] m

Définition 1.4.2
Pour s > 0, on déOnit liespace de Sobolev fractionnaire H*(R") comme |Ensemble des

fonctions u € L2(R") vériGant que la fonction : € — (1+]|£|?)30(€) appartient & L2(R™).

Proposition 1.4.1

H*(R™) muni de la norme ||.||,;. déOnit par :

el e = (12 + 163

est un espace de Banach.

Remarque 1.4.1
(1) H*(R") = B3,(R").
(#0) (H*(R"))" = H™*(R").
Théoréme 1.4.2

Siz>1-1 avecr>2

H? —= L"

Proposition 1.4.2

Si s > %, H® est une algebre.

13



Chapitre 2

Localisation de certains espaces

fonctionnels

Dans ce chapitre, on va étudier la localisation des espaces de L?, B; et W;"‘(m € N)

7q
en norme [”, nous allons également voir quelques problémes des multiplicateurs, ainsi que

la localisation uniforme.

2.1 Généralités

Définition 2.1.1
Soit £ un espace de Banach de distributions c-a-d : un sous espace vectoriel de D’ (R"),

muni diune norme compléte qui rendant continue liinjection canonique :
E — D'(R").

On fait sur £ deux hypothéses supplémentaires :
1. Invariance par translation : si on note 7, 'opérateur 7, f (t) = f (¢t — z) alors 7, est
une isométrie de F, c-a-d :
ITafllp = Ifllg, VfeE
2. Invariance par localisation : pour tout f € E et tout p € D(R") ona: ¢f € E.
Soit 1) une fonction de classe C™°, avec suppy) C B (0, R) (R > \/n), telle que :

Yo p(x—k)=1,(Vz e R").

kezn

14



2.1. Généralités

Pour la construction de v, on choisit ¢ € D(B(0, R)) telle que ¢(z) > 0 si z € B(0, R)

On pose : P(z) = % , puisque Y, ;. ¢(x — k) >0, Vo € R™.
Alors : 1 € D(B(0,R)) et on a :

Y o@—k) =1

kezr

Définition 2.1.2 (les espaces localisés)
Soient £ C D' (R") un (E, B, D). On déOnit liespace (E), avec 1 < r < oo , comme
I'ensemble des f € S'(R™), telle que

1

£y, = (5 Nme) 113 ) < +oc.

Cette expression présente une norme sur (E),. pour 1 < r < oo et une quasi-norme pour

O0<r<l.

Lemme 2.1.1
Soient s € R, 1 < p,g < o0, 1 <7 < o0 et (fi),cz famille de fonctions portées par
B (k, R), alors :

>k

kezn

< CR (Z Il f| ;;’Q(R")>
(B;s;’q(Rn))l'r kezn

Preuve.

pour k, k' € Z", on a :

B(k,R)NB(K',R)=¢ pour |k —k'|> R+ R

Posons m = 2[R+ R'| + 1, il vient :
Sormwibfe= Y Tk
keZn keB(K',m)

puisque ), Bk m) 1 < cR™, en appliquant I'inégalité de Holder, nous obtenons :

Z Tk'¢fk

kezn

ScRT Y et fil

Bj ,(R™) keB(k',m)

T
By q(R™)

15



2.2. Localisation des espaces LP(R")

I1 vient alors par la proposition (1.3.3)

ksllelgn 787 fie| Bj ,(R™) < ¢ fil B (R
ou la constante c varie suivant la valeur de s comme suit :
Si s20:C=ci|¥llp,, -
St 5=0:C= (|9l + 10l 1vcp)-

p,00

Si s<0:C=cs[Yfpg, -

Ce qui donne :

S I=

>k

keZm

< aRP(Y sup [T fi]

k'e7n
(Bj,q(R™))ir kez®

< R g ey (D Il

kezZm

B, D, 1)

keB(k' ,m)

r )%
B qR™)/
| ]

Définition 2.1.3

On dit que lespace FE est localisable en norme I? (1 < p < oo) siil existe ¢ > 1 tel que :

S < ( 5 HTW-fH%)p <l flp.

kezn
2.2 Localisation des espaces L’(R")

2.2.1 Localisation de L? en norme [

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Bourdoud)
Soit p € [1,00], alors L? = (L?),, .

Preuve.

Il s’agit de montrer que 'opérateur T, : f — (T3p.f),cpn est isomorphisme de L? (R")
sur un sous-espace fermé de (LP)p.

Pour cela on introduit 'opérateur :

> (= k). fi.

kezn

5h>((fk>kezn)

16



2.2. Localisation des espaces LP(R")

Qui pour un choix convenable de ¢y € D (R"), sera un inverse de 7,.

Puisque ¢ est a support compact alors, il existe ¢ = ¢ () > 0 tel que, pour tout x € R™,

Y ez =k <C.

kezZn
D’ou :
||T<pf||(L1)l1 = > [lez—=E)|f (z)]dx ; (2.2.1)
kEZ"Rn
< cllflly-
D’autre part :
1T fllooyee = sUp (2 — k) f (2)] (2.2.2)

kEZM TERN
< lpllog - 11 1lso -

D’aprés (2.2.2), (2.2.1) et le théoréme de Riesz-thorin entraine alors la continuté de T,

de LP dans (LP);», autrement dit :

( 5 ol - k>.f||z)" <clfl, (2.2.3)

kezn

De la méme maniére, on obtient la continuité de :

Sq!) . (Lp)lp — LP

On a alors :
IS0 ((Fidkezn) | = 32 s i
< Wl 22 el
kezn
= ||Q/}”00H(fk)kezn (LY
et

150 (el = (00 1560 ) sup (52 o= 1)

z€R™ \keZm

On suppose maintenant que ), ;. ¢(. — k) = 1, et on choisit ¢ de fagons que ¥ = 1 sur

le support de . Alors :

f = kGZZ (. —k).f
= > T f
Kezn

= Sy ((Tk@-f)keZn) :
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2.3. Localisation des espaces de Besov B (R")

et la continuité de Sy, dans L” donne :

11, < e £ e f||”)l

ZTL

Les inégalités (2.2.3) et (2.2.4) donnent la localisation de L? en norme /7. =

2.3 Localisation des espaces de Besov B, (R")

2.3.1 Localisation de Besov en norme [P

Théoréme 2.3.1

Les espaces B;  (R"), avec s > 0, p € [1, 00| sont localisables en norme /7.

Preuve.

Cette énonceé est due & J. Peetre dans [7] m

Proposition 2.3.1
(i) Si 1 <p<qg<oo,ilexiste ¢ > 0 tel que :

B =

/]

o< S Imetir, )

(i) Si 1 < ¢ <p < oo, il existe ¢ > 0, tel que :

s .
Biﬂyq

(z e A1, ) <clf

keZn

autrement dit :
(Bho)w € By,

Bziq C (sthq)”’

Preuve.
On peut arriver a ces résultats par interpolation :

Supposons d’abord p < ¢, on introduit 'opérateur :

S((fw)wezn) ZTM/) Jr

keZn

18
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2.3. Localisation des espaces de Besov B (R")

ou ¢ € D(R") vérifie : Yw = w (1 = 1 sur le support de w)

Alors S envoie [P(B; ) dans By, et 'on a :

"(By,) C ["(B,), "(B}L)],,
Cela donne 'inclusion :

(B;q)lp C B;q

pour ¢ < p, nous considérons l'opérateur :

T . f — (Tkw.f)kezn

On sait que T envoie B,  dans [P(B; ), on a donc aussi

T: By Byl

p,p?

= [(Byy) (B,

t,q 4

Ou0<t<l1l,s=(1—1t)sg+1ts1,8 <s or,dapres (J, Peetre)

p,p?

[BSO B;}p] t,q - Bliq

Et 'hypothese ¢ < p entraine :

[(Byo) P (Ba)], , © P([Boips Byl )

D’ou l'inclusion :

B‘;,q C (B;,q)lp' |
Remarque 2.3.1

Pour p > ¢ et g > p on ni pas ni (¢) ni (7).

2.3.2 Le probléme des multiplicateurs

Proposition 2.3.2
Si E est localisable en norme 7, alors M (E) est localisable en norme [>°.
Sionadeplus £ C M(FE), alors M(FE) coincide avec (F).

19



2.3. Localisation des espaces de Besov B (R")

Preuve.

Notons que M (FE) est lui-méme invariant isométriquement par translation, d’ou :

:;12]?31 ||7'kS0-9||M(E) < ||90||M(E) ||9||M(E)

sin € D est égal a 1 sur le support de ¢, on a pour tout f € D ;

1

lgfllz < C(Z||7k¢-9f||%>

kezn

c (Z 171910 () HMU-fH%)

kezn

D=

IN

< (sup ||Tk90-9||M(E)) /1l 5
kezmn

d’ou I'égalité :

on a, encore :
sup [|7x¢-9ll g < el g 19l aree)
kEZTI

d’ot :

M(E) C (E)

Inversement, si £ C M(FE) alors : (E)j~ C (M(E))j« = M(E) m

Proposition 2.3.3

Pour 1 <g<p<ooets>0,

M(B},) C (M(B},))-.

p.q

Preuve.

voir 2] m
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2.3. Localisation des espaces de Besov B (R")

2.3.3 Localisation- uniforme

Définition 2.3.1
Soit £ un (E.B.D), on dit que f € Ejpc—unif (= Ep) Si -
(1) frrp € E, Yy, VyeD.
(@) freellp <clels vy .

Théoréme 2.3.2

Soit £ une algébre de Banach invariant par translation, alors :
M(FE) = Ey,

Preuve.
1- M(FE) C Ey,
Soit A€ M(E) alors Vf € E, |A.fllz <clfllg
[Aellz <cllelg
Alors: A€ L,.
2-E, C M(E)
Soit f € Ep,, et ¢, 1 € D tel que : p1p = (¢ =1 sur le support de ¢)

1f-olle = I1F-e¥lle <14l lele
< |If-meelle - llell e

<cyllellg
Alors: fe M(E) m

Corollaire 2.3.1
(i)Sis>%,ona:
By, = M(By,) = (B )
(i) Sin(;-1)<s<Z ona:
B N L* = M(B,,) = (B} )
Preuve.

voir [5] m
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2.4. Localisation des espaces de Sobolev

2.4 Localisation des espaces de Sobolev

2.4.1 Localisation de Sobolev en norme [

Théoréme 2.4.1

Les espaces W (m € N, p € [1,+0c0c]) sont localisables en norme /7.

Preuve.

la propriété de localisation en norme [” s’obtient alors par récurrence sur m,

Par définition on a :

1l = 2 907

lil<m

D’apres 'hypotheése 2, on a :

g = (S [lree- £

jl<m kezn
Pour (m = 0)
Ona: w)=LP
et 1l ~ (Shea s £12)" = 111 (1).

et puisque L est localisable en norme [? alors (1) est vraie.

On suppose que la propriété est vraie pour m et nous allons prouver pour m + 1.

[l = 23 mrer @YD)

j|I<Sm+1 kK

~ (OO0 D IO = 1 e

lil<m k&
< C”f”w;"“

en déduit finallement que W) est localisable en norme /. =
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2.5. Quelques exemples

2.5 Quelques exemples

Exemple 2.5.1 (fonctions dans L?P(R"))
Pourp=2,n=1o0na:
a) flz)=

1 si0<x <1

0 ailleurs
—x sixz <0

b) g(z)=

cos(xz) Sixz >0

ces fonctions f et g appartient a L?(]—1, 1]).

Exemple 2.5.2 (fonctions dans B> (R"))
1- f(z) = vp(2) (la valeur pr|n0|pale de 1)
vp(:) € By ( ") dans les deux cas suivantes :
w 5= =1 <p < too,q=ooet|[fl] 3 =supy 27 @S,

poo

* s < —777 1 S D,
2- f = ¢ (la mesure de Dirac)

Bs < +00.

f € B, (R") dans les cas suivants :
s:—%, 1<p<+o0, ¢g=+x.
S<_%> 1§pa(]§+00

Exemple 2.5.3 (fonctions dans W,"(R"))
Pourm=1,p=2
—x siz<0
1- h(x) =
sin(x) siz >0
la fonction h € H'(]—1, 1]).
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre on s’intéresse au probléme de la composition dans les espaces : LP(R"),

By (R™) et W (R™) avec quelques propiétés distingués.

3.1 Préparation

Définition 3.1.1
Soit £ un (E.B.D). On déOnit lEespace (E)~ (respectivement E;,) comme |ensemble
des f € S'(R™), telle que :

7l = sup | (S = R < oo

Proposition 3.1.1
Soit £ un (E.B.D), si E vériCe lihypotheése 2 et invariant isométriquement par transla-

tion, 1l en est de méme pour W™ (E) on a :
(W™(E)) = W™ (E) (3.1.1)
avec des normes équivalentes.

Remarque 3.1.1

Il est clair que la norme de E;, ne dépend pas du choix de 1.
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3.2. Enoncé des résultats principales

3.2 Enoncé des résultats principales

3.2.1 Application sur les LP(R")

Proposition 3.2.1 Soit p € [1,+oo[. Alors une fonction mesurable f sur R™ appartient a
(LP(R™));, Si est seulement si :
sup ( / ()| dz)? < +oo (3.2.1)
a€eR”™ JB+q
ou B est une boule ouverte donnée (ou un cube ouvert) dans R™, de | Expression ci-dessus

est équivalente a la norme : HfH(Lp(Rn))lu :

Preuve.

1- Supposons que f a la propriété 3.2.1, en choisissant la fonction 1, appartient de E,,
a support dans la boule B on obtient :

(i)l < ol ([ 1) do)?
B+a

Cela montre que f € LP(R™).

2- Supposons que f € LP(R™), en choisissant la fonction ¢ € D(R™) de sorte que ¢(x) = 1
sur B. On obtient :

([ 1@z =([ 1f@e - o)} < s (ol

Exemple

Lemme 3.2.1 (lemme de S. ALLAOUI)
Soit 0 <s<1,si f € (B, (R"), et f € (LP(R")); alors f € (B3, (R™)).

Preuve.

1-Si0<s <1

Par le plongement (B,  (R"))jc — (LP(R"));e

Les hypothéses sur f implique f € W!(LP(R");~), et compte tenu de la proposition
3.1.1 en trouve que f € (WP(R"))c.
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3.2. Enoncé des résultats principales

puisque on a : W'?(R") — By (R") dans le cas s < 1, on conclut que f € (B} ,(R"))s.
2-lecas s =1
Par hypotheése sur f, on a f’ € (Bp%,q(R”))loo et f € (LP(R™))~. De (1) on obtient
f € (Big(R")). 3
b

Finallement on conclut que f € (Bg4(R™)). qui est un sous espace de (B, ,(R"))j. ®

3.2.2 Application sur la composition

Lemme 3.2.2

Soit s > 0, f : R — R, une fonction s®nnulant a lorigine c-a-d f(0) = 0 telle que
Ty envoie B, (R") dans B, (R"). Alors il existe des nombres M > 0, et 6 > 0 tels que
[Wimplication :

lgll <0 =1foyl

By (&n) = M,

soit vériCe par toute fonction g portée par @, la norme |[[g|| étant calculée dans B (R").

Théoréme 3.2.1
Soients =%, ¢ > 1et f: R — R. Si T} envoie B (R") dans B, (R"), alors f"appartient
a (B M(R))ee.

Preuve.

voir [8] m
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3.2. Enoncé des résultats principales

La composition en dimension 1

Théoréme 3.2.2

Soit1§p§q<+ooetm+%<s<m+1, pour m € Netm > 1.

Si f est une fonction telle que f(0) =0et f' € B;;]l(R) alors lopérateur de composition
Ty envoie lespace B; (R) dans lui-méme, de plus il existe une constante c = c(s,p,q) > 0

telle que :

. )P
prq(R)

|fogl

By ,®) S C 1l g1y (1 + 9]

»q

pour tout g € B, (R).

Preuve.

voir [11] m
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Conclusion

Conclusion

Finalement, nous avons montré que les espaces : LP(R"), B> (R") et W(R")
(m € N) sont localisables en norme [?, et M(B; ) C (M(B; )i~ pour ¢ < p, de plus pour
5> % et toujours ¢ < p, appartenance locale - uniforme a B, , ne suffit pas a caractériser les
multiplicateurs ponctuels de I'algébre By . On arrive aussi a quelques résultats principales

de la composition.
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