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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles d’évolution sont liées étroitement aux applications
physiques, notamment les équations dites " équations de la physique " comme par exemple,
I’équation de la chaleur, I’équation des ondes ou bien 1’équation du transport.

Une classe d’EDPs d’évolution qui suscite l'intérét en physique c’est I’équation de
diffusion-convection non linéaire.

Plusieurs travaux ont traité ce type d’équation [1] [3] [5].

Cette équation a beaucoup d’applications notamment eu biologie dans le domaine de
la dynamique de population .

Elle est semblable & I’équation connue de "Fisher" cette derniére, est étroitement liée
aux phénomeénes de propagation des épidémies.

Malheureusement on connait pas la solution exacte de I’équation de fisher.

Dans ce mémoire, nous allons développer les travaux réalisé par [5], concernant ce type
d’équation.

Nous allons chercher diverses formes de solutions exactes, pour cette équation.

Le mémoire est constituée de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on va citer la définition de la fonction d’erreur et des rappels
sur ’équation de la chaleur et de transport et leur propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre, on va chercher les solutions de ’équation de convection
linéaire et non linéaire a coefficients constants par la méthode de changement de variable.

Le troisiéme chapitre est consacré a la rechercher de solutions de I’équation de convec-
tion linéaire et non linéaire & coefficients variables par la méthode de changement de

variable.



Chapitre

Rappels et Définitions

Dans ce chapitre nous donnons quelques rappels sur ’équation de la chaleur avec ou
sans source et ses propriétés que nous utiliserons dans les chapitres suivants, ainsi que

I’équation de transport.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction d’erreur

Définition 1.1 [1] On appelle fonction d’erreur ou encore fonction d’erreur de Gauss,
la fonction

erf :R—R

définie par

erf(x) = %/0 e ds.

Comme [’exponentielle est une fonction continue sur R cette fonction est dérivable et sa
dérivée est :
2 2

(erf) = ﬁe’x :

C’est donc une fonction croissante, paire, avec

2 /°° 2
— e ¥ ds=1.
VT Jo



1.2 Probléme de ’équation de la chaleur sur R

Définition 1.2 [1] Soit le probléme de [’équation de la chaleur suivant :

ou 9%u

ou _ % r€R, t>0

ot 8372 (1.1>
u(z,0) = p(z),

De point de vue physique, ce probléeme décrit la diffusion de la chaleur sur un tube
(unidimensionnel) infini, dans ce cas la condition initiale représente la concentration ini-
tiale de la chaleur sur le tube.

La solution générale de ce probléme est non connue, mais pour certaines conditions sur

uo(x), la solution existe; on a le théoréeme suivant

Théoréme 1.3 [1] Si la condition initiale p(x) est continue bornée, alors la solution

u(z,t) du probléeme de la chaleur, existe et elle s’écrit comme ;

1 —(z—y)?
u(x,t)z\/m/so(y)e i dy, (1.2)

de plus la solution u(z,t) est une fonction C* (R, R?).

La fonction

QH, (1.3)

est dite solution fondamentale ou fonction de Green du probléme de la chaleur, dans ce

cas on a;

ue, ) = / o()G(z — y,t)dy. (1.4)



Remarque 1.4 Le résultat reste valable si :
1. La condition initiale n’est pas continue, par exemple ¢ € L.

2. La condition initiale est continue par morceau .

Remarque 1.5 La solution u peut s’écrire également comme

u(z,t) =

6 4ct d 1.5
rm y. (1.5)

a2 ,
Corollaire 1.6 Soit G(x,t) = \/;Weﬁ le noyaux de l’équation la chaleur (le noyauz

Gaussien) alors

1.
0G 0*G
2.
GeC®(RR). (1.7)
3.

/G(x,t)dx ~1 (1.8)

Preuve du corollaire

1z 92

8G 0 1
47rct6 et ) 312 (\/ et

1. On vérifier que 5 = 5;(

on a

0 ( 1 wQ) —2ct + 2% 2
—_— [ 4et = — € 4et s
ot A7t det?\/Amcet
et
0? ( 1 z2> —2ct + 2% .2
—_— (& 4ct = —€ 4ct ,
x? \ Vet 4c2t?2\/ At
alors
oG 0’°G
ot Ox?



2. Pour montrer que G € C'™ (R),Ri) il suffit de voir que cette fonction est indéfi-

niment différentiable par rapport aux deux variables x et t.

8. Pour montrer que [, G(z,t)dx =1, c’est o dire G(x,t) =

utilise 'intégrale de Gauss :

+oo
/ e ¥ ds = ﬁ, (1.9)
0 2

en faisant le changement de variable s = F’ cela implique \/4ctds = dy, d’ou

)
\/ﬁ JpeTrdy = \/%T Ja e’ ds = \/%? f0+oo e~ ds = 1, d’apres la relation (1.9)

. Revenons au théoreme principale

Preuve du théoréme
Vérifiant tout d’abord que la fonction u(x, t) est solution du probléme de la chaleur écrite

sous la forme (1.4), en effet on a;

g—zzg(/w(y)G(w—y, ) (/ at x—ya)dy)’
:caa—;(/gp(y)G(x—y, ) ( )dy> gjfé,

donc
= [ o) (5G(x—y,t)— a‘?EQG(x—y, t))dy = 0 ,et cela d’aprés la relation (1.6).

On démontre maintenant que la solution (1.2), existe,

si la condition initiale p(z) est continue, bornée, alors

_y2
u(z,t)] = (\/ﬁ J oz —y)esr dy‘ = (\/ﬁ J ez —y)G(y,t)dy| < Suple(z—y)| [ Gy, t)dy,
on pose M = Sup|e(x — y)|zer, or d’aprés (1.7), on obtient

donc

u(z, )] < Suplg(x — 9)] / Gy, t)dy < M.

donc la solution existe.



Pour montrer que u(z, t) est une fonction C* (R,R% ) d’aprés(1.4), la solution dépend
du noyaux de Gauss, or ce dernier est G € C'™ (R, Ri) d’aprés (1.7). Donc la solution u
est C'™ (R,Ri) )

Exemple 1.7 Soit la condition initiale suivante

1 pour x <0,
u(z,0) = p(r) =
0 pour x>0,

on a

1 ~(z-9)? 1 2
u(z,t) = \/m/w(y)e o dy = rm/s@(rc—y)ww dy,

la condition initiale peut s’écrire comme :

1 pour =z <y,

oz —y) =
0 pour x>y,
d’ou
(2,1) = — / e 4 (1.10)
u(x,t) = et dy, .
Varcet Jy Y

on pose \/% = s, cela implique y = 2v/cts, en remplacant dans l'intégrale (1.5), on ob-

tient :

1 o 2
u(z,t) = — e ¥ ds.
2v/ct

Cela donne comme solution la fonction d’erreur que nous allons étudier tout & I’heure .



Définition 1.8 [1/Fonction d’erreur elle est définie comme suit

erf(x f/ e (1.11)

on a aussi la fonction d’erreur complémentaire qui est définie comme :

erf,=1—erf(z) = % /3;00 e ds, (1.12)
ainst on a
erf.(z)+erf(x) =
car

2 [* Heo 2 [T,
—/ sds—i——/ e :—/ e *ds=1,
ﬁ 0 7T 0

d’apres (1.9).

Donc pour Uexzemple qu’on a vu la solution (1.10), s’écrit comme :

u ) f/ sds_lf(zf)



1.3 Probléme de I’équation de la chaleur avec source

Théoréme 1.9 [1] Soit f = f(x,t), et soit ¢ = @(x), une fonction continue bornée ;

alors le probleme de Cauchy pour l’équation de la chaleur non homogene suivant

%zc%—i—f{x,t), reR, t>0
U(JZ,O) = QD(:L‘),

admet une solution classique de la forme
1 —+o00
uwt) = [ ow6te =iy + [ [ 6=yt — 510 s)dyas
R 0 —00

avec G. le noyauzr de Gauss.

Meéthode de calcul de la solution

La méthode consiste a séparer le probleme en deux problemes suivants

Probléme A

Ou _ O
ot 0x2’
uy(,0) = p(z),
Probléme B
Ouy _ 0w
ot Ox?
UQ(J;7 0) = 07

+ f(z,t),

On peut vérifier que la solution (1.14) du probleme (1.15), s’écrit comme

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

u(z,t) = uy(z,t)+ us(z,t), on connait déja la solution du probleme A (1.15), qui s’écrit

d’apres (1.4), comme :

ue, 1) = / o()G(z — y,t)dy.



reste a trouver la solution du probleme B,

soit le probléeme suivant qu’on le note B

— 2 —
Brts) _ Pl g e R pos>0

v(r,t =3s) = f(z,t =s),

la solution de ce probléme est donnée par
ot =)= [ Glo =yt =)o)y
R

on a la proposition dite de "Duhamel” suivante ;

la fonction ug définie par

up(x,t) = fotv(x,t — s)ds,

est solution du probleme B (1.16), en effet

up 0 [ [t
W_ﬁ/o v(x,t—s)ds—/o av(w,t—s)ds,

on a également

82'&3 82 t t 82 c t o t o
=c— t—s)ds = —v(z,t—s)ds = - | —v(z,t—s)ds= | —v(x,t—s)ds.
C53 C@xz/o v(x,t—s)ds =c¢ i &EQU(I’ s)ds C/o atv(z, s)ds /0 8tv(a¢, s)ds

(1.17)

(1.18)



1.3.1 Probléme de I’équation de la chaleur avec source inconnue

Soit le probléme suivant

u _ 0%
8t8

+ bu(z,t), xR, t>0, best
u(x,0) = o(x),

(1.19)

En faisant le changement de variable suivant u(x;t) = e"v(x,t), dans le probléme(1.19)
on obtient :

0 9*v
beP'v(z,t) + MYy et

5 Ere) + be"v(z, t).

En simplifiant on trouve

%:c%, r eR, t>0
U(l‘,()) - 90(1;%

On revient au probléme de la chaleur, qu’on connait la solution

10



1.3.2 Probléme de I’équation de la chaleur avec flux

Il s’agit du probléme suivant :

Qu(z,t) _  0%u(z,t) Ou(z,t)
s = g +V =5, r € R, t>0 (1.20)
U(ZL‘,O) = LP(I)’

Pour résoudre ce probléme , on proceéde a la substitution suivante z = x + V't, dans le

probléme (1.20), on obtient :

ou(z,t)  Ou(z,t) _ Ou(zt)  u(z1)
v 0z * ot =V 0z T 022

En simplifiant, ceci nous améne au probléme de la chaleur sur la variable y, qu’on connait

la solution :
ul(zyt) = / o()G(z — g, 1)dy.
R

donc la solution du probléme (1.20), s’écrit comme :

u(z,t) = /Rgo(y)G(x + Vit —y, t)dy.

11



1.4 L’équation de transport

L’équation de transport modélise la concentration d’une substance qui s’écoule dans

un fluide & un taux constant.

Définition 1.10 /3] Pour les parametre ¢ € R, l’équation de transport sur R x Ry est

us + cu, =0,

(1.21)
u(z,0) = ug(x),

La solution a cette équation est calculée a l'aide d’une méthode de changement de

variable.

Théoréme 1.11 /3/

1. La solution générale a (1.21), est de la forme
u(z,t) = uo(x — ct).

Preuve du théoréme
En va essayer de la résoudre par la méthode de changement de variable
on pose u(x,t) = f(2)g(t), dans le probléme (1.21)
telle que z = = — ct,
on trouve que

—cf'(2)g(t) + f(2)g'(t) + cf'(2)g(t) = 0,

= f(2)g'(t) =0,

si f(2) #0,

donc

donc

12



u(z,0) = f(z) = uo(x),
= f(2) = uo(2),

donc la solution de (1.21), s’écrit comme :

u(z,t) = up(x — ct),
Exemple 1.12 Considérons le cas suivant :
up(z) =€ et c=1,
La solution est alors de la forme :
u(z,t) = uo(z — 1),

donc

u(z,t) = e 7,

13



Chapitre 2

Etude de I'équation de convection - diffusion

non linéaire avec coeflicients constants

Dans ce chapitre nous étudions I’équation de convection - diffusion non linéaire avec

coeflicients constants suivant :

ou(z,t) . ou(z,t)

0*u(z,t)
ot oz '

0x?

= au(x,t) — bu(x,t)? + D (2.1)

Nous allons étudier différentes formes de cette équation selon les valeurs des constantes

a,b, v, et D. Nous commencons par :
2.1 L’équation de convection linéaire
Pour D =0 et b =0, I'équation (2.1), s’écrit comme :

MRl £ o 20 —au(wt),  weR, >0

2.2
u(z,0) = up(x), (2:2)

cette équation est de convection linéaire.

Proposition : Une solution du probléme (2.2), s’écrit sous la forme suivante

up(z — vt)
u(z,t) = T

14



Preuve :
On va essayer de la résoudre par la méthode de changement de variable
on pose
u(z,t) = f(2)g(t), dans le probléme (2.2),
telle que z = x — vt et a # 0,

on trouve que

—of (2)9(t) + F(2)g () + v ()g(t) — af(2)g(t) = 0,
= F(2)g'(t) — af(2)g(t) =0,

si f(2) #0,
= g'(t) = ag(t),
'(t
= fgg(—(t)) = [adt,
= g(t) = ke™,
telle que
keR,
on a

d’autre part

donc

d’autre part

on a

15



donc la solution de (2.2), s’écrit comme :

w(.t) = M
e*(l
2.1.1 Exemple
Considérons le cas suivant :
up(z) = €*,

et on a aussi

la solution est alors de la forme

16

(2.3)



EI:I T T T T T

50
40
Z a0
20

10

FIGURE 2.1 — La solution de I'exemple pour v = 0,a = 1

17



2.2 Probléme de convection - diffusion linéaire

On prend a,D et v constants, et b égale a zéro dans I’équation (2.1), on obtient :

augi,t) 4o aué:;,t) — au(z, t) + DBQ;S’U? z € R, t>0 (2.4)
u(z,0) = ¢(x),

En faisant le changement de variable suivant u(x,t) = e*1)(x,t), dans le probleme (2.4),

on obtient :

2
aeat (I‘,t) +€at8¢(x7t) +U€ata¢(x’t) — aeat (.T,t) +D€ata¢ (Z)’J,t),

ot Ox o0z

En simplifiant, on trouve

0P (z,t) oY(z,t) _ 1y 0*Y(zit)
o tv—0p =D

U(x,0) = p(z),

, reR, t>0
da? (2.5)

pour résoudre ce probléme , on procéde a la substitution suivante z = x — vt, dans le

probléme (2.5), on obtient :

O(z,t) Oz t)  O(z,t)  _9%P(z,t)
U T tva TP

En simplifiant, ceci nous améne au probléme de la chaleur sur la variable y, qu’on connait

la solution :
vlet) = [ PG~ v.0d
R
donc la solution du probléme (2.5), s’écrit comme

blo,t) = / o(y)Glx — vt — y, t)dy.

18



d’autre part
u(z,t) = e"p(x,t),

donc la solution du probléme (2.4), s’écrit comme :

u(z,t) = e™(x,t) = / o(y)G(x — vt — y, t)dy.

R

2.2.1 Exemple

Soit la condition initiale suivante

T pour x <0,
u(z,0) = p(z) =
0 pour x>0,

T indique ici une température constante positive. on a

at

e —(a—vt—y)2 e
u(x, t) = e et dy = / T —1ye
(z,1) Tia /R e(y) A s Rs@( Y)

la condition initiale peut s’écrire comme

T pour x <y,
oz —y) =
0 pour x>y,

d’out

T at o o)
u(z,t) = \/467r_ct/ e dy.

19




y—ut

on pose ;== = s, cela implique y = 2v/cts + vt et dy = 2v/ctds en remplacant dans

I'intégrale (2.6), on obtient :

on a

erfo=1—erf(z)= %/Jroo e~ ds

Donc pour 'exemple qu’on a vu la solution (2.7), s’écrit comme :

Te“t * 2 1
u(z,t) = e % ds = =Te"erf, (

20




2.3 L’équation de convection non linéaire

En posant D = 0, dans I’équation (2.1), ceci s’écrit comme :

auéf’t) + a“éi’t) = au(z,t) — bu(x,t)?, r € R, t>0 (2.8)
u(z,0) = ug(x), .

cette équation est de convection non linéaire.

Proposition : Une solution du probléme (2.8), s’écrit sous forme suivante

up(z — vt)
et g(l — e~ ug(z — vt)

u(z,t) =

Preuve :
Pour résoudre ce probléme analytiquement en faisant la transformation simple suivante

¢(z,t) = —~—, dans l'eq.(2.8), on obtient :

u(z,t)”?

op(x, op(x,
¢étt)+v ¢E§xt)+ago(:c,t):b, r € R, t>0 (2.9

p(2,0) = @o(z)

En faisant le changement de variable suivant ¢(z,t) = f(2)g(t) + 2, dans le probléme
(2.9), telle que z =z — vt et a # 0,

on trouve que

—vf'(2)g(t) + f(2)g'(t) + vf'(2)g(t) + af(2)g(t) + b =10,
= [(2)g'(t) +af(2)g(t)

Oa
si f(2) # 0,

= ¢'(t) = —ag(t),
= IM = f—adt,

g(t)
= g(t) = ke™™,

21



telle que

on a

d’autre part

donc

d’autre part

on a

alors

on a

alors

keR

ol 1) = F(2glt) + - = e po(x —vt)

S0(51”at) = wo(I - Ut)e_“t + 9(1 _ e—at)’

donc la solution de (2.8), s’écrit comme :

a
1
t) =
A=y
L e + 2(1 — e " Mug(x — vt)
u(z,t) ug(x — vt) ’
up(z — vt)

u(z,t) =

e~ + 2(1 — e~)ug(z — vt)

22

(2.10)



2.3.1 Exemple

Counsidérons le cas suivant :

up(z) = x,

et on a aussi

uo(x — vt) =z — vt,

La solution est alors de la forme :

u(z,t) =

(e=at/(x —vt)) + 2(1 — emat)’

Observation
si on pose b =0,

on trouve la solution de 'eq.(2.3).

23
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B %

uii)

ML 2 =

FIGURE 2.2 — La solution de I'exemple pour t =1, v =1,a=2et b=1
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Chapitre

Etude de I'équation de convection non

linéaire avec coeflicients variables

Dans ce chapitre nous étudions I’équation de convection non linéaire avec coefficients

variables suivant :

0*u(z,t)
or?

+ v(t) o a(x, t)u(z,t) — b(x, tyu(z, t)* + D (3.1)

Cette équation est liée ou phénoméne de propagations des épidémies, ou u(x, t) représente
la densité de population (par exemple, d'une équation générale colonie de bactéries) a la
position x au temps t,avec un taux a(z,t) est limité par un coefficient de compétition
annihilation mutuelle b(z,t) et elle est soumis a la convection a vitesse v(t),qui se déplace
de maniére diffuse avec le coefficient D.

On considére le cas ot D peut étre négligé.

25



Nous allons étudier différentes formes de cette équation selon les valeurs des variables

a, b, et v. Nous commencons par :

3.1 L’équation de convection linéaire

Pour b(z,t) = 0, 'équation (3.1), s’écrit comme :

P () Tt = a(t)u(z, ), TeR, >0 (3.2)
u(z,0) = uo(z), |

cette équation est de convection linéaire.

Proposition : Une solution de probléme (3.2), s’écrit sous forme

t
u(z,t) = ug(x — / v(s)ds)elo o)
0

Preuve :

En faisant le changement de variable suivant
Bl t) = u( + V(D) 1),

donc ¥(z — V(t),t) = u(x,t),

On pose V(t) = fotv(s)ds, et V/(t) =w0(t),

D’ou

8¢ ou ou
5@t = 5 @+ V(D)) +o(t) o (x+ V(D). 1).

on pose h(t) = (x,t),

D’otu h est solution de 'équation différentielle linéaire (3.2),

= }(t) = a(t)h(t),

= f% = fota(s)ds,
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La solution homogéne
h(t) = k(x)eh o),

o1n a
U(z, 1) = k(z)elo )ds,
donc
U(@,0) =k(z) = k(z) = uo(x),
on a
(o = V(t) = ugx — V(t))eh «@,
on a

u(z,t) = Pz = V(1))
la solution de (3.2), s’écrit comme :

t
u(z,t) = ug(x — / v(s)ds)elo A
0
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3.1.1 Exemple

Pour v(t) = acos(wt) et a(t) = HLI telle que « et w sont constants dans 1'éq (3.2), on
obtient :
Ou(z,t) Ou(x,t) 1
=5+ acos(wt) =5 = sru(w,t), z € R, t>0 (3.4)

u(z,0) = ug(x),

D’aprés (3.3), on obtient :
! ft 1 s
u(z,t) = uo(x — / acos(ws)ds)e’o GO
0

D’ou .
/0 acos(ws)ds = [(a/w) sin(ws)]l) = [(a/w) sin(wt)],

et
ef()t ﬁds _ e[ln(SJrl)]B =t+1

Y

donc la solution de (3.4), s’écrit comme :

u(z,t) = up (r — (a/w) sin(wt)) (t + 1).

on pose
up (x — (a/w) sin(wt)) = (x — (a/w) sin(wt)) .

Donc

u(z,t) = (z — (a/w) sin(wt)) (t + 1).
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FIGURE 3.1 — La solution de I'exemple pour a =1 et w =1
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3.2 L’équation de convection non linéaire

Oulet) §o(t) 2408 — g(t)u(a, t) — b, tu(z, )2, rER, t>0

(3.5)
u(z,0) = up(x),

cette équation est de convection non linéaire.

Proposition : Une solution de probléme (3.5), s’écrit sous forme :

1

U(ZL‘, t) = p P . ; ; .
(e Jae fug(a — [y v(s)ds)) + Jy b (= [ v(s)ds ) eI aiap

Preuve :

Pour résoudre ce probléme analytiquement en faisant la transformation simple suivante

o(x,t) = u(;t), dans ’eq.(3.5), on obtient :

Pelel) 4 o(t) 2280 4 q(t)p(a,t) = bz, 1), z€R,  t>0 (3.6)

p(z,0) = po(z),

En faisant le changement de variable suivant
Y(x,t) = p(z + V(t),1),

done ¥(z — V (1), 1) = p(x, 1),

On pose V(1) = [Ju(s)ds, et V'(t) =wv(t),

D’ou

(2,1) = %—f@ V()4 + () g—i(x V), 0),

ob
ot

on pose h(t) = (x,t),
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D’ou h est solution de ’équation différentielle linéaire (3.6),
h'(t) + a(t)h(t) = 0,

= W(t) = —a(t)h(t),

= [ = Jo —a(s)ds

La solution homogéne

h(t) = k(z)el —4()ds,

La solution particuliére

on a

/ / — [T a(s)ds — [ta(s)ds
h(t) = K (t)e™ Jo 2% — k(t)a(t)e™ Joale)ds,

dans le probléme (3.6), on obtient :

K (t)e™ Jo o0t — k(t)a(t)e oo 4 k(t)a(t)e™ o 9% = b(a + V(1) 1),
:k%)=Mx+vm e,
= Jy [l + V), t)eld @] ar,

donc

fo bl + V), )eli o] ape fiatort
fo[ x4+ V(t),te *ft/a(S)dS] dt’,

on prend

h(t) = hn(t) + hy(2),

= h(t) = k(w)e 5 oOs - [F[bo + V() ) Fa] a,

= 1) = K(@)e B0 4 [ b+ V), e S eon]
¢($=0) = ]{P(CL’) = k(x) = 900(%)7

d’autre part

g0($,t) = ’QD([L' - V(t)vt)7
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donc
e = V(1),1) = pole = V(D)e B 4 / bl = V(t) + V() ) Fret ] a
0

et on a aussi

donc la solution de (3.6), s’écrit comme :

¢ ¢ ¢
o(x,t) = @ (x — / U(s)ds) e~ Jo als)ds +/ b (x — / U(s)ds) e Joa)ds gyl
0 0 ¢

on a
1
u(z,t) = ,
(1)
donc la solution de (3.5), s’écrit comme :
1
u(z,t) = (3.7)

(e Jae@ fug(a — [ v(s)ds)) + fy b (2 = [ v(s)ds) e Hoebay
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3.2.1 Vitesse moyenne dépendant du temps

Soit la vitesse moyenne oscillatoire et et donnée par v(t) = vecos(wt) telle que v et w
sont constants.

On prend a et b comme indépendants du temps et de I'espace, ceci s’écrit comme :

% + veos(wt) 8“8(?) = au(z,t) — bu(x,t)? x € R, t>0
u(x,0) = uo(z),

(3.8)

Proposition : Une solution du probléme (3.8), s’écrit sous forme suivante

1
(e~ Jup[z — (v/w)sinwt]) + (1 — e~ot)

u(zx,t) =

Preuve :
Pour résoudre ce probléme analytiquement en faisant la transformation simple suivante

o(x,t) = t), dans ’eq.(3.8), on obtient :

8“0(36 Sp(t) | veos(wt) 22 (x Ut ap(a,t) = b, r € R, t>0

(3.9)
w(ln 0) = ¢o()

En faisant le changement de variable suivant ¢(z,t) = f(2)g(t) + 2, dans le probléme
(3.9), telle que z =z — (v/w)sin(wt) et a # 0, w # 0,

on trouve que

—vcos(wt) ['(2)g(t) + [(2)g'(£) + veos(wh) [ (2)g(t) + af (2)g(t) + b = b,
= F(2)g'(t) + af(2)g(t) =0,
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si f(2) #0,

= ¢'(t) = —ag(t),
= f% = [ —adt,
= g(t) = ke™™,
telle que
keR
on a

d’autre part

donc

d’autre part

= ()= g0(2) o,

on a

ple.t) = F(2)o(0) 4+ = ol — (v/w)sinut) — 2] + 2,

alors

o(z,t) = po(z — (v/w)sin(wt))e™ ™ + 2(1 —e ™),
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on a

1
t J—
pla.t) u(z,t)’
alors
1 e+ 21— e ug(z — (v/w)sin(wt))
u(z,t) up(x — (v/w)sin(wt)) ’
donc la solution de (3.8), s’écrit comme :
1

u(z,t) = (3.10)

(e~ Juglz — (v/w)sinwt]) + 2(1 — e~ot)’

Exemple 3.1 Considérons le cas suivant :

wolz — (v/w)sinwt]) = x — (v/w)sinwt

La solution est alors de la forme :

1

) = (e o = (ofw)sinut)) + 21— )
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Dz | | 1 1 | 1 1
1 . ; :

FIGURE 3.2 — La solution de I'exemple pour v =w =1,a=b=1
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons étudier deux types d’équations aux dérivées partielles de
type diffusion-convection , la premiére c’est ’équation de convection-diffusion non linéaire
avec coefficients constants et la deuxiéme c’est I’équation de convection non linéaire avec
coefficients variables.

Ces équation sont liées des applications intéressantes eu biologie, et eu particules eu
propagation des épidémies.

Nous avons calculer des solutions exactes pour les deux équations avec des exemples
donnés explicitement.

Nous avons également représenter ces solutions par des graphes.
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Le travail proposé dans ce mémoire consiste a chercher des
solutions analytiques et pour un modeéle d’équations aux dérivées
partielles de type convection non linéaire .

Cette équation est utilisée notamment en dynamique des population
et en traitement du signal de point de vue application.

Mots clés : Mathématique non linéaire -Transport —Equation de la
Chaleur - Convection — Solution exacte.

Abstract:

The work proposed in this thesis consists in seeking analytical
solutions for a model of

partial differential equations of the nonlinear convection type.

signal processing from an application point of view.

Keywords :Nonlinear mathematics - Transport - Heat Equation-
Convection - Exact solution.

. This equation is used in particular in population dynamics and in



