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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles d’évolution sont liées étroitement aux applications

physiques, notamment les équations dites " équations de la physique " comme par exemple,

l’équation de la chaleur, l’équation des ondes ou bien l’équation du transport.

Une classe d’EDPs d’évolution qui suscite l’intérêt en physique c’est l’équation de

diffusion-convection non linéaire.

Plusieurs travaux ont traité ce type d’équation [1] [3] [5].

Cette équation a beaucoup d’applications notamment eu biologie dans le domaine de

la dynamique de population .

Elle est semblable à l’équation connue de "Fisher" cette dernière, est étroitement liée

aux phénomènes de propagation des épidémies.

Malheureusement on connait pas la solution exacte de l’équation de fisher.

Dans ce mémoire, nous allons développer les travaux réalisé par [5], concernant ce type

d’équation.

Nous allons chercher diverses formes de solutions exactes, pour cette équation.

Le mémoire est constituée de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on va citer la définition de la fonction d’erreur et des rappels

sur l’équation de la chaleur et de transport et leur propriétés.

Dans le deuxième chapitre, on va chercher les solutions de l’équation de convection

linéaire et non linéaire à coefficients constants par la méthode de changement de variable.

Le troisième chapitre est consacré à la rechercher de solutions de l’équation de convec-

tion linéaire et non linéaire à coefficients variables par la méthode de changement de

variable.
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Chapitre 1
Rappels et Définitions

Dans ce chapitre nous donnons quelques rappels sur l’équation de la chaleur avec ou

sans source et ses propriétés que nous utiliserons dans les chapitres suivants, ainsi que

l’équation de transport.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction d’erreur

Définition 1.1 [1] On appelle fonction d’erreur ou encore fonction d’erreur de Gauss,

la fonction

erf : R→ R

définie par

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−s
2

ds.

Comme l’exponentielle est une fonction continue sur R cette fonction est dérivable et sa

dérivée est :

(erf)′ =
2√
π
e−x

2

.

C’est donc une fonction croissante, paire, avec

2√
π

∫ ∞
0

e−s
2

ds = 1.
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1.2 Problème de l’équation de la chaleur sur R

Définition 1.2 [1] Soit le problème de l’équation de la chaleur suivant :

 ∂u
∂t

= c ∂
2u
∂x2
, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x),
(1.1)

De point de vue physique, ce problème décrit la diffusion de la chaleur sur un tube

(unidimensionnel) infini, dans ce cas la condition initiale représente la concentration ini-

tiale de la chaleur sur le tube.

La solution générale de ce problème est non connue, mais pour certaines conditions sur

u0(x), la solution existe ; on a le théorème suivant

Théorème 1.3 [1] Si la condition initiale ϕ(x) est continue bornée, alors la solution

u(x, t) du problème de la chaleur, existe et elle s’écrit comme ;

u(x, t) =
1√
4πct

∫
ϕ(y)e

−(x−y)2

4ct dy, (1.2)

de plus la solution u(x, t) est une fonction C∞
(
R,R∗+

)
.

La fonction

G(x, t) =
1√
4πct

e
−x2

4ct , (1.3)

est dite solution fondamentale ou fonction de Green du problème de la chaleur, dans ce

cas on a ;

u(x, t) =

∫
ϕ(y)G(x− y, t)dy. (1.4)
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Remarque 1.4 Le résultat reste valable si :

1. La condition initiale n’est pas continue, par exemple ϕ ∈ L1.

2. La condition initiale est continue par morceau .

Remarque 1.5 La solution u peut s’écrire également comme

u(x, t) =
1√
4πct

∫
ϕ(x− y)e

−y2

4ct dy. (1.5)

Corollaire 1.6 Soit G(x, t) = 1√
4πct

e
−x2

4ct le noyaux de l’équation la chaleur (le noyaux

Gaussien) alors

1.
∂G

∂t
= c

∂2G

∂x2
. (1.6)

2.

G ∈ C∞
(
R,R∗+

)
. (1.7)

.

3. ∫
R
G(x, t)dx = 1. (1.8)

Preuve du corollaire

1. On vérifier que ∂G
∂t

= ∂
∂t
( 1√

4πct
e
−x2

4ct ) = c ∂
2

∂x2
( 1√

4πct
e
−x2

4ct ) = c∂
2G
∂x2

.

on a
∂

∂t

(
1√
4πct

e
−x2

4ct

)
=
−2ct+ x2

4ct2
√
4πct

e
−x2

4ct ,

et
∂2

∂x2

(
1√
4πct

e
−x2

4ct

)
=
−2ct+ x2

4c2t2
√
4πct

e
−x2

4ct ,

alors
∂G

∂t
= c

∂2G

∂x2
.
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2. Pour montrer que G ∈ C∞
(
R),R∗+

)
il suffit de voir que cette fonction est indéfi-

niment différentiable par rapport aux deux variables x et t.

3. Pour montrer que
∫
RG(x, t)dx = 1, c’est à dire G(x, t) = 1√

4πct

∫
R e

−y2

4ct dy = 1, on

utilise l’intégrale de Gauss :

∫ +∞

0

e−s
2

ds =

√
π

2
, (1.9)

en faisant le changement de variable s = y√
4ct

, cela implique
√
4ctds = dy, d’où

1√
4πct

∫
R e

−y2

4ct dy = 1√
π

∫
R e
−s2ds = 2√

π

∫ +∞
0

e−s
2
ds = 1, d’après la relation (1.9)

. Revenons au théorème principale

Preuve du théorème

Vérifiant tout d’abord que la fonction u(x, t) est solution du problème de la chaleur écrite

sous la forme (1.4), en effet on a ;

∂u

∂t
=

∂

∂t

(∫
ϕ(y)G(x− y, t)dy

)
=

(∫
ϕ(y)

∂

∂t
G(x− y, t)dy

)
,

= c
∂2

∂x2

(∫
ϕ(y)G(x− y, t)dy

)
=

(∫
ϕ(y)

∂2

∂x2
G(x− y, t)dy

)
= c

∂2u

∂x2
,

donc

∂u
∂t

= c∂
2u
∂x2

=
∫
ϕ(y)( ∂

∂t
G(x−y, t)− ∂2

∂x2
G(x−y, t))dy = 0 ,et cela d’après la relation (1.6).

On démontre maintenant que la solution (1.2), existe,

si la condition initiale ϕ(x) est continue, bornée, alors

|u(x, t)| =
∣∣∣ 1√

4πct

∫
ϕ(x− y)e−y2

4ct dy
∣∣∣ = ∣∣∣ 1√

4πct

∫
ϕ(x− y)G(y, t)dy

∣∣∣ ≤ Sup|ϕ(x−y)|
∫
G(y, t)dy,

on pose M = Sup|ϕ(x− y)|x∈R, or d’après (1.7), on obtient

donc

|u(x, t)| ≤ Sup|ϕ(x− y)|
∫
R
G(y, t)dy ≤M.

donc la solution existe.
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Pour montrer que u(x, t) est une fonction C∞
(
R,R∗+

)
d’aprés(1.4), la solution dépend

du noyaux de Gauss, or ce dernier est G ∈ C∞
(
R,R∗+

)
d’après (1.7). Donc la solution u

est C∞
(
R,R∗+

)
.

Exemple 1.7 Soit la condition initiale suivante

u(x, 0) = ϕ(x) =

 1 pour x < 0,

0 pour x ≥ 0,

on a

u(x, t) =
1√
4πct

∫
ϕ(y)e

−(x−y)2

4ct dy =
1√
4πct

∫
ϕ(x− y)e

−y2

4ct dy,

la condition initiale peut s’écrire comme :

ϕ(x− y) =

 1 pour x < y,

0 pour x ≥ y,

d’où

u(x, t) =
1√
4πct

∫ ∞
x

e
−y2

4ct dy, (1.10)

on pose y√
4ct

= s, cela implique y = 2
√
cts, en remplaçant dans l’intégrale (1.5), on ob-

tient :

u(x, t) =
1√
π

∫ ∞
x

2
√
ct

e−s
2

ds.

Cela donne comme solution la fonction d’erreur que nous allons étudier tout à l’heure .
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Définition 1.8 [1]Fonction d’erreur elle est définie comme suit

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−s
2

ds, (1.11)

on a aussi la fonction d’erreur complémentaire qui est définie comme :

erfc = 1− erf(x) = 2√
π

∫ +∞

x

e−s
2

ds, (1.12)

ainsi on a

erfc(x) + erf(x) = 1,

car
2√
π

∫ x

0

e−s
2

ds+
2√
π

∫ +∞

x

e−s
2

ds =
2√
π

∫ +∞

0

e−s
2

ds = 1,

d’après (1.9).

Donc pour l’exemple qu’on a vu la solution (1.10), s’écrit comme :

u(x, t) =
1√
π

∫ ∞
x

2
√
ct

e−s
2

ds =
1

2
erfc

(
x

2
√
ct

)
.
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1.3 Problème de l’équation de la chaleur avec source

Théorème 1.9 [1] Soit f = f(x, t), et soit ϕ = ϕ(x), une fonction continue bornée ;

alors le problème de Cauchy pour l’équation de la chaleur non homogène suivant

 ∂u
∂t

= c∂
2u
∂x2

+ f(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x),
(1.13)

admet une solution classique de la forme

u(x, t) =

∫
R
ϕ(y)G(x− y, t)dy +

∫ 1

0

∫ +∞

−∞
G(x− y, t− s)f(y, s)dyds, (1.14)

avec G. le noyaux de Gauss.

Méthode de calcul de la solution

La méthode consiste à séparer le problème en deux problèmes suivants

Problème A 
∂u1
∂t

= c
∂2u1
∂x2

,

u1(x, 0) = ϕ(x),

(1.15)

Problème B 
∂u2
∂t

= c
∂2u2
∂x2

+ f(x, t),

u2(x, 0) = 0,

(1.16)

On peut vérifier que la solution (1.14) du problème (1.15), s’écrit comme

u(x, t) = u1(x, t)+ u2(x, t), on connait déjà la solution du problème A (1.15), qui s’écrit

d’après (1.4), comme :

u(x, t) =

∫
R
ϕ(y)G(x− y, t)dy.
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reste a trouver la solution du problème B,

soit le problème suivant qu’on le note B


∂v(x,t−s)

∂t
= c∂

2v(x,t−s)
∂x2

, x ∈ R, t− s > 0

v(x, t = s) = f(x, t = s),
(1.17)

la solution de ce problème est donnée par

v(x, t− s) =
∫
R
G(x− y, t− s)f(y, s)dy,

on a la proposition dite de "Duhamel" suivante ;

la fonction uB définie par

uB(x, t) =
∫ t
0
v(x, t− s)ds, (1.18)

est solution du problème B (1.16), en effet

∂uB
∂t

=
∂

∂t

∫ t

0

v(x, t− s)ds =
∫ t

0

∂

∂t
v(x, t− s)ds,

on a également

c
∂2uB
∂x2

= c
∂2

∂x2

∫ t

0

v(x, t−s)ds = c

∫ t

0

∂2

∂x2
v(x, t−s)ds = c

c

∫ t

0

∂

∂t
v(x, t−s)ds =

∫ t

0

∂

∂t
v(x, t−s)ds.
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1.3.1 Problème de l’équation de la chaleur avec source inconnue

Soit le problème suivant

 ∂u
∂t

= c ∂
2u
∂x2

+ bu(x, t), x ∈ R, t > 0 , b cst

u(x, 0) = ϕ(x),
(1.19)

En faisant le changement de variable suivant u(x; t) = ebtv(x, t), dans le problème(1.19),

on obtient :

bebtv(x, t) + ebt
∂v

∂t
+ cebt

∂2v

∂x2
+ bebtv(x, t).

En simplifiant on trouve

 ∂v
∂t

= c ∂
2v
∂x2
, x ∈ R, t > 0

v(x, 0) = ϕ(x),

On revient au problème de la chaleur, qu’on connait la solution

v(x, t) =

∫
R
ϕ(y)G(x− y, t)dy.

Ainsi la solution du problème (1.19), s’écrit comme :

u(x, t) = ebtv(x, t) = ebt
∫
R
ϕ(y)G(x− y, t)dy.
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1.3.2 Problème de l’équation de la chaleur avec flux

Il s’agit du problème suivant :


∂u(x,t)
∂t

= c∂
2u(x,t)
∂x2

+ V ∂u(x,t)
∂x

, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x),
(1.20)

Pour résoudre ce problème , on procède à la substitution suivante z = x + V t, dans le

problème (1.20), on obtient :

V
∂u(z, t)

∂z
+
∂u(z, t)

∂t
= V

∂u(z, t)

∂z
+ c

∂2u(z, t)

∂z2
.

En simplifiant, ceci nous amène au problème de la chaleur sur la variable y, qu’on connait

la solution :

u(z, t) =

∫
R
ϕ(y)G(z − y, t)dy.

donc la solution du problème (1.20), s’écrit comme :

u(x, t) =

∫
R
ϕ(y)G(x+ V t− y, t)dy.
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1.4 L’équation de transport

L’équation de transport modélise la concentration d’une substance qui s’écoule dans

un fluide à un taux constant.

.

Définition 1.10 [3] Pour les paramètre c ∈ R, l’équation de transport sur R× R+ est

 ut + cux = 0,

u(x, 0) = u0(x),
(1.21)

La solution à cette équation est calculée à l’aide d’une méthode de changement de

variable.

Théorème 1.11 [3]

1. La solution générale à (1.21), est de la forme

u(x, t) = u0(x− ct).

Preuve du théorème

En va essayer de la résoudre par la méthode de changement de variable

on pose u(x, t) = f(z)g(t), dans le problème (1.21)

telle que z = x− ct,
on trouve que

−cf ′(z)g(t) + f(z)g′(t) + cf ′(z)g(t) = 0,

⇒ f(z)g′(t) = 0,

si f(z) 6= 0,

donc

g(t) = k,

donc

g(0) = 1⇒ k = 1,

12



on a

u(x, 0) = f(x) = u0(x),

⇒ f(z) = u0(z),

donc la solution de (1.21), s’écrit comme :

u(x, t) = u0(x− ct),

Exemple 1.12 Considérons le cas suivant :

u0(x) = e−x
2

et c = 1,

La solution est alors de la forme :

u(x, t) = u0(x− t),

donc

u(x, t) = e−(x−t)
2

.

13



Chapitre 2
Etude de l’équation de convection - diffusion

non linéaire avec coefficients constants

Dans ce chapitre nous étudions l’équation de convection - diffusion non linéaire avec

coefficients constants suivant :

∂u(x, t)

∂t
+ v

∂u(x, t)

∂x
= au(x, t)− bu(x, t)2 +D

∂2u(x, t)

∂x2
. (2.1)

Nous allons étudier différentes formes de cette équation selon les valeurs des constantes

a, b, v, et D. Nous commençons par :

2.1 L’équation de convection linéaire

Pour D = 0 et b = 0, l’équation (2.1), s’écrit comme :


∂u(x,t)
∂t

+ v ∂u(x,t)
∂x

= au(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x),
(2.2)

cette équation est de convection linéaire.

Proposition : Une solution du problème (2.2), s’écrit sous la forme suivante

u(x, t) =
u0(x− vt)

e−at
.

14



Preuve :

On va essayer de la résoudre par la méthode de changement de variable

on pose

u(x, t) = f(z)g(t), dans le problème (2.2),

telle que z = x− vt et a 6= 0,

on trouve que

−vf ′(z)g(t) + f(z)g′(t) + vf ′(z)g(t)− af(z)g(t) = 0,

⇒ f(z)g′(t)− af(z)g(t) = 0,

si f(z) 6= 0,

⇒ g′(t) = ag(t),

⇒
∫ g′(t)

g(t)
=
∫
adt,

⇒ g(t) = keat,

telle que

k ∈ R,

on a

u(x, 0) = g(0)f(x) = u0(x),

d’autre part

g(0) = k ⇒ k = 1,

donc

g(t) = eat,

d’autre part

u0(x) = f(x),

⇒ f(z) = u0(z),

on a

u(x, t) = f(z)g(t),

15



donc la solution de (2.2), s’écrit comme :

u(x, t) =
u0(x− vt)

e−at
. (2.3)

2.1.1 Exemple

Considérons le cas suivant :

u0(x) = ex,

et on a aussi

u0(x− vt) = ex−vt,

la solution est alors de la forme

u(x, t) = ex+(a−v)t.

16



Figure 2.1 – La solution de l’exemple pour v = 0, a = 1
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2.2 Problème de convection - diffusion linéaire

On prend a,D et v constants, et b égale à zéro dans l’équation (2.1), on obtient :

∂u(x,t)
∂t

+ v ∂u(x,t)
∂x

= au(x, t) +D ∂2u(x,t)
∂x2

, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = ϕ(x),
(2.4)

En faisant le changement de variable suivant u(x, t) = eatψ(x, t), dans le problème (2.4),

on obtient :

aeatψ(x, t) + eat
∂ψ(x, t)

∂t
+ veat

∂ψ(x, t)

∂x
= aeatψ(x, t) +Deat

∂ψ2(x, t)

∂x2
,

En simplifiant, on trouve


∂ψ(x,t)
∂t

+ v ∂ψ(x,t)
∂x

= D ∂2ψ(x,t)
∂x2

, x ∈ R, t > 0

ψ(x, 0) = ϕ(x),
(2.5)

pour résoudre ce problème , on procède à la substitution suivante z = x − vt, dans le

problème (2.5), on obtient :

−v∂ψ(z, t)
∂z

+
∂ψ(z, t)

∂t
+ v

∂ψ(z, t)

∂z
= D

∂2ψ(z, t)

∂z2
,

En simplifiant, ceci nous amène au problème de la chaleur sur la variable y, qu’on connait

la solution :

ψ(z, t) =

∫
R
ϕ(y)G(z − y, t)dy,

donc la solution du problème (2.5), s’écrit comme

ψ(x, t) =

∫
R
ϕ(y)G(x− vt− y, t)dy.
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d’autre part

u(x, t) = eatψ(x, t),

donc la solution du problème (2.4), s’écrit comme :

u(x, t) = eatψ(x, t) = eat
∫
R
ϕ(y)G(x− vt− y, t)dy. (2.6)

2.2.1 Exemple

Soit la condition initiale suivante

u(x, 0) = ϕ(x) =

 T pour x < 0,

0 pour x ≥ 0,

T indique ici une température constante positive. on a

u(x, t) =
eat√
4πct

∫
R
ϕ(y)e

−(x−vt−y)2

4ct dy =
eat√
4πct

∫
R
ϕ(x− y)e

−(y−vt)2

4ct dy.

la condition initiale peut s’écrire comme

ϕ(x− y) =

 T pour x < y,

0 pour x ≥ y,

d’où

u(x, t) =
Teat√
4πct

∫ ∞
x

e
−(y−vt)2

4ct dy.
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on pose y−vt
2
√
ct

= s, cela implique y = 2
√
cts + vt et dy = 2

√
ctds en remplaçant dans

l’intégrale (2.6), on obtient :

u(x, t) =
Teat√
π

∫ ∞
x−vt
2
√
ct

e−s
2

ds (2.7)

on a

erfc = 1− erf(x) = 2√
π

∫ +∞

x

e−s
2

ds

Donc pour l’exemple qu’on a vu la solution (2.7), s’écrit comme :

u(x, t) =
Teat√
π

∫ ∞
x−vt
2
√

ct

e−s
2

ds =
1

2
Teaterfc

(
x− vt
2
√
ct

)
.
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2.3 L’équation de convection non linéaire

En posant D = 0, dans l’équation (2.1), ceci s’écrit comme :


∂u(x,t)
∂t

+ v ∂u(x,t)
∂x

= au(x, t)− bu(x, t)2, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x),
(2.8)

cette équation est de convection non linéaire.

Proposition : Une solution du problème (2.8), s’écrit sous forme suivante

u(x, t) =
u0(x− vt)

e−at + b
a
(1− e−at)u0(x− vt)

.

Preuve :

Pour résoudre ce problème analytiquement en faisant la transformation simple suivante

ϕ(x, t) = 1
u(x,t)

, dans l’eq.(2.8), on obtient :


∂ϕ(x,t)
∂t

+ v ∂ϕ(x,t)
∂x

+ aϕ(x, t) = b, x ∈ R, t > 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x)
(2.9)

En faisant le changement de variable suivant ϕ(x, t) = f(z)g(t) + b
a
, dans le problème

(2.9), telle que z = x− vt et a 6= 0,

on trouve que

−vf ′(z)g(t) + f(z)g′(t) + vf ′(z)g(t) + af(z)g(t) + b = b,

⇒ f(z)g′(t) + af(z)g(t) = 0,

si f(z) 6= 0,

⇒ g′(t) = −ag(t),

⇒
∫ g′(t)

g(t)
=
∫
−adt,

⇒ g(t) = ke−at,
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telle que

k ∈ R

on a

ϕ(x, 0) = g(0)f(x) +
b

a
= ϕ0(x),

d’autre part

g(0) = k, ⇒ k = 1,

donc

g(t) = e−at,

d’autre part

ϕ0(x) = f(x) +
b

a
,

⇒ f(z) = ϕ0(z)−
b

a
,

on a

ϕ(x, t) = f(z)g(t) +
b

a
= e−at[ϕ0(x− vt)−

b

a
] +

b

a
,

alors

ϕ(x, t) = ϕ0(x− vt)e−at +
b

a
(1− e−at),

on a

ϕ(x, t) =
1

u(x, t)
,

alors
1

u(x, t)
=
e−at + b

a
(1− e−at)u0(x− vt)
u0(x− vt)

,

donc la solution de (2.8), s’écrit comme :

u(x, t) =
u0(x− vt)

e−at + b
a
(1− e−at)u0(x− vt)

. (2.10)
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2.3.1 Exemple

Considérons le cas suivant :

u0(x) = x,

et on a aussi

u0(x− vt) = x− vt,

La solution est alors de la forme :

u(x, t) =
1

(e−at/(x− vt)) + b
a
(1− e−at)

.

Observation

si on pose b = 0,

on trouve la solution de l’eq.(2.3).
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Figure 2.2 – La solution de l’exemple pour t = 1, v = 1, a = 2 et b = 1
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Chapitre 3
Etude de l’équation de convection non

linéaire avec coefficients variables

Dans ce chapitre nous étudions l’équation de convection non linéaire avec coefficients

variables suivant :

∂u(x, t)

∂t
+ v(t)

∂u(x, t)

∂x
= a(x, t)u(x, t)− b(x, t)u(x, t)2 +D

∂2u(x, t)

∂x2
. (3.1)

Cette équation est liée ou phénomène de propagations des épidémies, où u(x, t) représente

la densité de population (par exemple, d’une équation générale colonie de bactéries) à la

position x au temps t,avec un taux a(x, t) est limité par un coefficient de compétition

annihilation mutuelle b(x, t) et elle est soumis à la convection à vitesse v(t),qui se déplace

de manière diffuse avec le coefficient D.

On considère le cas où D peut être négligé.
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Nous allons étudier différentes formes de cette équation selon les valeurs des variables

a, b, et v. Nous commençons par :

3.1 L’équation de convection linéaire

Pour b(x, t) = 0, l’équation (3.1), s’écrit comme :


∂u(x,t)
∂t

+ v(t) ∂u(x,t)
∂x

= a(t)u(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x),
(3.2)

cette équation est de convection linéaire.

Proposition : Une solution de problème (3.2), s’écrit sous forme

u(x, t) = u0(x−
∫ t

0

v(s)ds)e
∫ t
0 a(s)ds.

Preuve :

En faisant le changement de variable suivant

ψ(x, t) = u(x+ V (t), t),

donc ψ(x− V (t), t) = u(x, t),

On pose V (t) =
∫ t
0
v(s)ds, et V ′(t) = v(t),

D’où

∂ψ

∂t
(x, t) =

∂u

∂t
(x+ V (t), t) + v(t)

∂u

∂x
(x+ V (t), t).

on pose h(t) = ψ(x, t),

D’où h est solution de l’équation différentielle linéaire (3.2),

h′(t)− a(t)h(t) = 0,

⇒ h′(t) = a(t)h(t),

⇒
∫ h′(t)

h(t)
=
∫ t
0
a(s)ds,
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La solution homogène

h(t) = k(x)e
∫ t
0 a(s)ds,

on a

ψ(x, t) = k(x)e
∫ t
0 a(s)ds,

donc

ψ(x, 0) = k(x) ⇒ k(x) = u0(x),

on a

ψ(x− V (t)) = u0(x− V (t))e
∫ t
0 a(s)ds,

on a

u(x, t) = ψ(x− V (t)),

la solution de (3.2), s’écrit comme :

u(x, t) = u0(x−
∫ t

0

v(s)ds)e
∫ t
0 a(s)ds. (3.3)
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3.1.1 Exemple

Pour v(t) = αcos(wt) et a(t) = 1
t+1

telle que α et w sont constants dans l’éq (3.2), on

obtient :

∂u(x,t)
∂t

+ αcos(wt) ∂u(x,t)
∂x

= 1
t+1
u(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x),
(3.4)

D’après (3.3), on obtient :

u(x, t) = u0(x−
∫ t

0

α cos(ws)ds)e
∫ t
0

1
(s+1)

ds,

D’où ∫ t

0

α cos(ws)ds = [(α/w) sin(ws)]t0 = [(α/w) sin(wt)],

et

e
∫ t
0

1
(s+1)

ds = e[ln(s+1)]t0 = t+ 1,

donc la solution de (3.4), s’écrit comme :

u(x, t) = u0 (x− (α/w) sin(wt)) (t+ 1).

on pose

u0 (x− (α/w) sin(wt)) = (x− (α/w) sin(wt)) .

Donc

u(x, t) = (x− (α/w) sin(wt)) (t+ 1).
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Figure 3.1 – La solution de l’exemple pour α = 1 et w = 1
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3.2 L’équation de convection non linéaire


∂u(x,t)
∂t

+ v(t) ∂u(x,t)
∂x

= a(t)u(x, t)− b(x, t)u(x, t)2, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x),
(3.5)

cette équation est de convection non linéaire.

Proposition : Une solution de problème (3.5), s’écrit sous forme :

u(x, t) =
1(

e−
∫ t
0 a(s)ds/u0(x−

∫ t
0
v(s)ds)

)
+
∫ t
0
b
(
x−

∫ t
t′
v(s)ds

)
e−

∫ t
t′ a(s)dsdt′

.

Preuve :

Pour résoudre ce problème analytiquement en faisant la transformation simple suivante

ϕ(x, t) = 1
u(x,t)

, dans l’eq.(3.5), on obtient :

∂ϕ(x,t)
∂t

+ v(t) ∂ϕ(x,t)
∂x

+ a(t)ϕ(x, t) = b(x, t), x ∈ R, t > 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x),
(3.6)

En faisant le changement de variable suivant

ψ(x, t) = ϕ(x+ V (t), t),

donc ψ(x− V (t), t) = ϕ(x, t),

On pose V (t) =
∫ t
0
v(s)ds, et V ′(t) = v(t),

D’où

∂ψ

∂t
(x, t) =

∂ϕ

∂t
(x+ V (t), t) + v(t)

∂ϕ

∂x
(x+ V (t), t),

on pose h(t) = ψ(x, t),
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D’où h est solution de l’équation différentielle linéaire (3.6),

h′(t) + a(t)h(t) = 0,

⇒ h′(t) = −a(t)h(t),

⇒
∫ h′(t)

h(t)
=
∫ t
0
−a(s)ds,

La solution homogène

h(t) = k(x)e
∫ t
0 −a(s)ds,

La solution particulière

hp(t) = k(t)e−
∫ t
0 a(s)ds,

on a

h′p(t) = k′(t)e−
∫ t
0 a(s)ds − k(t)a(t)e−

∫ t
0 a(s)ds,

dans le problème (3.6), on obtient :

k′(t)e−
∫ t
0 a(s)ds − k(t)a(t)e−

∫ t
0 a(s)ds + k(t)a(t)e−

∫ t
0 a(s)ds = b(x+ V (t), t),

⇒ k′(t) = b(x+ V (t), t)e
∫ t
0 a(s)ds,

⇒ k(t) =
∫ t
0

[
b(x+ V (t′), t′)e

∫ t′
0 a(s)ds

]
dt′,

donc

hp(t) =
∫ t
0

[
b(x+ V (t′), t′)e

∫ t′
0 a(s)ds

]
dt′e−

∫ t
0 a(s)ds,

⇒ hp(t) =
∫ t
0

[
b(x+ V (t′), t′)e−

∫ t
t′ a(s)ds

]
dt′,

on prend

h(t) = hh(t) + hp(t),

⇒ h(t) = k(x)e−
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t
0

[
b(x+ V (t′), t′)e−

∫ t
t′ a(s)ds

]
dt′,

⇒ ψ(x, t) = k(x)e−
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t
0

[
b(x+ V (t′), t′)e−

∫ t
t′ a(s)ds

]
dt,′

ψ(x, 0) = k(x) ⇒ k(x) = ϕ0(x),

d’autre part

ϕ(x, t) = ψ(x− V (t), t),
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donc

ψ(x− V (t), t) = ϕ0(x− V (t))e−
∫ t
0 a(s)ds +

∫ t

0

[
b(x− V (t) + V (t′), t′)e−

∫ t
t′ a(s)ds

]
dt′,

et on a aussi

V (t′)− V (t) =

∫ t′

0

v(s)ds−
∫ t

0

v(s)ds = −
∫ t

t′
v(s)ds,

donc la solution de (3.6), s’écrit comme :

ϕ(x, t) = ϕ0

(
x−

∫ t

0

v(s)ds

)
e−

∫ t
0 a(s)ds +

∫ t

0

b

(
x−

∫ t

t′
v(s)ds

)
e−

∫ t
t′ a(s)dsdt′,

on a

u(x, t) =
1

ϕ(x, t)
,

donc la solution de (3.5), s’écrit comme :

u(x, t) =
1(

e−
∫ t
0 a(s)ds/u0(x−

∫ t
0
v(s)ds)

)
+
∫ t
0
b
(
x−

∫ t
t′
v(s)ds

)
e−

∫ t
t′ a(s)dsdt′

. (3.7)
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3.2.1 Vitesse moyenne dépendant du temps

Soit la vitesse moyenne oscillatoire et et donnée par v(t) = vcos(wt) telle que v et w

sont constants.

On prend a et b comme indépendants du temps et de l’espace, ceci s’écrit comme :


∂u(x,t)
∂t

+ vcos(wt) ∂u(x,t)
∂x

= au(x, t)− bu(x, t)2, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = u0(x),
(3.8)

Proposition : Une solution du problème (3.8), s’écrit sous forme suivante

u(x, t) =
1

(e−at/u0[x− (v/w)sinwt]) + b
a
(1− e−at)

.

Preuve :

Pour résoudre ce problème analytiquement en faisant la transformation simple suivante

ϕ(x, t) = 1
u(x,t)

, dans l’eq.(3.8), on obtient :


∂ϕ(x,t)
∂t

+ vcos(wt) ∂ϕ(x,t)
∂x

+ aϕ(x, t) = b, x ∈ R, t > 0

ϕ(x, 0) = ϕ0(x)
(3.9)

En faisant le changement de variable suivant ϕ(x, t) = f(z)g(t) + b
a
, dans le problème

(3.9), telle que z = x− (v/w)sin(wt) et a 6= 0, w 6= 0,

on trouve que

−vcos(wt)f ′(z)g(t) + f(z)g′(t) + vcos(wt)f ′(z)g(t) + af(z)g(t) + b = b,

⇒ f(z)g′(t) + af(z)g(t) = 0,
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si f(z) 6= 0,

⇒ g′(t) = −ag(t),

⇒
∫ g′(t)

g(t)
=
∫
−adt,

⇒ g(t) = ke−at,

telle que

k ∈ R

on a

ϕ(x, 0) = g(0)f(x) +
b

a
= ϕ0(x),

d’autre part

g(0) = k, ⇒ k = 1,

donc

g(t) = e−at,

d’autre part

ϕ0(x) = f(x) +
b

a
,

⇒ f(z) = ϕ0(z)−
b

a
,

on a

ϕ(x, t) = f(z)g(t) +
b

a
= e−at[ϕ0(x− (v/w)sin(wt))− b

a
] +

b

a
,

alors

ϕ(x, t) = ϕ0(x− (v/w)sin(wt))e−at +
b

a
(1− e−at),
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on a

ϕ(x, t) =
1

u(x, t)
,

alors

1

u(x, t)
=
e−at + b

a
(1− e−at)u0(x− (v/w)sin(wt))

u0(x− (v/w)sin(wt))
,

donc la solution de (3.8), s’écrit comme :

u(x, t) =
1

(e−at/u0[x− (v/w)sinwt]) + b
a
(1− e−at)

. (3.10)

Exemple 3.1 Considérons le cas suivant :

u0[x− (v/w)sinwt]) = x− (v/w)sinwt

La solution est alors de la forme :

u(x, t) =
1

(e−at/(x− (v/w)sinwt)) + b
a
(1− e−at)

.
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Figure 3.2 – La solution de l’exemple pour v = w = 1, a = b = 1
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous avons étudier deux types d’équations aux dérivées partielles de

type diffusion-convection , la première c’est l’équation de convection-diffusion non linéaire

avec coefficients constants et la deuxième c’est l’équation de convection non linéaire avec

coefficients variables.

Ces équation sont liées des applications intéressantes eu biologie, et eu particules eu

propagation des épidémies.

Nous avons calculer des solutions exactes pour les deux équations avec des exemples

donnés explicitement.

Nous avons également représenter ces solutions par des graphes.
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  ملخص:

في البحث عن حلول تحليلية ونموذج للمعادلات التفاضلية الجزئية  المذكرةيتمثل العمل المقترح في هذه 

 غير الخطي. الحراري لنوع الحمل

جة الإشارات من وجهة نظر تسُتخدم هذه المعادلة على وجه الخصوص في ديناميكيات السكان وفي معال

 ة.يتطبيق

الحمل  -الحرارة معادلة  –النقل  معادلة-خطية غير اللكلمات المفتاحية: الرياضيات ا

  الحل الدقيق. -الحراري 

Résumé: 

       Le travail proposé dans ce mémoire consiste à chercher des 

solutions analytiques et pour un modèle d’équations aux dérivées 

partielles de type convection non linéaire . 

Cette équation est utilisée notamment en dynamique des population 

et en traitement du signal de point de vue application. 

Mots clés : Mathématique non linéaire -Transport –Equation de la 

Chaleur - Convection – Solution exacte. 

 

Abstract: 

The work proposed in this thesis consists in seeking analytical 

solutions for a model of 

partial differential equations of the nonlinear convection type. 

This equation is used in particular in population dynamics and in 

signal processing from an application point of view. 

Keywords :Nonlinear mathematics - Transport - Heat Equation- 

Convection - Exact solution. 
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