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Abstract

In this work, we applied the polynomial method of Legendre Galerkin type on certain
class of integro-differential equations of Volterra type, and Fredholm in order to find ap-
proximate solutions and to compare it with exact solutions.

Keywords :

Integro-differential equations, Legendre polynomials, Galerkin Method.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons appliqué la méthode polynomiale de type Legendre Ga-
lerkin sur certaine classe des équations intégro-differentielle de type Volterra, et Fredholm
afin de trouver des solutions approchées et de le comparer avec des solutions exactes.

Mots clés :

Equations intégro-differentielles, polynome de Legendre, Méthode de Galerkin.
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Notations

Notations
Cla,b] espace des fonctions continues sur [a, b]
f terme libre dans ’équation intégrale
A opérateur linéaire
1 opérateur identique
N(A) mnoyau de 'opérateur
R(A) image de 'opérateur
A, suite d’opérateurs continus de rangs finis

EID

espace de Hilbert

opérateur de projection

signe intégral

la dérivée n-iéme

le produit scalaire

norme

Méthode de perturbation d’homotopie
polynome de Legendre

noyau de ’équation intégrale

la fonction inconnue dans 1’équation intégrale

solution approchée
parameétre numérique

equation intégro-differrentielle



Introduction

Introduction

Une équation intégro- différentielle est une équation fonctionnelle dans laquelle la fonc-
tion inconnue parait sous le signe d’intégrale,ainsi que ses dérivées.

Les méthodes Nouvelles sont toujours nécessaires pour résoudre les équations intégrales
parce qu’aucune méthode unique ne fonctionne bien pour tous ces équations, il y a eu un
intérét considérable dans la résolution d’équations différentielles et intégrales & 'aide de
techniques qui impliquent des méthode de polynémes de Legendre Galerkin.

Ot nous trouvons un grand nombre de questions dans le domaine de 'ingénierie et les
sciences physiques et sociales sont formulées mathématiquement sous la forme d’équations
intégro-différentielles.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres :

Le premier chapitre aborde des notion sur les équations intégrales, définition et
classification des équations intégro-différentielles.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude de quelques méthodes analytiques, et nu-
mériques importantes pour résoudre les équations intégro-différentielles, avec des exemples.

Le troisiéme chapitre contient, 1'utilisation des Polynémes de Legendre avec la mé-
thode de Galerkin pour la solutions des équations intégro-différentielles de Volterra, et Fred-

holm.



Chapitre 1

Introduction et notions fondamentales

Dans ce chapitre, on donne la base sur la théorie des équations intégrales, étudiée sur
I’espace des fonctions continues sur un intervalle fermé. Ainsi on donne quelques définition

sur les base de ’analyse numérique.

1.1 Notions sur les espaces fonctionnelles

Définition 1.1 (espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps k = R ou C.On dit quune application notée ||.||
de F dans R est une norme sur E si et seulement si pour tout (z,y) € E et A € k les
conditions suivates sont satisfaites

(i) ||lz]| = 0 implique que z = 0.

(if) [[Az]l = AL

(i) [ + | < [l=] + llyl

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.
Définition 1.2 (Suite de Cauchy)

Soit (£, ||.]|) un espace normé.On dit que La suite (u,,) est de Cauchy si et seulement si

Ve >0, 3 N, Ym,n > N, ona d(uny,u,) <

Toute suite convergente est évidemment de Couchy.La réciproque est fausse en général



1.1.  Notions sur les espaces fonctionnelles

Lemme 1.3 Soit u,, une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.||) contient une sous

suite uyy convergente vers u alors la suite u,, est aussi convergente vers le meme élément u.
Définition 1.4 (Espace métrique complet)

Un espace vectoriel normé (F| ||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy u,, d’éléments

de E est une suite convergente dans E.Un tel espace est aussi appelé espace de Banach
Proposition 1.5 Tout espace vectoriel normé (E, ||.||) de dimension finie est complet
Définition 1.6 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach (E, ||.||) tout espace vectoriel normé et complet pour la

distance déduite de sa norme ||.|| .
Définition 1.7 (Produit scalaire)

Soit H un espace vectoriel sur k = R ou C.Un produit scalaire sur H est une application
de H x H — k,notée (., .) telle que :

pour tout x,y; 2z dans H et «, f dans R

(i) {0z + By, 2) = o (2, ) + B (y, 2)

(i) (2, 5) = (v, 2)

Définition 1.8 (Espace de Hilbert)

Un espace vectoriel normé (H, ||.||) sur C ( ou R ) est de Hilbert si sa norme provient

d’un produit scalaire et s’il est complet
Définition 1.9 (Espace L*([a,b]))

On dit qu'une fonction f est de carrée intégrable sur [a, b] si l'intégrale

/be(x)dx < 00

L’ensemble de toutes les fonctions de carré intégrable sur [a, b] sera noté L?([a, b))



1.2. Notions sur les opérateurs

Définition 1.10 (Espace C'([a,b]))

les éléments de cet espace sont touts les fonctions définies sur [a, b] et qui ont des dérivées
continues jusqu’a 'ordre /.

La norme d’une élément f(z) € C*([a,b]) est définit par

4

IFll = > max | f*(x)|
=

a<z<b
=0

1.2 Notions sur les opérateurs

Opérateurs linéaires bornés

Continuité des opérateurs linéaires :

Définition 1.11 Soient E et F deux espaces normés ,un opérateur A défini sur un sous
ensemble G E dans F' est dit continu au point xo de G si on a ,la propriété suivante pour

toute suite x,, de G converge vers xy , la suite A (x,) converge vers A (xg) :

fim A () = 4 (tim ) = 4 (w0

Linéarité des opérateurs :

Définition 1.12 Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur A défini sur £ dans F

est dit linéaire s’il vérifie les conditions suivantes :
1. Condition additive
Vo, 0, € B, ona A(p; + @) = Alpr) + Alp,)
2. Condition homogéne
Voe E, Aek=(RouC), onaA(Ap) =Ny

Opérateurs bornés :



1.2. Notions sur les opérateurs

Définition 1.13 Un opérateur linéaire A défini sur E dans F' est dit borné s’il existe une
constante

positive C' > 0 ; telle que
[A@)p <Clallp , VzekE.

Proposition 1.14 La normel||A||= sup ||A (z)|| sur la boule unité est toujours finie pour

tout opérateur linéaire continu.
Théoréme 1.15 Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement s’il est borné.
Norme d’un opérateur

Définition 1.16 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés .On définit une norme sur

I’espace vectoriel de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans F par

Au
JAl = sup [|Au] = sup 12
lu|=1 lufzo [l

On note par L (E, F) Uespace des opérateurs linéaires bornés de E dans F. Si E = F il

est noté simplement par L (F).

Noyau et image d’un opérateur linéaire :

le noyau et 'image d’un opérateur linéaire sont deux espaces vectoriels importants.

Définition 1.17 Soit A : E — F un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels E, F

le noyau de A ,noté par N (A) est le sous espace vectoriel de E, défni par
NA)={ueklkE / Au =0}
limage de A notée par R (A) est le sous espace vectoriel de F' défini par
R(A)={AueF / ueckE}

Equations intégrales linéaire et leurs classification



1.3. Classification des équations intégrales

Nous savons 1’équation intégrales dans ce formulaire :

B(z)
uw(z) = f(x) + )\/k;(x,t)u(t)dt (1.1)

a(z)
ou K (z,t) est appelée le noyau de ’équation intégrale (1.1), a(z) et B(x) c’est a sont les
limites de 'intégration. On peut facilement observer que la fonction inconnue u(x) apparait
sous le signe de l'intégrale. Il est & noter ici que le noyau K(x,t) et la fonction f(z) dans
I'équation (1.1) sont des fonctions donné, et A est une constante parameétre. L’objectif
principal de ce texte est de déterminer la fonction inconnue u(z) qui va satisfaire I’équation
(1.1) en utilisant un certain nombre de techniques de solutions. Nous doit consacrer des
effort considérables dans ’exploration de ces méthodes pour trouver des solutions de la

fonction inconnue.

1.3 Classification des équations intégrales

L’étude des équations intégrales est divisé en deux secteurs, par rapport aux équations
linéaires. Dans cette section, nous donnons les équations intégrales linéaires les plus
célebres

qui sont les équations intégrales de Volterra et de Fredholm.

Equation intégrale linéaire de Fredholm

Définition 1.18 (Equation intégrale linéaire de Fredholm) L’équation intégrale linéaire de

Fredholm est une équation s’écrit sous la forme :

Définition 1.19 de Fredholm est une équation s’écrit sous la forme :

h(x)u(z)=f(z)+ )\/ K (z,t)u(z)dt (1.2)

ot h(z), f(x), K(x;t) sont des fonctions connues la fonction u(x) qui figure a l'inté-
rieur et a extérieur du signe intégral est [inconnu a déterminer, x est une variable réelle

appartient & Uintervalle [a,b], et est A un paramétere non nul, réel ou complexe.



1.3. Classification des équations intégrales

1. Le type de I’équation intégrale est déterminé par la fonction h(x) ot on a :

(a) Si h(z) =0, alors I’équation (1.2) devient :

f(x)+ /\/ K (z,t)u(x)dt (1.3)

Cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére
espéce.

(b) Si h(x) = a (constante réelle non nulle), alors I’équation (1.2) devient :

b
au(z) = f(x) + )\/ K (z,t)u(z)dt (1.4)

et cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm seconde
espéce.
(c¢) Si h(z) # a , alors I'équation (1.2) est appelée équation intégrale linéaire de

Fredholm de troisiéme espéce.

(a) Si f(z) # a, équation (1.2) est dite équation intégrale linéaire de Fredholm non

homogéne.

(b) Si f(x) =0, alors ’équation (1.2) devient :

h(@)u (z) = )\/ K (2,1) u (x) dt (1.5)

et cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Fredholm homogéne.

Equation intégrale linéaire de Volterra

L’équation intégrale linéaire de Volterra est une équation intégrale linéaire de Fredholm
sauf

que la borne d’intégration supérieure est variable x, c-a-d., b =z et on a :

h(z) u (z) :f(x)+/\/mK(x,t)u(x)dt (1.6)

1. Si h(z) = 0, alors I’équation (1.6) devient :
f(x)—i—)\/ K (z,t)u(z)dt =0 (1.7)

Cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce.



1.4. Equations intégro-différentielles linéaire et leurs classification

2. Si h(x) = a, alors I’équation (1.6) devient :
au () = f(z) + )\/ K (z,t)u(z)dt (1.8)

et cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce.

3. Si h(x) # 0, alors ’équation (1.6) est appelée équation intégrale linéaire de Volterra

de troisiéme
4. Si f(z) # 0, 'équation (1.6) est dite équation intégrale linéaire de Volterra non ho-
mogeéne.

Si f(z) =0, alors ’équation (1.6) devien :
h(x)u(z)=A /x K (z,t)u(z)dt (1.9)

et cette équation est appelée équation intégrale linéaire de Volterra homogeéne

1.4 Equations intégro-différentielles linéaire et leurs
classification

Une équation intégro-différentielle (E.I.D) est une équation composée de deux opérations
intégrales et différentielles dont la fonction inconnue est u. La forme linéaire d’une équation

intégro-différentielle (E.I.D) d’ordre n est

S

u™(2) + ayu™V(x)..anu(z) + Z/ b (2, )™ (1) dt = f(z) (1.10)

m=0"F
ol ay, as..., a, sont des constantes, f(x), k,(x), (m = 0,1,...;s) des fonctions données,
u(z) la fonction cherchée.

La fonction u(x) est assujettie a des condition initiales de la forme

’ ’ (n—1)

u(0) = ug, u (0) = ug, ..u™D(0) = u,

10



1.4. Equations intégro-différentielles linéaire et leurs classification

Equations intégro-différentielles de Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Fredholm apparait dans la forme :

b
u™(z) = f(z) + /\/ k(x, t)u(t)dt
ott u™ indique la dérivée n-iéme de u(x). Autres dérivés de 'ordre de moins peuvent

apparaitre avec u™ sur le coté gauche.

Equations intégro-différentielles de Volterra

L’équation intégro-différentielle de Volterra apparait dans la forme

u™(z) = f(z) + )\/JC k(x, t)u(t)dt

ot u™ indique la dérivée de u(x). Autres dérivés de 1’ordre de moins peuvent apparaitre

avec 1™ sur le coté gauche.

11



Chapitre 2

Existence et unicité de la solution des

équation intégro-différentielle

Dans ce chapitre, nous présenterons quelques méthodes analytiques et numériques pour
résoudre équations intégro-différentielles de la deuxiéme espéce, mais nous commencgons par

énoncer quelques théorémes sur I'existence, 'unicité de solutions.

2.1 Existence et unicité de la solution E.I.D

Définition 2.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On appelle point
fize de [ tout point v € E
tel que
flz) ==
Rappelons que le principe de contraction de Banach, qui garantit ’existence d’un point fize
unique d’une contraction d’un espace métrique complet a valeurs dans lui-méme, est certai-

nement le plus connu des théorémes de point fize.

Théoréme 2.2 Ce théoréeme donne l’existence et ['unicité d’un point fixe pour une contrac-

tion sur un espace métrique complet.

12



2.1. Existence et unicité de la solution E.I.D

Théoréme 2.3 (Picard) Soient (E,d) un espace métrique complet et, p € E — E une
application contractante, i.e Lipschitzienne par rapport k < 1. Alors, ¢ admet un unique
point fire a € E. De plus, pour

tout point initial vo € E, la suite itérée (z,)pen,avec Tg € E quelconque et x,41 = ¢(z,)

CONveErge vers a.

Théoréme 2.4 Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach X, tel que T" est

contractant sur X, pour un entier positif n, alors T" a un point fixe unique.

Lemme 2.5 Soit l'opérateur T' tel que T : C([a,b]) — C([a,b]), u et v € C([a,b]), et

L € R, est le constant de Lipschitz de la fonction K au troisiéme variable,

K :la,b] X [a,b] x R — R

Alors

LP(b— a)*

I77(w) = T*()lloe < ——

lu = vl
et l’équation intégro-différentielle de Fredholm
u'(x) = f(x) + [ k(a,t,u(t)dt ,x € [a,b]
u(a)=a , a€R

admet une seule solution point fize.

Théoréme 2.6 Supposons que f € C[J x R" R"], K € C[J x J x R",R"| tel que

/t k(r,s,u(s))dr < N

to

pour

to<s<t<ty+a

avec

ue€ Hy={p € ClJ xR"|:p(ty) =ug et |p(t) — up| < b}

pour certain 0 < a < a Alors l’équation intégro-différentielle de Volterra

13



2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

u' () = f(t,x(t) + [Lk(t,s,u(t))dt
U(to) = Ug

admet une solution unique.

2.2 Méthodes de résolution des E.I.D

2.2.1 Meéthodes analytiques

Définition 2.7 Le noyau K(x,t) d’une équation intégro-différentielle de Fredholm est dite
degénérée s’il est la somme d’un nombre finie de produit des fonctions de variable x seul par

des fonctions de variable t seul i.e il est de la forme :
(zt) =Y gi(x)h(t)
i=0

Les fonctions g;(x) et hy(t) (i = 1,2,...,n) seront supposées continues dans le carré

fondamental a < z, t < b et linéairement indépendantes

Remarque 2.8 Le noyau non degénéré peut réduice a noyau degénérée par développement

de Taylor.

La méthode de transformation de Laplace

La méthode de transformation de Laplace a été utilisé avant pour résoudre Volterra
inté-grante équations du premier et du deuxiéme type. Les détails et propriétés Procédé de
la transformée de Laplace est présent dans différentielle ordinaire équations textes. Dans la
transformation de Laplace théoréme de convolution, il a été dit que, si le noyau K(z,t) de

I’équation intégrale.

T

W (2) = f(z) + / k(x, t)u(t)dt (2.3)

0

la différence x—t, il est alors appelé un noyau de différence. L’équation intégro-différentielle

peut donc étre exprimée comme

14



2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

T

W (2) = fz) + / k(x — tyu(t)dt (2.4)

Considérons deux fonctions fi(x) et fo(z) qui possédent les conditions nécessaires de
I'existence de transformée de Laplace pour chacun. Que les transformées de Laplace pour

les fonctions fi(x) et fo(x) est donnée par

L(fi(z)) = Fi(s) L(f2(x)) = Fa(s) (2.5)

Le produit de convolution de Laplace ces deux fonctions est définie par
(fi* f2)(z /f1 x — 1) fo(t) (2.6)

Rappelons que
(fr* f2)(@) = (fax f)(2) (2.7)
On peut montrer facilement que la transformée de Laplace de la produit de convolution

(f1 = f2)(z) est donnée par

L((fy * f2) (o / fi(x — D) folt)dt) = Fy(s)Fa(s) (2.8)

Pour résoudre les équations intégro-différentielles de Volterra en utilisant la méthode de
transformée de Laplace, il est essentiel d'utiliser les transformations de Laplace des dérivés

de u(x). Nous pouvons facilement montrer que

Cela donne tout simplement

L(u'(z)) = sL(u(x))—u(0) (2.10)

L(u"(z)) = s*L(u(x)) — su(0) — u'(0)

15



2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

et ainsi de suite pour les dérivées d’ordre supérieur. Nous appliquons d’abord la trans-
formée de Laplace a deux cotés de (2.4), utilisent la transformée de Laplace bon pour le
dérivé de u(x), puis résoudre pour U(s). Nous utilisons ensuite la transformée inverse de

Laplace des deux cotés de I’équation résultante pour obtenir la solution u(z) de I’ équation.

Exemple 2.9 Soit [’équation intégro-différentielle de Volterra

x

i (z) = 1+/u(t)dt (2.11)
u(0) = 1 O

On pose le noyau K(x —t) = 1 . Prenant la transformée de Laplace de part et d’autre
de (2.11) donne
L(u'(z)) = L(1) + Lu(1 % u(x))

donc

1 1

sU(s) —u(o) = =+ =U(s)

s s
obtenu a laide de (2.10). En utilisant la condition initiale donnée et en résolvant U(s) nous
trouvons

1

U(s) = 2.12
() = (2.12)

En prenant la transformée de Laplace inverse des deux cotés de (2.12), solution l'exacte est

donnée par

u(z) = exp(z)

La méthode de décomposition Adomian

On peut supposer un second ordre de Fredholm équation intégro-différentielle donnée

par

b

u (x) = f(z) + /k(a:,t)u(t)dt, u(0) = ag, u

a

!

(0) = ay (2.13)

Intégration des deux cotés de (2.13) de 0 & = deux fois donne

16



2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

b

u(z) = ag + a1 + L7 (f(z)) + L_l(/k:(x, t)u(t)dt) (2.14)

a

Lorsque les conditions initiales u(0) = ao et u'(0) = a;. Sont utilisés, et L~ double
opérateur intégral. La méthode de décomposition de Adomian admet 'utilisation de la série

de décomposition

= un(2) (2.15)

dans les deux cotés de (2.14) pour obtenir

iun(a:) =ap+az+ L (f(z) + L1 /k x,t) Zun t)dt) (2.16)

ou de fagon équivalente

up(x) +up(z) +... = ap+axr+ L1 //{::z:tuo t)dt) + L7" /l{;xtul
0 0

x

+L_1(/k(m,t)u2(t)dt) +... (2.17)

0

Par conséquent, pour déterminer les composants ug(x), u1(x), us(z), de la solution u(x),
nous avons mis la relation de

récurrence

up(z) = ao+G19€+L71(f( )

Uy () = / z,t) Zuk k>0 (2.18)

a
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2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

ou le zéro élément ug(x) est défini par tous les termes non inclus a Uintérieur le signe
intégral de (2.17) . Apres avoir déterminé les composants, u;(x),7 > 0 la solution u(z) de
(2.17) est ensuite obtenu sous forme de série En utilisant (2.15), la série obtenue converge

vers la solution exacte si une telle solution existe.

Exemple 2.10 Utilisez la méthode de décomposition de Adomian pour résoudre I’équation

integro-differential de Fredholm

u' (z) = 3622 + /1 u(z)dt, u(0) =1 (2.19)

Solution 2.11 Rappelons que l'intégrale sur le coté droit est équivalente a une constante
parce que Cela dépend uniquement de la variable t avec limites constantes d’intégration pour

t. Intégration des deux cotés de l'équation (2.19) de 0 a x donne

u(z) — up(z) = 122° + :17(/0 u(z)dt) (2.20)

ce qui donne a l’utilisation de la condition initiale

u(z) =1+ 122° + l‘(/l u(z)dt) (2.21)

Son remplacement par [’hypothése de la série

u(@) =Y up(z) (2.22)
n=0
dans les deux cotés de la donne (2.21)

> un(w) =1+ 122° + a( / lun(t)dt) (2.23)

n=0

Les composants u;(x), j > 0 de u(x) peut étre déterminé en utilisant la récurrence

Relation

uo(z) = 14+ 122°, upyqi(2) = :c(/ol U1 (x)dt), k>0 (2.24)

Cela donne a son tour
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2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

up(z) = 1+122%, uy(z) = x/k(x,t)uo(t)dt =4z (2.25)

0

ug(z) = x/k(x,t)ul(t)dt =2z, uz(x)= x/k(x,t)uQ(t)dt =z

La solution sous forme de série est donnée par

11
u(z) = 1+12x3+4(1—|—§+1+...) (2.26)

qut donne la solution exacte
u(z) = 1+ 8x + 122° (2.27)
2.2.2 Méthodes numériques

Il existe de nombreuses méthodes numériques pour résoudre les intégro-différentielles du
deuxiéme type. Ceux-ci inclus :

Rappel Integration Numérique

Le but de ce rappel est donner des méthodes permettant de calculer la valeur approchée

d’intégrale

/a " Foye

Sur le plan pratique, pour obtenir une approximation lorsque les primitives de f ne sont
pas calculabes. Sur le plan théorique, de connaitre des méthodes permettant d’obtenir des
encadrements d’amplitude aussi petite que souhaitée. Lorsque la fonction f est de classe

C™ sur l'intervalle réel I = [a, b], on note : M; = max |f(i) x € [a,b],i=0,1,2,3,...n, on

subdivise I'intervalle [a, b] en n intervalles n € N* de méme longueur h = (b —a)/n que 'on

appelle le pas de la subdivision. Et pour tout ¢ = 0,1,2,3,...n, on note x; = a + ih.
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2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

La méthode de Simpson

Principe des méthodes On remplace f , sur chaque segement [z;, ;.| de la subdivision,
par la fonction polynomiale de degré inférieur ou égale a 2 qui prend les mémes valeurs que
f aux extré-mités et au milieu o; de ce segment. Cette méthode consiste a remplacer f sur
le segment.

[x;, x;11] par son polyndme d’interpolation P; de Lagrange de dégre 2 ayant les mémes

valeurs que f aux bornes de 'intervalle et en son milieu

La méthode des fonctions de Haar rationalisées

Définition 2.12 Pourn € N, et 0 < k < 2", les fonctions de Haar est définie comme

U, ,(t) =0(2" —k+1)
Une autre fagon
28 si te [27, 2]
Uk(t) =9 —23 si t€ |2l 2]
0si té¢|0,1]

pourn>0etk=1,2,...2"

De maniére analogue, définir la famille de l’extension des fonctions.

Les fonctions de Haar rationalisées

Définition 2.13 Les fonctions de Haar rationalisées sont composées seulement de trois

valeurs +1, —1 et 0 et peuvent étre définie sur lintervalle [0,1) comme

1si t € [L7, 2]
Uon(t) =4 —1si te 2T, L]

0si t¢ [ L]
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2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

Méthode de perturbation d’homotopie(HPM)

La méthode de perturbation homotopique a été introduite et développée par Jihvan He
[8]. La méthode de perturbation homotopique couple une homotopie technique de topologie
et technique de perturbation.

Considérer 1’équation integro-différentielle de Fredholm suivante de la deuxiéme type de
formulaire On appelle I’équation integro-différentielle de Fredholm du deuxiéme espéce, une

équation de la forme

!

v (z) = f(x) + )\/0 k(x,t)v(t)dt (2.28)

Nous définissons 'opérateur

L(u) = ' () — A /0 k(e u(t)dt — f(z) = 0 (2.29)

!/

Ot u'(z) = v'(x). En suite, nous définissons ’homotopie H (u, m), m € [0,1] par
H(u,0) = F(u) , H(u,1)=L(u) (2.30)

Ou F(u) est un opérateur fonctionnel.Nous construisons une homotopie convexe de la

forme

H(u,m) = (1—m)F(u)+mL(u) (2.31)

Cette homotopie satisfait (2.30) pour m = 0 etm = 1 respectivement.Le paramétre
d’intégration m augmente monotone de zéro a 1'unité comme le probléme trivial F'(u) = 0
est continuellement déformé au probléeme d’origine L(u) = 0. HPM utilise le parameétre

Homotopy m comme parameétre d’extension pour obtenir
u = wy + mw; + m2ws + miws + . .. (2.32)

quand m — 1,(2.32) correspond 4(2.31) et devient le solution de (2.29), c.-a-d.

vzlimlu:wo+w1+w2+w3+... (233)

La série (2.33) est convergente pour la plupart des cas et le taux de convergence dépend

de L(u).
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2.2. Méthodes de résolution des E.I1.D

Supposons que F(u) = u(x) — f(z), et substituant(2.32) dans (2.29) et assimilant les
termes avec la puissance identique de m, nous avons

m® : wy(z) = f(x) (2.34)

1
m”:w;(x)_/ k() (Ot , 0= 1,2, . (2.35)
0
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Chapitre 3

Solutions des équations

intégro-differentielles

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de type Legendre Galerkin sur certaine
classe des équations intégro-differentielle de type Volterra, et de Fredholm du deuxiéme
espéce [6, 3, 5].

Les polyndémes orthogonaux classiques sont les plus utilisés puisqu’ils constituent la classe
la plus importante de polynémes orthogonaux et sont définis selon les valeurs de 'intervalle

d’intégration I et selon l'expression de la mesure de la fonction de poids w(z).

3.1 Polynémes de Legendre

La famille des polynomes de Legendre est caractérisée par les présentations suivantes :

1. Par la fonction génératrice les polynomes de Legendre L, (x) sont donnés par;

+oo

1
Kt =—— =S L, (2)t"
@0 = = = 2 @)

2. A partir de la formule d’Olinde Rodrigues les polynémes de Legendre L, () prennent
la forme
1 a
~2npl dan

Ln(x) ((@® = 1)") (3.1)
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3.2. Méthode de Legendre Galerkin

3. Le des polynomes de Legendre (L, (z)),>o satisfait la relation de récurrence

2 1
nt xL,(z) — "
n-+1 n-+1

Lpa(z) = Lp-1(z) (3.2)

ou (L,(z) > 0) est une famille de polynoémes orthogonaux dans L*([—1,1])

Les premiers polynomes de Legendre sur l'intervalle [—1, 1] ,pour n = 3 sont

Lo(z) 1

Li(z) Sp2-1

Ly () 2p% — 3x
Ly(x) | Lzt — 8?4 2

Tableau.1 présente coefficients rationnels de polynéme de Legendre

3.2 Meéthode de Legendre Galerkin

On considére ’équation integro-differentielle suivante

xT

W(z) = f)+ / k(. yu(t)dt (3.3)
ula) = v (3.4)
Tel que u(z) est la fonction inconnue, K (x,t) est la fonction connue continue, f(z) est

une fonction donnée et A un parameétre réel non nul.

La méthode utilise les polyndmes de Legendre , comme une base pour approcher la

solution dans un intervalle fermé et fini.

n

u(@) = u(x) = a;Liz)

=0
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3.2. Méthode de Legendre Galerkin

ou L; (%ba“)) est un polynome de Legendre dans [a, b] donc on a

(o) = () = Y (a2 =) (3.6)

i=0
Onremplacant (3.5) et (3.6) dans (3.3) on trouve

n

S ey,

xT
n

= 1)+ [k Y en B D

. =0

- +AZ‘“/ (z, )L b(_b;a))dt (3.7)

Pour déterminer les coefficients inconnus a; , on utilise I'idée de Galerkin par multiplier

(3.7) par LAW) et I'intégrer avec le respect de —1 < x <1on a

Z(bfam / Lﬁﬁfb —0, 2oy, (3.5)

1

/f d:z:+/ /\Zal/ (z,¢)L b(_b;a))dt LAWW

Pour 7 =0,1,....,n, ou I'’équivalant

e e L 39

= /f(x)LJ(QI;(_ba_a dx+)\2az// i%m L(%;Eba—@)dx

-1 a

Si besoin les intégrales peut étre calculer par des méthodes numériques. ces procédures
engendre un systéme linéaire des équations inconnus (ag, ay, ..., a,). Plusieurs recherches

remplacent la condition initiale
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3.3. Résultats numériques

u(a) =y — ZaiTi(—l) = (3.10)

Les parameétre inconnus sont déterminer par résoudre le systéme des équations (3.9)
et (3.10) .Enremplagant ces valeurs dans (3.5) nous donne une solution approximative de
I’équation integro-differantielle (3.3). De meme on peut appliquer cette approche pour I’équa-

tion integro-differantielle de Fredholm dans la forme générale siuvante :

3.3 Reésultats numériques

Exemple 3.1 considérons l’équation integro- différentielle linéaire de Volterra.

x

’ QL'2 1
u(x)—Q—Z—i-Z/u(t)dt
0

avec la condition initiale u(0) = 0

ot la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par
u(x) =2z

La solution approzimative u,(z) de u(z) est obtenue par la méthode des polynémes de Le-
gendre.

Tableau 1. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de [’équation dans
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3.3. Résultats numériques

lexemple 3.1 dans certains points arbitraires, 'erreur pour N = 10.

x | solution exacte u | solution approchée u, FErreur
0.0 0.0000 0.0000 0.000000e+00
0.1 0.2000 0.2000 0.000000e+00
0.2 0.4000 0.4000 0.000000e+00
0.3 0.6000 0.6000 0.000000e+00
0.4 0.8000 0.8000 0.000000e+00
0.5 1.0000 1.0000 0.000000e+00
0.6 1.2000 1.2000 0.000000e+00
0.7 1.4000 1.4000 0.000000e+00
0.8 1.6000 1.6000 0.000000e+00
0.9 1.8000 1.8000 0.000000e+00

1 2.0000 2.0000 0.000000e+00

Exemple 3.2 considérons l’équation integro- différentielle linéaire de Volterra [5 ]

T

u (z) =1 —2xsin(z) + /u(t)dt

0

avec la condition initiale u(0) =0
ot la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par
u(z) = x cos(x)

La solution approzimative u,(x) de u(z) est obtenue par la méthode des polynémes de Le-
gendre.

Tableau 2. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de [’équation dans
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3.3. Résultats numériques

lexemple 3.2 dans certains points arbitraires, erreur pour N = 12.

x | solution exacte u | solution approchée u, FErreur

0.0 0.0000 0.0000 0.000000e+00
0.1 0.0995 0.0995 8.13654Te-14
0.2 0.1960 0.1960 1.188534e-13
0.3 0.2866 0.2866 1.466605e-13
0.4 0.5684 0.5684 7.704948e-14
0.5 0.4388 0.4388 5.451195e-14
0.6 0.4952 0.4952 1.175726e-13
0.7 0.5354 0.5354 7.649437e-14
0.8 0.5574 0.5574 1.287859¢-14
0.9 0.5594 0.5694 2.886580e-15
1 0.5403 0.5403 0.000000e+00

Ezxemple 3.3 considérons l’équation integro- différentielle linéaire de Fredholm

1

/ 1
u (1) = 3 — §<263 + 1)z + /3xtu(t)dt
0

avec la condition initiale u(0) = 1

ot la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

u(z) = e**

La solution approzimative u,(z) de u(z) est obtenue par la méthode des polynémes de Le-
gendre.

Tableau 3. Nous présentons les solutions exactes et approrimatives de [’équation dans

28



3.3. Résultats numériques

lexemple 3.3 dans certains points arbitraires, erreur pour N = 10.

x | solution exacte u | solution approchée u, FErreur
0.0 1.0000 1.0000 0.000000e+00
0.1 1.8499 1.5499 1.716092e-07
0.2 1.8221 1.8221 2.119757e-07
0.3 2.4596 2.4596 1.137804e-07
0.4 3.8201 3.5201 1.257434e-07
0.5 4.4817 4.4817 2.058145e-07
0.6 6.0496 6.0496 1.444891e-08
0.7 8.1662 8.1662 1.705106e-07
0.8 11.0252 11.0252 1.647715e-07
0.9 14.8797 14.8797 1.046591e-07
1 20.0855 20.0855 1.454481e-11

Exemple 3.4 considérons l’équation integro-différentielle linéaire de Fredholm

1
/ —1 1 1 x
— = — In(1 t)dt
u (x) —u(x) 2x+1+$ n( +$)+(1n2)2/1+tu(>
0

avec la condition initiale u(0) = 0

ot la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par
u(z) =In(x + 1)

La solution approximative u,(x) de u(z) est obtenue par la méthode des polynémes de Le-
gendre.

Tableau 4. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de [’équation dans
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3.3. Résultats numériques

lexemple 3.4 dans certains points arbitraires, 'erreur pour N = 10.

x | sol exu | sol app u, Erreur
0.0 0.00000| 0.0000 | 0.000000e+00
0.1 0.0953 0.0023 9.5303116e-02
0.2 0.1823 0.0078 1.745050e-01
0.3 0.2624 0.0150 2.473264e-01
0.4 0.8365 0.0227 3.137502e-01
0.5 0.4055 0.0299 3.755885e-01
0.6 0.4700 0.0357 | 4.343464e-01
0.7 0.56306 0.0393 4.913159e-01
0.8 0.5878 0.0401 5.476411e-01
0.9 0.6419 0.0375 6.043665e-01

1 | 0.6931 0.0307 6.624732¢-01

Exemple 3.5 considérons l’équation integro-différentielle linéaire de Fredholm

1
u' (r) =34 6z + / wtu(t)dt
0

avec la condition initiale u(0) = 0

ot la fonction f(x) est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée par

u(z) = 3z + 42°

La solution approzimative u,(x) de u(z) est obtenue par la méthode des polynémes de Le-

gendre.

Tableau 5. Nous présentons les solutions exactes et approximatives de [’équation dans
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3.3. Résultats numériques

lexemple 3.5 dans certains points arbitraires, erreur pour N = 10.

x | solution exacte u | solution approchée u, FErreur
0.0 0.00000 0.00000 0.000000e+00
0.1 0.54000 0.54000 0.000000e+00
0.2 0.76000 0.76000 0.000000e+00
0.3 1.26000 1.26000 0.000000e+00
0.4 1.84000 1.84000 0.000000e+00
0.5 2.50000 2.50000 0.000000e+00
0.6 3.24000 3.24000 0.000000e+00
0.7 4.06000 4.06000 0.000000e+00
0.8 4.96000 4.96000 0.000000e+00
0.9 5.94000 5.94000 0.000000e+00

1 7.00000 7.00000 0.000000e+00
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié les équations intégro-différentielles linéaires de Fred-
holm, Volterra pour en déterminer la solution approchée a ’aide de la méthode de Legendre
Galerkin. Nous avons fourni quelques exemples dont la solution exacte est connue et nous
avons obtenu les résultats et les solutions & ’aide du programme MATLAB.

Pour tester lefficacité de la méthode et estimer la précision a travers nos résultats. Nous
avons remarqué que les résultats sont bonne, c’est-a-dire que plus le degré de N était grand,

plus les résultats étaient proches de la précision, et plus la méthode était efficace.
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Résumé: Dans ce mémoire, nous avons appliqué la
méthode polynomiale de type Legendre Galerkin sur
certaine classe des €équations intégro-differentielle de type
Volterra, et Fredholm afin de trouver des solutions
approchées et de le comparer avec des solutions exactes.

Mots-clés: Equations intégro-differentielles, polynome
de Legendre, Méthode de Galerkin

Abstract: In this work, we applied the polynomial method
of Legendre Galerkin type on certain class of integro-
differential equations of Volterra type, and Fredholm in
order to find approximate solutions and to compare it with
exact solutions

Keywords: Integro-differential equations, Legendre
polynomials, Galerkin Method




