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Chapitre 1 : Introduction Générale

Puisque la physique classique est totalement inadéquate pour décrire les
phénomeénes observent a I’échelle atomique, il est nécessaire d’élaborer un nouveau cadre
conceptuel de la physique. Cette nouvelle théorie de 1'univers physique est
conventionnellement appelée la “mécanique quantique”.

La mécanique quantique se constitue en 1925, avec les contributions de De Broglie,
Schrodinger, Heisenberg et Born, il peut étre définie comme 1’ensemble des lois physiques
s’appliquant a I’échelle de I’infiniment petit.

La mécanique quantique est une révolution scientifique majeure qui modifié
radicalement un certain nombre de concepts de base de la physique. Inventée pour les
“besoins de la cause” c’est-"a-dire pour expliquer les faits expérimentaux a 1’échelle
atomique, la mécanique quantique a été maintes fois testée et ses prédictions sont
expérimentalement vérifiée a un niveau de précision absolument extraordinaire et ce
jusqu’aux échelles actuellement atteintes dans 1’exploration de la structure de la matiere a
savoir 1071 — 1072%cm

Historiquement, le passage de la mécanique quantique a la mécanique quantique
relativiste s’est effectué a partir d’une généralisation de 1’équation de Schrddinger a un
systéme relativiste. L’étude d’un systéme microscopique est basée sur la résolution de cette
équation.

L'équation de Schrodinger est I'équation fondamentale de la mécanique quantique
non relativiste. Elle joue en mécanique quantique le méme réle que I'équation de Newton,
de Lagrange ou de Hamilton en mécanique classique ou les équations de Maxwell en
électromagnétisme. Elle décrit I'évolution temporelle de I'état d'un objet quantique en
cherchant ce qu’on appelle la fonction d'onde ainsi le spectre d’énergie des différents états
possible. Nous allons étudie cette équation dans ce travail par la méthode de séparation des
variables.

Le pére de la mécanique quantique est le physicien Max Planck qui introduire la
célebre constante h = % cette constante est le fondement de la réalité physique, puisqu’on
la retrouve dans la formulation du principe d’incertitude de Heisenberg qui rend impossible
la mesure simultanée de la position et de 'impulsion d’une particule, car I’incertitude
Ax sur lamesurede sa position et I’incertitude Ap sur son impulsion doivent satisfaire a la

relation Ax.Ap =~ h. C’est ainsi que la position x et I'impulsion p deviennent des
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~

opérateurs X et p agissant sur 1’espace des états qui est un espace de Hilbertleur

commutateur est donné par:

[pp]] =0 , [#u8] =0 et [2.p;]= in (1.1)

Les opérateurs X et p engendrent 1’algébre desobservables quantiques, qui est non
commutative et enfin on peut dire que I’algébre des fonctions de 1’espace des phases en
physique quantique introduit un nouveau type de géométrie.

La géométrie non commutative [1, 2,3] est une géométrie ou les coordonnées de
I'espace-temps ne commutent pas, et est une reformulation et une généralisation de la
géométrie ordinaire en des termes algébriques et d’analyse fonctionnelle. Elle utilise les

mémes outils que la mécanique quantique.

La mécanique quantique sur espace non-commutatif (MQNC), dans un premier
temps, éte proposée par Heisenberg [4] dans les années 30 puis développée par Snyder [5]
a la fin des années 40 dans I’espoir que les propriétés de non-localisable induite par la non-
commutativité des coordonnées d’espace permettraient de résoudre le probleéme des

divergences a courte distance (ultra violette) de la théorie des champs.

Le titre de mon travail de mémoire de master en physique théorique est : Solution de

I'équation de Schroédinger pour les atomes hydrogenoide dans I'espace non commutative

Ce premier chapitre nous avons rappelé les élements essentiels de la physique

modern

Dans le deuxiéme chapitre, on va résoudre 1’équation Schrédinger pour ’atome

hydrogene dans espace ordinaire.

Dans le troisieme chapitre, on a décrit brievement les notions de la géométrie non
commutative et en effet la solution I’équation Schrédinger pour I’atome hydrogéne dans

I’espace non-commutative

Dans le quatrieme et dernier chapitre, en va résoudre 1’équation de Schrédinger
pour les atomes hydrogénoide de type muoniques dans le formalisme de la géométrie de

I’espace non commutative.

Et on finalise notre mémoire par une conclusion générale.
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Chapitre 2 : Solution de I'équation Schrédinger pour I'atome d’Hydrogéne dans
I'espace-ordinaire

1. Introduction

Dans Ci-dessous nous étudierons seulement des systémes simples, 1’atome
d’hydrogéné et les atomes Hydrogénolde, la molécule diatomique. Nous montrerons que

ces systemes peuvent se réduire au mouvement d’une particule dans un potentiel V (r) ne

dépendant que de la distance r, telle potentiel harmonique %krzet le potentiel

. 2 . . . . N
coulomblen—;pour lesquels des solutions exactes existent et qui constituent tres souvent

un modelé de départ satisfaisant pour 1’étude des systémes plus réalistes.
Nous considérerons surtout les solutions stationnaires des états liés. Comme les potentiels
étudies sont asymeétries sphériques, il est clair que des opérations de rotation laissent
I’Hamiltonien invariant. 1l en présulte que les états stationnaires sont alors simultanément

fonctions propres des opérateurs du moment angulaire.
2. Algébre d'espace-temps

En mécanique quantique ordinaire, les relations de commutation canoniques dans

I’espace de phase prennent la forme [06]:

[Xi,Xj] =0
[pip;] =0 (2,1)
[Xi:pj] = 1h81]

3. Equation de Schrodinger

L’équation de Schrodinger pour I’atome d’hydrogéne sera écrite en faisant
I’approximation que le noyau (dont la masse est 1836 fois celle de 1’¢lectron) constitue
électron le centre de gravité du systeme ou il est immobile, ce qui revient a négliger son
énergie cinétique. En 1925 Schrddinger proposa son équation et montre que la solution
correspondant permet que retrouver les niveaux d’énergie par Bohr (1913) pour I’atome

hydrogene.
L’équation de Schrodinger, donc :

Hy (7, t) = EY(#,t) (2,2)
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Ou En repérent I’énergie non relativiste total du system et H est ’opérateur

Hamiltonien, qui donnée par :

+V(r). (2,3)
m
Oou

> P Représentant 'impulsion tell queP = —ihV.

> V Popérateur de dérivés partiels.

Donc L’équation de Schrodinger devient [06, 07, 14]:

(i V2 + V(r))lp(?, t) = Ey(#,t) (2,4)

2m

4. Etude en coordonnée sphérique

L’opérateur Laplacian A s’écrit dans les coordonnées sphériques comme [08]:

2= _p2 1 6(_06)+ 1 0?
B sin6ag \""" 30 sin? 6 d¢?

A_16<26>+1 1 6(_96)+ 1 0? 2.5)
“r2or\" ar) T r2\sineag\*" " 59 sin20 g2 ]~

On obtient I’opérateur du carré du moment cinétique :

12 = —p2|t a('ea)+ L o (2,6)
- sin6 a9 \°" " 3g) " sin? 0 92 ’

Ou 0 <r < 4,eth, ples angles polaire satisfont 0 <8 <met 0 < p <2m

Donc la relation (2,5),de la forme equivanlant:

10 0 12
=25 (5) 7 @7

On peut écrier I’opérateur Hamiltonien en coordonnée sphérique comme :
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~ (10 0 12
— ) =7 (2 ) >
H= 2m {rz or (T 6r> hzrz} +V(@) (2,8)
Alors on écrier I’équation de Schrédinger en coordonnée sphérique comme [14]:

% (10 a\ L2
I‘ﬁ{r—za—r(“ E) B r—z} + V()| Y(r,0,0) = Ep(r,0,9) . (2,09)

Les trois opérateurs H, L, etLZCommutent : ils ont donc un ensemble commun de
Fonctions propres ¥ (r, 8, ) .
La séparation des variables, permet nous d’écrire la fonction d’onde comme [07]:
Y, 0,0) =Ry (1Y, (0, 9) . (2,10)
Ou
R,;(r) est la partie radiale de la fonction d’onde qui dépend seulement de rayon r.

Y1 m, (6, @)représenté la partie angulaire dépend des angles 6 et ¢ .

>
>
» nest appelé nombre quantique principal
» | est le nombre quantique orbital.

>

m le nombre quantique magnétique—I < m < +I
e () -+ VO RO 0.0 = B i G121
4.1-Etude la partie angulaire
Pour calculerY,,, (6, ¢)faisons la séparation des variables suivante [07]:
Yim,(8,0) = T(0)dm (). (2,12)
4.1.1-Fonctions propres et valeurs propres de L;

Les fonctions propres ¢(¢) dépendent de la seule variable ¢ et doivent satisfaire a

I’équation suivante (toujours en u.a.) ou m est un scalaire quelconque :

Ona[09]:
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L,=mm
- 0 (2,13)
Ly=—i—

Z a(p

Par identifier [07, 09] :

_,40@@) _

On utilise I’intégral dont les solutions sont de la forme :

S (@) = Ae™? (2,15)

Cette solution doit prendre la méme valeur pour ¢ = 2m que pour @= 0

(uniformité). Les arguments de ’exponentielle doivent satisfaire a (m. 2mr = 0+ km ) .

m = k doit donc étre un entier. La constante A est déterminee par la normalisation de ¢ :

21 21 1
1=| o+dpdp=42| dp=2mA2>A=—
0 0 V2n

Donc :

() = %e"w (2,16)

Ainsi, la composante selon Z du moment cinétique de 1’¢lectron dans 1’atome d’hydrogene

ne peut prendre que les valeurs entiéres, positives, négatives ou nulle.
4.1.2-Fonctions propres et valeurs propres de L?

Les opérateurs associés a L¥etL, , qui commutent, ont un ensemble commun de
fonctions propres. L? dépend de A eto, L, dépend de ¢ seul. Les fonctions propres

d(p)de L ayan t été déterminées, ces solutions communes ne peuvent étre que de la forme
[07 ] et [10] :

Yl,ml (9: (P) = T(e)(l)m((p) (2,17)

En remplacant(2,17)dans (2,18) :

1 .
Yim,(0,0) = T(G)Ee‘m"’. (2,18)
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D’ou I’équation aux valeurs propres de L? [07] :

w a( 06) L0 (6,9) = 1+ DY i (6,9)(219)
sin 8 06 sin a0 smzea(p Lm0, ¢ 1,m \0, @)(4,

On pose A = I(L + 1) ou [ est un entire positif ou nul de valeur a absolue supérieure ou

égale a m. En d’autre termes—! < m <[ ou A est un scalaire

En remplacant (2,17)dans(2,19) :

1 a( ea) L 9% gy ime — 41(6) 1 eime (2,20)
sin 6 96 sin 90/  sinZ 6 g2 \/ﬁe B \/ﬁe '

En développant le premier membre

1 eime 1 9 (sm GiT(H)) T(6 ) ( ! eim"’)
V21 sin 8 06 N
Dans le dernier terme se transforme selon
2 .
_Z(elm(p) = —m?2

la fonctiong , déja connue, disparait alors de I’équation ou ne figure plus que T [11]:

{1 a< 06) 5 1
sin 8 08 sin 00 m sinZ 8

}T(e) = AT(0) (2.21)

En pose K = m? , m étant un entier positive.

Nous reportons cette valeur K dans I’équation que nous modifions en effectuant le

changement de variable w = csc@ , la fonction T(6) devenant P(w) c’est a dire
On dérivé w:

dw = —sin 6 dé. (2,22)
Sinous prenons I’inversé de la 1°" dérivation

d 1d 1d_d
dw sin 6.d6 sinfdd  dw

(2,23)

On multiplie I’équation (2,23) parsin? §devient :
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d d
e — _cin2p—
smede sin ed (2,24)

Etonaaussi: sin?6 =1 — w?

Donc la relation (2,21 )devient de la fagon suivant [12]:

d 5 dP(w) m? _
E{(l— w?) T }+</1—1_ w2>P(00)—0 (2,25)

Dans le cas géneral , cette equation différentielle du deuxiéme ordre a 2 solution

indépendant qui devient infinies pourw =+ 1.
Une des solutions peut étre fini pour tous valeur de w :

» Pourm = 0, P(w)sera un polyndme de Lagender

» Pour m # 0 ,une solution toujours finie ne sera possible.

Dans ce dernier cas, la solution sera un polyndme de Légender associé P; (w)

m

P(w)=(1— w?) '/2 = P(w) (2,26)

Les fonctions propres de L2 s’écrivant alors solution de la partie angulaire de 1’équation

Schrédinger sera donc :
im(8,9) = =1~ )2 Po). (2.27)
\/E
On peut écrire
Yim, (6, ) = Ny P, (cos 6)e™®
Ou N, étant constante de normalisation. Ces fonctions sont appelées harmoniques

sphériques.
4.2-Etude la partie radiale

Les conditions requises pour la forme d’onde provoquent la quantification
spontanée de I’énergie des états liés. Elles ont été vue a I’ceuvrera proposer des
harmoniques sphériques : c’est le caractére monovalué de la fonction d’onde qui

engendre la quantification de la composante L, du moment cinétique.

10
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D’apres la projection, nous multiplions et divisons par Y, ,, (8, ¢) I'équation (2,11)devient
[08]:

2m (r2 or or r2

h? 0 d I(l
I { (T ) ( + 1)} v(r)l RZ(T) = lRl(r) (2,28)

Il reste déterminer la fonction propre et valeur propre de R, (r) associées aux valeurs

propre E de I’énergie de I’électron.
Ou I’équation (2,28) deviant (2,29) :

A2 19%r I(l+ 1)h?
" 2mr or? 2mr?

+v(@) (R (r) = E R (7). (2,29)

D’introduire la fonction d'onde réduiteu(r) = rR;(r), utilisant cette définition, on
adoncR,(r) = 21 ot on multipliant ’équation (2,29) par r et remplacent u(r) on trouvera

I’équation suivant :

Ry = 40 (2,30)
—Zh—zaa—zu(r) + <V(I‘) %)u(ﬂ = Epu(r). (2,31)

Cette équation est identique a I'équation de Schroédinger a une dimension dans un
potentiel effectif [12]:

I(l + 1)A?
2mr?

Vegre (1) = v(r) + (2,32)

4.2.1 L’atome d’hydrogéne

L’atome d’hydrogene est un exemple important du succés de la mécanique
quantique. Il s’agit de I'un des seuls problémes exactement soluble avec [’oscillateur
harmonique et a des applications technologiques et fondamentales importantes [13]

Dans cette section, nous étudierons un modelé simplifié de I’atome d’hydrogéne.
Nous considererons cet atome comme formé d’un électron sans spin et non relativiste placé

dans le champ coulombien d’un proton.

Pour l'atome d'hydrogeéne, le potentiel coulombien s'écrit [06, 07] :

11
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2

V(r) = —67 (2,33)

Pour la tome hydrogéne 1’équation Schrodinger de la partie radiale est :

2 1L+ 1)A?
[ g, ase

2mr?

Le potentiel effectif correspondant admet des solutions d’énergie positive et
d’énergie négative. Pour ces premieres (E > 0), on obtient un continuum d’énergies
possibles correspondant a des états non liés. Dans le second cas (E < 0), on obtient des
énergies discretes correspondant a des états lies du proton et de I'électron. Ce sont ces
derniéres qui nous intéresserons dans cette section.

Puisque I'on s’intéresse a E < 0. En divisant I'équation radiale. L’équation(2,35)par E
de chaque c6té, on obtient

h? 02 e I(l+1)h?
— a— ()+l—ﬁ+ SmET? l (r)=0. (2,35)
On peut défini k réel : k = V_;ZmE. (2,36)
1 92 2me? 1 I(l+1)
gz wm+ I T ot Tz | W) =ul) (2,37)
Et en utilise le changement de variable
2me?
Po = et p = kr. (2,38)
on trouve :
92 po L+ 1)
S ulp) =|1-—=+ u(p). (2,39)

Pour trouver les bonnes solutions physiques de cette équation, on utilise la méthode
polyndmiale. On considere le cas oup — o . On a alors approximativement, le terme
potentiel est négligeable il reste :

12
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62
37 u(p) = u(p). (2,40)

La solution générale de 1’équation (2,40) est de la forme :
u(p) =Ae P + Be”. (2,41)
Puisque la solution physique doit rester finie a p —» oo, dans ce cas B = 0 et donc :
u(p) =Ae" (2,42)

Dans la limite opposé p — 0 (et pour | = 0), le terme centrifuge en %domine et

I'équation radiale prend la forme approximative

02 l(l+1)

a—pzu(p)= e u(p). (2,43)

Dont la solution général est de la forme [08,12]:

u(p) = A;p~™"*" + Bp~". (2,44)
Ap - 0, e~!diverge et donc B,=0. Onadonc

u(p) = Ap~H*1 ) (2,45)
Effectuons par conséquent le changement de fonction :

u(p) = p~*te=Pu(p). (2,46)

On va dériver la premier ordre :

0 d
G = 3o e)

et la deuxiéme dérive :

azat(f) = % [p"e"’ [(l +1-p)+ p%] U(p)]

13
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~lo- 0% N0 ) o
=p [p 352 +2(0+1-p) » +—— 2l-2+ p] v(p). (2,48)
En remplace(2,48)dans I’équation (2,39) :
0? Il+1
p ‘Plpw+2(l+1— )—+ ( l )—Zl—2+pl v(p)
l [+1
ll oo K )l “*le~Pu(p)
p

Donc :[15]

0%v

p ap(zp) +2(1+1- )¥+ (po =2+ D)u(p) =0. (2,49)

La solution v(p)peut s'exprimer comme une série de puissances en p :

v(p) = ) (7). (2,50)
p=0

Nous calculons les dérivées premier et seconde de v(p) :

au(p) Z( C,pp1) = Z G+ 1C +1pf)z ((j+1)Cj+1pJ')

j=-1 Jj=0

Puisque: p—-1=j

62
U(p) Z(J G+ DCap’™). (2,51)

En remplace les dréves premier et deuxiéme de v(p) dans I’équation (2,49) :
p D JG+DGuap ™ +20+ 1= p) ) i+ DGuap! + (o =20+ D) ) Gpl =0
j=0 7=0 7=0

Ona:

pZ(i + 1)Cjyap’ = Z(I +1)Cjyqp’*t = Z jCip! = Zjij’
j=0 j=0

j=-1

Donc :

14
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I'espace-ordinaire

Z(j G+D+20+ DG+ D)Cap’ + Z( po—2( +1+1))Cpl =0.(2,52)
j=0 j=0

Egalant les termes de puissance égale de p, on obtient
GG+D+20+ DG+ D)Cey + (po—2G +1+1D)C =0

OU ENCORE

C — 2+ 1+ 1) —pg c
LT G D20+ DG+ T
On considere pour commencer le cas ou j est grand, ce qui correspond a p grand

(2,53)

car les grandes puissances dej dominent. Dans ce cas, on a

Coi=—2 =2 ¢
TG+ T T 41

Onagardéicij+1=m = j=m-1

o 2 2,2 . 2 2 2 _Lum
mTm T m T m -1 " m mm—-1"m=-2"3" " m
Dans cette approximation, on peut ainsi écrire :
2P
v(p) = C, Z—pp = Cye®”. (2,54)
S 4
p=0
Donc :
u(p) = p*t e Pu(p) = Cop'*1 e”. (2,55)

Pour les grandes valeurs de p, cette solution diverge. Ceci n'est pas admissible
physiquement et par conséquence on doit en conclure que la série doit se terminer a une
puissance finie de p de facon a éviter cette divergence. Il doit donc exister une valeur
maximale de l'indice de sommation qui est telle que

z(jmax +1+ 1) ~Po

G = C..=0. 2,56
mat T (max + 1) (max + 20 +2) 7ma (2,56)

On pose :

Z(jmax + 1+ 1) -po = 0. (2,57)
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Chapitre 2 : Solution de I'équation Schrédinger pour I'atome d’Hydrogéne dans

I'espace-ordinaire

On put définit le n est appelé nombre quantique principal comme suivent :[15]

jmax ¥ +1=n.

Donc :

po - 2n.

Eten utilise I’équation (2,36) et (2,38)

kzhz_ me*]| 1
T 2m | 2m2

Avec : et = ( e’ )2.

471'80

En utilise relation (2,37) et (2,60) on peut prendre :

me? \1 1
K = —_—= —
dmegh? In  an

Et

P=%

Avec a est rayon de Bohr définit comme suivent :

Amreyh?
a =

me?

En remplacer cette équation dans (2,30)[13]:

1
R (r) = 7p‘+1 e Pv(p)
Avec v(p) est polyndme de degré j,.x = n —1— 1 on peut écrire :

v(p) = L3451, (2p)

ey n=123..

(2,58)

(2,59)

(2,60)

(2,61)

(2,62)

(2,63)

(2,64)

(2,65)

Avec L2+ étant 'expression d’un polynome dérivé de polyndme de laguerre L (x) par

relation :

N

d
K00 = L)

16
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Chapitre 2 : Solution de I'équation Schrédinger pour I'atome d’Hydrogéne dans
I'espace-ordinaire

Et la fonction d’onde définit comme suivent I’équation (2,12)

lp(T, 0' (P) = Rnl (r)Yl,ml (07 (P)

Alors la fonction d’onde, normalisée a 1’unité, d’état quantique (n, [, m)et en remplacé

I’équation (2,18)et (2,65)dans (2,11)[11, 14] :

l

buntr0= [G2) S () e, (o e

na,

l 1-m)! m .
Et Yym,(6,0) = /24—;1%(—1)"15 (cos B)elm® (2,68)

Avec la fonction radiale définir comme suivent :

o= () S e ()

17
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Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schrodinger dans
D’espace non-commutative

1. Introduction

La géométrie non commutative est une géométrie ou les coordonnées de I'espace-

temps ne commutent pas, elle a été concue a la fois pour répondre a des Besoins en

mathématiques et pour permettre d’abord de certains problémes de physique theéorique.
[16]

2. Algebre d'espace-temps non-commutative :

L’algébre non commutative dans la forme générale présente par les relations suivantes
[17] [18] [19][20]:

|90 D;] = iy (3,1)

Les quantités 6, ; ,0;; sont des parametres antisymétriques réelles pouvant dépendre
des opérateursp et X et satisfaisant a :

{H(ij) = g;;0

_ (3,2)

O—ij = Sl'jO'
Avec : &j = —¢&; = 1

Lorsque on pose 6> - 0 ou @ — 0 nous trouvons les relations de la mécanique
quantique ordinaire (commutative).

La non commutativité n’est réalisée que sur les opérateurs position par le biais des
parametres (Non commutativité positionnelle). [18]

L’algebre au-dessus se réecrit donc :

(3,3)
Ou 6;; sont des paramétres réels antisymétriques et ont une dimension de

[longgueur]? , et jouent un réle analogue a x dans la mécanique quantique ordinaire.
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Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schrodinger dans
D’espace non-commutative

Dans 1’espace-phase non commutatif la construction des théories de jauge se fait de

la méme maniére qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire.

> Les champs ordinaires remplacés par les champs non commutatifs.
» Le produit ordinaire remplacé par le nouveaux produit connait par le produit de
Moyal Weyl (produit star).

Il trés important de noter que les relations de commutation dans I’espace non

commutatif, satisfait par nouveaux produit connue par le produit star.

3. La quantification de Weyl — Le produit de Moyal

La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrive la mécanique

quantique a partir de I’espace de phase de la mécanique classique.

C’est une prescription qui nous permet d’associer un opérateur quantique a une

fonction classique qui dépend des variables de I’espace de phase (variables canoniques).

f (k) transformation de Fourier [20, 21, 22] :

£ = @2 [P ke nnf () (70 = @y D/2 [ @ ethntn )
- (3,4)
g(x) = (2m)~P/2 f dP | e~tm*mg(l) g = (2m)~P/? f dPx etlm*m g(x)

On définit le symbole de Weyl par :

w(f) = (2m)~P/? f dPk etkm*mf (k)
(3,5)
w(g) = (2m)~P/? f dPletn*ng (1)

Si f(x) g(x)est fonction réelle alors ’opérateur de Weyl est hermitien.

3.1 Les propriétés du produit star (produit de Moyal) :

Le formalisme du star-produit initié par Weyl et Wigner pour permettenue description de
la mécanique quantique en termes d’espace des phases [19], on put décentrer Les

propriétés du produit star.

1- le produit star entre exponentiels :
En utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff [19, 24, 25,26] :
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Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schrodinger dans
D’espace non-commutative

AuB _ A+B+3[AB]+—[[AB]B]-—[[ABLA].... (3.,6)

e’e e

Etona
[[A,B],A] =[[A,B],B] = 0 (3,7)

En utilisant (3,6) et  (3,7) ontrouve

. . - ZAlikx,iqx] | L iaxigx| 4o
pikx 4 piax — ilk+@)x + 25 4 Fllikx iqx] iqx]+ (3.8)

Enutilisant |%X;, ;| = i0;; larelation (3,8) devient:
irAj ij
eikx 4 plax — ei(k+q)x+_7ik0q (3,9)
2- représentation de I’espace d’impulsion :

Le produit de deux opeérateurs de Weyl de deux fonctions soit égal a I’opérateur de

Weyl associé au produit star de deux fonctions :

w() w(g) = w(f*g) (3,10)

On calcule le premier terme :
W) w(g) = @) [ Pk et} (0 2my P72 [ P etn'g ME1D)

En utilisant (3,7) ,(3,8) I’équation (3,11) devient :
~ . om 1fir._omij on
w(f) w(g)= (2m)™>/2(2m) ™/ [[ dP ke dPLF (k) G (e mT gall im Rt

=(2m)P/2(2m) /2 [[ dPkdPl f (k) G(De Fom+tmA™ g 20" Kl (31 2)

On pose q=k+I donc :

w(f) wg) = (2m)~P/2(2m) ™72 f f dPkdPqf (k) g(q — k)elamx™e "7 MV, (3 13y

Avec : 0™k 1, = 6™k, q,

Deuxiéme terme :

w(F+g) = o2 [ &g (7~ g)(@e'on" (314)

Par identification
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Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schrodinger dans
D’espace non-commutative

(F9)@ = @)~ [ aPk FUgq - e " "ntn) 2(3,15)
Et on a aussi :
(90 = @72 [ aPq(F = g) etons™ (316)
En remplacé (3,15)I"équation (3,16)devient :
(f x 9)(x) = (2m)~P/2(2m) /2 j dPLdPkf () G(De kD" 7501 (3,17)

Onpose : (2m)~P/2 [dPl =d*l et (2m)7P/2 [dPk =d*k

Donc I’équation :
(F + 9)(x) = j 441 d*kei(k+DR™ g —i(kO /2 (3,18)
3- Dassociativité :
h() = 21)2 [ @P pe-rmim(p) - (p) = (2m) "2 [ dPxePnn ()(319)
En utilisant la propriété (3,17)et, (3,18) ,(3,4)on trouve[ 19]:

[((f " g)) " h](x) — ff(k)g‘(l)fz(p) ei(k+l+p)xe —-i(ko1)/2 ei[(k+l)61]/2d4kd4ld4p

[f * ((g * h))](x) = ff(k)g”(l)fz(p) eilk+l+P)xg —i10P)/2 il6KU+PI/2g4 | g4 d%p

Donc :

(f*g)xh=fx(gxh)=f x g » h (3,20)

4- produit star sous le signe intégral :
En utilisant (3.17) nous pouvons immédiatement effectuer 1’intégration sur X qui
donnera un d*(k + 1)

En raison de I’antisymétrique de 6, I’exposant disparait ainsi :

f (f * 9)(0) dx = f k. FUOG(—k) = f (f.9) ) d*x  (321)
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Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schrodinger dans
D’espace non-commutative

5- La conjugaison complexe :

(FG) * g(x)" = fx)" * g(x)* (3,22)
6- le produit star est non commutatif :
fG) + glx) = glx) = fx) (3,23)
Par contre :
fG) * g() = g(x) * f(X)]g--0 (3,24)
Lorsque 6 =0 on trouve :
f) * glx) = g f(x) (3,25)
7- Reégle de Leibniz :
0,(f*9)=0,f g+ [*dug (2,26)

4. Le decalage ""Bopp shift':

On peut écrire les opérateurs d'espace-temps non commutatifs X et p en termes des
opérateurs ordinaires de positions et d'impulsions en utilisant la transformation suivante : [17,
27, 28,20]

1
X; = 5(,'\1' +§0Uﬁ] (3,27)

Dj =Dj (3,28)

En peut démontrer cette relation, en prend particule dans un champ extérieur sur

espace non commutatif comme exemple.

On peut extraire un hamiltonien :

H=al(p,—gA)+mg— g4, (3,29)
Etona aussi :
§ = il 2] =« + gL 57, (3,30)
Avec OHA, = akAklfci—ei,-pj et akt=1
On fait de méme pour I’impulsion :
pt =i[H,p'| = g4, (3,31)
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Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schrodinger dans
D’espace non-commutative

On remarque que les équations (3,30) et (2,31) permettent d’écrire :

i_ai, 0
X =X +

il 2
: (3.32)

5. Atome d’hydrogéne sur un espace non commutatif :

L’équation de Schrodinger sur un espace-temps non commutatif aura la forme [09] :
A(P,%)* ¥ (R,t) = Ep. 9 (% ,1) (2,33)

0

D2
m 2 o) = [% V@ v (G0 2,39)

Le produit star entre I’operateur du potentiel et la fonction d’onde est défini comme :

VE). v @, 0) - V(&) v (F,t) (2,35)
Mezincescu [17] et [28, 29] a démontré la relation suivante :
N N - ﬁ -
V() * () = V<J? — §>¢ (%,t) (2,36)

Démonstration :
2 2 2 2 o 1" o\ . R
VE) 0 @) =vE) v @)+ Y —(5) 00, VRO 0%, .0, 3 (3)
i=1

A 0 — ) _
On a.ajn =T et iP = h_axfn avech =1

Onreplace 0;, par: 0; iP;,

VE) s @) =v@)p(E)+ i%(g)n 3y, .. 0;, V(RO ..0min ()P, ... P, 3 (F)
i=1
On pose : [17] Pin = gininp;
vE) «p (@) =v@) v @) + i%(- %) 0i, .0, V(R)P1 .. Pinp (3)
i=1
La transformation de Fourier de V(§)
0y, - 0y, V(R)P1r .. Pinyp () = (D)™ f dk exp(ikx) (k. )"V (k) ()

Donc :
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Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schréodinger dans
D’espace non-commutative

V&) v @) =v@p @+ Y 2(-5) O [ akexpn (kP 700y (3)

V@) - v ()= V@) v () + [ ak jg(_;)" (1. PY" 070w (3)

Nv~

V(E) < w () =vE)p @)+ [ ar () 1) e 0y (3)

VE) < w () =vE)p @) + | akel 00 () - [ ake@r 0w (3)

VE) + v (B =vE p @)+ [ar 009 @) - v w @)

1+ 0(3) = [l Dron )

(2,37)

VG ()= (x-3) @

En résumé, en mécanique gquantique non commutative on peut utiliser lI'équation de

Schrédinger avec la multiplication et les coordonnées de I'espace- temps ordinaires a

N | "™

condition de décaler I’argument de potentiel d'une quantité égale a

6. Hamiltonien non commutatif :

L'Hamiltonien non relativiste représentant lI'atome d’hydrogéne a I’expression suivante
H(x,p) - H(®,P) (2,38)

A2
p (2,39)

Est le potentiel central créé par le proton de charge + |q| (le potentiel de Coulomb)
Ze
V(r) =— 7(2,40)

En termes de coordonnées non commutatives on écrit [23, 29,31]:
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Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schrodinger dans
D’espace non-commutative

Ze? Ze?
V(r) =— = (2,41)

VXX

Nous utilisons maintenant le nouveau systéeme de coordonnées :

Avec x;, P; (sans chapeau) désigne les coordonneées et les moments commutatifs
Satisfaisant les commutateurs suivants : (1.1)

[ﬁl'ﬁ]] =0 , 56\1,5(\]] =0 et [flrﬁ}] = lfl

\ , s . .. p2 . )
Dans le nouveau systéme de coordonnées, 1I’énergie cinétique Py reste invariante, par

contre le potentiel coulombien devient : [17, 30, 33]

v Ze? Ze?
r)=— —_ —
X . X (x- - ﬁﬁ.) (x- _ %up )
i 2n g i 2n kK
Ze?
Vir)=-—
\/(xixi — J;l—l Bl]p] + 0(02))
Ze?
V(ir)=-— '
JTZ — %BUP]-I_ 0(02)
Ze?
V(r) = -
rJl— X g,B, + 0(62)

2

V() = — %(1 hngup + 0(92)>

N =

Ze?

V(r) = — T<1 T —6,;P + 0(92)>

26



Chapitre 3 : Géométrie non-commutative et Solution I’équation Schréodinger dans
D’espace non-commutative

Ze*  Ze* -

Posons : [23]

0;; = zleijkek et {ZZ : ?kk]ll Z 2(; (2,45)
Donc: (2,44) alaidede (2,44) devient:
eZ? Ze? _
VE) == S - s ) nep 0P
on encore :
V() = - Zfz - i;z (Lr'f ) ¢ 0(6%) (2,46)

Donc I'opérateur Hamiltonien dans 1’espace non commutative devient :

2

H&,p) =5+ V()

P2 ze* Zé*(L.6)

2m r 4h r3

(2,47)

D’aprés cette expression on remarque que le non commutativité de ’espace - temps
est introduit sous forme d’une perturbation.
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Chapitre 4 : Solution de L’équation de Schrodinger Pour les Atomes Hydrogénolde

1. Introduction

Un atome Hydrogénolde est un atome constitué d’un noyau et d’un seul électron a
I’image de I’atome d’hydrogéne qui est I’élément chimique le plus simple. Son étude

permet de comprendre les principes de la structure atomique.

Nous nous proposons dans cette section d’étudier le mouvement d’un électron dans
le champ d’un noyau de charge +Ze. Le cas Z = 1 correspond a I’atome d’hydrogene
proprement dit, Z = 2 a I’hélium ionisé une fois He+, Z = 3 au Li++, Z = 4 au Be+++ etc.
En outre, le cas de valeurs de Z élevées pour resservir a étudier, en premiére
approximation, le mouvement des électrons intérieurs (K) des atomes lourds, Soit faible
par la présence des électrons de couches plus élevées. Enfin, les atomes alcalins (Li, Na,
...) pour lesquels 1’électron de la couche extérieure se trouve sur un état| s) pourrait

également étre décrits a I’aide du modéle Hydrogénolde.
2. Hamiltonien du systéeme

Le systeme étudie a priori comme un probleme a deux corps : le noyau et I’électron.
Dans le cas de I’atome d’hydrogéne on est en présence de deux particules : 1’électron et le
proton dont la masse est trés supéricure a celle de 1’¢électron. Lorsque I’interaction entre
deux particules ne dépend que de la distance qui les sépare, on peut réduire 1’étude du
systétme a celle d’un probléme a un corps dans le référentiel du centre de masse du

systéme, le corps étant alors une particule fictive, de masse égale a la masse réduite[32] :

mm

D
=—" 4,1
h= v, (4.1)

La masse du proton m, vaut environ 1836 fois celle de I’électron, le centre de
masse est treés proche de celui du proton la masse réduite vaut presque celle de 1’¢lectron et
on peut donc considérer que 1’¢lectron évolue a la distance r d’un proton pratiquement au
repos. C’est D’approximation généralement employée dans 1’¢tude de 1’atome

Hydrogénolde.

Nous allons donc étudier les états liés d’un électron dans le champ coulombien du

noyau. L’énergie potentielle de I’électron dans le systéme est donnée par :
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Chapitre 4 : Solution de L’équation de Schrodinger Pour les Atomes Hydrogénolde

Ze? Ze?
Vi) =— —=—- — (4,2)
r r

L’Hamiltonien du systéme, qui a pour expression

hz
H=——A+V(r)
2m

Ne dépend pas explicitement du temps, puisque V(r) n’en dépend pas, et sa valeur
moyenne est donc une constante du mouvement. Nous allons donc chercher les états

stationnaires caractérisés par 1’énergie E, et décrits par la fonction d’onde [32]

() = p(re = (43)
3. Atome Hydrogénolde dans L’espace Non commutative

Pour résoudre de I’équation de Schrddinger pour les atomes Hydrogénolde en

introduisant dans I’équation de Schrodinger un potentiel de type muoniques [33 ,34],

Les atome muoniques sont des atomes hydrogénoide, peuvent étre formés dans
lesquels un muon est lié¢ a un noyau de charge Ze; de tels états sont appelés des atomes
muoniques. Les muons sont des électrons lourds n qu’ils sont la méme charge électrique e

et spin ¥ mais sont environ 207fois plus lourds, le potentiel donc est [33, 34] :

( Ze?
I —T , r>R
-]
% (T') = I Zez ; 7"2 — (44)
|72 R? o7
En représentant I’ Hamiltonien sous la forme :
H=H,+V(r) (4.5)
Ou
Hy, = n A ze” 4.6

L’Hamiltonien d’un atome Hydrogénée, on assimile V a une perturbation. 11 est

manifeste que [34]
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Chapitre 4 : Solution de L’équation de Schrodinger Pour les Atomes Hydrogénolde

0 , TI>R
C(r)={e* Ze? r2
ve(r)=+4e" Ze” I~ <R (4.7)
r 2R R?
Les fonctions propre .de I’Hamiltonien H, sont bien connues [34]. En particulier, la
2
fonction d’onde. D’état fondamental est de la forme (a, = % ~ 0.53 X 1078cm)
1
Z3 2 —7r
PYo(r) = (7‘[(103) e ao (4.8)
Et
2
© _  me(Ze?)
By = ——S— (4.9)

Le déplacement de niveau énergétique d’état fondamental du fait de la non-

ponctualité du noyau ( autrement dit ,sous I’action de la perturbation V(r) ) vaut

2By = B = [ Vo) P

2 2 : 1 1 rz 233
AE, = Ze?|Po(r)| J; 5 +2R3 4mr2d3r
2T
AE, =5—Z€21’32|1P0(T)|2
AE, = 2 Z4(R>2e2 410
0o — 5 ao ao ( . )

( Avec le calcul de I’intégrale on a tenu compte du fait que la fonction d’onde (1)
demeure, au sien du noyon r < R~ >» (10712 — 10713)cm , presque constante , et ¢ ’est

pour cette raisonqu’on a sorti la grandeur |y, (r)]? =~ [1,(0)]? de sous le signe de

I’intégrale ) .
La valeur numérique du rapport

EY

4 (R : -10Y 78/
W = —7 (a_> ~ (8.1071%)z /3 (4.11)
0

5 0
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Potentielle muoniques dans ’espace non commutative

0 , TIr>R
NC() = {Ze? Ze? r?
VEC(r) =20 _Ze (o T <R (4.12)
T 2R R?
Ze? 3Ze* Ze?
NC () — _ ~2
VR = - r T et
Ze? SZeZ_l_ZeZAA (4.13)
= T XiXi .
/xl.xl. 2R 2R3
Enremplace X; = x; + 2—213]- dans (4.13):
Ze? 3Ze? Ze? 9 0,
o, 0, 2R ' 2R h 2h
(i +3508) (xi+52P)
Ze? 3Ze? Ze? 9,
= - 2R + 2R3 (xl-xl- - %iji + 0(02)>

\[(xl-xl- - %iji + 0(02)>

Ze? 0; 3Ze? Ze? 0;;
= (1 Lx.p; + 0(92)) — <r 2——Lx,p + 0(92)>

r  2hr?2 2R | 2R® h

Ze? 3ze’ Ze? ,  Ze? 5 Ze? B
=7 2R TR +4hrszeif"9"xipi_erijkekxipj

Puisque : 6;; = Eijk%
Z €ijkOkx; Py = (x2P3 — x3P;)0; + (x3P; — x1P3)0; + (x1 P, — x,P1)0;
= L191 + L192 + L193
=16

Alors :
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Donc :

Ze? ., ,
VNC(f') = VC(T') + 4_hL 7] (4.14)

Donc on put écrire opérateur de Hamiltonien dans espace NC comme suivent :

. h2  Ze?
H=H, +VN¢(#) _P_ — 4+ VNC(#)
2u r
_p* ze?(r? ze?psp(1 1
- 2y+ 2R (RZ 3) + 4h Lo (r3 R3) (4.15)
_p*  ze?(r?
L +Z (5-3)+w (4.16)
avec
Ze? »>/(1 1
w=214(5-5) (4.17)

Donc I’équation Schrodinger dans 1’espace non commutative :

HyY(E,0,0,t) = EY(7,6,0,t) (4.18)

En remplace 1’équation (4.12) et(4.15)dans (4.18):

o (o -B) + 2 (G -3) + 2 T8 (5 - )| w6 0,00 =

21 r2 R \R? rs

Ey(?0,,t) (4.19).

Considérant[ﬁ , f.z] = 0, par consequent, suivant le principe fondamental de la
mécanique quantique, ces opérateurs ont une base commune des vecteurs propres les

fonctions propres de H, (r, ¢) dépendant de ont la forme :
l/)(?, 0! Q, t) = Rl (r)Yl,ml (91 <P) (420)

OUR,(r) et Y, ,,,(6, ) constituent la partie radiale et la partie angulaire de la fonction

d’onde respectivement.
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Chapitre 4 : Solution de L’équation de Schrodinger Pour les Atomes Hydrogénolde

4. Etude la partie angulaire

L’étude de la partie angulaire pour les atomes Hydrogénolde est le méme que
1’étude de la partie angulaire pour I’atome hydrogéne dans le cas ordinaire (on a vue dans
chapitre 2).

5. Etude la partie radial

En remplace 1’équation (4.20)et on paojecté la fonction harmonique sur 1’équation(4.19)

on trouve :
0?2 I+ 1) 2u(Ze? (r? Ze’m0, /1 1
P ‘Tﬁ(ﬁ(ﬁ*‘)*T(r—s‘ﬁ)‘E) Ru(r)
=0 (4.22)
On pose:
U(r) =rR,(r) (4.23)
On trove:
0?2 2ufl(l+1) Ze?/[r? Ze’m0, /1 1
m”“w( 7 TR <ﬁ_ >+—4 (ﬁ_ﬁ)_E>U(r)
=0 (4.24)

Pour résoudre I’équation différentielle dernier ont recherche les comportements

asymptotique de U(r)

1. rtend vers l’infini (r = )

I(1+1) . Ze?m 0y

I suffit de négliger dans (4.24) les termes en ——et — ==, la solution est alors

immédiate :

02 2u(Ze* [r* Ze’mo0
—U(r)——“ 2 (L _3) 28 M% ¢ Ur) =0
r 4R3

a—:u(r)+2_“<Z—82(3—m9k)+a—ﬁr2>u<r>=o (4.25)
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On pose :
E —2—92(3—m9k)+Eetk—ﬁ
07 2R 2R 2 T R
Alors :
" vy + (g X2\ uey =0 426
or2 T+h2<9_2r) = (4:26)

La solution pour cette immédiate a partir des résultats obtenu pour oscillateur

harmonique unidimensionnel.

1
Sil'on définit « = (jl—”) g w= X

On a, en ne tenant pas compte de facteur de normalisation

a2r2

U(r),=e 2z Hy(ar) (4.27)
Correspondant a
1
E, = (nn + E) hw (4.28)

Ou
E, = Eg (4.29)
n, ,Etant de entier positif ou nul et H les polynémes d’ Hermite, d’ou (& un facteur prés),

a?r?

Y =e 2z Hy(ar) (4.30)
2. Dans I’autre limite asymptotique (r tend vers zéro) I’équation différentielle

accepte une singularité essentielle (r = 0) et la solution diverge (McLauren). Cette limite
fera I’objet d’une etude prochaine eneffet:
02 2u <Zezm O

a2V 52T

P - )U(r) =0 (4.31)
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Conclusion :

Dans notre travail est la résolution de 1’équation de Schrodinger pour les atomes
hydrogénoide de type muoniques dans le formalisme de la géométrie de 1’espace non
commutative. Cette non commutativité a été considéré comme une perturbation indépendante
du temps. Elle a conduit & un simple déplacement de vecteur de position x;a un vecteur
équivalent x défini par la relation :X; =x,-+Z—ZT’,- qui dépend de parametre du non

commutativité 6. On montre que le comportement asymptotique de 1’atome hydrogenoide loin

du noyau est analogue du comportement asymptotique de 1’oscillateur harmonique.
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Abstract

In this work, we have studied the solutions of the Schrédinger equation for
hydrogen-type of atoms (the Hydrogénoide atoms) in non-commutative space. We
show that the asymptotic behavior of the Hydrogénoide atoms is analogous to the
asymptotic behavior of the harmonic oscillator for large distances.

Keywords: Schrédinger equation, Hydrogen atom, Hydrogenoide atom, Colombian

potential, non-commutative space.

Résumeé

Dans notre travail, nous avant étudié les solutions de I'‘équation de

Schrodinger pour les atomes de type hydrogeéne (I’atome Hydrogénoide) dans
I” espace non commutative, On montre que le comportement asymptotique de

I’atome Hydrogénoide est analogue du comportement asymptotique de 1’oscillateur
harmonique
Mots-clés: équation de Schrddinger, atome Hydrogene, atome Hydrogénoide,

potentiel colombien, espace non commutative.



