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Notation

L(E; F) : L’ensemble des applications linéaires de E dans F.
C([a; b]) : L’espace des fonctions continues sur l'intervalle [a; b].
ker(A) : Le noyau de 'opérateur A.

Im(A) : L’image de Popérateur A.

A~1: L’inverse de lopérateur A.

A : La fermeture de Popérateur A.

I : L’opérateur identité.

A* : L’adjoint de I'opérateur A.

D(A) : Le domaine de 'opérateur non borné A.

Gr(A) ouT(A) : Le graphe de A.

p(A) : L’ensemble résolvant de A.

R(A,A) : Le résolvant de A.

0(A) : Le spectre de A.

(A) : Le spectre ponctuel de A.

2

S

(A) : Le spectre continu de A.
0+(A) : Le spectre résiduel de A.

(h,i) : Le produit scalaire.

|k|| : La norme.

K(E) ou K(E; F) : L’espace des opérateurs compacts de E,
ou de E dans F.

H? : L’espace de Sobolev.

A, V? : Le Laplacien.

CY) sur [a;b].



Introduction

Ce Travail est essentiellement centré sur le théme de la théorie spectrale des opérateurs.
On donne d’abord, un bref apercu sur cette théorie. La théorie spectrale est une théorie qui
étend a des opérateurs définis sur des espaces fonctionnels généraux la théorie
élémentaire des valeurs propres et des vecteurs propres de matrices. Ces idées venaient au
départ du développement de ’algébre linéaire,mais elles sont aussi liées a 1’étude des
fonctions analytiques, car les propriétés spectrales d’un opérateur sont liées a celles de
fonctions analytiques sur les valeurs de son spectre.
La théorie spectrale a été formulée de trois maniéres différentes.Les développements
ultérieurs de la théorie des espaces de Hilbert et de la théorie spectral d'unique endomorphisme
normal accompagnérent le développement de la physique quantique, enparticulier dans les travaux
de von Neumann. Cette théorie se développa pour inclure celle des algébres de Banach, et des
constructions plus abstraites. La différence entre ces approches peut mieux se voir dans le cas
de I'analyse de Fourier. On peut aussi étudier
les propriétés spectrales d’opérateurs sur des espaces de Banach.En particulier, les opérateurs
compacts sur ces espaces ont des propriétés spectrales analogues a celles des matrices.
particulier a en déterminer des propriétés spectrales spécifiques. Il se décline en trois chapitres.
Le premier chapitre porte sur les opérateurs linéaires. On y étudie les opérateurs
linéaires bornés. Ce chapitre rassemble des concepts sur le spectre,les valeurs et vecteurs
propres qui interviennent aux chapitres suivants.Il permet aussi d’aborder d’importantes notions
pour la suite telles que I'inverse,’adjoint d’un opérateur, et 'opérateur auto-adjoint, suivis de
quelques exemples.a cela, s’ajoute ’étude des propriétés spectrale de chacun de ce opérateurs.
Cette derniére consiste a mettre en relation les propriétés spectrales de ces opérateurs avec
I’étude des propriétés des espaces orthogonaux.
le deuxieme chapitre Théorie spectrale des opérateurs Ce chapitre est consacré a 1’étude
de la théorie spectrale des opérateurs linéaires dans le cadre des espaces de Banach.

Il s’agit d’une généralisation du concept classique de valeurs propres et de vecteurs propres des



matrices aux opérateurs définis sur des espaces fonctionnels de dimension infinie.Le spectre d'un
opérateur linéaire borné T € L(E), noté o(T), est défini comme 1’ensemble
des scalaires A € C tels que I'opérateur T — Al n’est pas inversible.
Le chapitre examine ensuite le cas particulier des opérateurs compacts, qui possedent un
spectre discretement structuré, avec zéro comme seul point d’accumulation possible. On y traite
notamment : du théoreme de Riesz-Schauder, décrivant la structure du spectre des opérateurs
compacts, de 'opérateur intégral de Volterra comme exemple classique,de la représentation
spectrale, permettant de relier un opérateur a ses propriétés spectrales via ses fonctions
propres. Ce chapitre fournit ainsi les outils nécessaires a 1’analyse des opérateurs dans des
contextes fonctionnels, essentiels en analyse fonctionnelle et en physique mathématique.

Le troisiéme chapitre a pour objectif de généraliser les résultats de décomposition
spectrale en dimension infinie. Dans le cas hilbertien,le résultat est connu en dimension finie, on
en explore d’autres aspects en dimension infinie.Une partie est consacrée I’étude des séries de
Fourier. Les questions qui se posent alors sont : Sous quelles conditions générales ce formalisme
s’applique-t-il,et quels sont les opérateurs qui peuvent ainsi etre développés en série? Toute
fonction peut-elle “etre exprimée en termes de fonctions propres (autrement dit, les fonctions
propres forment-elles une base)? Pour répondre & ces questions, on a considéré deux exemples.
Il s’agit en particulier de parler dans I'un des deux de la fameuse équation de la chaleur sur un

domaine borné.



CHAPTER 1

Operateurs lineaires

Au sein de ce premier chapitre, on propose des notions générales sur les opérateurs.
Une grande partie de ce chapitre est inspiree de [[12]

1.1 Définitions et exemples

Définition .1 Soient E et F deux espaces vectoriels sur le méme corps IK
On dit que Uapplication ou l'opérateur A : E — F est linéaire si :

Alx+y)=Ax+ A
Vx,y € E,VA € K: ( ) s

A(Ax) = AAx

c’est un homomorphisme d’espaces vectoriels, et 'on a A(0) = 0

Cas .1 (Cas particuliers )
St A est bijectif, alors A est un isomorphisme.
Si E = F alors A est un endomorphisme de E.

Si A est un isomorphisme de E dans E, alors A est un automorphisme.

o v~

Si F =K, alors A est une forme linéaire sur E.

Quand E est un ensemble de fonctions, A est souvent appelé une fonctionnelle linéaire

Example .1 Dans l’espace usuel, les rotations, les homothéties, les similitudes et les projections
sont des applications linéaires Dans [’espace usuel, les rotations, les homothéties, les similitudes et
les projections sont des applications linéaires.

Définition .2 Soit A : E — F un opérateur linéaire. On définit :

e image de l'opérateur A par :
Im(A) = {Ax,x € E}

e le noyau de l'opérateur A par :

Ker(A) = {x € E: Ax =0}



1.2 Operateur lineaire borne

Soient E et F deux espaces vectoriels normés, A : E — F un opérateur linéaire.Le théoreme suivant
caractérise la continuité d’un opérateur linéaire.

Théoreme .1 Les propriétés suivantes sont équivalentes:
1. (1) A est continu,
2. (2) A est continu en 0,

3. (3) 1l existe une constante ¢ telle que : ||Ax|| < cl||x|| pour tout x € E.

Démonstration .1 L’implication (1) = (2) est évidente.

On va montrer montrer l'implication (2) = (3). On suppose que A est continue en 0, alors :

Ve > 0,36 >0,Vx € E: (||x]]| <d) = (||Ax| < e).

Soient e >0 et x € E, x #0. On pose : 2H sia s alors ||| =

D’ou ||x'|| < 6, et par conséquent ||Ax’|| < € (par hypothése de contmuz’té}.

Or :
14 =4 (sf)]

x|||Ax|| <e.

1l résulte que :

2¢
[Ax]| < —[lx]].

Il existe alors une constante ¢ satisfaisant la condition (3).

2¢
Cette inégalité est vraie pour x = 0, donc (3) est vérifiée avec ¢ = 5

Montrons maintenant limplication (3) = (1).
On suppose que (3) est vérifiée, c’est-a-dire qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que :

|Ax|| < cl||x|]] Vx € E.
Alors, pour tous x,y € E, on a :
[A(x =)l <cllx -yl clest-d-dire  ||Ax — Ayl < cfjx —y]|.

Donc, Uapplication A est Lipschitzienne, et par conséquent, elle est continue sur E.

Ainsi, les trois propriétés sont équivalentes.



Définition .3 Une application linéaire A : E — F entre espaces vectoriels normés
qui est continue est souvent dite bornée.

Notation .1 On note L(E, F) l’espace vectoriel des applications linéaires continues entre E et F.

Quand E = F, L(E,F) est noté L(E). Quand F =K, on note E' l’espace dual (topologique) de E,

qui est l’espace vectoriel des formes linéaires continues de E dans K. Par E”, on désigne le bidual
de E.

On définit maintenant la norme d’un opérateur linéaire continu.

Remarque .1 SiE est de dimension finie, alors toute application linéaire de E dans F est continue.

On définit maintenant la norme d’un opérateur linéaire continu.

Définition .4 (Norme d’un opérateur linéaire continu) Soit A : E — F un opérateur linéaire

continu entre deux espaces vectoriels normés. est appelé la norme de l'opérateur A, et il est noté
[ ALl

Remarque .2 1. Si, pour une constante c, on a :
|Ax|| < cllx|| pour tout x € E,

alors A est borné et :

lAl <e.

De plus, on a l'inégalité fondamentale :

|Ax|| < ||A]| - ||x]| pour tout x € E.
2. On vérifie facilement que :

|A|l = sup ||Ax|| ainsi que ||A| =inf{c : ||Ax| < c||x| pour tout x € E}.
] <1

Proposition .1 (Propriétés de la norme d’opérateur)
Soient E,F,G des espaces vectoriels normés.

1. Si Ae L(E,F), alors :
|Al=0 < A=0.

2. Si A,B € L(E,F), alors A+ B € L(E,F) et :
A+ B[l < [[A] + [[B]-
3. Sia € K et A€ L(EF), alorswA € L(E,F) et :
[l Al = fa] - [ Al

5



4. Si A€ L(E,F) et Be L(F,G), alors BoA € L(E,G) et :

[Bo Al < [[B]-[lAll-

Notation .2 La composée A o B de deux opérateurs A et B sera souvent notée simplement AB.

Example .2 (Projection orthogonale sur un sous-espace fermé) Soit F un sous-espace fermé
d’un espace de Hilbert H. L’opérateur projection Pr est continu de norme 1, car :

Pr(x) = x pour tout x € F,

et :
|Pe(x)|| < ||x|| pour tout x € H,

avec éqalité si x € F.

Example .3 (Opérateur de Volterra)
Soit E = C([0,1],K). On définit 'opérateur linéaire de Volterra A sur E (primitive s’annulant en
0) par :

Vf e E, Af(x):/oxf(t)dt, vx e [0,1].
Pour tout f € E, on a :

[Aflleo < (1 flleo,

donc A € L(E) et ||A|l <1.
De plus, ||Al| =1, car si f =1, on obtient :

[fllo =1 et Af(X):/Oxldt:x,

donc :
[Afllo = sup |x[=1.
x€[0,1]

A ces deux exemples, s’ajoutent d’autres comme suit :
Example .4 1. (Opérateur de décalage ) L’opérateur shift en anglais, ou opérateur de décalage
en frangais, S, est défini sur £>(IN,R) par :
S(X(), X1,X2,.. ) = (O, X0, X1, X2, .. )
Cet opérateur est borné et on a :
IS]] = 1.
2. [Opérateur de multiplication]
Soient (X, Q, 1) un espace mesuré o-fini, et H = L2(X,Q, u).
Sipe L®(X, O, u),



on peut définir un opérateur My € L(H) en posant :

Myf = of.
Alors, on a :

1Mol = [l e

On rappelle que la norme ||@||1~ est définie comme le supremum essentiel de ¢ :

@[l = inf{c > 0: u({x € X: [p(x)| > c}) = 0}.
L’opérateur My ainsi défini s’appelle opérateur de multiplication et la fonction ¢ est appelée

le symbole de M.

3. Soit H un espace de Hilbert séparable admettant une base orthonormée (hy)y.
Soit & = (ay)n une suite bornée de nombres complexes.

On définit opérateur Ay sur H par :

VC — (Cn)n E gz(N,C), A“ (Z Cnhn> = Z anCnhn.

n>0 n>0

L opérateur linéaire A, est dit diagonal car il admet
une représentation matricielle diagonale relativement a la base (hy)y,

avec (an)n sur sa diagonale. Cet opérateur est continu et l'on a :
[Ball = o co-

Théoréme .2 Soient E un espace vectoriel normé et F un espace de Banach. Alors,
Uespace vectoriel normé L(E,F) est un espace de Banach.

Démonstration .2 Soit (An)n une suite de Cauchy dans L(E,F), c’est-a-dire :
Ve >0,IN >0,VnmeN:(n>N,m > N) = (||[An — An| <e).

Soit x € E. Comme
|Anx — Amx[| < [|An — Aml| - ||x]],

on a donc :
Ve >0,IN >0,Vx € E,Vn,m e N: (n> N,m > N) = (||[Anx — Amx|| < e]|x]]).

Cela signifie que la suite (Apx), est une suite de Cauchy dans F.
Or, comme l’espace F est complet, cette suite converge et la limite

Ax = lim A,x

n—00



existe dans F. On définit ainsi une application
A:E—F, x— Ax.

Cet opérateur est linéaire. En effet, pour tousn € N, x,y € E, o, € K, on a :

Ap(ax + By) = aApx + BAny.

Par passage a la limite, on obtient :
Aax + By) = nh_r;go Ap(ax+ By) =« nh—l;rolo Apx + ﬁr}gl(}o Any = aAx + BAy.

Cet opérateur est continu. En effet, la suite (Ay)y étant de Cauchy,
elle est bornée en morme, c’est-a-dire :

IM € R" tel que [[Aux| < M||x||, VneN.

Par passage a la limite, on a :

HAxH::thlAﬂx
n—o00

‘gMM,WEB

Reste a montrer que la suite (An)n converge en norme vers A dans L(E,F). On a :
Ve >0,dN >0,Vx € E,Vn,m € N, (n,m > N) = ||Anx — Apnx]|| < €||x].

En faisant tendre m — —+o0, il résulte :
Ve >0,IdN > 0,Vx € E,Vn > N, ||Axx — Ax|| < ¢g||x]|.
Ce qui montre que :

Ve >0,dN > 0,Vn > N, ||Ay — Al = sup ||Auwx — Ax|| <e.

€l <1

La démonstration du théoréme est alors terminée.

Corollaire .1 Soit E un espace vectoriel normé. Le dual E' d’un espace vectoriel normé E est un
espace de Banach.



1.3 Opérateurs non bornés

Définition .5 (Opérateur non borné)
Soient E et F deux espaces vectoriels normés.
On dit qu’un opérateur linéaire A défini sur D(A) C E a valeurs dans F est un opérateur non

borné si :
) =E.

Remarque .3 Dans la pratique, pour montrer qu’un opérateur A est mon borné, il suffit de
trouver une suite (¢n) C D(A) telle que ||@n|| < M (pour une constante M et tout n € IN) et

| A@y|| — +oo.
Par conséquent, on peut montrer qu’un opérateur A est non borné en trouvant une suite (¢n) C
D(A)

convergente vers 0 telle que la suite (A@y) ne converge pas vers 0.

Example .5 Soit D(Dy) un sous-espace vectoriel de C[0,1] composé de toutes les fonctions poly-
nomiales. L’opérateur différentiel Dy défini de D(D1) dans C[0,1] par :

Dip() = 0 _ g1z

est un opérateur non borné. En effet, on considére par exemple la suite des fonctions ¢n(x) = x",
n=1,273,.... Il est clair que pour tout n € N*, on a ¢, € D(Dy).
En outre, on a :

= max x)| = max |x"| = 1.
Ionlls = max ()] = max [+
Pour toutn =1,2,3,... :
! ! / 1 1 1
[ D1%nlleo =[x [l = [[(x)" || oo =/ Inxy " [dx = max nx"~
0 x€[0,1]
Or, on a :
lim max nx" ! = o
11— xe[0,1]

D’oti, opérateur Dy est un opérateur non borné dans C|0, 1].

Example .6 Soit D(D,) un sous-espace vectoriel de L2[0,1] composé de toutes
les fonctions continiment dérivables sur [0,1] C R (i.e. D(Dy) = C'[0,1]).
L’opérateur différentiel Dy est défini de D(D,) dans L?[0,1] par :

Daglx) = - p(x) = ¢'(x)

Cet opérateur est non borné.



En effet, considérons par exemple la suite de fonctions @, (x) = x", pourn =1,2,3,....
Il est clair que pour tout n, ¢, € D(D,). De plus, on a :

1 1 1
2 _ 2 _ 2n o
HanHz—/O |@n(x)] dx_/o x dx_2n+1

et

1 1 1 1
| D2gpu |3 :/0 |Dagp (x)|? dx :/0 Inx™ 1% dx :/0 2?2 dx = n?. P

Ainst,

HDZQDHHZZ o2n—-1=mn- 2n_1—><>o quand 1N — oo

[ @nll2 / 2n+1
2n—|—1

D’ou lopérateur Do est non borné dans L]0, 1].

Example .7 Soit D(D3) un sous-espace vectoriel de L>(R) composé de toutes les fonctions de
carré intégrable sur R dont les dérivées premieres et secondes sont aussi de carré intégrable sur R,

i.e., D(D3) = H*(R).
L opérateur laplacien en dimension 1, D3, est défini de D(Ds3) dans L?([0,1]) par :

2 X
Dsp(x) =TI _ )

et c’est un opérateur non borné.
En effet, considérons la suite des fonctions @n(x) = el pour n = 1,2,3,.... Il est clair que
pour tout n, on a ¢, € D(D3). De plus, on peut vérifier que :

HGUnHLz — 0 (ou bornée),

mais
||D3(Pn||L2 = [l ¢y ||L2 — 400 quand n — 4-o0.

Par conséquent, 'opérateur D3 n'est pas borné. Soit ¢,(x) = el pourn =1,2,3,..., on a:

1 1
lgal3 = [ lpa(x)Pdr= [ Hlax =1
—1 -1

De plus, on calcule la norme de D3y, dans L2([0,1]) :

1 1 1
ID3nll5 = / D3 (x) [ dx = / In2e" )2 dx = n4/ 21| gy
1 1 )

Cela donne :

1 2
Dao. |12 — 4/ x| gy — AL 2 3
IDagull3 =nt [ ldx—nt. = —u

Ainsi, on a :

10



|D3¢u||3 — 00 lorsque n — co.

Cela montre que l'opérateur D3 est non borné dans L*([0,1]).

1.4 Operateur inverse

Définition .6 Soient A € L(E,F) ot E et F sont deuz espaces vectoriels normés. On dit que A
est inversible s’il existe B € L(F,E) tel que :

AB = Idg  (inversible a droite) et BA = Idg (inversible a gauche).

Un tel opérateur (lorsqu’il existe) est unique. On lappelle opérateur inverse de A et on le note
B=A"1

Remarque .4 Siun opérateur est inversible a droite et injectif (resp. inversible gauche et surjectif)
alors il est inversible et tout inverse d droite (ou a gauche) est égal a l'inverse

Example .8 (Opérateur inversible a gauche mais non-inversible a droite)

Soit E = ?(IN,R) l'espace des suites réelles x = (xg, X1, -+ ,Xu, -+ ) telles que Y, |xp|> < +oo0.

nelN
Soit
S:E—E
Uopérateur shift (voir Exemple 1.2.3) défini par :
Sx = (0,x0, %1, , Xp—1," ")
L'opérateur S € L(E) est injectif (c’est une isométrie car ||Sx|| = ||x|| pour tout x € E). Cet

opérateur admet un inverse a gauche T, ou
T:E—E, Tx=(x1,x2, - ,Xps1," ")

car TS = Idg, mais Uopérateur T n’est pas son inverse a droite (car S n’est pas surjectif).

On rappelle que E est un espace de Banach. Pour des raisons de simplicité, on adopte une seule
notation de la norme || - ||, et c’est au lecteur de faire attention pour deviner de quelle norme il
s’agit lorsqu’on travaille avec plusieurs espaces vectoriels normés.

Théoréme .3 (Théoréme de linverse de Banach) Soit A € L(E,F), ot F est un espace de Ba-
nach. St A est bijectif,

alors son inverse A~ existe et est continu.
Autrement dit, A=' € L(F,E).

Notation .3 On note ZL(E) 'ensemble des opérateurs A € L(E) inversibles.

Proposition .2 Soit F un espace vectoriel normé et A € L(E,F) bijectif. Alors, les propriétés
suivantes sont équivalentes :

11



1. A=Y € L(F,E).
2. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € E, on ait || Ax|| > c||x]|.
3. F est un espace de Banach.

Démonstration! j3= (2) Comme A~! est continu, alors on a
Vx€eE:|[AT Ax|| < A7 - || Ax].

1l s’ensuit, pour tout x € E :
JAx]| > AT~ - [|x].

(2) = (3) Soit (Yn)n une suite de Cauchy dans F. L’opérateur A est bijectif, alors il existe une suite

(xn)n dans E telle que, pour tout n € N : Ax, = yy.
Or, d’aprés (2), pour tous n,m € N, on a :

it — nll < ¢ 1 ACGEn —x)l| = ¢ [y = il

Alors, (xy)y est une suite de Cauchy dans l'espace de Banach E.

Done, elle converge vers un élément x € E. L’opérateur A étant continu, la suite (y, =
Axy)y converge alors vers Ax € F. Il s’ensuit que F est un espace de Banach.

(3) = (1) Elle découle du théoréme de Banach.

Corollaire .2 Soient F un espace de Banach et A € L(E,F). Alors, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. I existe ¢ > 0 telle que pour tout x € E : ||Ax|| > cl|x]|.
2. A est injectif et Im(A) est fermé dans F.

Démonstration .4

(1) = (2) On suppose qu’il existe ¢ > 0 telle que pour tout x € E,
on ait ||Ax|| > cl|x||.Alors, A est injectif, donc est une bijection
de E sur G =Im(A).
D’apreés la Proposition 1.3.2, on conclut que G = Im(A) est un espace de Banach,
et donc G est fermé dans F.

(2) = (1) On suppose que A est injectif et G est fermé dans F.
Alors, A est une bijection de E sur G, et comme G est fermé dans F,

il existe un constant ¢ > 0 tel que pour tout x € E, on ait ||Ax|| > cl|x]|.

Corollaire .3 Soient F un espace de Banach et A € L(E,F).
Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Im(A) = F et il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € E,
on ait ||Ax|| > cl|x]|.

2. A est inversible.

12



Démonstration.

e (1) = (2) : Si (1) a lieu, d’apres le Corollaire 1.3.3, A est injectif et Im(A) est fermé dans
F. Alors, Im(A) =Im(A) = F, donc A est surjectif et donc inversible.

e (2) = (1) : Si(2) alieu,ona F =Im(A) C Im(A) C F. Donc, Im(A) =Im(A) = F, ce

qui donne le résultat d’apres le Corollaire 1.3.3.

Lemme .1 Soient E, F et G des espaces de Banach. Si A € L(E,F) et B € L(F,G) sont deuz
opérateurs inversibles, alors BA € L(E,G) est inversible et l'on a :

(BA)™1=A"1B7L.

Théoréme .4 (i) Soit A € L(E) tel que ||A|| <1, alors Idg — A est inversible et

o -1 _ & n
(Idg —A)~' =) A"
n=0

(ii) Si A est inversible, alors A + B est inversible pour tout B € L(E) tel que ||B|| < ||[A™Y| 71,

et on a : .
(A+B)'=Y (A'B)"A™".
n=0
Si A et B commutent, alors :
—+o00
(A+B)'=Y) A1"B"
n=0

(iii) L’ensemble ZL(E) des opérateurs inversibles est un ouvert de L(E), et lapplication

Ar— AT
est continue, et méme de classe C*° de ZL(E) dans ZL(E).

Remarque .5 Le résultat du point (i) du théoréme précédent peut étre utile dans la situation
suivante. La question qui se pose est : résoudre l’équation intégrale, avec A € L(E), § € E donnés

et f € E l'inconnue :
f(x) = g(x) + Af(x).

Il convient aussi de savoir utiliser le résultat du point (i) sous la forme suivante : si A € L(E) est
tel que

alors A est inversible et l'on a : N
A7t =Y (1dp —A)".
n=0

13



1.5 Spectre d’un opérateur

Cette section est consacrée aux rudiments de la théeorie spectrale ensemble résolvant,spectre et
valeurs propres.

Définition .7 Soit A € L(E).

1. On appelle spectre de A, l’ensemble
c(A) ={A € K| (AIdg —A) n’est pas inversible} (i.e., non bijectif).

Tout scalaire A € 0(A) est appelé valeur spectrale.
Le rayon spectral de A, noté r(A), est défini par :

r(A) =sup{|A[ | A € o (A)},

et Uon a toujours r(A) < ||Al|. Sio(A) =@, alors, par convention, on pose r(A) = 0.

2. On appelle valeur propre de A tout A € K tel que AIdg —A n’est pas injectif. On appelle
spectre ponctuel de A, l'ensemble :

0p(A) = {A € K| A est une valeur propre de A}.
Une valeur propre de A est une valeur spectrale, et on a toujours :

op(A) Co(A).

On appelle espace propre associé a la valeur propre A € UP(A), le sous-espace vectoriel :

ker(AIdg —A).

La multiplicité géométrique d’une valeur propre A € 0, (A) est la dimension de ker(AIdg —A),
et la multiplicité algébrique est la limite : limy_, | o dimker((AIdg —A)).

3. On appelle spectre continu de (A), 'ensemble : 0.(A) = {A € K| (AIdg —A) est injectif, Im(AIdg —/

4. On appelle spectre résiduel de A, ’ensemble :

0r(A) ={A € K| (AIdg —A) est injectif, Im(AIdg —A) n’est pas dense dans E} .

5. On appelle ensemble résolvant de A, l’ensemble :

p(A) ={A e K| (AIdg —A) est inversible} .
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Tout scalaire A € p(A) est appelé valeur résolvante. On a :
o(A) =K\ p(A).
Si A€ p(A), alors on note :

Ry(A) = (Aldg —A)~1 € L(E)

la résolvante de A.

Example .9 Soit E = C([0,1],K). Si on considére l'opérateur de Volterra (voir Exemple 1.2.2),
alors on a :

ker(A) = {0} et Im(A)={ge€E|g(0)=0}.
En particulier, A est injectif, donc 0 & 0,(A), mais A n'est pas surjectif, donc 0 € c(A).

Théoréme .5 Soit A € L(E).

1. Si|A] > ||A]l, alors A € p(A), et donc :
o(A) < B(0, [|Al}).

2. p(A) est un ouvert non vide de K.

3. 0(A) est un compact non vide de K.

4. St A est inversible, alors :

MA”):{%|AedAﬁ.

5 Ona:
o(A) C B(0,r(A)).
De plus, on a :
r(A) = lim |A"|%.

n—-+too

Démonstration .5 1. Si |A| > ||Al|, alors |[A71A|| < 1. On en déduit, d’aprés le Théoréme
1.4.6, que Idg —A71A est inversible, ¢’est-d-dire :

A€ p(A).

2. On a montré que p(A) est non vide (d’aprés le point 1).
Considérons Uapplication f : K — L(E) définie par :

F(A) = AIdg —A.

Alors :
p(A) = fHZL(E)).
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Pour tous A,y € K, on a :

1FA) = fFGll = 1A =) Tde || < |A = pl-

Il en résulte que f est continue.

Or, ZL(E) est un ouvert de L(E) (voir Théoréme 1.4.6), donc :

o(A) = FUTL(E))

est un ouvert de K.

3. Ona:
o(A) =K\ p(A),

donc o(A) est fermé (d’aprés le point 2), et borné (d’aprés le point 1). Par conséquent,
o(A) est un compact de K.

Remarque .6 Si E est de dimension finie, alors (AIdg —A) est inversible si et seulement si :
ker(AIdg —A) = {0}.

En particulier, on en déduit que :

0p(A) = 0(A).

En effet, si E est un espace vectoriel normé de dimension finie, tout opérateur linéaire A sur E
peut étre représenté par une matrice carrée A, et Uopérateur (AIdg —A) est inversible si la matrice
associée est inversible. Il est clair que, pour tout A € K, l'un des deux cas suivants se produit :

(i) A est une valeur propre de A,

(ii) la matrice (AIdg —A) est inversible, c’est-a-dire que la matrice (A\1dg —A) ™! existe.
Il en résulte que le spectre 0(A) = 0,(A) est l'ensemble des valeurs propres de la matrice A, et
la dimension de [’espace propre associé a toute valeur propre est finie. Le spectre d’un opérateur
linéaire dans un espace de dimension finie a donc une structure simple. FEn revanche, pour un

opérateur général dans un espace de dimension infinie, le spectre peut étre différent et plus compleze.

Example .10 Soit Idyg lopérateur identité de l’espace de Hilbert H. Il est clair que :

o(Idy) = {1},

car .

Aldy —Idy = (A — 1)1dy

est inversible si et seulement si A —1 # 0, c’est-a-dire A # 1.
De méme, si p € K, alors :
o(uldy) = {p}-
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Example .11 Soit H = L?([0,1],IR). On considére l'opérateur de multiplication
A:H — H Jdéfini par Af(t) =tf(t), te]0,1].

Alors, on a :
c(A) =1[0,1].
De plus, lopérateur A n’a pas de valeurs propres.

En effet, soit A € R, f € H, t €[0,1], on a :

(Aldy —A)f(t) = (A = £)f(8).

On distingue deux cas :
SiA ¢ [0,1], alors la fonction t — 1 est bornée sur [0,1], et Uopérateur (Aldy —A) ™1 est défini
par :

1

(Al —4)Tg| () = ;=8(0), g€ H.

On vérifie que A est un opérateur borné.
Si A € [0,1], alors la fonction t +— ﬁ n’est pas dans H, car elle présente une singularité non
intégrable en t = A. Il en résulte que l'opérateur Aldg —A n’est pas inversible. Ainsi, tous les
A € [0,1] sont des points singuliers.
On en déduit donc que :

c(A) =[0,1].
Supposons maintenant que A soit une valeur propre de A, et f € H un vecteur propre associé.

Alors, pour tout t € [0,1], on a :
(A—=t)f(t) =0.

Il s’ensuit que f(t) =0 pour tout t € [0,1], donc f =0 dans H, ce qui contredit le fait que f soit
un vecteur propre non nul.
Par conséquent, A n’a pas de valeurs propres, et :

0p(A) = @.

1.6 Opérateur adjoint

1.6.1 Définitions et exemples

On commence par rappeler le théoréme de représentation de Riesz.

Théoréme .6 (a) Soit H un espace préhilbertien. Pour tout y € H, Uapplication
x € H— (x,y)

est une forme linéaire continue de norme ||y||.
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(b) Soit f une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H, alors il existe un élément

unique y € H tel que :
f(x)=(xy), Vxe€H.
Soient (H,{-,-)), (H1,{-,-)1) et (Hp,{-,-)2) des espaces de Hilbert.

Proposition .3 Soit A € L(Hy, Hy). Alors, pour tout y € Hy, il existe un unique z € Hy tel que
' Vx € Hy: (Ax,y)2 = (x,2)1.

On note alors z = A*y, ot A* est lopérateur adjoint de A.

Démonstration .6 Soit y € Hy. Lapplication ¢y : x — (Ax,y)y est linéaire.
Pour tout x € Hy, on a :

9y ()| = [{Ax, y)a| < [[Ax[l2]lyll2 < [|A[[[]x][1[]y[l2:

Donc, @y est une forme linéaire continue sur Hy.
On en déduit, d’apres le théoréme de représentation de Riesz, qu’il existe un unique z € Hy tel que

¢y(x) = (x,z)1, Vx € Hy.

Cect donne bien la relation :
(Ax,y)2 = (x,z)1, Vx € Hj.

Autrement dit, z = A*y, ce qui correspond a 'équation (1.2).

Définition .8 L’application A* définie de Hy dans Hy par :
Vx € Hy, V]/ € Hy : (Ax,y>2 = (x,A*y)l

est appelée ’adjoint de A.

Proposition .4 Soit A € L(Hy, Hp). Alors, A* € L(Hp, Hy) et :
A% = (Al

Démonstration .7 Soient y1,y, € Hy et « € K. Alors, pour tout x € Hy, on a :

(x, A*(y1 + ay2))1 = (Ax,y1 +ay2)2

(
=
= (x, A"y1)1 +a(x, ATy

= (x, A"y + «A%y2)1. (1.1)

Dot A*(y1 + ayn) = A*yr + aA*yy, c'est-a-dire A* est linéaire.
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De plus, pour touty € Hp, on a :

|A*y[]T = (A*y, A*y)
= (y, AA™y)2
<yl AllllA*y]l1- (1.2)

Doi ||A*yl1 < [|Al|llyll2. Cela dit que A* € L(Hy, Hy) et ||[A*|| < ||All. Enfin, pour x € Hi,
ona:

1AIIT = (A%y, A"y)s
= (1, AA™Y)2
< [[AA%Y[2]lyll2
< [AA*|[llyll2
< |AIPlly]Z,
Alors, on obtient ||Ax|2 < [[A*||||x]|1. On en déduit que ||A] < ||A*||.

D’ou résulte ’égalité des normes. Ceci achéve la démonstration de la proposition. La proposition
sutvante rassemble des résultats relatifs a adjoint d’un opérateur.

Proposition .5 Soient A,B € L(Hy,Hy), C € L(Hp, H) eta,p € K. Ona :
. (Idg)* = 1dy.

A =A.

(®A + BB)* = TA* + BB*.

. CA € L(Hy, H) et (CA)* = A*C*.

~

G e

lATA] = AAT| = || A]2.

Démonstration .8 Si A € L(Hy, Hy) est inversible, alors, d’aprés la Proposition 1.6.4, on a :
(A)*A* = (AA™H* = (1dy,)* = 1dy,

et
A* (AN = (ATA)* = (Idg,)* = Idg,.

Donc, A* € L(Hp, Hy) est inversible et (A*)™1 = (A=1)*.

Maintenant, si A* € L(Hp, Hy) est inversible, alors [’étape précédente montre que (A*)* €
L(Hy, Hy) est inversible. Or, d’aprés la Proposition 1.5.4, on a (A*)* = A. Il s’ensuit que A est
inversible. La démonstration est alors terminée.
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Example .12 (Opérateur intégral a noyau) Soit k : [c,d] x [a,b] — C avec ¢ < d, a < b, une
fonction continue de deuz variables réelles. On considére 'opérateur intégral

A:1%([a,b],C) — 12([c,d],C)
tel que, pour tout f € L2([a,b],C), Af est la fonction définie par :
vx e e d], Af(x)= / k(o D) £ (1) d.
ot la fonction k(-,-) s’appelle le noyau de Uopérateur intégral A. Par la définition du produit

)
scalaire dans L?([c,d],C),
pour tout f € L*([a,b],C), pour tout ¢ € L*([c,d],C), on a :

) = [[anws@ar = [*| [ k) | s ax

a

En utilisant le théoréme de Fubini (justifié par intégrabilité sur [c,d] x [a,b] de la fonction

F(x,y) = k(x,y)f(y)g(x)), on peut intervertir les intégrales :

= [ | [ Mxisira|ay = 7, 2%).

D’ou, l'opérateur adjoint A* de A est défini pour tout g € L*([c,d],C) par :

d
Vs € [a,b], (A*g)(s) = / k(x,s)g(x)dx.
C
Définition .9 Un opérateur A € L(Hy, Hyp) est dit unitaire si :

AA* = Ide et ATA = IdHl-

1.6.2 Proprietes spectrales de 'opérateur adjoint
Proposition .6 Soit A € L(H). Alors, on a :

1. Ker(A) = [Im(A")]",

2. Im(A) = [Ker(A*)]*.
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Démonstration .9 1. On a :

Ker(A) = {x € H: Ax = 0}
={x€eH:VyeH, (Ax,y) =0}
={xeH:VyeH, (x, A"y) =0}
— [Im(A")]~.

2. D’apres le point 1 et en tenant compte , on obtient :
[Ker(A*)]* = [Im(A)*]* = Im(A),
d’otu résulte I’égalité cherchée.

Proposition .7 1. p(A*) ={A€K:A€p(A)}, oc(A*)={reK:Aco(A)}.

2. Pour tout A € p(A*), on a :
Ry(A%) = (Rx(A))" .

Démonstration .10 1. On a Uéquivalence suivante : Aldg — A* est inversible si et seulement
si (Mdy — A*)* est inversible (d’aprés le Théoréme 1.6.5).

Or, B
(AMldyg — A")* = Aldy — A,

donc :

p(A*) ={A € K: Aldy — A" est inversible}
={A € K: Aldy — A est inversible}
={AeK:Aep(A)}.

De plus, comme 0(A*) =K\ p(A*), on en déduit :
c(A*)={AeK:Aec(A)}.

2. SiA € p(A*), alors on a :



ce qui découle également du Théoréme (1.6.5). D’ou résulte l’égalité attendue.

Remarque .7 On peut généraliser la notion d’opérateur adjoint au cas d’espaces de Banach E.
Pour f € E' et x € E, on note (f,x)p g au lieu de f(x) et on appelle (-,-)p g le crochet de dualité

de E' et E. Alors, le crochet (-,-)p g
est similaire au produit scalaire d’espace de Hilbert.
En particulier, si A € L(E,F), alors, il exviste A* € L(F',E’)
tel que, pour tout x € E et f € F', on ait :
(A™f, x)p e = (f, Ax)pr F-

1l s’agit d’une généralisation car, si E est un espace de Hilbert,
alors E' peut étre identifié avec E d’aprés le théoréme de représentation de Riesz.
Dans ce cas, le crochet de dualité (-,-)p g devient le produit scalaire de E.

Définition .10 Un opérateur A € L(E) est dit normal s’il commute avec son adjoint, c’est-a-dire
St :
AAT = AT A.

Example .13 Les opérateurs My et Ay définis dans I’Exemple 1.2.3 sont normaur.

1.6.3 Opérateur adjoint dans un espace euclidien.

Définition .11 On appelle espace vectoriel euclidien tout espace préhilbertien (F, (-, -)) réel de di-
mension finie. Dans cette partie, on considére un espace vectoriel euclidien (F,(-,-)) de dimension
n. On rappelle la notion d’opérateur adjoint dans un espace euclidien, qui est un cas particulier
du cas général sous forme de définition.

Définition .12 Pour tout U € L(F), il existe un unique U* € L(F), appelé adjoint de U, défini
par :
Vx,yeF, (x,U(y)) = (U"(x),y).

Notation Si B = {ey,...,e,} est une base orthonormée de F et si A = Matg(U) (la matrice de
Uapplication U dans la base B), alors, on a :

Matg(U*) = A*, on A* = AT est la matrice transposée de A.

Proposition .8 Des propriétés suivantes sur les matrices, on en déduit les propriétés similaires
sur les adjoints des endomorphismes d’un espace euclidien, ce qui permet de retrouver facilement
les résultats de la Proposition 1.6.4 et du Théoréeme 1.6.5.

1. (AB)T = BTAT,

2. (ADT = A,

3. (xA+BB)T =aAT +BBT (a,B€R),
4. det(A) = det(AT),

5. Sidet(A) =0, alors (A~1)T = (AT)~1,
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Définition .13 Si un endomorphisme U vérifie U™ = U, on dit que U est auto-adjoint.

Théoréme .7 Soit A une matrice réelle n X n (considérée comme un endomorphisme sur R"
muni de sa structure euclidienne canonique). Alors, on a :

Im(A) = [Ker(AT)}l et Ker(A) = [Im(AT)r.
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CHAPTER 2

Théorie spectrale des opérateurs

2.1 Le spectre dans un espace de Banach

Définition .14 Soit E un espace de Banach sur le corps des nombres complexes C, et T : E — E
un opérateur linéaire borné, c’est-a-dire T € L(E), l'algébre des opérateurs linéaires bornés sur
E. Le spectre de T, noté o(T), est défini comme [’ensemble des scalaires A € C pour lesquels
Vopérateur T — Al, ot I est l'opérateur identité, n’est pas inversible dans L(E). Formellement,

o(T) ={A € C| T — Al n’est pas bijectif ou son inverse n'est pas borné}.

Le spectre peut étre décomposé en trois sous-ensembles disjoints:

e Le spectre ponctuel : 0,(T) = {A € C | T — Al n’est pas injectif}, correspondant aux valeurs
propres de T.

o Le spectre continu : 0,(T) = {A € C| T — Al est injectif, surjectif, son inverse non borné}.
o Le spectre résiduel : 0,(T) = {A € C| T — Al est injectif mais non surjectif}.

Le complémentaire de o(T) dans C, appelé résolvante de T,
est 'ensemble p(T) = C\ o(T), ou T — Al est inversible avec n inverse borné.

Example .14 Considérons lespace de Banach ¢?, Uespace des suites complezes de carré
sommable, et Uopérateur de décalage d droite S : 02 — 0% défini par

S(x1,x2,x3,...) = (0,x1,x2,...).

Cet opérateur est linéaire et borné, avec ||S|| = 1. Pour déterminer le spectre de S, analysons
Uinversibilité de S — AI.
1 Spectre ponctuel : Supposons que (S — Al)x = 0. Alors, Sx = Ax, soit (0,x1,%p,...) =

(Axq,Axo, Axs,...). Cela implique x1 =0, xp =0, ete., donc x = 0.
Ainsi, S — Al est injectif pour tout A, et 0,(S) = @.

2 Spectre résiduel et continu : Pour |A| < 1, S — AI n’est pas surjectif, car ’équation (S —
Al)x =y impose des contraintes qui ne permettent pas de résoudre pour tout y € Iz

Pour |A| =1, S — AI peut étre surjectif mais son inverse n'est pas borné.
Une analyse détaillée montre que 0(S) = {A € C | |A| <1}, avec 0;(S) = {A | [A] <1} et
0e(S) = {A||A[ =1}

Ainsi, le spectre de S est le disque unité fermé dans C.
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Proposition .9 Le spectre d’un opérateur borné dans un espace de Banach posséde plusieurs
propriétés fondamentales:

1. Non-vacuité : Pour tout T € L(E), 0(T) # @. Cela découle du fait que la résolvante p(T)
est un ouvert et que C ne peut étre entiérement couvert par p(T).

2. Compacité : o(T) est un sous-ensemble compact de C.

En effet, p(T) est ouvert, donc o(T) est fermé, et o(T) C {A € C | |A] < ||T||}, ce qui
assure sa borne.

3. Rayon spectral : Le rayon spectral de T, défini par ¥(T) = sup{|A| | A € o(T)}, vérifie
r(T) < ||T||. De plus, r(T) = lim, e || T"||*/™.

4. Invariance par similitude : Si S est un opérateur inversible, alors c(S™1TS) = ¢(T).

5. Stabilité sous perturbations compactes : Si K est un opérateur compact, alors o(T + K) \
{0} C ¢(T) \ {0}, a l’exception possible de valeurs propres.

Remarque .8 o Le spectre ponctuel peut étre vide, comme dans [’exemple de [’opérateur de
décalage.

Cela contraste avec les matrices dans C", ou le spectre est toujours constitué de valeurs
propres.

e Dans les espaces de Hilbert, le spectre résiduel peut étre vide pour certains opérateurs auto-
adjoints, simplifiant 'analyse spectrale.

e L’étude du spectre est cruciale en mécanique quantique, ot les opérateurs (comme ’hamiltonien)
ont des spectres décrivant les énergies possibles d’un systeme.

e Le théoréme spectral, applicable dans certains cas, permet de représenter un opérateur via
une intégrale sur son spectre, facilitant [’étude de ses propriétés.

2.2 Spectre des opérateurs compacts

Définition .15 Soit E un espace de Banach sur le corps des nombres complexes C, et T : E — E
un opérateur linéaire borné, c’est-a-dire T € L(E). On dit que T est un opérateur compact si, pour
tout ensemble borné B C E, l'image T(B) est relativement compacte, ¢’est-a-dire que sa fermeture
est compacte dans E. Le spectre de T, noté o(T), est l'ensemble des scalaires A € C pour lesquels
Vopérateur T — AI, ou I est l'opérateur identité, n'est pas inversible dans L(E). Formellement,

o(T) ={A € C| T — Al n’est pas bijectif ou son inverse n’est pas borné}.

Le spectre se décompose en trois sous-ensembles disjoints :

e Le spectre ponctuel : 0,(T) = {A € C | T — Al n’est pas injectif}, correspondant aux valeurs
propres de T.

e Le spectre continu : 0.(T) = {A € C | T — Al est injectif, surjectif, inverse non borné}.

e Le spectre résiduel : 0,(T) = {A € C | T — Al est injectif mais non surjectif}.
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Pour un opérateur compact, le spectre présente des propriétés spécifiques, notamment une structure
discréte pour les valeurs non nulles, comme détaillé ci-dessous.

Example .15 Considérons lespace de Banach €2, lespace des suites complezes de carré sommable,
et un opérateur compact T : 02> — 02 défini par

X1 X2 X3 Xn
T(x1,%2,%x3,...) = < )

?,Z,g,...,z—n,...

Cet opérateur est compact, car il est la limite uniforme d’opérateurs de rang fini (en tronquant les
suites). Analysons son spectre :

e Spectre ponctuel : Pour Tx = Ax, on a ’2‘—2 = AXy, soit xy < 1

F—A) =0 Ainsi, A = %
pour un certain n, et le vecteur propre correspondant est e,, la base canonique. Donc,
op(T) = {zl,, | n = 1,2,...} U {0}, car O est une valeur propre si dimkerT > 1 ou par

accumulation.

Spectre continu et résiduel : Pour A # zl,, et A # 0, T — Al est inversible, car Zl” —A#0.
De plus, pour un opérateur compact dans un espace de Banach de dimension infinie, A = 0
appartient au spectre, et le spectre continu est vide (0.(T) = @). Le spectre résiduel est
également vide, car pour A # 0, T — Al est surjectif (par le théoréme de Fredholm,).

Ainsi, o(T) = {zln ln=1,2,... } U {0}, avec 0 comme point d’accumulation.

Proposition .10 Le spectre d’un opérateur compact dans un espace de Banach de dimension
infinie posséde des propriétés remarquables :

1. Structure discréte : Le spectre o(T) est au plus dénombrable, et tout A € o(T) \ {0} est une
valeur propre, c¢’est-a-dire A € (Tp(T). Les valeurs propres non nulles forment une suite finie
ou infinie qui converge vers 0.

2. Présence de zéro : Si E est de dimension infinie, alors 0 € o(T), soit comme valeur propre,
soit comme point d’accumulation des valeurs propres.

3. Vide du spectre continu : Pour un opérateur compact, 0.(T) = @.
Cela découle du théoréme de Fredholm, qui garantit que T — A est un opérateur de Fredholm
pour A # Q.

4. Spectre résiduel : Le spectre résiduel ov(T) est vide ou réduit a {0} dans certains cas, car
T — Al est surjectif pour A # 0.

5. Dimension finie des espaces propres : Pour toute valeur propre A # 0, l’espace propre
ker(T — AI) est de dimension finie.

6. Compacité : Comme pour tout opérateur borné, o(T) est compact et contenu dans la boule
{AeClAl <IT]}.

Remarque .9 e Contrairement auz opérateurs bornés généraux, le spectre des opérateurs com-

pacts est dominé par les valeurs propres, ce qui simplifie leur analyse spectrale.
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e Dans un espace de Hilbert, les opérateurs compacts auto-adjoints ont un spectre réel, et leurs
valeurs propres peuvent étre organisées en une suite décroissante convergeant vers 0.

e Les opérateurs compacts jouent un role central en analyse fonctionnelle, notamment dans
la théorie des équations intégrales (opérateurs de Hilbert-Schmidt) et des équations différen-
tielles.

e Le théoreme de Riesz-Schauder garantit que le spectre non nul d’un opérateur compact est
constitué de valeurs propres de multiplicité finie, ce qui est essentiel pour les applications en
physique mathématique.

e Dans un espace de Banach de dimension finie, tout opérateur est compact, et le spectre est
uniquement constitué de valeurs propres, sans point d’accumulation.

2.2.1 Théoréme de Riesz-Schauder

Définition .16 Soit E un espace de Banach sur le corps des nombres complexes C, et T : E — E
un opérateur linéaire compact, c’est-a-dire que pour tout ensemble borné B C E,

limage T(B) a une fermeture compacte dans E. Le théoréme de Riesz-Schauder caractérise le
spectre de T, noté o(T), comme suit:

1. Le spectre 0(T) est au plus dénombrable, et tout A € o(T) \ {0} est une valeur propre de T,
c’est-d-dire A € 0p(T) = {A € C | ker(T — AI) # {0}}.

2. Si o(T) \ {0} est infini, alors il s’agit d’une suite de valeurs propres (An)p>1 telle que
|An| = 0 lorsque n — oo.

3. Pour toute valeur propre A # 0, 'espace propre ker(T — AlI) est de dimension finie.

4. Si E est de dimension infinie, alors 0 € o(T), soit comme valeur propre, soit comme point
d’accumulation des valeurs propres.

Démonstration .11 La démonstration repose sur la théorie des opérateurs de Fredholm et les
propriétés des opérateurs compacts. Voici une esquisse:

o Compactité et spectre : Soit A # 0. L’opérateur T — Al est un opérateur de Fredholm, car T
est compact. Cela implique que ker(T — AI) est de dimension finie et que l'image Im(T — AI)
est fermée.

o Valeurs propres : Si A # 0 appartient a o(T), alors T — Al n’est pas inversible. Par le
théoréme de Fredholm, soit ker(T — AI) # {0} (donc A € 0(T)), soit Im(T — AI) # E.
Dans un espace de Banach, la compacité de T implique que pour A # 0, T — Al est surjectif
si et seulement si il est injectif. Ainsi, A € 0(T) \ {0} entraine A € g(T).

e Convergence vers 0 : Supposons que 0p(T) \ {0} contienne une infinité de valeurs propres

(An) avec |Ay| > € > 0. Les vecteurs propres associés forment un ensemble borné, mais
la compacité de T implique que T ne peut pas transformer une infinité de vecteurs propres
indépendants en un ensemble relativement compact, ce qui conduit a une contradiction. Ainsi,

|An| — 0.

e Cas de 0 : En dimension infinie, si 0 ¢ o(T), alors T est inversible, mais l'inverse d’un

opérateur compact ne peut étre borné (car l'image de la boule unité par T serait compacte,
or E est de dimension infinie). Ainsi, 0 € o(T).
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La démonstration compléte repose sur des résultats d’analyse fonctionnelle, notamment le théoreme
de limage fermée et la théorie des opérateurs compacts.

Example .16 Considérons lespace de Banach 02, Uespace des suites complezes de carré sommable,
et Uopérateur T : 0% — (% défini par

X1 X2 X3 X
T(x1,%2,%3,...) = <?1'Z'§""’2_Z"")

Cet topémteur est compact, car il est la limite uniforme d’opérateurs de rang fini. Calculons son
spectre :

e Pour Tx = Ax, on a ’zc—ﬁ = AXxy, soit A = 2% Les wvecteurs propres sont les ey, donc

op(T) = {3 |n>1} 0 {0},

e Le théoréme de Riesz-Schauder garantit que o(T) \ {0} = {zl" |n> 1}, et les valeurs

propres Ay, = zln convergent vers 0.
e Chaque espace propre pour A, = 2% est de dimension 1, engendré par e;.
e Puisque (% est de dimension infinie, 0 € o(T), ici comme point d’accumulation.

Ainsi, 0(T) = {zl,, |n > 1} U {0}, conforme au théoréme.

Conséquences

 Spectre continu et résiduel : Pour un opérateur compact, le spectre continu 0.(T) = @, et
le spectre résiduel o,(T) est vide ou réduit & {0}, car T — Al est surjectif pour A # 0.

o Applications : Le théoreme est fondamental pour I’étude des équations intégrales (opérateurs
de Hilbert-Schmidt) et des opérateurs différentiels avec conditions aux limites, ou les valeurs
propres décrivent les modes propres du systeme.

o Espaces de Hilbert : Dans un espace de Hilbert, pour un opérateur compact auto-adjoint,
le théoréme implique que (T) peut etre diagonalisé via une base orthonormale de vecteurs
propres, avec des valeurs propres réelles convergeant vers (0).

Remarque .10

e Le théoreme de Riesz-Schauder distingue les opérateurs compacts des opérateurs bornés
généraux, dont le spectre peut inclure un spectre continu ou résiduel non trivial.

e En dimension finie, tout opérateur est compact, et le spectre est fini, constitué uniquement
de valeurs propres, sans point d’accumulation.

e Le théoreme est un outil clé en physique mathématique, notamment pour analyser les opéra-
teurs hamiltoniens en mécanique quantique, ot les valeurs propres correspondent auxr niveaux
d’énergie.

o Une extension du theoretical concerne les opérateurs de Fredholm, ou des résultats similaires
s’appliquent a des perturbations d’opérateurs compacts.
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2.3 L’opérateur intégral de Volterra et le théoreme de Riesz-
Schauder

Définition .17
Soit E = L%([0,1],C), lI’espace de Banach des fonctions complexes a carré intégrable sur [0,1] muni

1/2
de la norme ||f|| = <f01 |f(t)|2dt> . L'opérateur intégral de Volterra V : L?(]0,1]) — L%([0,1])
est défini par

wnuyifjmm,Vxemn,erﬁwmn

Cet opérateur est linéaire et borné. De plus, il est compact, car il peut étre approrimé uniformément
par des opérateurs de rang fini (par exemple, en discrétisant l'intégrale). Nous allons analyser son
spectre 0(V') en utilisant le théoréme de Riesz-Schauder, qui stipule que pour un opérateur compact
dans un espace de Banach de dimension infinie, le spectre est au plus dénombrable, constitué de
valeurs propres de dimension finie (sauf peut-étre 0), et les valeurs propres non nulles convergent
vers 0.

Analyse du spectre
Examinons le spectre de V en déterminant les valeurs A € C pour lesquelles V — Al n’est pas
inversible.

« Spectre ponctuel : Soit A € 03,(V), c’est-a-dire Vf = Af pour une fonction f € L2([0,1]),
f # 0. Cela équivaut a

Aﬁmmzum,w6mu

En dérivant cette équation (au sens des distributions), on obtient

F(x) = AF'(x).
Si A = 0, alors foxf(t) dt = 0, ce qui implique f(x) = 0 presque partout, donc f = 0,
contradiction. Ainsi, A = 0 ¢ 0,(V). Supposons A # 0. L’équation f = Af’ a pour solution
générale f(x) = ce*’*, ot c € C.
Pour que f € L2([0,1]), il faut que fol |ce¥/*?dx < o0. Cependant, comme Re(1/A) peut

étre positif, négatif ou nul, e¥/A peut croitre exponentiellement, et f n’est pas nécessairement
dans L2([0,1]). De plus, vérifions la condition initiale : [ ce!/*dt = Ace/*. Cela donne

Ac (ex/)‘ - 1) = Ace™/?,

ce qui est impossible sauf si ¢ = 0, donc f = 0. Par conséquent, il n’existe pas de valeur
propre, et 0,(V) = @.
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o Inversibilité : Considérons V — AI pour A # 0. L’équation (V — AI)f = ¢ donne

X
| fmdr=ar) = g
En dérivant, on obtient I’équation différentielle

flx) = Af'(x) = §'(x).

La solution est de la forme
1 X
flx) = ce*/M + 1 /0 e(x*t)/Ag’(t) dt.

Par intégration par parties, cela peut étre réécrit pour montrer que V — Al est inversible
pour A # 0, avec un inverse borné. Ainsi, A # 0 & o (V).

e« Cas A =0: Si A =0, alors V n’est pas inversible, car Vf = 0 implique foxf(t) dt =0,
donc f = 0, mais V n’est pas surjectif: I'image de V est contenue dans l'espace des fonctions

continues nulles en 0, qui n’est pas tout L%([0,1]). Ainsi, 0 € o(V), et plus précisément
0 € 0;(V), le spectre résiduel.

Par le théoreme de Riesz-Schauder, o(V) \ {0} est constitué de valeurs propres, or 0,(V) = @.
Donc, (V) = {0}. De plus, le spectre continu 0,(V) = @, car V — AI est inversible pour A # 0.

Proposition .11

1. Compacité : L’opérateur V est compact, car son noyau K(x,t) = X{1<x) est dans L%([0,1] x
[0,1]), ce qui en fait un opérateur de Hilbert-Schmidt, donc compact.

2. Spectre trivial : Contrairement a d’autres opérateurs compacts (comme dans l'exemple précé-
dent avec des valeurs propres zln), le spectre de V' est réduit a {0}, ce qui est exceptionnel

mais conforme au théoréme de Riesz-Schauder, car l’ensemble vide de valeurs propres est
dénombrable et satisfait la condition de convergence vers 0.

3. Non-valeur propre : L’absence de wvaleurs propres pour V est due a la nature intégrale
de lopérateur, qui lisse les fonctions et empéche des solutions propres non triviales dans

L2([0,1]).
Remarque .11

o L’opérateur de Volterra est un exemple classique d’opérateur compact dont le spectre est
minimal (0(V) = {0}), idllustrant que le spectre ponctuel peut étre vide, méme pour un
opérateur compact en dimension infinie.

e Dans d’autres espaces, comme C([0,1]), l'analyse du spectre de V donne des résultats simi-
laires, avec 0 dans le spectre résiduel, mais la démonstration est adaptée a la topologie de la
norme uniforme.
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e Cet opérateur apparait dans les équations intégrales de type Volterra, utilisées en physique
(par exemple, en dynamique des fluides) et en théorie du controle.

e Le théoréeme de Riesz-Schauder garantit que le spectre non nul, s’il existe, est discret et
converge vers 0. Ici, l'absence de valeurs propres non nulles est cohérente avec cette propriété.

e Une extension possible est [’étude de perturbations de V', ou des valeurs propres peuvent
apparaitre, modifiant la structure du spectre.

2.4 Représentation spectrale

2.4.1 Préliminaires sur la représentation spectrale

Définition .18
Soit E un espace de Banach sur C, et T : E — E un opérateur linéaire borné.

La représentation spectrale d’un opérateur fait référence a une décomposition ou une expression de

en termes de son spectre o(T), souvent via une intégrale spectrale ou une somme de projecteurs as-
sociés aux valeurs propres. Pour un opérateur compact T, le théoréme de Riesz-Schauder implique
que 0(T) \ {0} est constitué de valeurs propres de multiplicité finie, et si o (T) est infini, ces valeurs
propres convergent vers 0. Dans un espace de Hilbert, pour un opérateur compact auto-adjoint ou
normal, la représentation spectrale est particulierement explicite : T peut étre exprimé comme

T= ) AP,
Acoy(T)

ou Py est le projecteur orthogonal sur l’espace propre associé a la valeur propre A.

Cependant, pour des opérateurs non normauzx, comme l’opérateur intégral de Volterra, la représen-

tation spectrale est moins directe, car le spectre peut étre réduit a {0} ou ne pas contenir de valeurs
propres.

2.4.2 Analyse spectrale de 'opérateur de Volterra

Définition .19
Considérons E = L*([0,1],C), lespace de Hilbert des fonctions d carré intégrable, et l'opérateur

intégral de Volterra V : L2([0,1]) — L2([0,1]) défini par

(Vf)(x):/oxf(t)dt, vx € [0,1].

Cet opérateur est compact (car son noyau est de Hilbert-Schmidt) mais non auto-adjoint. Comme
montré précédemment, son spectre est 0(V) = {0}, avec un spectre ponctuel vide (0,(V) = D) et
0 € 07(V) (spectre résiduel). Puisque 0,(V) = @, il n'existe pas de valeurs

propres permettant une décomposition spectrale classique sous forme de sommede projecteurs. La
représentation spectrale de V doit donc étre envisagée différemment, par exemple via la résolvante
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ou une analyse fonctionnelle.

La résolvante de V, définie pour A € p(V) = C\ {0}, est donnée par R(A, V) = (V — AI)~L.
Pour A # 0, Uéquation (V — AI)f = g conduit a une équation intégrale résoluble, et R(A, V) est
un opérateur borné. Une représentation spectrale au sens large peut étre obtenue

en étudiant le comportement de V wvia son calcul fonctionnel, ot une fonction holomorphe h
appliquée a 'V est définie par

WV) = zim/rh(A)R(A, V)da,

ot I est une courbe fermée entourant 0(V) = {0}. Cependant, comme 0(V) = {0} et 0,(V) = @,

cette intégrale ne produit pas une décomposition en termes de valeurs propres, mais refiéte la
structure nilpotente ou quasi-nilpotente de V.

Example .17 Puisque V n’a pas de valeurs propres, considérons un opérateur compact avec des
valeurs propres pour illustrer une représentation spectrale classique. Soit T : ¢? — 02 défini par

X1 X2 X3 X
T(x1,%2,%3,...) = <?1'Z'§""’2_Z"")'

Cet opérateur est compact, et d’aprés le théoréme de Riesz-Schauder, o(T) = {zl" |n> 1} U {0},

avec OP(T) = {ZL" |n>1% et 0 comme point d’accumulation. Chaque valeur propre A, = zln a

un espace propre de dimension 1, engendré par le vecteur de base e,. La représentation spectrale
dans 0* (espace de Hilbert) est

> 1
T=Y) 51 P
n=1

ou Py, est le projecteur orthogonal sur spanf{e,}, défini par Py(x) = (x,ey)e,. Cette somme con-
verge dans la topologie forte, et T est entierement décrit par ses valeurs propres et projecteurs. En
revanche, pour lopérateur de Volterra, [’absence de valeurs propres empéche une telle décomposi-
tion.

2.4.3 Propriétés

Proposition .12

1. Compacité et spectre : Le théoréeme de Riesz-Schauder garantit que pour un opérateur compact
comme V, (V) \ {0} est constitué de valeurs propres de multiplicité finie
convergeant vers 0. Pour V', cet ensemble est vide, donc la représentation spectrale
ne repose pas sur des projecteurs.

2. Résolvante : La résolvante R(A, V) est définie pour tout A # 0, et son comportement prés
de A = 0 refléte la nature résiduelle de 0 dans o (V).

3. Nilpotence relative : Bien que V ne soit pas nilpotent, son spectre réduit a {0} suggére

une structure quasi-nilpotente, ou les puissances itérées de V tendent a lisser davantage les
fonctions.
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4. Espace de Hilbert : Dans L%([0,1]), l'absence de valeurs propres pour V contraste avec les
opérateurs auto-adjoints compacts, qui admettent une base orthonormée de vecteurs propres.

Remarque .12

e L’opérateur de Volterra illustre un cas extréme ot la représentation spectrale classique (via
des wvaleurs propres) n'est pas applicable, mais une analyse via la résolvante ou le calcul
fonctionnel reste possible.

e Dans un espace de Hilbert, la représentation spectrale est particulierement puissante pour les
opérateurs normaur, mais pour des opérateurs non normauxr comme V, des outils comme la
décomposition de Jordan ou des intégrales spectrales généralisées peuvent étre nécessaires.

e L’étude de V est cruciale dans les équations différentielles et intégrales, ou il modélise des
processus avec mémoire (intégration sur le passé).

e Une extension consiste a étudier des perturbations de V, ou des wvaleurs propres peuvent
apparaitre, permettant une représentation spectrale plus riche.

e Le théoréeme de Riesz-Schauder reste central, car il limite le spectre mon nul auz valeurs
propres, méme si, dans le cas de V', ce spectre est vide.
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CHAPTER 3

Operateurs compacts auto-adjoints

Un résultat d’algebre linéaire dit que pour une matrice A symétrique, i.e., A* = A, il existe
une base orthonormée dans laquelle elle est diagonale réelle. On va montrer un résultat analogue
pour les opérateurs compacts auto-adjoints dans un espace de Hilbert. Pour cela, on considere un
espace de Hilbert non réduit & {0}.

3.1 Décomposition spectrale des opérateurs compacts auto-
adjoints

On commence par rappeler le théoréme spectral pour les opérateurs auto-adjoints en dimension
finie.

Théoreme .8
Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Si H est de dimension finie n, alors :

1. Les sous-espaces propres ker(Aldy — A), ou A € 0p(A), sont deuz a deux orthogonauz
2. A est diagonalisable dans une base orthonormée et

H= & ker(Aldy—A).
A€oy(A)

3. A admet la décomposition spectrale suivante :

A= Y AP= ). AP,
Acoy(A) Aeoy(A)N\{0}

ot Py est la projection orthogonale de H sur ker(Aldy — A). On caractérise, dans ce lemme,
la norme d’un opérateur auto-adjoint compact.

Lemme .2 Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, ||A|| = max{|A| | A €
op(A)}.

Démonstration .12 La condition H # {0} est nécessaire pour assurer 'existence d’une valeur
propre.
Soit A € 0p(A), alors, il existe y € H tel que ||y|| =1 et Ay = Ay. D’odl,

A=Ayl = KAy, y)| < Ayl Il < TAlHIyl? = Al
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De plus, comme 'opérateur A est auto-adjoint, d’aprés le Théoréme 1.6.2, il existe Ay € 0(A)
telle que |Ao| = [|A||. SiAg =0, alors A =0, d’ou Ay € 0y(A) (car H est non réduit a {0} ). Si
Ao # 0, comme A est compact, on a :

Ao € 0(A)\ {0} = 0p(A) \ {0}
D’otl, Ag € 0p(A). On en déduit :
[A]] = [Ao] < max{|A| [ A € 05 (A)} < [ Al

Ce qui achéve la démonstration du lemme. Le théoréme suivant est connu sous le nom du théoréme
de Hilbert-Schmidt.

Théoréme .9 (Décomposition spectrale) Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint compact.
Si H est séparable, alors il admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de A. Autrement
dit, A est diagonalisable dans une base hilbertienne.

Démonstration .13 Comme A est compact, alors son spectre est constitué de 0 et d’'une suite
finie ou infinie de wvaleurs propres mon nulles. Comme A est auto-adjoint, ses valeurs propres
sont réelles. Soit (An)p>1 la suite des valeurs propres distinctes de A (avec Ag = 0). On pose
F, = ker(A,Idy — A) et Fy = ker(A). D’aprés le théoréme de Fredholm (Théoréme 2.6.1), F,
est de dimension finie pour tout n > 1. De plus, les sous-espaces F, sont deuz a deux orthogonaux
(voir Proposition 1.6.1). Soit F 'espace vectoriel engendré par les (Fy)p>0. On va montrer que F
est dense dans H. On remarque d’abord que A(F) C F, de sorte que A(FL) C F+. En effet, pour
tout x € F-, et pour touty € F, on a : (Ax,y) = (x, Ay) = 0. Soit B la restriction de A a F*.
D’aprés ce qui précéde, B est un opérateur de F- dans F-. L’opérateur B = Alp1 est auto-adjoint
compact, et 0(B) = {0}. En effet, d’aprés le Théoréme 2.4.8, o(B) \ {0} est constitué des valeurs
propres de B, qui seraient alors aussides valeurs propres de A. Les vecteurs propres associées
appartiendront donc & F et @ F+, ce qui est absurde. D’aprés le Corollaire 1.6.4, B=0 et on a :

Ft C ker(A) CF,

ce qui entraine que F- = {0}. Autrement dit, F est dense dans H. Reste d la fin de choisir dans
chaque F,, une base hilbertienne.

La réunion de ces bases est une base hilbertienne de H formée de vecteurs propres de A. Ainsi,
le résultat obtenu en dimension finie (Théoréme 3.1.1) se généralise en dimension infinie comme
suit

Théoréme .10  Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors, on a

A= Y APy= ) AP,
AEdy(A) A€y (A)\{0}

ou Py est la projection orthogonale de H sur ker(Aldy — A).
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3.2 Développement en serie de Fourier

On a vu dans la section précédente comment construire une base hilbertienne formée de vecteurs

propres d’opérateurs auto-adjoints compacts. Dans 'espace L2, on utilise trés souvent des bases
spéciales formées de fonctions propres d'un opérateur différentiel, ce qui est par exemple le point
de départ de I'analyse harmonique. On commence cette section par donner la définition suivante.
Définition .20 Un polynéme trigonométrique est une somme finie du type : P(t) = YI_ _ cre?kt
out € R, n € N etc € C. Le degré du polynome P est le plus petit n possible dans cette
représentation.

Notation .4 Tout au long de cette section, on note par H l'espace de Hilbert L*(]0,27],C) des
classes de fonctions de carré intégrable sur [0,27t]. On rappelle le produit scalaire et la norme sur

H, pour tous f,g € H :

F8) =5 [ F@aGTan IR = o [l P

Remarque .13 Toute classe de fonctions appartenant a H est représentée par une fonction f :
[0,27t] — C mesurable et de carré intégrable sur [0,27t]. Il est pratique de prolonger f en une
fonction f, 2m-périodique et mesurable. 1l suffit pour cela de modifier f en un... Il suffit pour cela
de modifier f en un point afin que f(0) = f(271), et de poser f(x + 2km) = f(x) pour x € [0,27]
et k € Z. L’inverse est possible : une fonction g : R — C, 2m-périodique, mesurable et de carré
intégrable sur [0,27t], définit, par restriction, un élément de H.

Proposition .13
Pour tout n € Z, on définit la fonction e, sur R a valeurs complexes par :

en(x) =e
La famille {ey }nez est une base hilbertienne de H.

Démonstration. Les fonctions 27t-périodiques et continues sur [0,27r] constituent un sous-
espace vectoriel dense dans L2([0,27],C), c’est-a-dire que pour tout élément f de L2([0,27],C)
et tout ¢ > 0, il existe une fonction g, 27t-périodique et continue sur [0,277], telle que :

If =gl2<e

Il existe aussi un polyndéme trigonométrique P tel que :

1§ = Pllo <&

A fortiori, on a :
I8 —Pll2 <

(c’est ce qu’on exprime en disant que la convergence uniforme implique la convergence en moyenne
quadratique). De I'inégalité triangulaire, il résulte :

If - Pz < 2e.

36



Les polynémes trigonométriques sont donc denses dans l'espace L?([0,27],C), ce qui justifie le
fait que la suite (ey),cz est totale dans L2([0,27],C) et en est donc une base hilbertienne.

Définition .21 Si f € H, on appelle n-iéme coefficient de Fourier de f le nombre complexe :

1 27 .
cn(f) == 27 Jo f(x)e " dx.

La série formelle

Z cn(f)en

est appelée **série de Fourier** de f.

Example .18 Soit la fonction 27t-périodique définie par :

1 sur0, 7]
flx) =

-1 sur|m2m].

Le n-iéme coefficient de Fourier de f est :

1 [2r _ 1 /1 —1)"
Cn(f) ::E 0 f(x)e mxdeE(%—%>.
Alors :
0 st n est pair
i) =4, U
o SUN est impair.

Le développement en série de Fourier de f est :

—+o00

fla)~ Y eal(f)e™.

n=—0o0

Maintenant, on peut énoncer le théoreme suivant.

Théoréme .11 La suite (ey) ez étant une base hilbertienne de 'espace H, on a alors le développe-

ment :
VfeH, f=)Y cuf)en

nesz

La série de Fourier d’une fonction f € H converge pour la topologie de H et sa somme est égale
af, c’est-a-dire :

lim f— Z ci(f)e,- =0 avec Ci(f) = <f,€i>.

n—oo h
li|<n
De plus, pour deux fonctions f et § dans H, on a les formules suivantes :
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(i) Inégalité de Bessel : pour tout | C Z,

Y. len(£)1? < IIfII5.

nej

(ii) Identité de Plancherel :

I3 =} lea(f)P?

nez

(iii) Identité de Parseval :

(f,8) =L cnlf)en(g)-

nesz

Dans le cas des fonctions réelles, on note les coefficients de Fourier par ay(f) et by(f),

1 27

an(f) = < f(x)cos(nx)dx, neIN¥
1 r2r

by(f) = =)o f(x)sin(nx)dx, neIN*.

Les identités précédentes deviennent alors :

1718 = lao(F)P + 5 X (1aa (52 + [on(F)P)

n>1

(f,8) = ao(f )+ 5 Zan )an(g) + bu(f)bn(g)) -

n>1

Le corollaire suivant est une conséquence du théoreme précédent.

Corollaire .4 Soit f un élément de H. Dans l'ensemble des polynomes trigonométriques P de

degré inférieur ou égal a n, le polynome de Fourier

Snf = 2 ci(f)ei

li[<n

réalise le minimum de ||f — P||2, et il est l'unique a avoir cette propriété.

Remarque .14 On peut généraliser le résultat suivant pour f € LP([0,27],C), avec1 < p < 400
: la série de Fourier d'une fonction f € L*([0,27],C) converge et a pour somme f(x) pour presque
tout x € [0,27]. On note qu’il existe des fonctions f intégrables sur [0,27t| dont la série de Fourier

diverge en tout point.
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3.3 Fonctions propres et decomposition spectrale

L’analyse de Fourier a pour but de résoudre le probléme de la décomposition d'une onde périodique
suivant ses différentes harmoniques. Fourier s’est particuliérement intéressé a la propagation de
la chaleur, et c’est a cette occasion qu’il a eu I'idée de décomposer toute fonction périodique en
une somme infinie de sinus et cosinus (série de Fourier). Lorsque la fonction a analyser n’est
pas périodique, on remplace la décomposition en série par une décomposition continue sous forme
d’intégrale.

3.3.1 Exemple de ’equation de la chaleur

Avant de passer a ’exemple, on introduit d’abord le théoréme suivant.

Théoréme .12 Soit O C R" un ouvert borné de frontiére 0Q). Il existe une base hilbertienne
(en)n>1 de L2(Q) et une suite (Ay)p>1 de réels strictement positifs avec Ay — oo telle que :

en € HY(Q) NC®(Q),

Les (Ay) sont les valeurs propres de —NA avec condition de Dirichlet
(la condition aux limites u = 0 sur dQ) est dite condition de Dirichlet), et les (ey) sont les fonctions
pPropres associées.

Démonstration .14 Etant donné f € L*(Q), on note u = Af l'unique solution u € H}(Q) du
probleme :

Vo € HY(Q) - /QVquo:/Qfgo.

On considére alors A comme un opérateur de L*(Q)) dans L*(Q)).

Comme Uinjection de H}(Q)) dans L*(Q)) est compacte, A est un opérateur compact.
1l est aussi auto-adjoint :

| (ang= [ (ag)s.

De plus, Ker(A) = {0} et pour tout f € L*(Q)), on a :

| anf= [ 1v@an?=o.

En vertu du Théoréme 3.1.3, on en déduit que L*(Q) admet une base hilbertienne (ey)y,
constituée de vecteurs propres de A associés a des valeurs propres py, avec up >0 et yy, — 0.

Alors, on a e, € HJ(Q)) et

1
Vo € H)(Q) : /QVen-qu:y—/Qen(p.

n
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D’ot e, est une solution faible de (3.1) avec Ay, = %

Example .19 (Equation de la chaleur sur un domaine borné) Soit Q@ C R" un ouvert borné de
frontiére Q). On note par t la variable du temps.

Etant donnée une fonction ug définie sur (), on considere l’équation de la chaleur suivante :

aa—?—Au:O sur Qx]0, +o0]
u=0 sur 002 x |0, +o0]

u(x,0) = up(x) sur Q.

Modélisant la distribution de la température u dans le domaine ) a linstant t, si ['on maintient
le bord a une température nulle. C’est l’'exemple le plus simple d’équation aux dérivées partielles
parabolique. L’équation de la chaleur apparait dans de nombreux phénomenes de diffusion. Pour
résoudre ce probléme, on considére u(x,t) comme une fonction définie sur [0, +0o[ d valeurs dans
un espace H, ou H est un espace de fonctions dépendant uniquement de x, par exemple H = LZ(Q)
ou H = H}(Q). On note alors u(t) un élément de H, c’est-d-dire la fonction x — u(x,t) pour
un t fizé.

Ce point de vue permet d’obtenir facilement une solution du probléme (3.2).

Lorsque le domaine Q) est borné, le probleme (3.2) peut étre résolu par décomposition

sur une base hilbertienne de LZ(Q) constituée de fonctions propres de l'opérateur —A avec condi-

tion de Dirichlet (Théoréme 3.5.1) :

_Aen — Anen sur Q
e, =0 sur 0Q).
On cherche une solution de (3.2) sous la forme :
—+00
u(x, t) =Y an(t)en(x),
n=1
par la méthode de Fourier. On remarque que U'on a On a a),(t) + Ayay(t) = 0, alors a,(t) =

1, (0)e Mt
On détermine les constantes a,(0) d partir de la relation :

—+00
up(x) = Z;l a,(0)e,(x),

les constantes ay(0) sont les composantes de ug(x) dans la base (ey).
Enfin, la solution de (3.2) s’écrit sous la forme :

—+o0
u(x, t) = Z:l a,(0)e e, (x).
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3.3.2 Exemple d’un operateur differentiel

Théoréme .13  Soient I =]0,1[, p € CY(I) avec p(x) > a > 0 sur I et g € C(I). Il existe alors
une suite (Ay)p>1 de réels et une base hilbertienne (ey)n>1 de L*(I) telles que... e, € C2(I) et

—(pey) + qen = Anen  sur I,
avec les conditions aux limites :

et Ay, — 400 lorsque n — o0.
Les (Ayn) sont les valeurs propres de lopérateur différentiel

Au = —(pu') + qu

avec condition de Dirichlet, et les (en) sont les fonctions propres associées.

Démonstration .15 On procéde comme dans la démonstration du Théoreme 3.3.1.
Pour tout f € LZ(I), il existe alors une unique fonction u vérifiant

—(pu") +qu=f surl,
u(0) =u(l) =0.

On note par A lopérateur f — u considéré comme un opérateur de L*(I) dans L*(I). II suffit de
vérifier que A est auto-adjoint compact pour déduire du Théoréme 3.1.3 le résultat attendu.

Example .20 Dans le cas ot p =1 et g =0, on trouve pour tout n > 1 :

en(x) = V2sin(nmx) et A, = n’m?.

Ainsi, on aboutit a un développement en série de Fourier de la solution.

Remarque .15 L’opérateur de Sturm-Liouville Au = —(pu’)' + qu avec condition de Dirichlet
sur I a de nombreuses propriétés spectrales : toute valeur propre est de multiplicité 1. Si l’on range
les valeurs propres (Ay) dans un ordre croissant, alors la fonction propre en associée a Ay posséde
(n —1) zéros sur I et la premiére fonction propre ey est de signe constant sur I. On propose en
dernier ces problémes a résoudre sous forme d’exercices.
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Conclusion .1  Au terme de ce travail, il ressort que la théorie spectrale constitue ['un des piliers
fondamentaux de l'analyse fonctionnelle. Elle représente une généralisation naturelle des

notions de valeurs propres et de vecteurs propres des matrices aux opérateurs définis sur des
espaces fonctionnels de dimension infinie, en particulier les espaces de Banach et de Hilbert.
Cette généralisation a permis de fournir des outils puissants pour l'analyse des opérateurs linéaires,
notamment ceux intervenant dans les équations différentielles et intégrales.

Dans cette étude, nous avons tout d’abord présenté les bases théoriques relatives aux opérateurs

linéaires, qu’ils soient bornés ou non, ainsi que la notion d’inversibilité. Nous avons ensuite
introduit la définition précise du spectre et de ses différentes composantes : le spectre
ponctuel, le spectre continu et le spectre résiduel. Une attention particuliere a été portée aux
opérateurs compacts
et a leurs propriétés spectrales spécifiques, avant de terminer par [’étude de la décomposition
spectrale des opérateurs compacts auto-adjoints, illustrée a travers des exemples concrets
tels que l'opérateur de Volterra ou l’équation de la chaleur.
Ce travail met en évidence non seulement la richesse théorique de la théorie spectrale, mais aussi
son importance dans les applications, notamment en mécanique quantique et dans l’analyse spectrale
des équations aux dérivées partielles. Nous espérons que ce mémoire contribuera d approfondir la
compréhension du lecteur et servira de base a des recherches ultérieures dans ce domaine ausst

vaste que passtonnant.
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CHAPTER 4 I

Résumé
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( Abstract )

This thesis addresses the topic of the spectral theory of operators, a fundamental subject in

functional analysis. It aims to extend the classical concepts of eigenvalues and eigenvectors
to operators defined on infinite-dimensional functional spaces, especially Banach and Hilbert
spaces. The study is divided into three main parts: the fundamentals of linear operators
(bounded and unbounded), spectral theory in Banach spaces, and the spectral representation
of compact self-adjoint operators, with applications such as the Volterra operator and the
heat equation. This work highlights the theoretical and practical significance of spectral

theory in mathematics and physics.

Résumé

Ce mémoire traite de la théorie spectrale des opérateurs, un theme central de ’analyse
fonctionnelle. Il vise a généraliser les notions de valeurs propres et de vecteurs propres
aux opérateurs définis sur des espaces fonctionnels de dimension infinie, en particulier les
espaces de Banach et de Hilbert. L’étude est structurée en trois volets : les notions de base
sur les opérateurs linéaires (bornés et non bornés), la théorie spectrale dans les espaces de
Banach, et enfin la représentation spectrale des opérateurs compacts auto-adjoints, illustrée
par des exemples comme 'opérateur de Volterra et I’équation de la chaleur. Ce travail met

en évidence I'importance théorique et appliquée de cette théorie.
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