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Résumé

Dans ce mémoire, on considére un probleme aux limites hyperbolique semi-linéaire
avec terme source et terme d'amortissement. Sous certaines hypotheses sur les données en se
basant sur la méthode de compacité avec les approximations de Faedo-Galerkin on démontre
l'existence et 1'unicité d'une solution du probléme considéré, sans terme source. En suite, sous
les mémes hypotheses en utilisant la méthode du point fixe on prouve que notre probléme
avec terme source possede une solution unique. On termine par analyser la stabilité et le
comportement asymptotique de la solution obtenue.

Mots clés : Existence globale; Existence locale; Comportement asymptotique;
Probléme hyperbolique; Faedo-Galerkin; Méthode de compacité, Théoréme du point fixe.

Abstract

In this work, we consider a semi-linear hyperbolic boundary problem with source term
and damping term. Under certain assumptions on the data, by using the Faedo-Galerkin
approximations and the compactness method we show the existence and the uniqueness of a
solution of the considered problem, without source term. Next, under the same hypotheses
using the fixed point method we prove that our problem with source term has a unique
solution. We finish by analyzing the stability and the asymptotic behavior of the obtained
solution.

Keywords: Global existence; Local existence; Asymptotic behavior; Hyperbolic
problem; Faedo-Galerkin; Compactness method, Fixed point theorem.



Table des matiéres

Introduction v

1

Méthode de compacité pour un probléme hyperbolique semi-linéaires
sans terme source pour les équations elliptiques a coefficients va-

riables. 2
1.1 Position de probléme . . . . . . .. ..o o oL 3
1.2 Résultats préliminaires et notations . . . . . . . . ... ... ... .. 4
1.2.1 Lemme de Gronwall . . . . ... ... .. ... ........ 6
1.3 Formulation variationnelle . . . . . . . . .. ... ... .. ...... 7
1.4 Existence et Unicité. . . . . . . . . . . . .. ... ... 10
1.4.1 Existence de la solution . . . . . .. .. ... ... ...... 10
1.4.2 Unicitédelasolution . . . . . . . . . ... ... ........ 22

Méthode du point fixe pour un probléme hyperbolique semi-linéaire

a coeflicients variables avec terme source 23
2.1 Position de probleme . . . . . ... oo 24
2.2 Existence et Unicité. . . . . . . . . . . . . 24
221 Preuve du Lemme 2.1 . . . . .. .. ... L. 26
2.2.2 Preuve du Théoréme 2.1 . . . . . . . . . ... ... ... ... 33

3 Existence globale et stabilité exponentielle des solutions pour un
probléme hyperbolique semi-linéaire a coefficients variables avec terme
source. 38
3.1 Existence globale . . . . .. .. ... L oo 39
3.2 Décroissance exponentielle . . . . . ... 000000000 42

Conclusion 48

Bibliographie 48

v



Introduction

Notre compréhension des phénomenes du monde réel et notre technologie sont
aujourd’hui en grande partie basée sur les équations aux dérivées partielles (E.D.P).
C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomeénes a travers des équations aux
dérivées partielles, qui nous permettent de comprendre le role de tel ou tel para-
meétre, et surtout obtenir des prévisions parfois extrémement précises. En particulier
les équations d’ondes modélisent plusieurs phénoménes naturels en : Physique, Chi-

mie, Biologie.

Notre objectif dans ce mémoire est d’étudier 1’existence locale, I’existence globale
et le comportement asymptotique des solutions pour un probléme aux limites hyper-
bolique semi-linéaire pour les équations fortement elliptiques a coefficients variables
avec terme source et terme d’amortissement. Les techniques utilisées sont celles de la
méthode de compacité, méthode du point fixe, méthode énergétique et les approxi-
mations de Faedo-Galerkin, voir [10], [2],[3], [5] .

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier, on considere un probléme aux limites hyperbolique semi-linéaire
pour des équations fortement elliptiques a coefficients variables sans terme source. En
en se basant sur les approximations de Faedo-Galerkin combinées avec la méthode
de compacité, nous allons prouver 'existence locale et 1'unicité d’une solution sous

certaines conditions sur les données.

Dans le second chapitre, on considére le méme probléeme du premier chapitre
avec terme source. Sous certaines hypothéses sur les données la méthode du point
fixe combinée avec les résultats obtenus dans le chapitre précédent nous permettent

I'obtention de 'existence et 'unicité d’une solution.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a I’étude du méme probléme considéré dans



le chapitre précédent. En effet, en se basant sur les mémes techniques utilisées dans
les chapitres précédents nous allons démontrer que la solution existe globalement en
temps. Ensuite, nous allons prouver que la solution est exponentiellement décroissante
en se basant sur la construction d’une fonction de Lyapunov L, qui est équivalente a

la fonctionnelle d’énergie du probléme considéré.

Ce mémoire se termine par une conclusion et perspectives.

vi



u” ou uy :
Vit =1,2:

H-HLp(o,T;X) .
CH0,T;X) :
L(X,Y):

pbp:

Notations

Un ouvert borné de R™.

Adhérence de (2.

L’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur €.
L’espace des fonctions réelles indéfiniment differentiable et a
support compact contenu dans 2.

L’espace de Sobolev d’ordre 1.

Adhérence de D(Q) dans H'(9).

Dual topologique de H;(2).

L’espace de lebesgue d’ordre 1 < r < oo.

du

La dérivée premiere de u par rapport aux temps .

La dérivée seconde de u par rapport aux temps %.

désigne les applications de trace.

La norme de 'espace de Lebesgue LP(0,7T; X).

L’espace des fonctions continiment différentiables de [0,7] — X.
L’espace des applications linéaires continues de X dans Y, ou X et Y
sont des espaces vectoriels topologiques.

presque partout.

La constante de Poincaré.



Chapitre 1

Méthode de compacité pour un
probléme hyperbolique
semi-linéaires sans terme source
pour les équations elliptiques a

coeflicients variables.

Résumé. Dans ce chapitre, nous allons étudier [’existence locale et ['unicité d’une
solution d’un probléeme hyperbolique semi-linéaire elliptique pour des équations éllip-
tiques a coefficients variables et sans terme source en se basant sur les techniques de

Faedo-Galerkin et la méthode de compacité.

Contenu :

1. Position de probléme;
2. Résultats préliminaires et notations;
3. Formulation variationnelle ;

4. Existence et Unicité;

(a) Existence d’une solution ;

(b) Unicité de la solution ;



1.1 Position de probléme

Soit 2 un ouvert borné de R, n > 2, a frontiere 0€) = I'; U 'y assez réguliére, ol
I'hnly = @,,LL(F1> > 0.
L’objet de ce chapitre est d’étudier ’existence et 'unicité d’une solution u : Q) =

2 x (0,7) — R vérifie le probléme suivant :

(W - V. (AVu) + g(uy) = f(z,t) dans Q =Q x (0,7)
—0 Ty x (0,7
(). u sur 1 x (0,7) (1)
8‘2}—’; =AVun=nh sur [y x (0,7)
[ uw(z,0) = up(w), u(x,0) = uy(z), dans Q,

ou 74 est la normale unitaire sortante a I' et h, ug et u; sont des fonctions données.

A fin d’étudier le probléme (1.1) et de formuler le théoréme d’existence et d’unicité
on aura besoin des hypothéses suivantes :

e Hypotheéses

(H,) L’opérateur fortement elliptique B est défini comme suit
By =V.(AVy),
ou la matrice A = (a;;(x)), ._ vérifie

a) a; = a;; € C* (ﬁ),Vl <i,j <m;
b) Jag > 0 : (Au,u) > ag |ul®,Yu € R",

pour tout x € Q.
(H,) On suppose que la fonction g € C° (R) N C*(R*) est croissante. En outre, on

suppose qu’il existe une constante positive kq telle que

g(v)v > ko |v|™ pour tout v € R,;2 < m < oc. (1.2)

Uy € VﬂHz(Q)



u1€V.

f € HY((0,T); L*()).

(Hs)
h e H'((0,T); L*Ty)).

De plus, on aura besoin d’introduire quelques résultats préliminaires et notations

que nous utiliserons ultérieurement.

1.2 Reésultats préliminaires et notations

Pour simplifier ’écriture, on posera

[l ry = Nlull,; 1 <7 < oo,

ou L" () est un espace de Lebesgue.

On désigne par (u,v) le produit scalaire dans L? (), i.e.

(u,v) = /Q () v (z) da.

On note par V le sous-espace fermé de H'(€) défini par :

V={ve H(Q);v=0sur I},

ou H'(Q) est l'espace de Sobolev d’ordre 1 muni de la norme :

2 2
> = HUHHl(Q)'
L2(Q)

D’apres le théoréme de prolengement de Sobolev, on a

ov
8@-

2
<HUHL2(Q) + Z
=1

V C LYQ);

L_1_1gpn>3.
q 2 n

(1.3)



Rappelons que I'inégalité de Poincaré est valable dans V' :

2<p< =2 4ipn>3
=P="n= = (1.4)

30, > 0 € V, Ju ()], < C. Ju ()l , o
2<p<—+o0 sin=1,2

Lemme 1.1 (Voir Lions [10], page 6) L’espace V' est séparable, c’est a dire : V' admet
un sous ensemble dénombrable dense.

Définition 1.1 Soit 1 < p < +o00. L’espace de Lebesgue LP(0,7; X) est I’ensemble
des classes de fonctions f : (0,7") — X mesurable, telles que Papplication ¢ — || f(¢)||

appartient a LP(X).
Proposition 1.1 LP(0,7; X) est un espace vectoriel, normé avec la norme
T v
oy = ([ W) st <p<soe
0
Iflrory = f{C>0/[[fE)lx <Cippte(0,T)}sip=oc.
Naturellement, on a
(0,75 17 (9)) = 17 (Q) ot Q = 2 x (0,T).

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants :

Proposition 1.2 1. LP(0,7; X), (1 < p < 4+00) est un espace de Banach.

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire(.,.) , alors L*(0,T; X)

est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

() = [ ((0) 0 (O)x .

3. L"(0,7; X) — L0, T; X) avec injection continue, 1 < ¢ <71 < +00.

4. Si X est un espace de Hilbert, alors

1 1
LP0,T; X)) = LIY0,T;X)sil<p,qg<oo,—+-=1,

P q
LY0,T; X)) c L>*(0,T;X),



ou LP(0,T; X)" représente le dual topologique de 'espace L9(0,7;X), 1 < p <
+00.
5. D’apres ([2]), 'espace

L>®(0,T; Hy (Q) N LP(Q)) (resp de L>(0,T; L*(2)))
est le dual de
L0, T; H () + LY(K)) (resp de L'(0,T; L*(Q2))) .

Et H1(Q2) + LY(Q) muni de la structure de dual fort de H} (Q2) N LP(S), ou
11
lyl=n

1.2.1 Lemme de Gronwall

Dans ce paragraphe, on donne formes du lemme de Gronwall qui nous aident &

démontrer existence et 'unicité de la solution.

Lemme 1.2 Soient f,g € C(0,T;R) deux fonctions positives pour tout t € [0,T] et
soit a > 0.5i ¥ € C'(0,T;R) est une fonction telle que :

U(t) < a+/0 f(s)ds —i—/o g(s)¥(s)ds Vte[0,T].

U(t) < <a + /OTf(s)ds) exp (/OT g(s)ds) vt e [0,7].

Pour le cas particulier f =0, ce Lemme devient

Alors

Corollaire 1.1 Soit g € C(0,T;R) telle que g(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0.VeC(0,T;R) est une fonction telle que :

U(t) <a+ /Tg(s)\I!(s)ds,Vt €1[0,7].

Alors .
B(1) < aexp ( /0 g(s)ds> Ve l0,1].



1.3 Formulation variationnelle

Pour étudier I'existence locale, nous procédons a obtenir une formulation varia-

tionnelle du probléme (1.1).

Lemme 1.3 Sous les hypothéses (Hy)— (Hg) le probléeme (1.1) est formellement équi-

valent au probléme variationnel suivant :

Trouve uw € V tel que :
(ug,v) + alu,v) + (g(ue),v) = (f,v) + fF2 hvdl',\Yv € V
U,(.CE,O) = UO(-T>,ut(.T,0) = ul(x),x S Q;

ou
a(u,v) :/AVqudx (1.5)
Q

V={veH (Q);v=0 sur I't}

Preuve. En multipliant la premiére équation de (1.1) par un élément v € H' (Q2),

et en intégrant sur {2, on obtient
(s, v) = (V. (AVU) ,0) + (9(ur), v) = (f,v)
En utilisant la formule de Green, on obtient
(V.(AVu) ,v) = /QV. (AVu) vdz = /r (AVu.n) vdl’ — /QAVquda:

Comme I'jet I'; est une partition de I', alors

(AVu.n) vdl + /

1)

(V.(AVu),v) = / (AVu.n) vdl’ — /QAVuVde

I

En posant v = 0 sur I'yet en utilisant le fait que et 8‘37—‘; = AVu.p = h sur I'y, on

obtient le probléme variationnel suivant :

(wst, v) + alu, v) + (g(ur),v) = (f,v) + [p, hvdl, Vo € V

(PV)
u(z,0) = ug(x),ut(x,0) = uy(z), z € Q;



ou

a(u,v) :/AVqudx.
Q
V={veH (Q);v=0 surI'}.

Inversement, si u € V' est une soloution du probléme (PV), alors

(wig, v) + alu,v) + (g(ug),v) = (f,v) —|—/ hvdl',Yv € V,

1)

ou encore sous la forme
(U, v) + / AVuVudzr + (g(ur),v) = (f,v) +/ hvdl Vv € V.
Q Iy

En utilisant la formule de Green, on obtient :

(utt,v)—/gv.(AVu) vdx—i—/F (AVu.n) UdF—i—/ (AVun)vdl + (g(u),v) = (f,0)6)

1)

+/ hvdl',Yv € V.
Ty

Comme v € V, donc v = 0 sur I'y, alors

(g, ) — /Q V. (AVu) vdz + /F (AVun) vdl + (g(w),v) = (f,0)

+ / hvdl',Yv € V.
|
En utilisant le fait que D(€2) est dense dans V, alors de (1.6) il en découle

(s 0) — / V. (AVu) gdz + (g(w). ) = (f.¢) Vo € D(Q).

ou sous forme équivalente

/Q (ugy — V. (AVu) + g(uy)) pdx = /Qfgoda:,V@ € D(Q). (1.7)

D’ou il en résulte

Ut — V. (AVU) + g(ut) = f P-pP- dans .



D’autre part en remplagant (1.7) dans (1.6), on obtient :

/ (AVu.n) vdl :/ hvdl',\Yv € V.
F2 1—‘2

Donc :

AVu.n = h dans I's.

D’ou la démonstrartion du Lemme 1.3. =

Lemme 1.4 Sous les hypothéses (H1 )-(Hg),'applicational(.,.) :VXV — R est une
forme bilinéaire, continue et coercive sur V x V, et par conséquent a(u, u)% une semi

norme équivalente a la norme de V.
N 2
a(u,u) = [ully .

Preuve. 1. Bilinéairté : Elle est évidente.

2. La contunité : Pour tout u,v € V on a

|a(u, v)| =

/ AVuVuvdzx| .
Q

Comme a;; = a;; € C' (Q) en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

max |a; (2 (/ V) >é (/ |Vvy2)é (1.8)

ClIVull 2oy IVl 12y » Par définition on obtient

|a(u, v)|

IN

IN

< Cllully ol -

D’ou la continuité.

3. Coercivité : Pour tout v € V on a
a(u,u) = / AVuVudr = (AVu,Vu).
Q
En utilisant 'hypothése (H; : b), on obtient

(AVu, Vu) > aq |Vul®. (1.9)



En utilisant I'inégalité de Poincaré, qui est vérifiée dansV’, il en découle
a(u,u) > C" ||ull? . (1.10)

D’ou la coercivité.

Dans ’équation (1.8), on pose v = u, on obtient :
ja(u, w)| < Clully [fully, = C lully -

En utilisant la continuité (I’équation (1.8)) et la coercivité (I’équation (1.10)) de
a(.,.), on trouve :

2 2
Clully < alu, u) < Clully -

D’ow, on déduit que a(u,u) est une semi norme équivalente a la norme ||u|| de V'

(ffuelly)

2
a(u, u) ~ [|ully -

1.4 Existence et Unicité

Dans ce paragraphe et sous les hypothéses que nous avons citées précédemment,
I'existence locale et I'unicité d’une solution faible seront obtenus en se basant sur les

approximations de Faedo-Galarkin combinées avec la méthode de compacité.

1.4.1 Existence de la solution

Théoréme 1.1 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hg) sont vérifiées, soit p > 2
et m > 2. Alors il existe T > 0 et une solution unique v du probléme (1.1) sur (0,7
telle que :

u € L>([0,T}; V),

ug € L([0, TT; V) n L™ (2 % [0,T7)

uy € L=([0,T); L*(Q)).

10



Lemme 1.5 Sous les hypothéses du théoréme 1.1, les conditions initiales u(x,0) =

uo(z), ur(z,0) = uy(x) ont un sens.

Pour démontrer ce Lemme on aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.6 (voir Lions [10], page 7) Soit X un espace de Banach, si f € L*(0,T; X)
et % € LP(0,T;X), (1 <p<o0),alors f est, aprés modification éventuelle sur un

ensemble de mesure nulle de (0,T), continue de [0,T] — X.

Lemme 1.7 ([15]) L’inclusion de (V,||.||,) dans (L2(Q), HLQ(Q)> est continue et V
est dense dans L*(Q)). Nous notons par V' U'espace dual de V, V est identifié avec

L2(Q) et avec son propre dual, nous pouvons écrire le triple de Gelfand.
V > continue L2<Q) > continue V/7

ol

[vlly: < vll 2y < llolly, Yo € V.

Lemme 1.8 (voir Lions [10], page 12) Soit 0 un ouvert borné de RY x Ry, g, et g
des fonctions de L1(0), 1 < q < oo, telles que

ngHLq(g) <C, g, — g p.p dans 0.

Alors
g, — g dans L7 faible.

Preuve. (du Lemmel.5)

On suppose que les hypothéses du théoréme 1.1 sont vérifiées, on a

u € L*([0, T V),
w € L®(0,T;V)N L™ (Qx (0,T)).

En particulier

u et u, € L0, T; L*(Q)).

11



Grace au lemme 1.6 on conclut que u : [0, 7] — L?(2) est continue, et par conséquent
la condition initiale u(z,0) = ug(x) a un sens.

D’autre part, on a

u € L([0,T;V)nL™(Q x[0,7T]),
Uy € LOO([OaTkLz(Q))a

en particulier

up € LOO([O,TL‘/)’
Uy € LOO([O7T]§L2(Q)),

donc

uy et uy € L°°([0, T); L2(R2)).

Grace au lemme 1.6, on déduint que v’ : [0, 7] — L?*(£2) est continue, et par conséquent
uw'(x,0) = uy(z) aun sens. m
Preuve. (du Théoréme 1.1)

Le plan de la démonstration est le suivant :

» On cherche des solutions approchées;
» On établit, sur ces solution, des estimations & priori;

» On passe a la limite, grace a des propriétés de compacité.

Etape 1 : Solutions approchées
L’espace V est séparable et d’apres le lemme 1.1, il existe une suite wy, ws, ..., Wg...

des fonctions ayant les propriétés suivantes :

w; € V,Vjij=1,2, ...k,
Yk, {wy,ws, ...,wi} est libre,

est dense dans V.

Vi = {wy, we, ..., wi}) Vespace engendré par {wj}le

12



On cherche alors uy = uy(t) sous la forme

up (2,6) = Y hyr(tw;(x),x € Q,t € [0, Ty

Jj=1

solution du probléme variationnel approché, associé au probléme (1.1) suivant :

(g (1), wi) + alux(t), wy) + (g(ug(t)), w;) = (1), w;) + fp, h(O)w;dl, Vi =1, ... k;

(Pk) . ,
ug(2,0) = ugp; up(2,0) = ugg;
(1.11)
et telle que :
k
uk(x,0) = uor, = Z ajrw; — ug dans V. (1.12)
j=1
k

uy(,0) = uyy, = Zﬁjkwj — uy dans L*(Q). (1.13)

j=1
On obtient un systéme d’équations différentielles non linéaires du second ordre. Comme
la famille {w;, }le est linéairement indépendante, alors le systéme admet au moins un
solution wuy dans [0, Ty], Ty dépend de k.

L’étape qui suit montre que T, = T" pour tout k € N*.

Etape 2 : Les estimations a priori

Estimation 01 : En multipliant la premiére équation de (1.11) par h;k, on obtient

(g (1) uy (8)) + alug (1), uy, (1) + (9 (uj (1)), w (1)) = (f(2), u, (t))+/ huyd.

Nous avons
o (2 = 5 (), (1) = (1) () + G 1) 6)) = 2 1) )
d’ou v

5ozl DI = (), (1)

En utilisant la bilinéairité de af(.,.) on a
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%a(u;c (t), u (1)) = aluk (£) , uy, (8) + aluy (£) , ux (8) = 2a(ux (), uj, (1))

Donc, on peut écrire :

i (1) (1)) = 3 e (1) (6) = 3 o (1)
On a:
5 1k 15 a0 0 e )+ (). ) = (7014 )+ [ (s o)

Ce qui donne, en valeur absolue :

(s 2 e ()1 + i O3 + (o 1), (1) <
(t

F@),up @)+ | [h(s)uy, (s)]dI"

I

< I(f

D’apres l'inegalité de Cauchy-Schwarz, on a :

3 (I O3+ T OIF) =+ I I + (9 (). 1)
< Oy e (5) iy + I e I (s -

D’apres les hypothéeses (H;) et (Hz) et par Uintegration sur (0,t), il résulte :
2 2 ' '
[l (D11 + [lu (B + 2/’60/0 [ ()], ds - < 2/0 1L ()W e 1 ()] 2y s + (O
t
2 [ W6 sy I (o s (116)
En tenant en compte de la continuité de la fonction trace
70V = LA(Ta) : 7y (u) = o' /Ty,

On a
71| 2y < Co fluls)ly -
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Donc
2 2 ! K 2
g, @)1 + [ @) +2/fo/ Jug ($)lnds < 2/0 1 ()l 22 qy 1k ()] 20 ds + [[ug (01
0
t
O 202 [ J1(6) gz [0l .
En utilisant I'inegalité de Young pour p = ¢ = 2, il vient
2 2 ! 2 2 ! 2
g, @)1 + [ @) +2ko/0 [ ()l ds < [[ui (0)[[3 + [Jux (O)] +/0 1£(s)ll5 ds
t ) t ) ¢
4G [ ) ey s+ [ (o) 3ds + [ st
0 0 0

D’apres les hypothéses (H;) — (Hg), nous avons :

ot (1) 3+ e () + 2k / ' (s) I ds < € (1 + / (o) + (1) ds) ,
(1.19)

ou

t t
Cy = (O + e (O)]° + / V()2 ds + C, / 11(5) 2oy ds-

t t
= ||ulk||§+||uOkll2+/ ||f(8)||§d8+02/0 1A ($) 172, ds:
0

On déduit donc, en particulier de (1.19) que
Conll? 2 / ' ' 2 2
ol + ol < s (14 [ ()| + ol )as). a20)
On déduit donc

t
2 2
o (13 + a1 < 5+ G [ (I3 + Fus(o) ) s (121)
En appliquant le Lemme de Gronwall pour

2 2
U = [lug, ()15 + [lux (s)[y 9 = C3ya = Cy,
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on obtient :
¢
[y, ()15 + [Jun(®)]3 < C4 exp(/ Csds) = C3 indépendante de k.
0
Alors
¢
[y, (£)]]5 + [lur(8)]]3 + 2k:0/0 |uj, (8)||" ds < Cr indépendante de k.

D’ou, on en déduit que Ty, = T.
Estimate 02 : On doit vérifer que

a0l < Cr.

En posant t = 0 et w; = v{/(0) on obtient

(uk(0), ug(0)) = (V. (AVur(0)) , ug(0)) + (9(u(0)), ui(0)) = (f(0), ug(0)).

Donc

[ (015 = (f(0) + V. (AVux(0)) — g(u},(0)), ui(0))
= (f(0) + V. (AVuor) — g(uw), uy(0)) -

En valeur absolue, on obtient
i (0)[15 < 1(f(0) + V. (AVugr) — g(ur), uf(0))] .
En applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :

lug(0)[ly < 1£(0) + V. (AVuor) — g(uar)|l, -

En utilisant le fait que f(0) € L*(2),uq € V N H?(Q), g(u},(0)) € C°(R) alors

|uz(0)]|, < C; indépendante de k.

16
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On dérive ’équation (1.11) par rapport ¢, pour j = 1,...,m on obtient
(uy (1), wy) + a(u(t), w;) + (9" (i ()ug(t), wy) = (f'(2), wy) +/ W' (t)w;dl.
1)

On multiple cette équation par 2h7;, on obtient :

(g (8), uy () +alu (8), wi () + (g (up () ug (), ug (t)) = (f’(t),U’é(t)H/ W' (s)uy(s)dl.

Aussi, on a

% luf (£)]l5 = % (g (8), wi(8)) = (ug' (1), up(£)) + (up(t), uy (1)) = 2 (uy/(1), ug(t)) ,

Oou encore
" " 2
(1), (1) = 25 ).

En utilisant la bilinéairité de a(.,.), on déduit

d ,
2 s ) = alug (), u) + aluy, wi(t)) = 2a(uy, ui(t))-

Donc, on peut écrire :

’ " 1d ’ ’ 1d
a(ukauk> = §%a<ukauk) 2dt

On a:

IO I O1 2 [ ¢ (60) (0) do =2 0.0 0)+2 | Wi

1)

Comme g est croissante alors ¢'(u}(t)) > 0 et d’apreés 'hypothése (H; : b) on trouve

(g2 + 1 01). <217, @)l +2 [ | p(s)lar.

s
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Par intégration sur (0,¢) il vient

t
2 2 ' 2
luk (Ol + lur (B < 2/0 (f (s), ug(s))ds + [[uy (0), + (1.24)
t
()] + 2 / / W ()ud! ()dTds.
0 J1y
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
2 2 ! 2
[l (Ol + Nl (Dl < 2/0 1/ (3)l g ()l ds + [ (0)][]; +
t
2
+ [Ju (0)] + 2/0 1A' ()] L2y 1k ()] 2y -
En utilisant le fait que la fonction trace suivante
Vo1 V = L*(Ty), 75 (u) = u" /Ty

est continue, il vient

Y2 (W) 2r,) < Cr ' ()]l -

Donc

t
g @)1l + O]y < 2/0 1S/ () ek (5) 1 ds + Nl (O3 + Ik O)II +

t
120, / 1)y e (5)11y ds.

En utilisant I'inegalité Young, on obtient

t
O + 2 < ()12 + (O] + / 17 ()12 ds +
t t t
e / 1() 2oy ds) + / e (s)|2 ds + / ()| ds.

d’ou ||uf(0)||, < Cy, et d’apres les hypotheses (H1) — (Hg) on obtient

t
01 + 10l <t (1+ [ (1l + IR) ds)
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ou

t t
Cy = Max (IIUZ(0)||§+ IIU?C(O)II2+/0 ||f’(8)||§ds+01/0 17 ()N 22 e, dS)-

Par conséquent

t
015 + 1O < O+ €1 [ (Il + Il ) ds. (125)

En utilisant le Lemme de Granwall, pour
2 2
U = [lug(s)lly + [lug(s)lly g = Cf,a = C,

il découle

t
nde+mmm@scw@/imw:@.

0
D’ou

up(t)]|5 + ||lut(H)])? < Cy (indépendante de k). (1.26)

Donc Vk € N, T' = Tj.
De (1.26) et (1.22), on en déduit

(uk)pey €St bornée dans L> (0, T;V).
(U},)pey €St bornée dans L (0,T; L2 (Q)) N L*(0,T;V)NL™(Q).  (1.27)
(u})en €St bornée dans L>(0,T; L*(2)) .

Etape 3 : Passage a la limite
De (1.27), on peut extraire des sous-suites, (ug), (u},) et (uy) de (ug), (uy,) et (uy),

respectivement telles que

up — u faible x dans L>(0,T;V).
W, — o faiblex dans L (0,T;L2 ()N L2 (0,T;V)NL™(Q).  (1.28)
uf — u” faible * dans L>(0,T; L*(2)) .
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En particuler, on a :

(ur)pey  €st bornée dans L*(0,T;V).
(u},)pen €St bornée dans L2(Q)NL™(Q).
(u})pey st bornée dans L? (0,75 L () = L*(Q) .

On sait, (cf. Lions-Magenés ([10]), que l'injection

Hl (Q) %compact L2 (Q) .

Donc

ug — u dans L* (Q) fort et p.p dans Q.

De (1.29) et (1.30), on trouve
uj, — ' dans L? (Q) fort et p.p dans Q.
e Etudions la convergence de g(u},) :

Soit
uj, € L (0,T;L*(Q)) N L* (0,75 V)N L™ (Q).

En particuler, on a uj, € L> (0,T; L* (2)) et par conséquent alors
uj € L2 (0,T; L2 () .

D’ou, il vient :

g(uy,) € L*(0,T5 L2 (Q)) .

Ce qui implique que :
g(uy) est bornée dans L* (0,73 L% () .
Et par conséquent on peut extraire sous-suite g(u; ) de g(uy) telle que

g(u;) — W faiblement dans L> (0,75 L% () = L*(Q) .
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On doit montrer que:

D’apres (1.31) on trouve
g (u},) — g (u') dans L*(Q) fort et p.p dans Q. (1.33)
D’apres le lemme 1.8, en posant § = @, ¢ = p = 2, d’apres (1.33) , il résulte

19 20y < C et g(uy,) — g(u') p.p dans L*(Q) .

Alors
g(u},) — g(u') faiblement dans L*(Q).

De (1.32) on tire que

!

W =g(u)

Pour tout j € N* fixé quelconque et Vk > j; on a

(u;c/’wj) + a(uka wj) + (g(u;c)’ wj) = (f(t)7wj) + / hwjdr' (134)

I

De la convergence faible (1.28), on déduit que

a(uy,w;) — a(u,w;)  faiblement dans L*(0, 7).
(uy,, w;) — (W', w;) faiblement dans L>(0,7T).

(9(up,), w;) — (g(u),w;) faiblement dans L*(0,T).
Et par conséquent par passage a la limite de (1.34), lorsque k — +00, il devient
(", w;) + alu, w;) + (g(u),w;) = (f(t), w;) +/F hw;dT.
2
Comme V}, est dense dans V', on obtient pour tout w € V :
(u",w) + alu,w) + (g(u"), w) = (f(t),w) + / hwdr .
D’ou u est une solution de (1.1). m
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1.4.2 TUnicité de la solution

Soient v et w deux solutions du probléme (1.1). On pose z = v —w, alors z vérifie :

(20— V.(AVz) +g(v') — g(w') =0, dans Q =Q x (0,7);
z(z,t) =0, sur 'y x (0,7);
3‘?72 =AVzn =0, sur [y x (0,7);
\ 2(x,0) = 2z(x,0) =0, dans Q.

(2", 2) +a(Z,2) + 2(g(v") — g(w'),v" —w') = 0.

v —w
ou sous forme équivalente
d s d 9
2 121+ 217+ 2(g () = g(w'), o' — ) = 0.

En utilisant 'hypothése (H;) et par intégration sur (0,t), il vient

12" ()15 + IIZ(lﬁ)Ilvar?/0 /9(9(?/) —g(u)) (V' = w')dads < |2 (0)]; + 2(0)]5 -

Comme g est un fonction croissante, alors

0 < (12’5 + 1)l

2 [ [ o) - o) f — ) o <o

et par conséquent

I12'@®)ll5 = ll=(®)][5 = 0.

D’otu 'unicité de la solution.
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Chapitre 2

Méthode du point fixe pour un
probléme hyperbolique
semi-linéaire a coeflicients variables

avec terme source

Résumé. Dans ce chapitre, nous allons étudier [’existence locale et ['unicité d’une
solution d’un probléme hyperbolique semi-linéaire pour les équations elliptiques a co-
efficients variables avec terme source en se basant sur les résultats obtenus dans le

chapitre précédent combinés avec le théoréme du point fixe.
Contenu :

1. Position de probléme;

2. Existence et Unicité;

(a) Preuve du Lemme 2.1;

(b) Preuve du Théoréeme 2.1
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2.1 Position de probléme

L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et I'unicité d’une solution u : ) =

2 x (0,T7) — R vérifie le probléme suivant :

(w, - V. (AVu) + g(u;) = [ul?u, dans Q=Q x (0,7),
u(x,t) =0, sur I'y x (0,7), 2.1)
8‘?7—1; = AVu.n = h, sur Iy x (0,7,
[ u(x,0) = up(x), u(z,0) = uy(z), dans Q.

ol h, ug et uy sont des fonctions données.
Comme dans le chapitre précédent, on montre que sous les hypotheéses (H;) — (Hg)

ce probéme est formellement équivalent au probléme variationnel suivant :

(110, 0) + alu, 0) + (glur),0) = (Jul’ 2 u,0) + [, hodD, Yo € V,

PV),
u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy (), z € Q. (PV),)

2.2 Existence et Unicité

Dans cette section et sous les hypothéses que nous avons citées, on démontre
’existence et I'unicité d’une solution faible du probléme (2.1) en utilisant le théoréme

du point fixe.

Théoréme 2.1 Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hg) sont vérifiées. Supposons
que m > 2 et

1
2<p<2tT wvn >3 (2.2)
n— 2

Alors il existe T > 0 tel que le probléme (2.1) a une unique solution locale u ayant

les régularités suivantes :
ueC0,T;V)nC' (0,T; L* (),

uy € L*(0,T; V)N L™ (2 x (0,7)).

Pour pouwvoir appliquer le théoréme du point fixe sur une fonction convenablement
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choisie, nous allons considérer le probléme relatif suivant :

(v — V. (AVV) + g(vy) = |[u["?u, dans Q =Q x (0,T),
| v(z,t) =0, sur 'y x (0,7), (2.3)
adn—: = AVuv.n = h, sur 'y x (0,7,
v(z,0) = up(z), ve(x,0) = us(x), dans Q.

\

Relativement & ce probléme, nous avons le résultat d’existence et d’unicité suivant :

Lemme 2.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hg), soit m > 2,alors il existe un T > 0 et

une unique solution v du probléme (2.3) dans [0,T] tels que
v e C,T;V)NCH0,T; L? (Q))

v € L0, 75 V)N L™ (2 x (0,7))

Théoréme 2.2 (Théoréme du point fixe) Soit X un espace de Banach et soit F' :

X — X une application contractante :
dL0<L<LiVue X:|F(u)l|y <L|uly-.

Alors il existe un point fize unique v dans X , c’est a dire F(u) = u.

Lemme 2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.1 et du lemme 1.6, les condition ini-

tiales u(z,0) = ug(x), us(x,0) = uy(z) ont un sens.
Preuve. On suppose que les hypothéses du théoréme 2.1 sont satisfaites, on a alors

u € C0O,T;V)NnC(0,T;L*(Q)) ,
u, € L*0,T;V)NL™(Qx (0,7)).

En particulier
uet u, € L*(0,T;V)
Grace au lemme 1.6 on conclut que u : [0,7] — V est continue, donc la condition

initiale u(x,0) = up(z) a un sens.
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D’autre part, de la premiére équation du probléme (2.1) on a
Uy = [ul’ 2 u+ V. (AVu) — g(uy) (2.4)

Comme

V. (AVu) € £ (V, H (),

alors
V. (AVu) € L*(0,T; H1(Q)).

En utilsant 'implication suivante
p—2 / N 1
we P (Q)=|ul" "uel” (), ot —+ = =1,
pour déduire

wf*u e L*(0,T; L7 (),
V.(AVu) € L*0,T; H(Q));

De (2.4) il en découle
uy € L2(0,T; P (Q) + H4(Q)).
Comme u; € L*(0,T;V) alors en particulier, on a
uy € L*(0,T; L*(Q)).

D’ou, il résulte
U, U € L2(0, T, Lp/ (Q) + Hil(Q))

En utilisant le lemme 1.6, on conclut que u' : [0,T] — H () + g (2) est continue,

d’on v/ (2,0) = uy(z) a un sens. m

2.2.1 Preuve du Lemme 2.1

Par les mémes procédés employés dans ([2]), nous approximons
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we C0,T;V)NCY0,T; L* (),

muni de la norme

/ 2 2
Jull = mas ||| +ao Va3,

par une suite (u,),en dans C(0,7; C§° (€2)). De plus, nous approximons les conditions
initiales uo € V,uy € L (Q) par des suites (uf)),en, (u,),)uen dans Cg° (€2), respective-
ment.

Nous considérons alors le probléme suivant :

;

vy, — V.(AVv,) + g(v,) = lu, P ?u,, dans Q= Q x (0,7),
vu(x,t) =0, sur 'y x (0,7, 2.5)
gnL: = AVuv,.n = h, sur Iy x (0,7,
\ vu(2,0) =ub, v, (x,0) = ul, dans Q.

1 est clair que f(u,) = |u,|’ >u, € HY(0,T;L?(Q)). Par conséquent grace au
chapitre précédent, nous avons Iexistence et l'unicité d’une suite de solutions (v,)
verifiant (2.5) .

Maintenant, nous montrons que (v,) est une suite de Cauchy dans l’espace

¥, = { (v,0) v e C,T;V)NCY0,T; L? (Q))
L v e L0, T; V)N L™ (Q x (0,T))

muni de la norme
t
2 2 2 m
0,1, = e 1+ o 93] + [ (o)l
0

Pour cela, on pose U = u, — u,,V = v, — v;. Alors V satisfait

;

V" = V(AVV) + g(V') = lu P2y — |u )P uy,  dans Q = Q x (0,7),
V(z,t) =0, sur I'y x (0,7,
%:AVVn:h, sur [y x (0,7,
| V(2,0) = Vo(z) = ul —u2,V'(2,0) = Vi(z) = uj, — ul, dans Q.
(2.6)
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Multiplions la premiére équation du (2.6) par V' et intégrons sur 2 et utilisons la

formule de Green, on obtient

(V"' VY +a(V, V') + (g(V'), V') = (]u,i]p*2 u, — ]uTVD*2 Uy, V') +/ h(s)V'dl

2
ou encore, sous forme

1d 1d ) / o
~ 4 S WlR + | g(V)Vda

- /(|uu|p_2uu—|uT|p_2u7) V’dm+/ h(s)V'dr.
Q

1)

V' (£)]]3 +

En utilisant les hypotheses (Hy) — (Hs), par intégration sur (0,¢) on obtient

t
V' OIE + IVOIZ + 2k / / V(I deds < [V (O)2 + [VO)3 +(2.7)
13 t
+2 / / (luul? 2w, — | P2 uy) VVdads + 2 / / h(s)V'dDds. (2.8)
0 Q 0 I's
Nous avons

la™a — [b]™ b = [la|™ a+ (|a]™ b — |a|™ b) — [b]" ]
= [la|™ (a— b) + b(la|™ — [o|™)]
= lal™ (a = b) + b(ja| = [B]) (la|™ " + ...+ [
< lal™ Ja—b] + b [la| = bl (Ja|™ " + ...+ ™).

En utilisant U'inégalité ||a| — [b]| < |a — b], il résulte
m m m m—1 m
lla™a — [b]™b] < |a|™|a — b + |a — b] (Jb] |a[™ " + ... + [b]™)

<la—b| (Ja™ + 0] |a|™ " + ... + [B]™) .

(m+1)la—b[|af si |b] < |a

[la]™ a —[b™ b] < .
(m +1)[a—b][b] si |a] < [b]
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Ce qui montrer que
lla[™a — 16" b] < (m +1) |a — bl sup(|a|™ , [b]").
On prend a = u,,b = u,,m = p — 2, on obtient
o 1wy = Jur P72 s < (p = 1) U] sup(u P~ Juc[772).

Par conséquent, il en résulte

<(p-1) / sup(luy P2, Ju, [P2) [U] V"] da.
[9]

‘/ (|uu|p*2 uy, — |u P u,) V'dx
0
1

Utilisons I'inégalité¢ de Holder, avec = + "2—712 + % = 1, pour déduire

—2 —2
= 1) [[Jea” + ur PR MO 2 (V7]

‘/ (|Uu‘p_2 Up — Jur P ur) V'dz| < (p
Q

(2.9)

< (0= 1) [l % + el 2y | 10 2 1V
Mais d’apres (2.2) on a (p —2)n < =, alors
el 2oy + Nt 1,2 < NP+ [l [P
D’apres (1.3), on trouve V' < ontinue L%(Q) donne
1| 2o < CIU[y, - (2.10)

2 —2
P+ flae [P < C (el + e 157) (2.11)

ou C' est une constante positive dépend seulement de 2 et p.

En suite l'estimation (2.9) prend la forme

'/Q ("™ e = g [ ) V| < CIV I Uy (ol + e |577) - (212)
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Moyennement a (2.12), 'estimation(2.7) devient

t
V' O+ IV + 2k / / V(I deds <
t t
< VO + [VO)2 + 20 / IVl N0y (e 272 + g [272) ds + 2 / / h(s)V(s)dTds.
2
En utilisant le fait que u,, u, € V, il vient
C (ualZ72 + lur 572) < .

Par conséquent

t
WV @2+ IV + 2K / / IV (s)|™ dads <

t t
< IV O+ [V(O)]% + 2 / IVl [Ty ds + 2 / / h(s)V'(s)dTds,
2

ou k est une constante positive dépend seulement de €2 ,p et du diamétre de la
boule Bg (0) C C'([0,T];V) centrée a 'origine et contient les suites (u,) et (u,).

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve :
2 2 !
VIOl + VOl + 2ko/0 /Q IV (s)ll, dwds <
t t
< VO WO +26 [ 1V 10l ds+2 [ 1Oy Ve d
0 0
En tenant en compte de la continuité de la fonction trace
710V = L*(Dy), 7, (V) = V'/Ty,

on a

|’71(V>‘L2(1“2) <cl[V(s)lly -
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Donc
2 2 !
IV @O+ VO + 2% [ [ VI dods
t t
< V'Ol + IV + 27f/0 IV ll, [1U]], ds + 20/0 1R () L2y IV (Sl ds.
En utilisant 1'inégalité Young, on obtient
2 2 !
V@&l + IVl + 2ko/0 /QHV(S)Hﬂ drds <
t ¢
< WV OR+IVONE+ [ 1ViEds+k [ vl

t t
ro [ I e+ [ IV s
Comme h € L*(T'y x (0,7T)) alors fot ||h(s)||i2(r2)dS < constante, on obtient alors
2 2 !
wam+mwmﬁaméﬁﬂwwmmw
2 2 ! 2 ! 2 2
< OV O+ VO +k [ 10+ [ (V@R +IVEIR)ds
Donc
t
V' @l + VIS < C+MW®@+NWM@+AHW@®+
’ 2 2
[ (VeI VEIR) s
0
En utilisant le Lemme de Granwall pour
U= V@) + IV f= U5 .a=C+ [V O);+ VO .g=1,

il en découle

t t t
VI + VI < (at [ 101 ds)exp [ 105 =k (at [ 101 a5)
0 0 0
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Donc

t
IV @2+ IV + 2k / / V()| dads <

t
<k (CHIV OB +IVOIR) + k[ U] ds
Par conséquent,
VI, <k (CH IV O+ IVOIR) + BT U], - (213)

Puisque la suite (uf) converge dans V, (u},) converge dans L (Q) et (u,,) converge

dans C(0,7;V) N C'(0,T;L* (1)), donc aussi dans Yy, on conclut que (v,,v,

#) est

une suite de Cauchy dans Y7 . Ainsi (vu, v;) converge vers une limite (v,v) dans Y7.
— Montrons maintenant que cette limite est une solution du probléme (2.3), par
la méme technique utilisée par Georgiev et Todorova dans ([14]). Pour cela, il

suffit de montrer que pour tout ¢ € V I’équation

/Q vu(t)odz + a(v(t), ) + / o (1)) pdz / ()2 ut)pdz + /F h(s)dT.
T (2.14)

est staisfaite pour tout ¢ € [0, 7.
En effet, multiplions la premiére équation du probléme (2.5) par @, intégrons sur

Q et utilisons la formule de Green, on obtient

/Q ol (t)eds + alva(t), 9) + /ﬂ g0, ())pdx = /Q (72w (£) ol + /F heodr.

Lorsque p — +00; on déduit que

a(vu(t) ) — a(v(t), ¢)
JogW,®)ede — — [ 9( v’( )pda
Jo Tt lp fuu(t)pdr — Jo lu(®)]" ult)pde
dans C(0,7T). Donc I’équation (2.14) est vérifiée pour tout ¢ € [0, 7];
— On montre 'unicité de la solution du probléme (2.3), nous prenons u;, us dans

C(0,T;V) et soit vy et vy les solutions (2.3), Notons W = vy — vs.
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Alors W satisfait

(W7 — V. (AVIV) + g(v}) — g(vh) = |us|" 2wy — Jus|” 2 us, dans Qx (0,T),
W(x,t) =0, sur I'y x (0,7,
8n =AVWn =0, sur T’y x (0,7,
\ W(z,0) = Wy(z) =0, W (x,0) = Wy(z) =0, dans Q.
(2.15)
Nous avons
WO+ WO = 2 [ (il = o) Wasds. (216)

= / | 607) = aV()) (Vi(s) = V() s
Comme g est une fonction croissante alors
2 [ [ i) - a2 (W) - Vi deds 0. (2a)
En utilisant 'hyptheése (H;),’estimation (2.16) donnet
t
WO+ WO <2 [ [ (ol o sl us) Wdnas.
0 Q

Si w1 = uy, on trouve

0 < IW (®)ll + W@l <o,

nous obtenons W = 0. Cela compléte la preuve du lemme 2.1.

2.2.2 Preuve du Théoréme 2.1

PourT > 0, nous définissons le sous-ensemble convexe fermé de Y, par
Xr ={(v,v) € Yr tels que v(0) = up, v:(0) = uy }.

Notons

BR<XT) = {U € XT, HUHYT < R} .
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Alors, le lemme 2.1 implique que pour tout u € X, on peut définir v = P(u)
comme solution unique du probléme (2.3) correspondante a u.

— ® est une application telle que ® (Br(Xr)) C Br(X7).

Soit u € Br(Xr) et v = ®(u).

Multiplions la premiére équation du (2.3) par v/, intégrons sur (0, 7") x €2 et utilisons

la formule de Green, on obtient

t t
@ + 1)+ 280 [ @ ds <2 [ P uts)/(sdndss (219
0 0o Ja
t
+lhunll + Juolly +2 [ [ motdras.
0 Jry
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz sur (2.18), on obtient
2 2 ! 2 2
[ Ol + lv@Iy + 2/%/0 [0 ()l s < Nlually + [luolly + (2.19)
t t
+ 2/0 10/ (3) 11z lu(s) (15~ ds + 2/0 12(3) | 2y 10 (9) | 2y s
En tenant en compte la continuité de la fonction trace :

Yo o Vo L2(F2),71(v) = U,/F%

10 ()l 2y < C 0Ny

Il vient

t t
2 m 2 2 —1
1 ()2 + o2 + 2k / W ds < Jall2 + fluol® +2 / 1o (3)]l, llus) 2" ds +
0 0

t
e / 1) ey 10(3) - ds.

En utilisant I'inegalité Young, on obtient

t t t
LI < llu |2+ luoll?+2 / 10 ()1l lus) 2" ds+ / lo(s)|I% ds+C” / V() 2aqry s
0 0 0
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Comme h € L*(T'y x (0,7T)) alors fot Hh(S)Hi?(I‘g)ds < (y, on obtient alors

t t
IO < lall+ aoll +2 [ 1Ol o) s+ [ JoGe) 1 ds + o
En appliquant le Lemme de Granwall pour
= oI f = 2010/(), ) 2 a = |2+ ol + Corg = 1,
on obtient :
2 2 2 t 1 t
o) < (||u1||2 ol +2 [ 1l (o)1 s +02) ([ ds),
0 0

Comme u € Bg(Xr), alors

t
10115, < ko (lualls + lluolly + C2) + 2k RPT o]y, ot ke = exp(/ ds).
0

Ou ko est une constante indépendante de R.

En utilisant I'inégalité de Holder, on arrive a

[l < ks (sl + ol + Co) + 27 (B Thz L2
Y = M2 1ll2 0y 2 2 2 2Rp,1T Yr | -

Ainsi, nous obtenons
V113, < ko (llurlly + lluolly + Co) + RXPDT2E3, (2:20)
Choisissons R suffisamment grand et 7' suffisamment petit de sorte que

1
ke (s + lluolly + C2) < S B2,

1
R2p-D2p2 < 2
2=9

Donc

1 1
o], < SR+ SR = B2

d’ou v € BR(XT)
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— Montrons que ® est contractante.
Onpose U=u—uetV =v—7v00v=>(u)et v=>(u) sont des solutions du

probléme (2.3) . Il est facile de vérifier que V' satisfait

(V= V. (AVV) + g(Vi) = [uf2u— a2 %, dans Q=Qx (0,T),
V(z,t) =0, sur I'y x (0,7, (2.21)
gn—‘; = AVV.n = h, sur [y x (0,7,
V(z,0) = Vi(z,0) =0, dans Q.

\

Multiplions la premiére équation du (2.21) par V', intégrons sur (0,7 x Q et utilisons

la formule de Green, on obtient

t
V' @)l + VOl + 2ko/0 IV ()l s

t t
< VO + V)2 + 2/ / (a2 u — @2 T) Vidads + 2/ / h(s)V"(s)dTds,
0 Jo 0 Jry
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'estimation (2.12), on trouve

t t
IVOIE+ [V + 2k / V()| ds < 2C / WVillo WU (lall22 + [alE) ds +
t
2 / 1) gy 1V (5l gy -

En tenant en compte la continuité de la fonction trace :

Yo o V—>L2(F2),71(V):V'/F2,
< V)

V')

L2(T2)

Donc
2 2 ' ! -2 -2
V@2 + VO + 2k / V()T ds < 2C / WVallo 1T Ny (all2 + 1) ds +
t t
acr / 108 Loy IV ($)lly ds < 2RP2C / Vil U1l ds +

t
20 / V() gy 1V (5) - ds.
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En utilisant I'inégalité Young, on obtient

t t t
Hwaw?wwumi+%yénwwwzw s{AuW@m;m+Rr%{Aum@w+

t t
+Anww@w+w4nmw@@m&

Comme h € L*(T'y x (0,7T)) alors f(f ||h(s)||2LQ(F2)dS < (3, on obtient alors

t
IO+ VO + 2k [ Vs <
! 2 ! 2 2

< crre Ui+ [ (IVOR+IVEIR)ds

Alors
2 2 ! 2 ! 2 2

VOR+IVOR < C+rer [uigas+ [ (IVER+IVEIR) d
En appliquant le Lemme de Granwall, pour

U= V') + IV, f=R2C U3 0= Cg =1,

Il résulte

t t
VO + VI < (4 r2er [ ods)exo( [ 1a9)
0 0

D’ou

IVly, < kTR Uly, . (2.22)
En choisissant 7' suffisamment petit pour avoir k3T RP~2 < 1, I'estimation (2.22)
montre que ® est une contraction. Par conséquent, le théoréme du point fixe garantit

'existence d’un unique élément v satisfaisant v = ®(v), ce qui termine la preuve du

théoréme est achevée.

37



Chapitre 3

Existence globale et stabilité
exponentielle des solutions pour un
probléme hyperbolique
semi-linéaire a coefficients variables

avec terme source.

Résumé. Dans ce chapitre, on va étudier ’existence globale et le comportement
asymptotique de la solution locale trouvée dans le chapitre précédent. Nous montrons
que la solution existe globalement en temps dans un ensemble stable et qu’elle est
uniformément bornée. En suite, nous prouvons dans la deuxiéme section la décrois-
sance exponentielle de cette solution en se basant sur la construction d’une fonction

de Lyapunov L, qui est équivalente & la fonctionnelle d’énergie du probléme (2.1).

Contenu :

1. Existence globale;

2. Décroissance exponentielle ;
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3.1 Existence globale

Pour étudier 'existence globale et le comportement asymptotique de la solution

locale du probléme (2.1) donnée par le théoréme, on définit les fonctions suivantes :

pour u € V', nous définissons le puits du potentiel H par
H={ueV I(t)>0}uU{0}.

Pour v € V, on introduit la fonctionnelle d’énergie totale associée au probléme

(2.1) par

B (u(t), w(t) = B(®) = 5 ()3 +5a(ult)u()— [u(o);~ / | rogepars v = 0,
(3.1)

avec h(0) = 0, ott £(0) = L |lu1|[5 + J(up) désigne I’énergie initiale.

Lemme 3.1 Soit u(x,t) solution du probléme (2.1). Alors, la fonctionnelle d’énergie

définie par (3.1) est strictement décroissante sur |0,00) De plus

E'(t) = — /Qg(ut(t))ut(t)dx,w > 0. (3.2)

Preuve. Multiplions la premiére équation du (2.1) par u,, intégrons le résultat obtenu

sur €) et utilisons la formule de Green, on trouve

1 d 1d i
——a(u(t),u(t —l—/gututdx = /up uudm—i—/hudF
3 a2+ 5 (), u(0) + [ gl T

1d
= g lett )||§+/F2 huydT.
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On a

1d, o, 1d 1d
5 1l + 5 o) ) =~ S = = [ gttty + [ e,

donc
g 31t 5a0000) ol [ [ hwar | = = [ gt

IN

0.

On trouve 'équation (3.2). (1.2) on déduit que la fonctionnelle d’énergie est stricte-

ment décroissante. m

Lemme 3.2 Supposons que

n—1

2<p§2n_2,n23 (3.3)
Si ug € H, uy € L*(Q) tels que
b2
9:0&§<F?3mm> <1, (3.4)

alors u(t) € H, pour tout ¢ € [0,7), ou C, est la constante de Poincaré.
Preuve. Puisque ug € H,alors I(ug) > 0. Donc par continuité, il existe T; < T tel

que I(u(t)) > 0, pour tout ¢t € [0,7}). Par la définition de I et J, on a la relation

suivante :
P—2 1
J(t) = a(u(t),u(t)) + —1(t
(t) o (u(t), u(t)) p()
Par conséquent, on obtient
pP—2
IO = = =alult). u(t)). ¥t € 0.7)).
Ou encore
2p 2p
a(u(t), u(t) < 5257(1) < L B(t), ¥t € 0,T;) (35)
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Utilisons (3.5), le résultat du lemme et ’hypothése (H; : b), on obtient :

2p 1
IVa®lz < llu () < 55 ~E(0),¥t € [0, T;). (3.6)

Exploitons (1.4), (3.4) et (3.6), il résulte que

lu@®lly, < CZllu @)l < O fu @I llu @) (3.7)

P—2

< Crapt (F25E0) T atuto),ule) <

[ J/
-~

< a(u(t),u(t)),Vt € [0,T;).

Dot [lu(t)|l} < a(u(t),u(t)),Vt € [0,T}), ce qui implique que u(t) € H, pour tout
Vi e [0,T),Y).

Puisque I'énergie F est strictement décroissante, on a les inégalités suivantes :

P—-2 P—-2
. D 2p 2 P 2p 2
po -2 (2 v 2 (22
tlirjr}jC’*ao (P_QE(t)) < C?a, (P—QE(O)) < 1.

Ainsi, en répétant cette procédure, Tj est étendue & 7. m

Théoréme 3.1 Supposons que (3.3)est vérifice. St ug € H et u; € L*(Q) satisfaiant
(3.4), alors la solution u(x,t) du probléme (2.1) est globale en temps.

Preuve. Il suffit de montrer que ||u;(t)||54a(u(t), u(t)) est majorée par une constante
indépendante de ¢.
Sous les hypothéses du Théoréme 3.1, le lemme 3.2 assure que u(t) € H sur [0, 7).

Par conséquent, en utilisant le Lemme 3.1, de (3.5), il vient

3 IO+ 5 2au(t),u(0) < B0 = w370~ [ [ hoymrds < £©)

Ainsi, pour ¢ € [0,7), la norme |Ju; ()2 + a(u(t), u(t)) est uniformément majorée par

une constante ne dépendant que det et p. m
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3.2 Deécroissance exponentielle

Dans ce paragraphe, nous supposons, en plus de (Hy) que
lg(v)] < Ky o] (14 \v\m_Q) , pour tout v ER et 2 < m < 400 (3.8)

ou k; est une constante positive.

Nous allons commencer par démontrer les lemmes techniques suivants :

Lemme 3.3 Supposons que

2n
n—2

alors la solution u(z,t) du probléme (2.1) satisfait
lu(®)]l;, < CE(t), (3.10)

ou C' est une constante indépendante de ¢.

Preuve. En utilisant(1.4), (3.5) et (3.6) pour tout ¢ € [0,7"), on obtient

m—2

O < @l = L@l @l < o (525 080)) o

< cmay® (%Em)) 2

2p
55 E () = CE®).

Pour ¢ > 0, a le choisir ultérieurement et u(t) € H, on définit la fonction de

Lyapunov L comme suit

L{t) = B(t) + < / wy(ut)dz, vt > 0. (3.12)

Lemme 3.4 Les fonctionnelles L et E sont équivalentes.

Preuve. De (3.12), on obtient

L{t)— E(t) = ¢ / w(t)u(t)dz, vt > 0.

Q
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Ce qui donne, en valeur absolue :

L(t) - B(t)| < < + 5 Ivu ).

/Q w()u(t)da

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité ab < %a2 + %b2, on obtient

1 1
20) = B0 < & (5 I @1 + 10 013
En utilisant (1.4) et (1.9), on obtient

|L(t) — E()] < eE(1) + Q%OCfG(U(t),U(t))-

De (3.5), la derniére inégalité devient :

L(t) — E(t)] < e (1 + QL%Q?%) E(t). (3.13)

Par conséquent, pour ¢ suffisamment petit, il existe deux constantes positives 3, et

B4 telles que

B1E(t) < L(t) < ByE(t), vVt = 0, (3.14)
ou
B 1 5 2p
By = 1+€<2aOC*P—2)
B 1 5 2p
fr =1 5(2%0*13—2)
[ ]

Théoréme 3.2 Si les hypothéses du Théoréme 2.1 sont valides, et (3.9),(3.8) ont
lieu. Alors, il existe deux constantes positives K et k telles que [’énergie associée au
probléme (2.1) satisfait

E(t) < Kexp(—kt),¥vt > 0. (3.15)

Preuve. Dérivons par rapport a ¢ la fonction L définie dans 1'équation (3.12), on

obtient
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g (t)u(t)dr + 5/ u(t)ug(t)d.

Q

L’(t):E'(t)+5/

Q

D’aprés (3.2), on trouve

wg (t)u(t)dx + 6/ u(t)d.

Q

() = —/Qg(ut(t))ut(t)dm—ka/

Q

Uutilisons la premiére équation du probléme (2.1), par intégration par partie, on

obtient

L't) = —/Qg(ut(t))ut(t)dz—5a(u(t),u(t))+e/u?(t)dx (3.16)

Q

. /Q o(ug())u(t)dz + & /Q (b da + ¢ /F o

Les hypotheses (1.2) et (3.8), nous permettent d’estimer le premier et le cinquiéme

termes du deuxieme membre de I'égalité précédente comme suit

_ / g(ue(t))ue(t)dz < —ko ||ue (1) (3.17)

- [ stwurar < | [ gt

k / fu(t)] s (£)| d + oy / )] e (8) " d

IN

Exploitons I'inégalité de Young suivante

0" 0°°

1 1
XY <X+ —V X,V >0,0>0-+-=1,
T T S

s
avec r =m et s =m/m — 1, on obtient

b / (O ()] dr < ke llu(®) 12+ kae (0) llue (12 Ve > 0. (3.18)

Moyennement a l'inégalité de Holder, (1.2) et (1.9), on trouve
C? ky 2
ki | fu@)]fu(t)] do < kg =alu(t), u(t) + o [lull; - (3.19)
Q Qo 2
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Ce qui joint a(1.11) et (3.18), de (3.16), il résulte

L) < ko llue (D)l + ek (ullu (@) + ¢ () [Jue ()]17,) — eaul®), u(t)) + & [[u @),

+eky (% e (8)]15 + Z*Oa(u(t),u(t))) +5/P2 hudr .

Ou encore, et en utilisant 'inégalité de Schwarz,

L(t) < —(ko—kiec(w)) lus W)l — B @) + ehapllu ($)II7, + % (3 + K [ (2)115)

m m

1 1 C?
ve (1= 5 ) @I & (5 ~ b= alu(®ha() ) + 21l el -

En tenant en compte de la continuité de la fonction trace
YV = L2(F2)771(U) =u'/Ty,
on a
|71(U)|L2(F2) <cllu(s)ly -
Donc

€
2

1 1 C?
ve (1= 5 ) Il = (5 = brgea(ute). u) ) + el -

L'(t) < —(ko—kiee () llu ($)ll — B () + ekl ()7 + 5 (3 + ko ue (D))

En utilisant I'inégalité ab < %aQ + %b2, on obtient

L'(t) < —(ko— kiec(p))l|ue @), — E(t) +

m € 1
et O+ 5 (3 ke )+ (1- 5 ) I O -

1 C? € (
2 (5~ bz au(®hu() ) + 5 (¢ e, + 1l
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Comme h € L*(T'y x (0,7T)) alors f; ||h(8)||ig(r2)ds < (y, on obtient alors

L'(t) < — (ko= kiec(p)) lue (@), — EQ®) +

m , € 1
e e (O + 5 3+ (01) +2 (1- 5 ) T 01 -

* € \
—€ (5 — k1 2a0a(u(z€), u(t))> +3 (K + |Jull3,) ,ou & = 'Cy
En utilisant le résultat du lemme 3.3, (3.7) et l'inégalité de Poincaré suivante
lue (D)1l < CZ llue (B

on trouve

L(t) < = (ko= kaee () fue Ol — (1= 5C2 B+ k) lu ()} = (3.20)

—sLﬁ(1—%)—kfﬁ}a@u%mﬂy—q1—y—kW0ﬂaw

2@0

Notons qu’a partir de (3.4), le coefficient de a(u(t),u(t)) dans (3.20) est négatif

2
31:—9(1—1>—k‘10* <0

p 2ay

Par conséquent, en utilisant (3.5), 'inégalité (3.20) donne

L(t) < = (ko= kiee () Jue @l = (1= 5C2 B+ k) llue ()7 — (3:21)

2
—5O%P52+1—H—kmC)E@.

A ce point, on choisit x4 de sorte que

2p k'
1———k& .
P—2+ 5 11C >0

By = By

Lorsque p est fixé, on choisit

ko 2
klc(,u)’ Cz (3 + kl)

£ = min(

)
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et que (3.14) reste valide, alors de (3.21), il résulte

2
+1—k’—k1u0} E(t) < —ﬂi [Blp p2 +1— K — kpuC| L(),
) -

2p
P—2

Ll(t> S —& Bl

en vertu de (3.14) .
Intégrons I'inégalité différentielle précédente entre 0 et ¢, on trouve l'estimation
suivante

L(t) < L(0)e " vt > 0,

ou

€ 2p ,
k—52 (Blp_2+1—k; kluC).

En utilisant (3.14), on obtient

e " = Ke % vt > 0.

Ainsi, (3.15) est établie. =
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probléme aux limites hyperbolique semi-
linéaire avec ou sans terme source et terme d’amortissement, a savoir :

* Probléme aux limites hyperbolique semi-linéaire sans terme source pour les
équations fortement elliptiques a coefficients variables ;

* Probléme aux limites hyperbolique semi-linéaire avec terme source pour les
équations fortement elliptiques a coefficients variables ;

Pour les deux problémes, nous avons analysé la question d’existence et d’unicité
d’une solution locale en se basant sur la méthode de compacité et les techniques
de Faedo-Galerkin pour le premier probléme et avec de plus la méthode du point
fixe pour le second probléme. Ensuite, nous avons étudier I'existence globale et le
comportement asymptotique de la solution locale obtenue dans le second chapitre.
Plus précisément, Nous avons montré que la solution existe globalement en temps
dans un ensemble stable et qu’elle est uniformément bornée. Puis, nous avons prouvé
la décroissance exponentielle de la solution en se basant sur la construction d’une
fonction de Lyapunov L, qui est équivalente & la fonctionnelle d’énergie du probléme

considéré.
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