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Notations

= P : est la pression en un point .

= p : est la masse volumique en un point

= m : La masse

= S : la surface

= (x,y) : le plan

=(u,v) : Composantes du vecteu vitesse

= div : Opérateur divergence V = (V1, ..., Vn) une fonction de R™dansR"

= VV = grad(V ) le gradient d’un vecteur V
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Définition et préliminaire chapitre 1

Introduction

De nombreux phénoménes physiques intéressant le domaine de 1’environnement sont concer-
nés par les écoulements de fluides surface libre, qui désigne un écoulement avec une interface
libre entre I'air et I’eau, comme dans une riviére, par opposition a un écoulement en charge, ou
cette interface est absente dans une conduite sous pression par exemple.

Dans ce travail, on se propose d’étudier un probléme d’écoulement & surface libre au dessus
d’un obstacle. L’écoulement est supposé potentiel, bidimensionnel et irrotational sans effets du
gravité et la tension de surface, le plan des variables (x,y) de I’écoulement est identifié au plan
de la variable complexe z = x + iy.

La résolution du probléme est éffectué a I'aide des transformations conformes, en particulier la
transformation de Schwarz-Christoffel et d’hodographe, qui possédent de simplifier le probléme
dans un plan plus pratique.

Ce mémoire comporte trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne des notions sur les deux modes de description :

la description lagrangienne et la description eulérienne et quelques définitions préliminaires sur
la théorie des écoulements potentiels et les équations générales du mouvement des fluides.
Dans le deuxiéme chapitre, on pésente les transformations conformes en genérale, en citant
quelques cas particuliers, tels que la transformation de Schwarz-Christoffel.

Dans le troixéme chapitere on traite le probléme d’un écoulement & surface libre bidimensionnel
et irrotational d'un fluide incompressible et non visqueux dans le cas ou la tension de surface
et la gravité sont nulles. Dans ce cas, la solution exacte peut étre calculée explicitement en

utilisant la transformation de Schwarz-Christoffel et la methode d’Kirchoff.



Chapitre 1

Définition et préliminaire

Dans ce chapitre on présente quelques définitions et concepts de base de la mécanique des
fluides.

contenu

1-1 Les fluide.

1-2 les écoulement des fluide.

1-3 Description d’'un fluide en mouvement.

1-4 Utilisation de la théorie de la variable complexe.
1-5 quelques équations de la mécanique des fluides.

1-6 nombre de webe et nombre de froude.



Définition et préliminaire chapitre 1

1.1 Les fluide

1.1.1 définition d’un fluide

Un fluide est un milieu matériel parfaitement déformable. On regroupe sous cette appellation

les gaz qui sont ’exemple des fluides compressibles, et les liquides, qui sont des fluides peu
compressibles.

solide
SBMEBIBES 8
BEBBIBDED -
HTITIII i
SELIBSBED ™
BABSAESED e
SBBBABERN »
ABBBDBBED P
SAHBEBBED ar
I -

FIGURE 1.1 — les trois états de la matiere

1.1.2 Viscosité u

La viscosité caractérise la friction a 'intérieur d’un fluide, due & 'attraction moléculaire, ce

qui fait que le fluide résiste a son propre écoulement.

10



Définition et préliminaire chapitre 1

1.1.3 Les fluide parfaits et les fluides réels

Dans un fluide il y a deux types de forces : Forces de volume et forces de surface.

Les forces de volume sont celles engendrées par un champ, par exemple les champs de
gravité, électrique, magnétique, ...

Les Forces de surface se divisent en forces de frottement et de pression.

Les forces de frottement sont causées par la viscosité, elles sont tangentielles & la surface.

Les forces produites par la pression sont normales a la surface.

=Un fluide parfait est un fluide ou il n’y a pas de frottement, c¢’est-a-dire que la viscosité
est nulle ou négligeable. Si en plus on néglige les forces de volume, cela implique que les forces
internes a n’importe quelle section du fluide sont normales a cette section, méme pendant le
mouvement. Alors les forces sont engendrées par la pression, un tel fluide n’existe pas en
réalité.

= Un fluide réel est un fluide dans lequel les forces tangentielles ou de cisaillement sont
présentes lors de son mouvement (écoulement), cela augmente le frottement du fluide, car ces
forces s’opposent au mouvement des particules les unes par rapport aux autres. Ces forces de

frottement sont dues a la viscosité du fluide.

————in- Ecoulement d'un flulde parfait:
- Witesse constante
= Wiscosité nulle

Ecoulement dun flaide réel ;
—ge - Vites s wariable s=lon l= rayon
[ - Viscosité nan nulle

Vitesse maximele

FIGURE 1.2 — Les fluide parfaits et les fluides réels

11



Définition et préliminaire chapitre 1

1.1.4 Débit

La débit est la quantité de fluide écoulée pendant le temps.
La quantité peut etre définie par un volume au une masse par conséquent on défini alors :
= Débit massique :

C’est la masse de fluide qui traverse une section S donne par unité de temps donne par :

O — / / P T T ds

C’est la quantité de volume d’un fluide quelconque qui traverse une section S donne par unité

= Débit volumique :

de temps donne par :

@U://smds

12



Définition et préliminaire chapitre 1

1.2 Les écoulements des fluides

1.2.1 Ecoulement permanent

les paramétres caractérisant 1’écoulement ne changent pas au cours du temps ou sont

constants pendant l'intervalle de temps considéré.

u_0p 0T 0P _
ot ot ot ot

écoulement instationnaire (ou non permanent) La profondeur de I’écoulement varie avec le

temps.

1.2.2 Ecoulement uiforme

un écoulement est dit uniforme si les vitesses de toutes les particules sont les mémes en tout

point du fluide.

1.2.3 Ecoulement incompressible

fluide dont la masse volumique est considérée comme constante au cours du processus, soit

une dérivée particulaire du champ scalaire de masse volumique négligeable.
p = cte

1.2.4 Ecoulement potentiel

un écoulement est potentiel lorsque son champ des vitesses est le gradient d’une fonction

scalaire, appelée potentiel des vitesses (généralement noté ¢ ) :

U =V

1.2.5 Ecoulement irrotationnel

On appelle écoulement irrotationnel un écoulement pour lequel on a :

rot =0

13



Définition et préliminaire chapitre 1

1.3 Description d’un fluide en mouvement

Description ]

/-_."‘
| 1
i

lagrangienne eulérienne

element de

volume

FIGURE 1.3 — description lagrongienne et eulerienne

1.3.1 Description de lagrange

Dans le cadre de la description lagrangienne, on suit donc une particule fluide dans son
mouvement et on regarde sa position a un instant t. La particule est identifiée par sa position
initiale située au point M, a I'instant t=0. 7 =0 est le vecteur position initiale, il ne dépend

pas du temps :

=7 <M0,t>

ou

7> = ? <33an0; ZO7t>
C’est & dire :
T, = Xy <x07y07 20, t)

Et

7= (Mort) = 2 (a1 )
@ = () = 22

14



Définition et préliminaire chapitre 1

Trajectoire
,-’/7_7-"\ .

-~ ) 7
f

¥ M

8y

v

o
T

FIGURE 1.4 — Déplacement d’une particule fluide entre sa position initiale a et sa position x
a l'instant t

1.3.2 Description d’Euler

La méthode d’Euler consiste a décrire I’écoulement en donnant les composants de la vecteur
vitesse et autres qantités physique en chaque point de ’éspace c’est -a-dire ,on fixe un point
dans I’éspace et on remarque les variations des quantités liées aux particules du fluide passant
par ce poin.

A Dinstant ¢; , on détermine en M une particule P; de vitesse U et d’autres caractéristiques
physique K.

Et a l'instant t5 = t; + Ot , on trouve au méme point M de I'espace , une autre particule P
de vitesse et des caractéristiques physiques différentes.

Donc, on a en M et a 'instant ¢;

U= <P1,t1) = (m,y,z,h)

Et al'instant £5, on a au méme point M

U= <P2,t2> = (x,y,z,t2>

Trajectoire : On définit la trajectoire comme le chemin suivi par un particule de fluide sur

mouvement.

15



Définition et préliminaire chapitre 1

Trajectoire

Z P,
(R) Ve(t:)
e N P(tz) P(t)
VT )
0 y

Positions de P aux instantst,, t, et t,

FIGURE 1.5 — Trajectoire de la particule P

1.4 Utilisation de la théorie de la variable complexe

soient ¢ et v la fonction de potentiel et la fonction de courant du flux de potentiel
bidimensionnel.On relie le plan d’écoulement au plan complexe en écrivant z = x + iy ,alors

nous définissons la fonction complexe f (z) comme :
flz)=9o+ip

f (2) est appelé le potentiel d’écoulement complexe.Puisque les parties réelles et imaginaires

de f(z) satisfont I’équation de Laplace,cela vaut aussi :

_ _ 09 _ 0¥
— _9 _ %
U= T oy~ oz
Puis les relations de Cauchy-Riemann :

9% _ 9%

or ~ Oy

% _ _

0y — Oz

La théorie des variables complexes offre une méthode ,trés puissante pour obtenir des
solutions de quelques écoulement . Si le plan (x, y> est considéré comme plan de z = x + 1y la
fonction f (2) sera analytique dans le domaine de I’écoulement .de plus la vitesse complexe est
définie par :

8—f = % + 28_1/} =u—1

0z Oz ox
Sera aussi analytique le plan de I’écoulement .cette trés importante propriété va nous
paramétré d’utiliser ,par suite,la théorie des fonctions analytiques complexe pour résoudre

notre probléme considéré.

16



Définition et préliminaire chapitre 1

1.5 Quelques équations de la mécanique des fluides

1.5.1 Equation de continuité

C’est, I'expression que ’écoulement est conservatif.

Considérons un parallélépipéde élémentaire de fluide, ayant un volume dx.dy.dz Au cours le

temps dt, par la face ABCD, une masse fluide entre qui est égale a :

dydzupdt = pudydzdt (1.1)

Pendant ce méme temps, par EFGH sort :

(pu + %) dydzdt (1.2)

La différence entre ces deux expressions représente ’accroissement de masse correspondant a
la composante du mouvement suivant la direction Ox. De méme, en considérant les

composantes suivant les deux autres directions, on établit que I’accroissement total de masse

est :

17



Définition et préliminaire chapitre 1

dpu  Odpv  Opw
(ﬁx i dy * 0z

Entre ¢ et t+d¢, masse du petit ¢lément pris en considération passe de pdxdydz a

) dxdydzdt

(,0 + %dt) dxdydz donc s’accroit de : %d:pdydz par variation de sa masse spécifique en
fonction du temps.
On exprime la conservation de la masse en écrivant que ’accroissement de la masse

correspond a celle qui rentre dans I’élément :

dp dpu  Opv  Opw
—dxdydz = — dxdydzdt
o “rve (3x+8y+ 0z ) draver
soit
Opu  Opv  Opw  Jp
— =0
or oy | o: ot
ou
. 7 dp . o
divV + Edt = 0| quation de continuit
Remarque :

Quand le fluide est incompressible et homogeéne, cette équation se réduit a :

bu v o _
or Oy 0z

soit

di117 =0

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

18



Définition et préliminaire chapitre 1

1.5.2 Théoréme de bernoulli
Premier théoréme de Bernoull:

Dans un écoulement stationnaire :

P u?
z+ —+ — =cte 1.9
pg 29 (1.9)

deuxiéme théoréeme de Bernoulli

Dans un écoulement potentiel I’équation d’Euler s’écrit :

) )
p[V(;f)—i—V } —vp:a—‘wa (1.10)

ou
p= P+ pgz (1.11)

1.5.3 Ligne de courant et fonction de courant

Les ligne de courant et les trajectoire sont deux types de courbe qui ont été defnie pour
decrire I’écoulement d’un fluide la trajectoire repréésente le chemin d’un seule particule de
fluide, la ligne de courant est une courbe tangente en chacun de ces points au vecteur vitesse

en ce point. La définition d’une ligne de courant est donné par les équations :

x
- 1.12
. (112
dx , dy et dz sont les éléments d'un segment de la ligne de courant dans un systéme de
coordonnées cartésiennes dans le cas d'un écoulement permanant les lignes de courant sont
des courbes fixes confodues les trajectoires dans le cas d’un écoulement plan, ’equation (1 :1)

se reduite a :

xz

% (1.13)

On notera que les surfaces des frontieres solides fixes sont toujour des lignes de courant

puisque I’écoulement ne pas traverser des surfaces solides.

19



Définition et préliminaire chapitre 1

Les lignes de courant sont les trajectoires suivies par les
molécules d'un fluide en mouvement (voir figure ).

ligne de courant
surface AS entourant le point M

section S2

FIGURE 1.6 — lignes de courant

1.5.4 Equations différentielles des fonctions v et ¢

Soit un écoulement bidimensionnel, irrotationnel et stationnaire d’un fluide incompressible

non-visquex. Puisque :

U = grade
ET
divd =0

Il vient que :

_)
div (gmd ¢> =0
D’ot

¢ ¢
ox? Oy

C’est, —a—dire :

Ap=0

20



Définition et préliminaire

chapitre 1

De méme, d’aprés :

Et

On trouve :

D’ou

C’est—a—dire

rotd =0

At =0

D’omu, la fonction potentielle ¢ et la fonction ligne de courant v et vérifient ’équation de

Laplace.

Un écoulement bidimensionnel, irrotationnel et stationnaire d’un fluide incompressible, non

visqueux est écoulement potentiel.

21



Chapitre 2

Réprésentations et transformations

conformes

Dans ce chapitre, on va présenter des concepts généraux concernant les transformations
conformes, en particulier la transformation de Schwarz-Christoffel et leur utilisation, ainsi que

des exemples.

22



Représentations et transformations conformes chapitre 2

2.1 Généralités sur les transformations conformes

2.1.1 Défnition

Une transformation d’un domaine D qui conserve toutes les angles en grandeur et en sens est

dite transformation conforme de D.

2.1.2 Théoréme

Soit w = f(z) une fonction analytique dans un domaine D telle que f’(2) # 0 en tout point de

D. Alors la transformation réalisée par cette fonction est une transformation conforme de D.

2.1.3 Défnition

Considérons deux plans (x, y) et (X, Y ) et une transformation ponctuelle bijective :

X = X(z,y)

Y =Y(z,y)

qui a tout point m(z,y) lui associe le point M (x,y)et inversement. Lorsque, dans le plan
(x,y), le point m décrit une courbe (c), le point M dans le plan (X,Y’) décrit une courbe (C)

qui est l'image de (¢) dans la transformation.

1%@ 1)’@

AR

Lfb % 0 X
€) -~ QC)

F1G. 2.1 — Transformation de plan |z] vers le plan |Z] et I'inverse

23



Représentations et transformations conformes chapitre 2

Parmi toutes ces transformations ponctuelles bijectives certaines vérifent, au moins dans

certains domaines D du plan complexe, les relations de Cauchy :

96 _ 09
ox ~— Oy
9 _ _ 09
oy ~ Oz

La transformation est alors dite "transformation conforme" dans D, ce qui conduit au

résultat suivant :

Les transformations conformes peuvent toutes s ’écrire sous la forme :

Z =g(z)  =2=0G%)

on: Z=X+4+1iY¥ ,z=x+1y

2.2 Propriétés des transformations conformes

Holomorphie

Il résulte de la défnition méme que g(z) doit étre dérivable dans D et uniforme : elle est donc
holomorphe dans D, mais si on prolonge la défnition de g(z) a tout le plan complexe, cette
fonction doit nécessairement présenter des singularités en dehors de D ou sur les frontiéres de
D (sinon tout comme f(z), ce serait une constante d’aprés le théoréme de Liouville.
Conservation des angles et points singuliers

La fonction g(z) étant holomorphe dans D, la transformation conforme conserve les angles.
plus précisement, si deux courbes 7 et 7' passent par un point zy et se coupent sous 'angle «,
leurs transformées I" et IV passent par le point transformé Z; et se coupent en général dans le

plan [Z] sous le méme angle «

® 0 o3 @ I\ o

Fi1a. 2.2 — Conservation d’angle o de plan [z] vers le plan [Z]

24



Représentations et transformations conformes chapitre 2

En effet, un développement au voisinage de 2, s’écrit, sous réserve que g(z) soit holomorphe
en 2o et que ¢'(2p)soit non nul :

dZ = ¢'(20)dz

ce qui montre que 'on passe du voisinage de zy au voisinage de zy par une similitude défnie
par le nombre complexe ¢'(zg) # 0.
En étendant le domaine de défnition de g(z) a tout le plan complexe, on obtient donc le

résultat suivant :

Une transformation g(z) conserve les angles en

tout point du plan complexe ot ¢'(z) n’est ni nul ni infini.

Les points ou ¢'(z) est nul ou non défini sont dits points singuliers de la transformation

conforme.

2.3 Un type des transformations conformes

Une transformation conforme est une application du plan z au plan ¢ de la forme z = f(({),
ou f est une fonction analytique de (. Les transformations conformes préservent les angles
entre les petits arcs sauf aux points ou df /d¢ = 0. De tels points sont appelés points critiques
de la transformation, et des courbes lisses passant par de tels points dans le plan z peuvent

donner des valeurs angulaires dans le plan z.

2.4 Transformation de Schwarz-Christoffel

La transformation de Schwarz-Christoffel est 'une des formes de cartographie les plus
courantes et les plus utiles. Il cartographie l'intérieur d’un polygone fermé dans le plan z sur la

moitié supérieure du plan z, tandis que la limite du polygone correspond a 'axe réel du plan z.

& KO =) A= D) — A (2.1)
d\

e Ici, les sommets A, B, C, etc, dans le plan z, sous-tendent les angles intérieurs «, 3,7,
ete.(Voir la figure 2.3)

e a, b, ¢ etc., sont les points sur I’axe réel du plan z correspondant aux sommets A, B, C, etc.
Le polygone dans le plan z est fermé, les angles «, 3, v, etc, doit satisfaire la relation

suivante :

a+pf+vy.=n—-2)7

oll n est le nombre de sommets dans le polygone.

25



Représentations et transformations conformes chapitre 2

La constante K détermine I’échelle du polygone et son orientation, tandis que la constante
d’intégration détermine 'emplacement de 'origine dans le plan z. Des constantes a, b et c,

peuvent étre choisis arbitrairement et les autres seront déterminés par la forme du polygone.

le plan z le plan A

FIGURE 2.3 — Régions correspondantes dans le plan d’origine (le plan z) et le plan carto-
i I I g I !
graphique (le plan ) pour la transformation de Schwarz-Christoffel.

2.5 Meéthode des lignes de courant libre

Cette théorie consiste a étudier les problémes d’écoulements potentiels et bidimensionnels,
partiellement bornées par les parois rigides et rectilignes et d’autres parties par lignes de
courant libres, sur lesquelles la pression est supposée constante.

Principe : On présente les deux cas suivantes :

- Le premier cas ou si aucune surface libre n’est pas présente et 1'effet de la gravité n’est pas
considérée ’écoulement dans le plan physique est un polygone.

Le deuxiéme cas ol les lignes de courant libres sont présentes et l'effet de la gravité et la
tension de surface sont négligeables, le domaine de 1’écoulement dans le plan transformé par
une transformation conforme appropriée est aussi un polygone.

Dans les deux cas on peut trouver la solution exacte du probléme. L’idée de base est

Iintroduction de la variable complexe définie par :

Q = log( )= log(%) + 46

df/dz) - ZOQ(U — i

ou f(z) =¢+iv % =u—ivet ¢ =+u2+ V2 (u,v) sont les composantes du vecteur vitesse
suivant les directions de ’axe des x et ’axe des y, respectivement, Oest ’angle que fait le
vecteur vitesse avec I'horizontale et U est la vitesse de référence qui peut étre considérée
comme unité de vitesse. On note que la fonction{2 posséde les propriétés suivantes :

- La partie réelle de Qest constante sur chaque ligne de courant libre, i.e.,log(g = const) .

- La partie imaginaire de{2 est constante sur chaque paroi rigide rectiligne, i.e.,© = const.
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Par conséquent, dans le plan €2, le domaine d’écoulement est présenté par une figure plane de
cotés rectilignes (polygone). C'est aussi le cas de la transformation f, qui transforme le plan
physique z en polygone. Il vient que, si nous pouvons transformer le plan €2 vers la moitié
supérieure ( reps. inférieure ) d’une certaine variable complexe A, alors la relation entre z et f

ou entre df/dz et f est paramétriquement déterminées.
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Chapitre 3

Résolution analytique d’un probléme de
type jet devant un obstacle de forme

triangulaire

Dans ce chapitre, nous considérons un probléme d’écoulement d’un jet devant un obstacle de
forme triangulaire. Le fluide est considéré comme incompressible et non visqueux. Dans le cas
oll en négligeant les effets de la gravité et de la tension de surface, la solution exacte peut étre

calculer en utilisant la théorie des ligne de courant libre introduite par Kirchhoff.
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3.1 Position du probléme

Considérons un écoulement potentiel et bidimensionnel d’amplitude fini H d’un fluide
incompressible et non visqueux et irrotationnel devant un obstacle de forme deux plaques et
semi infini. L’écoulement est limité par les parois du canal AO et OB et la surface libre A’B’.
le point O est l'origine du plan (x,y). Nous supposons que 1’écoulement est uniforme lorsque

x tend vers moins l'infini et lorsque y tend vers 'infini, aux points O et M la vitesse est nulle.

FIGURE 3.1 — Le plan Z
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Nous nous intéressons a des écoulements potentiels, irrotationnels et bidimensionnels,nous

pouvons définir un potentiel complexe :

f(z)=0¢+i

oty et ¥ représentent la fonction potentiel et la fonction de courant respectivement,la dérivée

de ce potentiel par rapport a z = x + ¢y fournit la vitesse complexe

of
0z

=u—

Puisque l'effet de la tension de surface et 'effet de gravité sont négligés, I’équation de

Bernoulli sur la surface libre s’écrit comme suite
1 P
§q2 + > = cte (3.1)

oll q est le module de vecteur vitesse, P est la pression et p la densité du fluide. On a la
densité et la pression sont des constantes sur la surface libre de 1’écoulement, doncla forme de

I’équation de Bernoulli devient

q = cte sur ABC (3.2)

3.2 La solution exacte

Dans cette section nous allons utiliser la transformation de Schwarz-Christoffel et la méthode
des lignes de courant libres pour trouver la solution exacte de notre probléme, enutilisant la
technique utilisée par Kirchhoff(1869).

1¢" étape
On transforme le domaine d’écoulement réel (x, y) en un domaine d’écoulement de frontiére

polygonale du plan (log(u/q),8) par la transformation de hodographe (.
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2¢m¢ étape

planz planf)
A = (—00,0) A =(0,0)
B = (—00,400) | B= (0,7 —f)
O = (0,0) O = (0, +00)
M = (L,0) M = (0,5)

Le domaine d’écoulement réel, dans le plan z est transformé & une bande de largeur HU dans
le plan de la variable f(z) = ¢ + i) puis que 1 est constante pour chaque linge de courant, la

transformation est donnée par le tableau suivant :

plan z plan f
A = (—00,0) A = (—00,0)
B = (—00,40) | B = (+0,0)
0 = (0,0) O = (0,0)
M = (L,0) M = (0,UHL)
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40
B (0)
>
M
» Log(U/q)
A o
FIGURE 3.2 — Le plan Q
v A
_1! B!
L' =1
U =0
‘ -0
A @) B

FIGURE 3.3 — Le plan f = ¢ + 1.
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3¢ étape
Nous utilisons la transformation de Schwarz-Christoffel pour transformer le domaine

d’écoulement 2 en un demi-plan supérieur de variable \ :

planf) plan
A=1(0,0) A=(1,0)
B=(0,7r+p)| B=(-1,0)
O =(0,400) | O = (400,0)
M=(0,6) | M=(0,0)

i
=h
==

FIGURE 3.4 — Le plan A
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4°m¢ étape
On utilise la transformation de Schwarz-Christoffel pour transformer le domaine d’écoulement

f en un demi-plan supérieur de variable A :

plan f plan\
A A=(1,0)

B | B=(-1,0)
O | O=(-0,0)
M | M=(0,0)

ome étape
Dans cette étape on recherche une transformation qui transforme le domaine d’écoulement z a
le domaine d’écoulement f

. Nous utilisons la fonction de Kirchhoff :

U U .
Q= log(m) = log(g) + 16 (3.3)
Alors :
dz
Q= log(U.J) (3.4)
dz
Q _ JE—
e’ = U'df (3.5)
D’autre part, on a :
dz  dz df
a — g.a (3-6)
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alors :

dz 1 g
af U
— =
df U
on utilise la relation suivante :
ds? Ba_y

dA

tel que :

Pa=35,.Bp=7,0c=73

Cela implique :

d , .
S =KA-1)T O+ 1)

]

L

]
L

d\+ P

1
Q:K/¢u+mu—n

Q=Fklog(v 2 —1+\)+P

Co = K =) T A= A) T = A)

(3.7)

(3.8)

(3.10)

(3.11)

(3.12)
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ici, P et K deux constantes. Pour déterminer les valeurs des constantes, on choisit le point
A(XA =1;Q = 0), on trouve :

0=Klog(1)+ P =P =0 (3.13)

et, on choisit encore le point C(A = —1;Q =i(—f + 7)) , cela implique

i(—B +m) = Klog(—1) = Klog(i*) (3.14)
ou bien :
[0
k=1-— (3.15)

Q=(1- %)log(\//\z “14 ) (3.16)
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c’est la relation entre les deux transformations €2 et A. Et alors :

dZ° 1 (1-ayieg(vaZ—T4A) (3.17)

—€

df U
D’autre part, on cherche une autre relation entre les transformations f et A. On utilise la

méme relation

d
ggzMO—A@%lQ—Am?lQ—AJ?l (3.18)
avec
Ba=0;pp=mp.=0 (3.19)
d
-i:AﬂA—n*u+¢r1 (3.20)
dA
on trouve
f= M/ ! d\+ N (3.21)
B A=DA+1) '
alors
—M_ A+1
f=—log(—) (3.22)
cela implique
M A—1
f= 7l09()\—+1) (3.23)

pour déterminer les constantes M et N, on choisit le point O(A = oo; f = 0)

M
0= 7105](1) +N (3.24)
Alors
N=0 (3.25)

et le point M(A = 0; f = iHU), on trouve

M ] i M
iHU = ?log(za) = Mlog(i*) = Mlogexp(%r) = (z7r2

) (3.26)

mais

_ 2HU

™

M

(3.27)

ou bien
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2HU A—1
= l
/ T og(/\ + 1)
on trouve la relation
df 2HU 1

d 1 A=D1\ +1)

cela implique

HU & A—-1 g (A—=1) 1 + expio
f=—log(——) & expiU = S A= ——
T ( ) (A+1) 1—expf7

A+1

est la relation entre les deux plans f et A
6“"¢ étape

Pour la solution de notre probléme en utilisant la relation suivante

dz g dodf
d\  df d\
cela implique
iz _ 1. 2HU
d\ U TA—=1)(A+1)
alors
dz 1 B 2HU 1
= == 1— Slog(vA2 =1
o~ el = Dlog VA = 1A ==
et

aprés les calculs, on trouve

dz  2H (A+ivI— A2)<1+§>]

=

dA T A2 —1

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)
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tel que : =1 < A <1 .Alors :

T

dz  2H (A +iV1— /\2)(—1+§) B 2H[cos((1 — 2)arccosA) + isin((1 BYarccos)\)

) S e = o (336)
Cela implique
dz _2H cos((1 — g)arccos)\) N isin((1 — g)arccos)\) (3.37)
d\ o A2 —1 A2 —1
pour : § =%
dz _2H cos(Zarccos\) N isin(3arccos\) (3.38)
dx o A2 —1 A2 —1
Aprés les calculs on trouve
_H .
Z — Zy = ——[log[(2cosA + 1)(cosA + 1)] — iv/3log[(2cos A — 1)(cosA + 1)]] (3.39)
T

arccos

tel que : A = “
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-0.35 . .

-04

-0.45

-0.5

-0.55

706 1 1 I

FIGURE 3.3 - la forme de surface libre pour 8 = %

40



Résolution analytique d’un probléme chapitre 3

CONCLUSION

Dans ce mémoire , on a étudié analytiquement un probléme d’écoulement potentiel
bidimensionnel & surface libre d’un fluide incompressible et non visqueux devant un obstacle
de forme deux plaques en négligeant les effets de la gravité et de la tension de surface. On a
appliqué la technique d’hodographe introduite par Kirchhoff et la transformation de Schwartz
Christoffel pour résoudre notre probléme, c¢’est-a-dire pour trouver la solution exacte qui
donne la courbe qui présente la forme de la surface libre. Cette résolution est trés important

pour des recherche futures surtout dans le co6té numérique.
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Définition et préliminaire chapitre 1
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Résumé

Dans ce travail, nous avons étudié un probléme numérique lié & un écoulement potentiel,
bidimensionnel, incompressible et non visqueux devant un obstacle en forme deux plaques qui
fait un angle 8 = % avec I'axe de les espaceurs, et nous avons utilisé¢ certaines méthodes de
transformations conformes pour étudier la surface libre de liquide.

Mots clés : surface libre, liquide, écoulement, tension superficielle, solution exacte
Abstract

In this work, we studied a numerical problem related to potential, two-dimensional,
incompressible, non-viscous flow in front of an obstacle in the shape of tow plates that makes
an angle § = % with the axis of the spacers, and we used some methods of conformal
transformations to study the liquid free surface.

Keywords : free surface, liquid, flow, surface tension, exact solution
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