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Résumé

Nous nous intéressons ici a étudier une classe d’espaces, que nous appellerons des espaces
de type p et de cotype q, avec quelques propriétés générales, et nous donnerons quelques
exemples, ensuite nous montrerons le théoréme de Kwapien, affirmant qu’un espace de
Banach est isomorphe a un espace de Hilbert si et seulement s’il est a la fois de type 2 et
de cotype 2.

Et on utilisera les notions de cotype ¢ pour montrer quelques théorémes dans la théorie

des opérateurs (p, ¢)-sommants.

Mots clés : Espace de Banach de type p, Espace de Banach de cotype g, Type et cotype
gaussiennes, Théoréme de Kwapien, Opérateur de type p, Opérateur de cotype ¢, Cotype

et opérateurs (p, ¢)-sommants.
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Notations générale

Espace des classes d’équivalence p.p des fonctions 7 -mesurable.

Espace des fonctions continues de K dans R.

Espace des suites (x;)(resp.(z;)1<i<n) dans X absolument p-sommables.

Espace des suites (x;)(resp.(z;)1<i<n) dans X faiblement p-sommables.

Espace des suites scalaires.

Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

Topologie faible définie sur X.

Topologie * -faible définie sur X*.

Boule unité fermé de X .

Espace de probabilité.

Tribu borélienne.

Espace des classes d’équivalence p.s des variables aléatoires a valeurs dans E.

Espace des X € LO(E) telles que || X (.)]| € L (Q, A, P).

Espace des classes d’équivalence p.p des fonctions (7-B)-mesurables.
Suite de Rademacher(Bernoulli) de variable aléatoire définies
sur 2 a valeur dans{—1,1} indépendantes, symétriques.

Suite des fonctions de Rademacher r; : [0,1] — R.

Espace de Banach des opérateurs linéaires (p, ¢)-sommants de X dans Y.

Espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y.
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Introduction

Les notions de type et de cotype appelées aussi type ou cotype de Rademacher, sont
des notions trés importantes, elles sont basées sur des relaxations de I'identité du parallélo-
gramme généralisée. Ces deux notions fournissent un outil puissant en théorie linéaire des
espaces de Banach et sont fortement liées & la géométrie de I'espace.

Notre travail de mémoire est divisé en trois chapitres qui sont les suivants:

Dans le premier chapitre, on donne un apercu général sur les espaces de Banach clas-
siques, comme les espaces L, (i) et 'espace des fonctions continuées sur un compact, puis on
donne quelques notions fondamentales de probabilités, plus-précisément les variables aléa-
toires a valeur dans un espace de Banach qui forment les espaces LP (2, A, P; E), et on y
trouvera par exemple les inégalités de Kahane, généralisant au cadre vectoriel les inégal-
ités de Khintchine (bien connues en analyse classique), on définit aussi dans ce chapitre,
I'espace des suites p-sommable, les opérateurs (p, ¢)-sommants (ceux sont des opérateurs
entre des espaces de Banach, qui transforment les suites faiblement ¢-sommables en des
suites absolument p-sommables) et on donne quelques propriétés relatifs a cette classe des
opérateurs.

L’objectif de deuxiéme chapitre, est d’étudier la notion de type et de cotype présentée
sous sa forme la plus fructueuse par Maurey et Pisier en 1974. On dit que X est de type

p (avec 1 < p < 2), s’il existe une constante C' > 1 telle que

J,

2

% n 1/p
iPw)| <c (Z ||xi||p> .
=1

Z g; (w) x;




Introduction

Pour tous z1, ..., z,, € X, (&;),~, é¢tant une suite de Bernoulli. On dit que X est de cotype

q (avec 2 < g < 400), §'il existe une constante C' > 1 telle que

% n 1/q
1
P > — 1k .
/ P | >z (;szu )

Tout espace de Banach est de type 1 (par l'inégalité triangulaire) et de cotype +oo

2

Z i (w) z;

(& cause de lorthogonalité des variables de Bernoulli). Il est important d’observer que
ces notions ne dépendent que des sous-espaces de dimension finie de X. ce sont donc des
notions locales, aussi des notions duales mais ceci n’est pas vrai en toute généralité. Grace
a l'identité du parallélogramme, il est clair que tout espace de Hilbert est a la fois de type
2 et de cotype 2.

Dans le troisiéme chapitre, on peut généraliser la définition de type et de cotype aux
opérateurs linéaires continues, et 'objectif essentiel de ce chapitre est de démontrer le
théoreme Kwapien qui assure que si X est un espace de Banach de type 2 et de cotype
2 il est donc isomorphe & un espace de Hilbert. Ce résultat s’appuie sur des théorémes de
factorisation par un espace de Hilbert.

On termine ce chapitre par quelques applications de notions de type et de cotype sur le
factorisation par un espace de Hilbert, et on essaye d’étudier la relation entre la notion de

cotype et les opérateurs (p, ¢)-sommants.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de fonctions

1.1.1 Espace L,

Soit (7',7, ;1) un espace mesuré. Soit f une fonction 7-mesurable, on définit:

£l = (/T1f<t>|pdu<t>)”, §1<p< o
]l = supess|f ()] = f {C < | ()] < C pp}, sip = oo

Pour 1 < p < oo, 'espace LP (1) est ’ensemble des classes d’équivalence, modulo I’égalité
presque partout, des fonctions 7-mesurables telles que [/ f[|, < 0o. On retrouve les espaces

Iy, lorsque 'on muni 7' = N de la tribu grossiére et de la mesure de comptage.
Lemme 1.1.1 Soit 0 < r < 1. Pour touts scalaires positifs (o;);_, on a:
(a4 ...+ a,) <af+..+a.

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Minkowski généralisé) Soit (11, 1,) et (T, py) deux
espaces mesurés o-finies, et soit 1 < r < oo, alors pour tout fonction mesurable positive

f:Ty x Ty —[0,00], on a

</T1 ( Tzf(w,y) djiy (y))rdul (x))i < /T2 ( Tlf(x,y)’”dﬂl (x))ic% (y).



1.1. Espaces de fonctions

Preuve. Pour tout = € T}, on note g () = [ f(z,y)duy (y), et on utilise I'inégalité
T
de Holder et le théoréeme de Fubini: i

/T (¢(@)) dpy (2) = / @ @) [ F e @) di (@)

[ [ @)™ ) dus ) s o),
— /T /T (g (:E))T_l [ (z,y) dpy (@) dpy (y)

| @) )

r—1
r

( Tlf (z,y)" dpy (fv)) dpy ().

- ( / ()" din (x)> § / 2 ( [ 1wy <x>) ).
(f (o)) i ) 7

< [ ([ 1o an@) ano.
T, \J1y
Ce qui achéve la preuve. =

Donc

3=

Remarque 1.1.1 5i 0 < r < 1, on obtient [’inégalité de Minkowski généralisé inverse; et

pour la preuve on utilise 'inégalité de Hoélder inverse.

Lemme 1.1.2 Soit (T, 1) un espace mesuré, Soient f,g sont des fonctions de L" (i) .

* Pour 1 <r < oo on a (l'inégalité de Minkowski):

1+ gl gy < Mgy + 119l 2r g -

* Pour 0 < r <1 on a (I'inégalité de Minkowski inverse):

1+ 9l 2 1L + 19l -

Le résultat de représentation suivant montre que si 1 < p < oo, on peut identifier (LF)* a

*

LP

Théoréme 1.1.1 Soit p : 1 < p < oo et soit ¢ € (LP(u))" alors il existe un unique
g € LP" (1) tel que
<= [ar. Vi)
De plus on a

||<P||(Lp)* = [lgll o= -



1.1. Espaces de fonctions

1.1.2 Espace C(K)

Soit K un espace topologique compact. On désigne par C(K), l'espace de Banach des

fonctions continues de K dans R muni de la norme de la convergence uniforme

£l = sup £ (2)]

Remarque 1.1.2 Nous remarquons que L (K) contient C(K) lorsque K est compact,
donc le dual de L™ (K) est un sous-espace du dual de C(K) que nous allons maintenant

décrire. Il est en général "plus grand" que L' (K).

Le dual de C(K)

On rappelle que si (X, d) est un espace métrique, sa tribu Borélienne, By, est par définition
la tribu engendrée par ses ouverts. Une mesure borélienne sur X est une mesure définie sur
la tribu borélienne de X. On dit en outre que p est finie si pu(X) < +00 et que p est o-finie
¢’il existe une suite croissante de Boréliens B, telle que X = U, B,, et u(B,) < 400 pour

tout n. Les mesures boréliennes réguliéres sont définies comme suit :

Définition 1.1.1 Soit (X,d) un espace métrique et p une mesure borélienne sur X alors i

est dite régquliére si pour tout A € Bx on a
p(A) = inf{p(O) : O ouwvert, A C O} et u(A) = sup{u(K) : K compact, K C A}.

Si (K, d) est compact et ju est une mesure borélienne finie alors la forme linéaire (,, définie
par
Glh) = [ fau, v € c).
K

est continue (|€,(f)| < | fll p(K)) et positive au sens ou £,(f) > 0 pour tout f > 0.
Comme on a {,(1) = pu(K) donc:

||€M||C(K)* = M(K)

Le théoréeme de représentation de Riesz énonce que réciproquement toute forme linéaire

continue et positive sur C(K) se représente par une mesure borélienne finie.



1.2. Compléments sur les espaces de Banach

Théoréme 1.1.2 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit (K, d) un espace métrique
compact et £ une forme linéaire continue et positive sur C(K). Il existe une unique mesure

borélienne finie et réguliére p sur K telle que £ = (,,.

Définition 1.1.2 Soit (K, d) un espace métrique compact, on appelle mesure de Radon sur
K toute forme linéaire continue sur C(K). On note M(K) := C(K)* ’espace des mesures

de Radon sur K , et pour tout { € M(K):
1l pzey = My = sup <L, f>].
Ifllecry<t

Evidemment pour une mesure de Radon positive £ = ¢, on a

1l vy = €(1) = p(K).

1.2 Compléments sur les espaces de Banach

1.2.1 La distance de Banach-Masur

Définition 1.2.1 On appelle la distance de Banach-Mazur de deuxr espaces de Banach
X etY en posant:

d(X,Y) =inf {|T|| |7~

T X =Y isomorphisme} )
avec la convection d (X,Y) = oo si X etY ne sont pas isomorphes.

Remarque 1.2.1 [l est clair que si X est isomorphe & un espace de Hilbert H (c’est-a-dire
d(X,H) < +0), alors, pour tout autre espace de Hilbert H' auquel X est isomorphe, on a,
d(X,H)=d(X,H'); on note cette valeur commune dx.

1.2.2 Principe de réflexivité locale

Définition 1.2.2 Un espace de Banach Y est finiment représentable dans un espace de
Banach X si pour tout € > 0, et pour tout sous-espace E de 'Y de dimension finie, il existe

une application linéaire T': E — X, avec

[zl <17 (@) < (T +e)lzf, =€k



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

De facon équivalente, Y est finiment représentable dans un espace de Banach X si
pour tout € > 0, et pour tout sous-espace E de Y de dimension finie, on puisse trouver un

sous espace F' de X de dimension finie tel que d (E, F) < (1 +¢).

Définition 1.2.3 On dit que Y est tsomorphiquement finiment représentable dans
X s’ existe une constante C' > 1 telle que, pour tout sous-espace E de Y de dimension
finie, et pour tout € > 0, on puisse trouver un sous espace F' de X de dimension finie tel

que d(E,F) < C(1+¢€). Pour C =1, on dit simplement finiment représentable.
Exemple 1.2.1 o Tout sous-espace de E est finiment représentable dans E.
e Pour 1l <p < +oo, LP([0,1]) est finiment représentable dans l,.
e L’espace de fonctions C([0,1]) est finiment représentable dans [’espace cq.

Théoréme 1.2.1 (Principe de réflexivité locale) [LQ04] Soit X un espace de Banach.
Pour tout sous-espace E de X** de dimension finie, tout sous-espace F de X* de dimension
finie, et tous € > 0, il existe un isomorphisme T de E sur un sous-espace T (F) de X tel

que:
LATIHT < 1+¢

2. Typnx = Id/pnx;
3. <o, TV >=< U, p > pour tout ¥ € E et tout p € F.

En particulier, le bidual X** est finiment représentable dans X.

1.3 Notion fondamentales de Probabilités

On appelle espace de probabilité un triplet (£2,.A, P) ou (£2,.4) est un espace mesurable et
P :A — [0, 1] une probabilité sur A, de masse totale 1.

() représente I’ensemble de toutes les éventualités possibles.

A est 'ensemble des événements, qui sont les parties de €2, donc il faut voir un événement
A € A comme un sous-ensemble de ) contenant toutes les éventualités w pour lesquelles

une certaine propriété est vérifiée.



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

Rappelons qu’un sous-ensemble B de (2 est dite négligeable si B C A € A tel que P (A) = 0.

On supposera toujours A compléte pour P, c’est-a-dire si B est négligeable, alors B € A.

Définition 1.3.1 Soit E un espace de Banach, et B sa tribu borélienne, une variable aléa-

toire a valeurs dans E est une application X : Q — E vérifiant les deux propriétés suivantes:
1. X est (A-B)-mesurable, c’est-a-dire que X (B) € A.
2. Il existe un sous-espace de Banach séparable Fy de E tel que P (X € Ey) = 1.

Définition 1.3.2 (loi de probabilité) la loi de la variable aléatoire X & valeurs dans E,
noté Px, définie par:

Px(B)=P (X' (B)),VBe€B.
En pratique on écrit plutot:
Px(B)=P(XeB)(=P{weQ: X (w) € B})).
Par exemple: £ =R Py (z) =P (X =2) = P (X = 11,..., Xg = 14), avec & = (21, ..., 7q)

et X = (Xl, ...,Xd) .

Définition 1.3.3 Soit X une v.a.r, st X est intégrable; son intégrale est appelée I’espérance

de X, est notée B (X) :

E(X):/QX(w)dP(w):/RdeX (z).

On étend cette définition au cas ou X = (X7,..., Xy) est une variable aléatoire a valeurs
dans R? en prenant alors

E(X) = (E(X1),...E(Xq),
Pour vu bien siir que chacune des espérances E (X;) soit bien définie.

Par exemple, Si X =15 ; E(X) = P(B)

Proposition 1.3.1 Soit X une variable aléatoire & valeurs dans (E, B), pour toute fonction

mesurable g : E — [0,00], on a

E(g(z)) = /E g () dPx (z).

Si g est de signe quelconque, la formule de la proposition reste vraie o condition que les

intégrales soient bien définies, ce qui revient a E(|g (z)|) < oo.



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

Cas particuliers:
e Variable aléatoire discrétes: C’est le cas ou F est dénombrable, alors:

1. La loi de la variable aléatoire est donnée par: Px = Z P (X = x)6, ou d, désigne la

z€E
mesure de Dirac en x. En effet,

Px (B) =P (X (B)) —P(U (X—x)> =Y P(X=x2)=) P(X=u1)d,

zeB
zeB zelE

2. SiE=RLE(X)= Y 2P (X=ux)avecs = (z1,..,74), X = (Xy,..., Xg) et si
zeX(Q)

g : R? — R une application mesurable intégrable on a

E(g(z))= Y g(x)P(X=ux).

zeX ()
e Variable aléatoire continue: Nous disons que la variable aléatoire X a valeur dans
R? est continue 8'il existe une fonction f :R? — R, telle que Px (B) = [}, f (z) dx.

On a en particulier fRd f(zx)de=P (X € Rd) = 1, la fonction f est appelées la densité
de (la loi de) X.

Sidzl,pourtousagﬁ,P(angﬁ):fff(x)da:et E(X)= [""af (z)da.

—0o0

Remarque 1.3.1 Soit X1, ..., X,,, n variables aléatoires définies sur un méme espace prob-
abilité (Q, A, P) a valeurs respectivement dans (Ey, By),...,(Ey, By). Dire que ces variables

sont indépendantes revient a dire que :
VB, € By,..,.VB, € B,, P(X1€B)Nn..N(X, € B,))=P(Xy € B)x..xP (X, € By).

De plus, on a alors
B (11 4@)) = HB(: (@),

dés que f; est une fonction mesurable positive sur (E;, B;), pour tout i € {1,...,n}.



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

1.3.1 Espaces L7 (Q, A, P; E)

On note L°(Q, A, P; E) I'espace vectoriel des classes d’équivalence presque stire des vari-
ables aléatoires a valeurs dans F, (X =Y presque sire < P ({X #Y}) =0), et on note

simplement

L'(E)=L°(Q, A P;E), L’ (R) = L°.
Soit p € |0, +00]; on note LP (2, A, P; E) , 'ensemble des X € L°(E) telles que
| X ()|l € LP (€2, A, P), on note simplement

P(E)=1P (A PE),  L’(R)=L".

Pour 1 < p < o0, l'espace L? (E) est un espace de Banach pour la norme

1

X1, = EJX[")r, sil<p<oo,
[ X[l = supess| X (w)|, sip=oo.
Et les L? (E) vont en décroissant: L?(E) C LP (E) si ¢ > p. Pour X € LP (E), p > 1.
On peut généraliser cette définition aux & mesure o-finie comme suit:
Soit (7,7, ;) un espace mesuré, et p une mesure o-finie, £ un espace de Banach, et B

sa tribu Borélienne, on définit Iespace LP (i, ) de Bochner-Lebesgue comme espace

vectoriel des classes d’équivalence presque partout des fonctions (7-B)-mesurables:
f:T—E.

telle que ||f ()| € LP (i), cet espace est un espace de Banach pour la norme

i = ([ 17 OF () si1<p<oc
1f 1| oo o,y = supess [Lf ()] sip = o0
1.3.2 La suite de Rademacher (Bernoulli)
Définition 1.3.4 Pour i € N, on définie r; : [0,1] — R, telle que

1, pour sin (2'7t) > 0,
ri (t) = sgn (sin (2'7t)) = 0, pour sin (27t) = 0,
—1, pour sin (2'wt) < 0.

10



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

La suite (7;);oy est dite la suite des fonctions de Rademacher.

Les fonctions 7; (t) , i € N peut étre décrit comme:

1 ite o,
rl(t) _ S1 E[,2)
—-1 site[3,1).
1 itelo,)ull s
ra(t) = ST [1 zi) [z 4)
-1 site [1,5) U [Z’l)

)~ L1ositE ULy [35 55)
() = i
' —1 site U, (2 2

Les fonctions de Rademacher ont été introduites par Rademacher en 1922, voir [RA22].
Remarque 1.3.2 1) r; (t) = £1. Vi € N.
2) On a ()5, forme un systéme orthonormé dans L?[0, 1], i.e., fol i (t) rj (t) dt = &;5, on

5o Lisi
0, i # j.
Par exemple fol r1 (t)ry (t) dt = 0, car:
Jo ri (0 ra (8 dt,
= [y () o () dt + ff v (8) 7 (1) dt + ff ry (8 (£) it + [ () o (1) .
:jélxM#ﬂélx—M#ﬁé—lxM#ﬁ@—lx—M@

_1_ 141 3,1,9_ 3
T4 2+4 4+ +1 47

n n ’ il
=D 3) DETINIE RACICLE
j=1 =1 0
n
- Z < QG O >7
i—1
n
- Z |0‘i|2, pour (ai)1§z‘§n € lp.
i—1

11



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

1
n n 2
o 2
QT = v .
=1 L2[0,1] =1

Pour nos besoins, Nous pouvons remplacent les fonctions de Rademacher par un modéle

Donc

abstrait, cette fin, nous allons utiliser le langage de probabilité.

Définition 1.3.5 [FANQG, p.133] La suite de Rademacher (Bernoulli) (¢:);-, est une suite
de variable aléatoire définies sur Q) a valeur dans {—1, 1} indépendantes, symétriques, c’est-
a-dire :

P(gi=1)=P(g=—-1) =1

2

P(ey=21,..,e,=%1)=P(e; ==%1) x ... x P (g, = £1).

La terminologie est justifiée par le fait que les fonctions de Rademacher sont des variables

de Rademacher sur [0, 1]. Ainsi,
-,

/

Remarque 1.3.3

n

Zri (t)x

=1

il dt = z;|| dP (w) .

n
E EiT;
i=1

Z e (w)

1. On note que pour tout ¢ > 1, ¢; est centré. En effet,
E(e)= Y ePx(ei=%1)=1xPe;=1)—1x P(g;=—1) =
=+1
De plus, E (¢;e;) = 6,5, i.e:

ei=j=>R(E)=12xP(g=1)+ (172 xP(g=—1)

Il
“H

o i#j=E(ge) =E(g)E(g5) =0.

Donc (g;),»,forme un systéme orthonormé dans L?.

2. Pour une suite de scalaire (;);,;,, € l2, on a

-

NI

n 2

Z i (w)

i=1

dP (w) | ,

n
E &0y
i=1

L2

12



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

1.3.3 Variables gaussiennes

Soit (€', A, P) un espace de probabilité .

Définition 1.3.6 [SM87/Une variable aléatoire gaussienne réelle est une variable aléatoire

g: € — R de densité :

oum € R, et o> 0.

On écrit: g ~ N (m,0?), et lorsque m = 0 et ¢ = 1, on dit que g est centrée réduite, ou
encore que g est une gaussienne standard.

Il est commun savoir que p-iémes moments:

(mewﬁﬂ%woiz(aéﬁ/:ﬂmam(—ﬁ;§ﬁ>m>

d’une variable gaussienne g existe pour tout 0 < p < oo.

3=

Remarque 1.3.4 [DJT95/1l est possible de calculer ces moments exactement. En fait, le

p-iéme moments d’une variable gaussienne standard est

25 p+1
P = r{——-—1».
HgHLP ﬁ < 92 )

avec I'(t) = [, e ¥y 'dy; et (1) =T(2) =1, T (p+1) =pI'(p) et I'(n + 1) = nl.

Et on donne par exemple les cas spécial:

@) -ve
D(nt}) = H8Etym
Dot §) =502 (3).
P(n+d) =i (y).

Exemple 1.3.1

gl = /20 (1) = /2,

lall = (20 (2) = (

s

13



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

Lemme 1.3.1 Soit A = (a) € O(n) (matrice orthogonale), et v; = Zé_l a;;gi, le

i.j<n

vecteur aléatoire (v, ...,7,) & la méme loi que (g1, ..., gn) , en particulier

n n
E ViTj E :gjflfj
j=1 j=1

L*(X) L*(X)

1.3.4 Inégalités de Khintchine et Kahane

Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Khintchine 1923) [FAN06]/ [KH23] Pour 1 < p < oo,

il existe deux constantes ayp, b, > 0, telles que pour une suite de scalaire (ai)1§i§n7 on a:

n
2
ap <Z || )
i=1
1 1
n 2 n n 2
(Z ]aﬁ) < Z&Oﬁ <b, (Z |ai\2> sip> 2.
i=1 i=1 Lp i=1

Théoréme 1.3.2 Pour toutes ensembles finie des fonctions { f;};_, de LP(u) avec (1 < p < 00),

N[

IN

1
n n 2
Z&Oﬁ < (Z |ai\2> sil1<p<2.
=1 Lp

=1

ap (Z|f1|2) <|E < b, <Z|f1|2)
=1 =1

LP(p)

n
Zéz’fz‘
i=1

P
LP () LP(p)

ol ay, b, deux constants d’'inégalité de Khintchine (en particulier a, = 1 pour 2 < p < oo et
b, =1pour 1 <p<2).

Preuve. Pour t € T ; par l'inégalité de Khintchine :

Sl

ap (ZM (t)|2) < (E Zﬁz‘fz‘ (t)

o L
> ;pour 1 <p <2

Donc:
aj, (Z |fi (t)|2) <E Zfz’fi @ .
Et .
QZ/T (Zm (t)IQ) du (t) < /TE Z&‘fi (t)| du(t),

14



1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

Et d’apres le théoréme de Fubini

1P
n 2 n p
ap (Z’fﬁ) SE/T Zé‘z’fi )| du(t),
i=1 Lo(u) i=1
n p
=E Z gifi )
=1 LP(p)
Donc )
n % n p P
a (Z\ﬁﬁ) < B> et
i=1 i=1 1P ()

L ()

La méme chose pour I'inverse. m

La généralisation suivante a été obtenue par Kahane en 1964. Voir [KA64].

Théoréme 1.3.3 (Inégalité de Kahane) [DJT95/|KA6j/Pour0 < p,q < oo, il existe un
constante K, , > 0 tells que pour tout x1,...,x, € X on a:

o L N

1.4 Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

n
§ €iT;
i=1

n
E Eil;
i=1

1.4.1 Espaces des suites p-sommables

On désignera par X et Y deux espaces de Banach, et X*; Y* sont leurs espaces duaux, et

rappelons que le bidual de X noté X** est le dual de X* et qu’on peut le munir de la norme

vEe X, ¢

o = sup <& f>].
ex*

11l x* <1

On note par £(X;Y") espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y. La boule unité

fermée de X sera désignée par By.

Définition 1.4.1 On note par [,(X) (resp. I7(X)) lespace des suites (x;) ( resp. (¥i)1<i<n

) dans X absolument p-sommables, muni de la norme:

15



1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

( 1
oo P
(zw) Gpene
=1

sup ||z, p = oo.
1

1
n P
<§ ||in!”> 1<p<oo
i=1

sup ||z, p = 00.)
L 1<i<n

||(9Ci)||zp(X) -

\

(resp.H(%)lgz‘gnng(X) -

D’une fagon analogue, on désigne par [, 'espace des suites scalaires («;) telles que
oo
Z li]? < o0,
i=1

C’est un espace de Banach pour la norme

1
00 P
(z\am) H<pen
=1

sup ||, p = oo.
3

()l = lI(as)ll, =

L’espace ¢ est 'espace des suites scalaires («;) telle que lima; = 0. C’est un sous espace
71— 00

fermé de [, donc un espace de Banach pour la norme:
(i) lloe = sup fasl.
3

Définition 1.4.2 On note par I(X) ( resp. 1y “(X)) Uespace des suites (x;) ( resp.

(xi)1<i<n ) dans X faiblement p-sommables, muni de la norme:

( oo %
sup <Z|< z;,§ >|p) dsp<oc
L<1
H([L’i)”l;;(X) - et A
T .
[ i €]l x+ <1
(
sup Z|<£Cz,f>’p dsp<oo
| _ ) e S
(resp.H(xz)gign“l;;“(X) B
sup |< @, § >[,p=00.)
€]l <1
\ 1<i<n

16



1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

Remarque 1.4.1 1. Pour 1 <p < oo, on al,(X) C 1) (X), de plus

@)l xy < 1)l x)

2. Sip =00, on alw (X) =15 (X) et (), x) = (@)l x) -
3. (X)) =1(X) pour tout 1 < p < oo si et seulement si dim(X) est finie.

Le lemme classique suivant, qui exprime que le dual de [7 (X) s’identifie isométriquement &

" (X7 .

Lemme 1.4.1 Pour 1 <p < oo, et pour ¢y,...,p,, € X*, on a

1
(Z Mk ) - sup{ )i 3 il < 1}.
=1 =1 =1

Preuve. Si Z |z |I” <1, on a:
(% nxzup) (Ster)”

i=1
Fixons d’autre part Ay, ..., A, > 0, avec Z)\p =1let (Z o I ) = Z)"' ;]| - Etant

i=1 i=1
donné ¢ > 0, soit uq, ...u, € X, de norme 1 tels que ¢, (u;) >0, et

1
P

(2

*""

leill < ¢, (u;) + €. Posons v; = A\;u;. Nous voyons que:

1
S

(Zns@znp> =§n;Ai||so@-||,
< iwi (u;) + eixi,
—Z% v; —I—eZ)\Z,
<Sup{ Z% ;) Z||xz|p<1}+62/\

D’oul le résultat, en faisant tendre € vers 0. m

1 1
Lemme 1.4.2 Soit 1 < p,p* < 400 tel que — + — = 1. Pour tout o = ()<, €1 et
p p -

B = (ﬁi)lgign €ly ona
n
lall, = sup :
Bl.<1 | |5

17




1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

1 1

Lemme 1.4.3 Soit 1 < p,p* < +oo tel que — + — = 1. Pour tout x1,..,z, € X et
p P

A=A, \) ER" on a

Z:/\avZ

= sup

H (%‘)19‘91
(R

I @(X)

Preuve. On a

1
H(xi)lgzén”l;zw(x) - ”S;llfl (;K l‘z ) >
Dé

(2)

lemm]
sup sup
IEN<TIIAL,

= sup sup
M= <1\ [I€]I<1

) ,

1.4.2 Opérateurs (p, ¢)-sommants

Soient X;Y deux espaces de Banach et u € £(X;Y). On dira que u est (p,q)-sommant

pour (1 < p, g < o0); s’il existe une constante C' > 0; telle que pour tout z1, ...,z, € X

(Znu(xoup)pso sup <Z|<xz,g>|q> | (14)

€]l <1

On note II, ,(X,Y') Pespace de Banach des opérateurs linéaires (p, ¢)-sommants de X dans

Y muni de la norme
Tpq (w) = inf {C vérifiant [L4.1]} .
Pour p = ¢ on obtient les opérateurs p-sommants.

On note II, (X,Y) I'espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y

muni de la norme

7, (u) = inf {C vérifiant [L41} .

Remarque 1.4.2 si p = 0o, c’est simplement la continuité.

18



1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

Exemple 1.4.1 Soit K un espace compact, soit p une mesure de probabilité réguliére sur

K et soit 1 < p < oo, alors L’opérateur de multiplication est défini par:

up: C(K) — Ly(n)
f — f.p,
avec p € Ly (1) , est p-sommant et m, (u) = [|¢]], -

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de domination de Pietsch) SiT : X — Y est un opéra-
teur linéaire p-sommant (1 < p < 00), il existe une probabilité de Radon p sur (Bx«;0(X*, X)),

telle que

Ve e X, |lu(z)|| < mp(u) (/B |<x,§>lpdﬂ(§))p

Inversement, s’il existe une probabilité de radon sur (Bx«;o(X*, X)) et C > 0 telle que

X*

cette formule est vérifiée, alors u est p-sommant et m, (u) < C.

Théoréme 1.4.2 (Théoréme d’inclusion) Soit p < r, supposons que % + % = % + %,
alors: 11, ,(X,Y) C 1L, (X, Y).

Théoréme 1.4.3 [DJT95/Soit 1 < g < p < oo, soit K un espace compact, et Y un espace
de Banach, pour u:C(K)—Y, on a

u est (p, 1) -sommants < (p, q) -sommants.

Lemme 1.4.4 [DJT95/Soit K un espace compact, et Y un espace de Banach, pour1 < p <

00, soit u: C(K) — Y est un opérateur p-sommants. sip < q < 0o, on a:

_r P
g (u) < "™ 7y (w) @

Théoréme 1.4.4 (Multiplication de Pietsch) Pourl < p,q,r < oo telle que % =
SiT ell,(X;Y), Sell,(X;Y), done: ST € IL(X;Y) et m, (ST) < 7, (T') .y (S) .

+

Q=

1
P

Lemme 1.4.5 Pour zy,...,x, € X, et v : I — X, tel que v(e;) = z;,1 < i < n, ona

Vopérateur v est 2-sommants et mo (v) < C'||v]].

Théoréme 1.4.5 (Le théoréme de Grothendieck) [D.JT95/Tout opérateur borné de L* (i)

dans L*(\) est 1-sommant. i.e.,
L(LH(w); L*(N)) = T (L (p); L*(N)),

Avec w1 (u) < kg ||ul|; kg est la constante universelle de Grothendieck.
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Chapitre 2

Type et cotype des espaces de Banach

2.1 Introduction

La structure d’espace de Banach, pour utile qu’elle soit en Analyse, avec les con-
séquences automatiques de la complétude et du Théoréme de Baire, est assez pauvre ;

quand on ajoute un grand nombre de vecteurs x1, ..., x,, 'inégalité triangulaire

n n
D_ail| <D llaill
i=1 i=1

devient vite imprécise.

A Dinverse, les espaces de Hilbert ont une structure tres riche, et, si les z; sont orthogo-

n n 1/2
S - (z W) |
=1 =1

Plus généralement, le résultat suivant:

naux, on a exactement

Proposition 2.1.1 (identité du parallélogramme généralisée.) Soit X un espace de

Banach; on a :
1. X est isométrique a un espace de Hilbert si et seulement si, pour tous v,y € X :

2 2 2 2
lz+ylI” + llz =yl =2 (=l + lyl) -

20



2.1. Introduction

2. Dans tout espace de Hilbert H, on a, pour tous x1,...,x, € H :

1 n
on > b1z + ot Ol =) il
=1

0;=+1

3. Si X est isomorphe a un espace de Hilbert H, et si la distance de Banach-Mazur

d(X,H) < C, alors:

c? Z ”sz = on Z 16121 + ... + enan <C? Z ||$Z||

0;,=+1

4. Dans tout espace de Hilbert H, on a, pour tous vartables de Bernoulli indépendantes

€1, ., En (ou des fonctions de Rademacher ry, ..., ), et pour tous xy,...,x, € H :

2 n
2
=D laill”.
i=1

Preuve. 2. On procéde par récurrence sur n :

Pourn=1:
2
> Z 0] = ||$|| + || —=|?) = ||l=|*.
9 +1
Pour n+1:

1
nil Z 6121 + .. + On 1T ||

91,..,9n+1=i1
1
= o Z (||91a:1 + ..+ 0,1, + a:n+1]|2 + ||0121 + ... + Oy, — xn+1||2),
01,..,.0,=
1 2 2
= — > (0@ + o+ Ozl P+ |z ),
01,...0n==41
1 1 2
= & > 6w+ O+ o >l
01,...0n==+1 01,...0n==+1

1

2 2 2

= ol + o el 5 DL,
017"70"211

= |lzall® + e+ llzall® + nsa ] —2"

Donc:

1
S S 0w + o+ Ozl = N2+l + 2l

01,..,0nr1==%1
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2.1. Introduction

3. Se vérifie immédiatement a partir de 2

4. Par I'orthogonalité des variables de Bernoulli, indépendantes, on a :

n n
=E< ZEZ{UZ', Z&’fi.’ﬂi >,
=1 =1
n o n
= ZZ < Ti, T > E((E'igj),

i=1 j=1
n

2
=D llasll®.
i=1

Remarque 2.1.1 Soit X un espace de Banach, pour tous variables de Bernoulli indépen-

dantes €1, ...,€,, et pour tous xy,...,x, € X on a

1
> D b1z + o+ O

0;=%+1

EpPIEP)

=+1602=%+1

- Z Z Z Z&IEZ P(e;==21)x ... x P (g, =

e1=*1eo==%1
n 2
= E E E E Eil; P(&‘lzil,...,gn:ﬂ:l),
e1=*1eo==%1 =1
- i Ly )

2

P(w).

Z i (w) z;
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2.1. Introduction

Comme X est isomorphe & un espace de Hilbert H, L’inégalité du 3. se réécrit donc:

1 n 1/2 n n 1/2
2 2
bS] <Sen|  <o(Sar)

=1 =1 LQ(X) i=1

Deux questions naturelles, au vu de ces inégalités, sont les suivant:

a. Que se passe-t-il si I'on ne retient qu’une seule de ces inégalités, avec les x; dans un

espace de Banach X 7
b. Que se passe-t-il si I'on change 'exposant 27

On est ainsi conduit aux inégalités:

n
E iy
i=1

n 1/p
<C <Z H:Cl-|]p> , (2.1.1)
) =1

LT (X

n n 1/q
1
£iTi > — wlle] . 2.1.2
> 25 (;len ||> (21.2)

Remarque 2.1.2 1. [l est important de noter que [’exposant intervenant du coté ou est

L™ (X

situé [’espérance, joue un role inerte grice aux inégalités de Kahane. Il peut donc étre
choisi arbitrairement. En le prendra en général 1,2 ou p* (resp ¢*), ot p*et q* sont les

exposant conjugués de p et q, respectivement.

2. On remarque que nécessairement, p < 2 et ¢ > 2 dans (2.1.1) et (2.1.3); en effet:

On prend 7 = 2, X = [y, et les vecteurs z; tous égaux a un vecteur x de norme ||z|| = 1. On

obtient grace aux Remarque (1.3.3/(2)), on a

n n
Z €4 = / Z g (w) z;
i=1 Q| i=1

2 2

AP (w),

LQ(ZQ) l2

)

j:l L2
n

-S|l

j=1 i=1

n n
2
= llill, =1
i=1 i=1
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

Donc )

n n ) L
Z EiT; =+/n, et (Z sz\ﬁ’z) =nr.
i=1 i=1

Il vient, dans 1D :v/n < Cn%, pour tout n > 1, ce qui n’est possible que si p < 2;

L2(I2)

de méme, (2.1.2)) exige ¢ > 2. Cette restriction faite, les exposants p et ¢ joueront un role

essentiel.

Ensuite, nous allons étudier comment la moyennes sont situés par rapport aux a l'aide des

concepts de type et de cotype d’un espace de Banach.

2.2 Type et Cotype de Radmacher (Définition et pre-
miéres propriétés)

Introduisons maintenant les notions de type et de cotype, appelées aussi type ou co-
type de Rademacher, ceux-ci ont été introduits dans la théorie des espaces de Banach par
Hoffmann-JOrgensen [HJ74]. Elles sont basées sur des relaxations de I'identité du parallélo-
gramme généralisée. Elle ont été présentée sous sa forme la plus fructueuse par Maurey

et Pisier en 1974 [MAT4]. Voir [MAOQ3] pour les commentaires historiques.

Définition 2.2.1 Soit X un espace de Banach, pour tous x1, ...,x, € X. (fin)n21 étant une

suite de Bernoulli. On dit que X est de:

1. Type p (ou Type de Rademacher p) (1 < p < 2), ¢'il existe une constante C' > 1 telle

que:
n

g EiT;

i=1

n 1/p
<C (Z ||x,-||p> . (2.2.1)

L2(X)

telle que:

n n 1/q
1
T > — NIC . 2.2.2
> =z (}iﬂjux [ ) (2.2.2)

L2(X
n

1/q
avec max ||x;|| qui remplace <Z ||:Jc,||q) lorsque ¢ = oo.
1<i<n =
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

On note par:

T, (X) = inf {C : C qui vérifie I'inégalité }, et T, (X) s’appelle la constante de
type p de X.

Cy (X) = inf {C : C qui vérifie I'inégalité }, et C, (X) s’appelle la constante de
cotype q de X.

Remarque 2.2.1 La définition des notions de type et de cotype ne faisant intervenir qu’un
nombre fini, ces notions ne dépendent que des sous-espaces de dimension fini de X; ce sont
donc des notions locales. Plus précisément, si X est de type p (resp. de cotype q), et si' Y

est isomorphiquement finiment représentable dans X, alors Y est de type p (resp. de cotype

q).

Exemple 2.2.1

1. L’identité du parallélogramme généralisée de la proposition (Z1.1]1-4) montre que I’espace
de Hilbert est un a la fois de type 2 et de cotype 2, avec T, (X) = C, (X) = 1.

Et on a d’aprés la proposition (ZI.I}3) si X est isomorphe & un espace de Hilbert donc X
est un a la fois de type 2 et de cotype 2 (mais c’est le seul cas, comme l’assure le Théoréme
de Kwapien).

2. L’espace de Banach est trivialement de type 1. En effet, d’aprés I'inégalité triangulaire

/Q ;5Z(W)xz dP (w) S/ﬂ(;”&z(w)xm) dP (w),
S/ﬂ(Zki(@lHl‘iH) dP (w),
:/Q<;||x,~||> dP (w),
= (Z ||:ci||> Jare,
- (Z H%H) .
Donc -

n
E EiT;
i=1

n
) i=1

L2(X
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

Et I'espace de Banach est de type 1.

3. L’espace de Banach est trivialement de cotype +o0o. Pour la preuve on utilise le lemme

suivant:

Lemme 2.2.1 Soit (X, ||.||) un espace normé et vy € X —{0}, alors il existe x* € X*, telle

que : x* (xg) = ||xo|| et ||z*|| = 1.
Soit x1,...,x, € X, pour 1 < j < n, on choisit ¢ € By, telle que
< ¢, >= max ||z

Observons d’abord que, par I'orthogonalité des variables de Bernoulli, on a:
/ < pej (w Zez )x; > dP (w)

Q

/ZEJ w) < @, x; > dP (w),

= /Q(aj (W)er(w) < p, 1 >+ +¢gj(w)ej (w) <p,z; >+ +e;(w)e, (W) < p,x, >)dP (w),

=< p,r; >

Donc:

<, x> /<g05] Zé, )x; > dP (w),

/ lpe; (w
SH( / |\soej<w>||2dP<w>) ’ /
< ( / Il le; <w>r2dP<w>)1/2 /

dP (w)

l’z

n

Z g; (w) x;

=1

dpP(w)]

9 1/2

dP (w) ,

n

Z i (w) z;

i=1

L2(X)
Donc

<
max ||

n
g €iT;
i=1

L*(X)
Et X est de cotype +oc.
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

Définition 2.2.2 On dira que X a un type (resp. un cotype) non trivial s’il a un type
p>1,ieT,(X)<+oo (resp. un cotype ¢ < +00, i.e Cy (X) < +00) .

Exemple 2.2.2 1. [; ne posséde aucun type non trivial, car:

Soit (en),>; la base canonique de I;, on a:

= Jler (W) er + o+ en (W) enll, = (E1 (W) 4 esen W), = Zm )| =n,

1/2

1/2
» EC —([wirw) =

n 1/p n 1/p n 1/p
Et (ZHBJ‘H]Z) = (Z||(Ov---’1j,---,0)HZ) _ (Z 117) _ i,
Jj=1 j=1 =

Il n’ya pas aucun p > 1 qui vérifie n < Cnl/?.

Iy

2. co ne posséde aucun cotype non trivial, car:

Soit (ey),; la base canonique de ¢y, on a:

= lerW)er+ .. +en (W) enll, = [l(e1 (W) 5o e (W), = supe; (W)] =1,

o
1/2

1/2
N P@| = ([rarw) -1

-
n 1/q n 1/q n 1/p

Et (ZH@HZO) = (Z||(0""’1]>-~a0)HZO> _ (le) _
Jj=1 j=1 i1

Il n’ya pas aucun ¢ < +o0o qui vérifie 1 > %nl/ 7. (on peut montrer avec méme preuve que

ls ne posséde aucun cotype non trivial).

Remarque 2.2.2 1. Si X est de type p1 > 1, donc il est aussi de type py pour 1 < py < py,
avec Ty, (X) < T, (X). Si X est de cotype ¢ < 400, donc il est aussi de cotype qa pour
@1 < @2 < 400, avec Cy, (X) < Cy, (X). En effet

Comme X est de type p; > 1 on a

n n 1/1’)1
Sem| <, (%) (Z Hxiupl> -
=1 L2(X) =1
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

Et comme py < p1 = 1, (X) C 1, (X) on trouve

n 1/p1 n 1/p2
(znxinm) < (zw) |
=1 =1

n 1/p2
<7, (x) (z uxium) |
=1

Par conséquent

n
E Eil;
i=1

L3(X)
Bt T, (X) < T, (X).

On utilise la méme méthode pour le cotype.

2. Le type et cotype d’un espace de Banach passent & son bidual. Cela résulte de la réflexivité
locale. En effet, supposons par exemple X de type p, et soit ¥q,..., ¥, € X**; prenons
E =Vect (¥q,...,V,),soit T : E— X Dopérateur donné par la réflexivité locale:

19) < IT (@)l < (1 + ) %] pour tout ¥ € E.

Si z; =T (;), on voit que:

n " 2 1/2
S e, - / Se@w]| dPw|
1=1 L2(X**) Q|| i=1 X
. 9 1/2
< / T<Zei(w)\llz> dP(w) |
Q i=1 X
. 9 1/2
= /Zsi(w)T(\I/l) dP (w) ,
Q=1 e
9 1/2
= /Zei(w)xl dP (w) |
Q1] i=1 x

Et comme X est de type p, on a

n 1/p
<7, (X) (Z H%H&) )

Zl 1/p
~ T, (X) (Z uwi)u&) ,

1/p
p )
X** .

n
E eV,
i=1

L2 (X**)

< (1497 (X) (Z %]
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

D’ou
T,(X™) < (1+4+6¢T,(X).
Comme X C X**, et par la Remarque2.2.1, on a T, (X) < T, (X**), et finalement 7}, (X) =
T, (X™).
De méme, pour de cotype:

Supposons X est de cotype ¢, on a

n 1/(1 n 1/q
(Z 13 %) < (Z I (\Pz)H?() ,
=1 =1 1/q

n
_ (z AR
=1

9 1/2
<, | [ |Saw@an| )
i:l X 2 o
—a | [ ST irw)
= . X2 1/2
¢, (X) /Q T(Zlei(w)\lfz) P | .

D’ou
Cy(X™) < (14¢)C,(X).

Comme X C X ** | et par la Remarque 2.2.1, on a C,(X) < C,(X™), et finalement
Cq (X) = Cg (X™).
3. Le type passe auxr quotients. En effet, si M est un sous-espace fermé de X, et y; =

xj+ M € X/M, on a, pour tous my,...,m, € M :

n
§ :%yj
j=1

D’ot, en prenant la borne inférieure sur les m; :

n n 1/])
> el <T,(X) (Z ||yj||p> ,
j=1 i=1

<

n n 1/p
Z’Sj (zj +my) < T, (X) (Z ||$z‘+mj||p) ,
=1 i=1

L2(X/M) L2 (X)

L2(X/M)
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

De sorte que T, (X/M) <T,(X).
Par contre le cotype ne passe pas aux quotients; en effet, on verra plus loin que [; est de

cotype 2, alors que ¢y en est un quotient n’a pas de cotype nom trivial.

Théoréme 2.2.1 Si X est de type p (1 < p < 2) donc X* est de cotype p*, avec }D—i- # =1
et : Cpe (X*) <T,(X).

La preuve est basée sur le lemme (L4 :

. Démonstration du théoréme. Soit ¢y, ...,¢, € X*, et soit z1,...,z, € X tels que
Z [z ]|” < 1.
géservons d’abord que, par I'orthogonalité des variables de Bernoulli, indépendantes, on a:

n

n n n
E < Z&%, foil"z’ > = Z < ;T > E(gigj)>
i=1 i=1

i=1 j=1

= zn: < ;T >,
=1

= Z%(%)
=1

Donc:

’

n n
E < Zsmi, 251'371' >
i=1 i=1
n n
Z €i¥; ‘ Z E; %4
" LTI
>
=1 L2(X*)
n
Z €i¥;
i=1

<E

Y

L.H
<

)

L2(X)

n 1/p
T, (X) (Z ||asz-||p> .

1
€%

EiT;
1

1=

<

L2(X*)
Et le lemme ([L41]) implique alors:

(Z o,

Et Cp (X*) <T,(X). Ce qui achéve la preuve. m

1/p*
) <7T,(X)

n
E €iP;
i=1

L2(X*)
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

Théoréme 2.2.2
1. Si1<p<2 alors LP () est de type p et de cotype 2.
2. Si2 < p<oo,alors LP (1) est de type 2 et de cotype p.

Preuve. 1. L” (u) est de type p (1 <p <2):
D’apres U'inégalité du théoreme(L3.2)) on a

1

1
p P n 2

(zmﬁ) |
LP(p) i=1

L ()
p

-1/ (Dfi(t)f) ) .

d’apres le lemme [I.1.T] < /Z\fz )P dp (¢ > :

- Z s <t>|pdu<t>>p,

= Z ||f1||Lp(M>

n

E Z&fi

=1

IN

A

=

=

D’apres I'inégalité de Kahane on a:
1 1
2 P

Y

n p
E Z&fz’
i=1

LP ()

>\ 3 §
< Kp,2 (Z HfiHIzp(u))
LP () =1

Donc LP (i) est de type p (1 <p < 2).

Z €'sz

LP(u)

D’ou:
1
n

E Zgifi

=1
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

Pour montrer que, L” (1) est de cotype 2, (1 < p < 2) I'inégalité du théoreme(.3.2)) donne:

1 1
p P n 2
2 ap <Z|fl|2> )
=1

LP (1) = LP(k)

E

n
Z&fi
i=1

3=

2
2

o/ (Zm«m?) au(t) |

n

[NIES

2
= Gp Z |fl| )
=1 L ()
Comme (% <£< 1) on applique le lemme m
3
n 1
2 2 2(|3
ap | D_|fi = [1AP + -+ 1Pl
i=1 L% () 1
n 2
2
Zap ZH‘fl‘ HL];(H)) )
i=1
n 2 %
§2 P
=a,| ) (/ |fi (t)!22) dp (t)> ,
i=1 T )
n 2
2
= Gp Z ||fiHLP(;L)> g
i=1
Donc L
n p P n %
55| ) za (St
i=1 L7(u) i=1
L’inégalité de Kahane donne:
1 1
n p P n 2 2
E Zézfz S K2,p E Zglfz )
=1 Lr(u) =1 Lr(u)
Ce qui entraine que
W\ " 3
E Z&fz > Ki;ap <Z ||fi||ip(u)) .
i=1 L7 (u) i=1

Ce qui le résultat annoncé.

2. LP(u) est de type 2 (2 < p < 00) :
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

1 1
p P n 2
2
Lp () =1

LP ()

D’apres I'inégalité de (L3.2)) on a

I zn:&'fi
i=1

D’apres I'inégalité de Kahane on a:

-

1
2 2

n p
B\ e
i=1

LP(p)

E Zn:&fi
i=1

LP(p)

Donc

[\
¥

1
2

1
E\> e < Kpabp (Z!fzf) :
=1

LP(p) =1 LP ()

Et d’aprés l'inégalité de Minkowski (lemme [1.1.2) dans L? :

N

Y

Z |f1

L7 () 22N
(Z 17211, m)
(Z il Zp )
On obtient: 1
Zszf, 2bp (Z ”fi”ip(u))
LP () =1

Soit p* I'exposant conjugué, LP est donc le dual de LP et comme LP est de type p* : 1 <

p* < 2, d’apres le théoreme [2.2.1], son dual L” est de cotypep:2<p<oco. m

Remarque 2.2.3 Comme [, est isométrique a un sous-espace d’espace L, et d’aprés la

Remarque|2.2.1, on peut dire que:

e Sil<p<2 alors, est de type p et de cotype 2.

e Si2<p< oo, alors [, est de type 2 et de cotype p.
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

Remarque 2.2.4 Notons tout de suite que le cotype ne se dualise pas aussi bien : on verra,
en effet, que X =1y est de cotype 2, mais X* = lo, n’est pas de type 2, et n’a méme aucun

type p > 1.

Théoréme 2.2.3 1. Soient 1 < p<2etp <r <oo. Si X estde type p, alors L" (u, X)
est de type p.

2. Soient 2 < qg<ooetl<r<gq. SiX estde cotype q, alors L" (u, X) est de cotype q.

Preuve. 1. Soit fi,..., f, € L" (11, X)), d’apres 'inégalité de Kahane, on a

Q g&(w)ﬁ ( e s / ge@«w)ﬂ ( e ;
o[ ﬁemwm(w;dmt)dP(w))i,
o[ f;emwm(t);dmmw))i,
<keatins | [ [ ool o) we

Comme X est de type p, alors
1
2 2

1P () (Z T ) ,

Z

X

Donc

J

1
2 2

dP(w) | <T,(X) Kr2Kay /(Z”fz ||p>pdﬂ(t) :

S ie

n

ZEi (w) fi

=1

Lr(p,X)
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Définition et premiéres propriétés)

Puis, en appliquant l'inégalité de Minkowski généralisé inverse dans L+ (noter que £ < 1) ,

il vient:
r 1
[ (Summ) wo) - ([ (Swok)
T \i=1
V[ umen e ) deo]
T 1<L2-J<n{ }
< / ([ 15Ot ) a1}
N A}
- (/ 15Ol dn 1) ) ,
. znfimm) ,
i=1
D’ou
2 3 . 1
w fz dP (W) S Tp (X) Kr72K2,r <Z ||f7,||p'r(u7X)>
L (p,X) =1
Donc L" (u, X) est de type p, et T, (L" (1, X)) < T, (X) K, 2K,
2. Avec méme détaille de 1. , d’aprés I'inégalité de Kahane, on a
2 % r %
i dP (w) I3 dP (w) s
L (1, X) Lr(p,X)

dP (w) | du(t)

> 1
- KQ,T‘KT,Z

’L

Comme X est de cotype ¢, alors

E E:Z l

1

dP (W) =& <Z||fz ||X>,

Donc

J

Sl

r

1
2 2

P )| 2 g fQC / (Zuﬁ ru)qdmw ,

n

Z &i (w) fi

=1

Lr(p,X)
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2.3. Type et Cotype gaussiennes

Puis, en appliquant inégalité de Minkowski généralisé dans L+ (noter que £ > 1) , il vient:

/ (ZHL ||q)qdu<t> z(anmW))q,

D’ou

1
2 2 1

P) | = rzC (ZHL

0 ;51' (w) fi

Donc L™ (u, X) est de cotype q, Cy (L (0, X)) < K5, K, 2C, (X). m

Lr(p,X)

Lr uX)> ’

Remarque 2.2.5 On peut remplacer les variables de Bernoulli par d’autres variables aléa-

toires; par evemple, des gaussiennes.

2.3 Type et Cotype gaussiennes

Définition 2.3.1 Soit X un espace de Banach, pour tous x1,...,x, € X. (gn)@lune suite

de gaussiennes standard indépendantes. On dit que X est de:

1. Type gaussienne p (1 < p < 2), §'il existe une constante C' > 1 telle que :

n n 1/p
> gm||  <C (Z ||xz-||p) .
=1 =1

2. Cotype gaussienne ¢q (2 < ¢ < 4+00), 8'il existe une constante C' > 1 telle que :

L*(X)

L2(x)

n 1/q
avec max H:c7,|| qui remplace <Z ||£L’l||q> lorsque ¢ = oo

=1
On note par :

T7(X) = inf{C:C qui vérifie I'inégalité (2.3.1) },
CJ(X) = inf{C: C qui vérifie I'inégalité (2.3.2)) }.
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2.3. Type et Cotype gaussiennes

Théoréme 2.3.1 Soit X un espace de Banach, et soit (g,),~, une suite de gaussiennes

standard indépendantes, alors:

1. §i X est de type p, 1 <p <2, on a:

n 1/p
<T,(X) <Z||x,||p> , pour tous xy,...,x, € X.
i=1

L2(X)

2. 81 X est de cotype q, 2 < g < o0, on a:

n n 1/1]
1
;1 giT; > AEY (zzl sz||q> , pour tous X1, ...,x, € X.

L2(X)

(2.3.3)

(2.3.4)

Plus généralement, ces relations restent valables en remplagant (gy),~, par n'importe quelle

suite (¢,,),, de variables aléatoires symétriques et indépendantes, de norme 1 dans L?(P).

La preuve est basée sur le lemme suivant:

Lemme 2.3.1 [DJT95, p.213] Soit une suite (¢,),>, de variables aléatoires symétriques

et indépendantes, et pour 0 < p < oo on a:

P (W) = /Q/ Zgz o, () 2
= /Q/ Zez ) lo: ()]

Démonstration du théoréme. 1. Pour o’ € Q' on a :

p p

n

Z p; (W) @

p

2

w') x;

2

:// Zgl o dP () dP (o

dP (W) dP (w),

AP (W) dP (w) .

:/Q/ Zgz o dP (o) dP (),
),

/ (Z s Hp) CaP ().

¥

~1,00° [ <Z s ||xz|rp> AP W),
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2.3. Type et Cotype gaussiennes

Elevant a la puissance Z, on obtient :

29
/,

P P
2 2 2 5

Py <7 /(Zm uxzup> P W) .

1P

n

Z p; (W) @

Bl

Y

2
LP(X)

Puis, en appliquant I'inégalité de Minkowski dans Lo (noter que 1—27 > 1) , il vient:
n P
> e Z Hail™ll, 2y Nall”
=1 LQ(X)
X) Z H%”Zﬁ(p) (e

H@zHL2<p) ZHI Hp
(2

Cela preuve la premiére formule.

2. Le second se prouve de facon analogue:

Z @; (W) z;
i=1

q q
2 2 2 2

O] E— / (Zm H%Hq) aPW) | .
S il
=1

Puis, en appliquant I'inégalité de Minkowski inverse pour I’exposant % <1:

)

_1
Ca(X

~
Q)

2
L1(X)

i i ||q

> ooty el 2, o

1 2
= g,(x)? HSOz‘HLq(P) &2
”SOiHLi(P)Zl

I
T (X)7 [Ji][”

Cela preuve Le second formule. m

Corollaire 2.3.1 Si X est de type p (cotype q) donc X est de type gaussienne p (resp.
cotype gaussienne q) et T) (X) < T, (X) (resp. C7 (X) < Cy (X)).

En effet, comme |[g;||;2(py = 1, et comme T} (X)) = inf {C' : C' qui vérifie l’inégalité (2.3.1) },
on obtient 7)) (X) < T, (X), et C) (X) = inf {C': C' qui vérifie I'inégalité (2.3.2) }, on ob-
tient €7 (X) < C, (X).
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Chapitre 3

Généralisation de type et de cotype

et Quelques applications

3.1 Généralisation de type et de cotype des espaces de

Banach

On peut généraliser la définition de type et cotype aux opérateurs linéaires continue £ (X;Y)

avec X et Y deux espaces de Banach :
Définition 3.1.1 Soit u € L(X;Y), On dit que u est de:

1. Type p (1 < p <2), si pour tous zy,...,z, € X, on a :

n n 1/p
> eiu(w) <C (Z sz‘Hp) :
i=1 i-1

2. Cotype q (2 < g < +0), si pour tous z1,...,z, € X, on a :

(Znu@i)nq) <> e
1=1 =1

L2(Y)

L2(X)

On note par:

T,(u) = inf{C:C qui vérifie 'inégalité (3.1.1))},
Cy(u) = inf{C : C qui vérifie I'inégalité (3.1.2))} .
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3.1. Généralisation de type et de cotype des espaces de Banach

Remarque 3.1.1 1. Ainsi dire que l’espace de Banach X est de type p (resp. de cotype q)
revient a dire que Idx est de type p (resp. de cotype q) .

Et on remplace T, (X) (resp. C, (X)) par T, (Idx) (resp. C,(Idx)) .

2. On a tout opérateur est de type 1 et de cotype +oo (avec méme détaille de prewve, comme
on ajoute dans type et cotype des espaces de Banach (voir chapitre 2)).

3. Siu est de type p1 > 1, donc il est aussi de type ps pour 1 < py < p1, avec Tp, (u) <
Ty, (u). Et siu est de cotype g1 < +00, donc il est aussi de cotype ga pour q1 < g2 < +00;
avec Cy, (u) < Cy, (u).

Proposition 3.1.1 Soit u € L(X;Y), etu : X — Y est de type p, donc l'adjoint u* :
Y* — X* est de cotype p* avec Il) + 1% =1, et Cps (u*) < T, (u) ,en particulier si X est de
type p, donc X* est de cotype p*.

Preuve. On a d’aprés le lemme [1.4.1

n 1/p*
(Z Ju (y;*)np*) - sup{

On obtient

zn:<u*(y;)7xi >

=1

Sl < 1}.
=1

Y

n
Z <U*(y;'k)>$i >
i=1

= i < yfu(z;) >
i=1

n n
= |k < Zsiyf,Z@u (ZL’Z) >‘ R
i=1 =1

L2(Y)

T, (0 (Z Hxiup) R

IN

L2(Y*)

L2(Y*)

Donc
n 1/p*
(Z [ (y)I” ) < T (u)
i=1

Et u* est de cotype p* avec Cpy (u*) < T}, (u). =

n
E
g &ilY;
i=1

L2(Y™*)
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Remarque 3.1.2 On peut aussi montrer avec méme preuve si u* de type p on a aussi u de

* 1 1 _
cotype p* avec > + = 1.

3.2 Quelques applications de type et de cotype

3.2.1 Factorisation par un espace de Hilbert et Théoréme de
Kwapien

On dit qu'un opérateur u : X — Y est factorisable par; ou mieux, a travers, un espace
de Hilbert s’il existe un espace de Hilbert H et des opérateurs w : X — Hetv: H —- Y

tels que v = vw. Pour un tel u, on pose :
Yo (u) = inf {||v]| ||w|; v =vw, avec w : X — H,v: H — Y, H Hilbert}
On note I'y (X, Y) Pespace des opérateurs factorisables par un espace de Hilbert.

Proposition 3.2.1 [LQ04] Soit X,Y deux espaces de Banach, etu € L (X,Y) un opérateur
de X dans Y. Alors: X est isomorphe & un espace de Hilbert si et seulement si Idyx est

factorisable & travers un espace de Hilbert; de plus, dans ce cas, on a dyx = v, (Idx).

Théoréme 3.2.1 (forme finale du Théoréme de factorisation) [LQ04/Pouru € L(X;Y),

on a équivalence entre:

a. u se factorise a travers un espace de Hilbert, et v, (u) < C;

b. Pour tout entier n > 1, toute matrice orthogonale (resp. wunitaire, si les espace sont

complexes) A = (a) € O (n)(resp. € U(n)), on a

ij<n

n

D

=1

n

> aiju(x;)

=1

2 n
2
<Ol
j=1

Nous avons dit que, de facon évidente, tout espace isomorphe & un espace de Hilbert est de

type 2 et de cotype 2; comme on va le voir, il n’ya pas d’autre cas.
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Théoréme 3.2.2 (de Kwapien) Si un espace de Banach X est a la fois de type 2 et de

cotype 2, 1l est isomorphe a un espace de Hilbert, et plus précisément :
dx <T (X) Oy (X).

Preuve. On sait, par la proposition que dx = 7, (Idx) . 1l S’agit donc de montrer
que Idx se factorise & travers un espace de Hilbert. D’aprés le théoréme de factorisation

3.2.1}, il nous faut prouver que, si A = (a), ;.,, € O(n), et x1,...,z, € X, on a:
2

<T(X Z a1

n

2.

=1

n

E ai.j:z:j

j=1

Grace au 2. de théoréeme [2.3.1], on a:

>

=1

E :aum]

< Oy (X) Zgi (Z ai.j%’) ;
i—1 j=1

2(x)

=Cy (X) Z (Z ai.jgi) x; ,

j=1 \i=1 L2(X)

d’apres le lemme [I.3.1] = C5 (X) Zgjxj

Y

L2(X)

En utilisant cette fois le 1. de théoréeme 2.3.1¢

) <crnmen ($r)

Et dx =7, (Idx) < Ty (X)C2 (X). Cela termine la preuve.

n

D

=1

n

E ai.jxj

j=1

Le théoreme de Kwapien admet alors la généralisation suivante, avec la méme preuve:

Théoréme 3.2.3 [GP86] Soit X,Y,Z trois espace de Banach, et soit u : X — Y, un
opérateur de type 2, et : v :Y — Z un opérateur de cotype 2. alors vu : X — Z se factorise

par un espace de Hilbert et 7y, (vu) < Ts (u) Cy (v).

Remarque 3.2.1 On trouve le théoréme sionprend X =Y =7 , etu=v = Ildy,
donc Idx se factorise par un espace de Hilbert et vy, (Idx) < T5 (X)Cq(X). et d’aprés la
proposition on trouve X est isomorphe a un espace de Hilbert et dx = v, (Idy) .

42



3.2. Quelques applications de type et de cotype

Corollaire 3.2.1 Soit X, Z deux espaces de Banach, Si X est de type 2, et Z est de cotype

2, donc v : X — Z se factorise par un espace de Hilbert.

Preuve. Pour la preuve on utilise le théoréme [3.2.3 et on prend v = Idx , on a
Iopérateur u est de type 2 et 'espace Z est de cotype 2,

On montre que v : X — Z, un opérateur de cotype 2 :

(z v<xi>z); <0 (2)|Y e (o) n
_ () /Qif;mw)v(xi):dmw) ;,
~ao| ] ilvww)x» :dP<w> %,
< Gy (2) 0] /Szi;5i<w>$iidp(w) é,

= G2 (2) [0

n
g EiT;
i=1

£2(x)
Donc v est de cotype 2.
Et d’apres le théoréme [3.2.3], 'opérateur v se factorise par un espace de Hilbert. m

Corollaire 3.2.2 511 <p<2<qg<o0,v: Ly — L, se factorise par un espace de Hilbert.

Preuve. Pour 1 < p <2, I” est de cotype 2, et 2 < q < 00, L? est de type 2.
D’apres Corollaire [3.2.1, v : L, — L, se factorise par un espace de Hilbert. m

3.2.2 Cotype et opérateurs (p, ¢)-sommants

Nous donnons ici la relation de cotype d’'un espace de Banach avec l'opérateurs (p,q)-
sommants.

Si X est de cotype ¢ (2 < ¢ < o0 ), alors, en particulier 'identité I : X — X est (¢, 1)-
sommants. Réciproquement, pour ¢ (2 < ¢ < 0o ) si on a cette propriété, Talagrand en 1992,
a montré que X est de cotype g. La preuve est assez longue, nous revoyons a (Théoréme

1.1 [TALa92)).
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Pour ¢ = 2, ce n’est plus le cas, bien que, d’aprés ce qui précéde X soit de Cotype 2; en
effet Talagrand (Théoreme 7.1 [TALD92]) a construit un espace de Banach qui n’est pas de
Cotype 2, mais pour lequel 7 “(X) C l5(X) (ou [ : X — X est (2,1)-sommants).

Théoréme 3.2.4 Soit X,Y deux espaces de Banach.

1. Pour tout n € N, pour x4, ...,x, € X on a l'inégalité suivante:
n

Z i (w) z;
i=1

2. X est de cotype ¢ (2 < g < 0), ssi l'identité I : X — X est (¢q,1)-sommants (ou
[ “(X) C l,(X). De plus

< @<icnllip o) -
X

T (1) = Cq (X))

3. Si l'identité I : X — X est (¢, 1)-sommants, alors
I, (X;Y) = L(X;Y).
4. SiY est de cotype q (2 < g < ), alors
I, (X;Y) = L(X;Y), et w1 (u) <C,(Y)||ull, pour tout v € L(X;Y).

Preuve. 1. Pour tout n € N, pour zy, ...,z, € X, alors

n n
Z&(w)xi = sup |y Zfi(w)xi = Sup Z’EZ ’
i—1 ¥ (,DEB)(* (,DEBX* i=1

< sup Z|52 ) e (z3)]

PEBxx =1
12%2*;'“” wi)l = lEhsically o)
D’ou
il <[ @dicicnllipop -
X
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

2. =) On suppose que X est de cotype ¢ (2 < ¢ < o), alors pour z1, ..., x, € X, il existe

une constante C,, (X) tel que

(fj ||xz-|\Q> Lo ‘ Z
=1 =1

L2(X

— ¢, (X) dP (w

l’i

(/ || i 1<Z<nHlnw UJ) )

=Cy (X) H(l’ihgi@Hz?W(X) (/de( ))

= Cq (X) [|(:)

ISiSnHZ? wix)*®

Et par conséquent I : X — X est (¢, 1)-sommants.
<) Voir [TALa92, Théoréme 1.1].
3. Soit u € L(X;Y), alors, pour tout z,...,x, € X, on a

(Z Hu(xnu‘?)q < (Z Jul uxiuq)
= lul (Z ||xi||q> ;

]XGHq’l(X; )
ull 7g.1 (1) || (2

Q=

1<z<n||ln w X) .

Ce qui entraine que u € I1,;(X;Y) et I1,;(X;Y) = L(X;Y), de plus

g () < [Juf 7 (1),
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

4. SiY est de cotype ¢ (2 < ¢ < 00), la propriété 2. donne; I : Y — Y est (g, 1)-sommants

alors pour tout v € L(X;Y), on a
1
q

(Z uu<x@->uq) - (Z rw),

(2.)
S q( ( ( ))1<z<n ln w(Y)7
= sup @ (u
q (pEBy*iZ|
= Jull C, (¥) sup Z)(wo o H) 2|,
@E Y * ’L=
~ [l €, (¥) sup S ()
Bx+ iz
= |lull Cq (Y H Ti)i<i<n me(y)

Dot w eIl ;(X;Y) et II,1(X;Y) = L(X;Y), de plus,

g (1) < Jull Gy (Y).

n
Le théoréme suivant donne la relation entre 'espace L? (Y') et I'espace des suites faiblement

2-sommables 1§ “(X), si opérateur u est r-sommants (1 < r < 00)
Théoréme 3.2.5 Soit 1 <r < oo, et u € I[I.(X;Y), pour xy,....,x, € X on a

Z g (x;)

< Ko abem () H($i>1§i§nHzg w(X)"

L2(Y)

( Z gi(w)u(x;)|| dP (w)) ,
Lr(Y) Y

. ( i u(ZEi (w) ;) dP(w)>T,

Comme u € I1,.(X;Y) d’aprés le théoréme de domination de Pietsch, il existe une probabilité

<3

T

Preuve. On a

Z g (x;)

de Radon p sur (Bx«;0(X*, X)), telle que

" (ig () x) e (u)" /B .




3.2. Quelques applications de type et de cotype

Donc

T

du (&) dP (W)) 7

r

R

=, (u) </BX*/Q g5i(w)<$i7§> dP(W)dM(§)> ;

D’apres I'inégalité de Khintchine on obtient:

1
T

< br'ﬂ'r (U) \B/ (Z |< xiag >|2> dlu (5) ’

Lr(Y)

1
4

< by, (u) | sup <Z|<:ci,s>|2) / an (€|

¢eBx \ ks

— by, (1) sup (Z|<xn£>\2> 7

£eBx: \i=1

D’apres I'inégalité de Kahane, on a

S KT,Z
L2(Y)

Y

Lr(Y)

Ce qui entraine que

S Kr,Qbrﬂ-T (u) ||(xi)1§i§n
L2(Y)

Z g (x;)

léL w(X) °

Théoréme 3.2.6 Soit Y est de cotype q avec (2 < q < 00), donc pour tout espace de Ba-

nach X, et pour r > q, on a

IL(X;Y) C Hga(X3Y).

En particulier, si Y est de cotype 2, donc pour tout espace de Banach X, et pour 2 <

r < 00, 0N 4

I (X;Y) = I(X;Y).
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Preuve. Comme Y est de cotype ¢ (2 < ¢ < o0), on a

(Znu(xi)nﬁ <Gy Ze@ )

L2(Y)

Z e (x;)

Comme r >¢q>2 ona: L"(Y)C L*(Y

(ZIIU(%)IIq>q <Gy (V)| D e (i)
=1 i=1 Lr(Y)

=C,(Y) (/Q u (Zaz (w) xz) dp (w)> T ;

Comme u € II,.(X;Y) d’apres le théoréme de domination de Pietsch, il existe une probabilité

de Radon p sur (Bx«;0(X*, X)), telle que

u (Z g (w) mz)

Zau

L2<Y>

L’(Y)]

Donc

)

T T

du (),

< Zgz(w)xz,§>

On obtient

, 1
T

dp (€) dP (M) :

1
T T

dp (€) dP (w)> ,

1
-

dP (w )du(é)) :

* <Zsz( W)z, & >
~ammo ([ e
=Cy (Y)m, (u) (/BX*/ zn:ez( ) < i, & >

Et I'inégalité de Khintchine donne:

<bqu(Y)7rT(u)(B (Z\<xz,£>|> du(&)) :
<0,C, (V) 7, (Sgp* (Z|<xu€>|> /dn(f)) ,

Bx*
=0,C, (V) 7, (u) H (xi)lgiSnng “(X)

Donc  m o (u) <b,C,(Y)m, (u), et IL(X;Y) CIl2(X;Y).

r

(Z lu (2 q);

3=
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

*Pour g=2,ona  m(u) <b.Cy(Y)m, (u).

Pour l'inverse d’apres le théoréme de I’inclusion pour 2 < r, on a:
IL(X;Y) CIL(X;Y).
Ce qui entraine que IL(X;Y)=1(X;Y). =
Théoréme 3.2.7 Si X,Y de cotype 2, pour 1 <r < oo, on a
IL(X;Y) = IL(X;Y).
Preuve. D’apres le théoréeme d’inclusion [1.4.2, pour 1 < r < oo, on a
I,(X;Y) C IL(X; Y).

Pour l'inverse, si 1 <r < 2:

Soit u € I (X;Y) et x1,...,x, € X on définit un opérateur de rang finie par:

M: I, — X
A — M()\) :Z)\ixi

=1

M u
est 1-sommants, donc r*-sommants et on a I, =X =Y,

D’apres le théoreme [1.4.4jon a uM : [, — Y est 1-sommants. Donc

Zuu (el < o (ubd) [[(e)scianllyg oy < 7o () 7000 (M)

On note M (e;) = z; , 1 <i < n, donc on trouve

D lu(@)l < m(uM) < (w) e (M),

i=1
Comme X est de cotype 2, et 2 < r* < 00, on en déduit que M est 2-sommants et
75 (M) =m0 (M).

D’autre part, par le lemme [1.4.3 nous trouvons:

= sup [[M )] = [|M]].
Al <1

= sup

” (‘T’i>1§i§n
[RY/J

(X
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Donc, d’aprés le lemme [1.4.5, on a

m (M) <C|M||=C H(l‘i)lgign”l{zw(x) et Z u (z)|| < Cmy (u) ||($i)1§i§nHl?W(X) .

i=1

i.e u est 1-sommants, donc
IL(X;Y) =111(X;Y), pour 1 <r <2 (*)

Par précédemment théoréme, pour 2 < r < oo, IL.(X;Y)=1L(X;Y).
Et comme I1;(X;Y) =1II(X;Y), (si r = 2 dans () on obtient

IL(X;Y) = I (X;Y).

Corollaire 3.2.3 Si 1 < r < oo, tout opérateur borné de L'(n) dans L*(\)est r-sommant.
1.e.,

L(L(w); L*(N)) = TL (L (1); L*(N)),
Preuve. Comme L' (1) et L?()) sont de cotype 2, d’aprés le théoréme (3.2.7), on a
I (LY ()5 L*(N)) = (L (p); L*(N)),
D’apres le théoréme [1.4.5( on a
L(LY(p); L*(N)) = Ty (L (n); L*(N)

Donc

IL (L (1): LA(N)) = L(L*(n); L*(N)).

Théoréme 3.2.8 [DJT9)] Soit Y est de cotype q avec (2 < q < o0), et K un compact
1. Sig=2,0ona L(CK)Y)=I(C(K);Y).

2. 8512<g<oo,ona LICK)Y)=1,,C(K);Y), pourp < q.
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Preuve. 1. D’aprés le lemme pour g =4, et p=2, on a
1 1
Ty (u) < [Jul[? w2 (u)?

et le théoréme [3.2.6] donne
o (1) < byCo (Y) 74 (u),

Donc

N[

7o (1) < baCy (V) |lul|® ma (u)?
7o () < B2 (V)2 ull.

IN

A\

D’ou le résultat.
2. Si nous invoquons le théoréme [I.4.3] nous voyons que nous avons seulement besoin de

prouver

LC(K);Y)=11,,(C(K);Y),
Pour v € L(C(K);Y) et fi,..., fn € C(K), on définit:
M: o — C(K)

A — M()) :zn:/\ifi-
=1

On a, par le lemme nous trouvons:

H(fi)1§ign

ZM

= e M (M) = [IM]]

= sup

n w
ll (C( ‘)\” <1
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Comme M (e;) = f; , 1 <i<mn,etY est de cotype ¢ :

[NIES

<Z||u<fi>||Q)q <C,(Y) / Ye@ulh)| @] .
—C,(v) / u<§jei<w>fi) WPw)|
< ull Gy () / Seawh| dPw)
=1 C(K)
— lull G, (¥) / Sa@Me)| dPw]
=1 C(K)
— Jul G, () / M(Zawei) WP
=1 C(K)
<, 01l | [ e e ap@)]

= l[ull C; (V) 1M = Jlull C, (¥) [[(f3)

1§z’§nHl? “(C(K))

Donc u € II,1(C(K);Y) et mu1(u) <|ul|C,(Y). m
Comme 1 < p < 2, alors L? (1) est de cotype 2, on trouve:

Corollaire 3.2.4 (Le petit théoréme de Grothendieck) Soit K un espace compact, soit
i une mesure quelconque, si 1 < p < 2; tout opérateur borné de C(K)dans LP(u) est 2-

sommant. 1.e.

L(C(K); LP(p)) = Ha(C (K) ; LP(p)).

De plus T (u) < k¢ ||ul|, et kg = b2Cs (V).
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