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Résumé

Nous nous intéressons ici à étudier une classe d�espaces, que nous appellerons des espaces

de type p et de cotype q, avec quelques propriétés générales, et nous donnerons quelques

exemples, ensuite nous montrerons le théorème de Kwapień, a¢ rmant qu�un espace de

Banach est isomorphe à un espace de Hilbert si et seulement s�il est à la fois de type 2 et

de cotype 2:

Et on utilisera les notions de cotype q pour montrer quelques théorèmes dans la théorie

des opérateurs (p; q)-sommants.

Mots clés : Espace de Banach de type p, Espace de Banach de cotype q, Type et cotype

gaussiennes, Théorème de Kwapień, Opérateur de type p; Opérateur de cotype q; Cotype

et opérateurs (p; q)-sommants.
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Notations générale

Lp(�) Espace des classes d�équivalence p.p des fonctions T -mesurable.
C(K) Espace des fonctions continues de K dans R:

lp(X)(resp:lnp (X)) Espace des suites (xi)(resp:(xi)1�i�n) dans X absolument p-sommables.

l!p (X)(resp:l
n !
p (X)) Espace des suites (xi)(resp:(xi)1�i�n) dans X faiblement p-sommables.

lp Espace des suites scalaires.

L(X;Y ) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y:

� (X;X�) Topologie faible dé�nie sur X:

� (X�; X) Topologie � -faible dé�nie sur X�:

BX Boule unité fermé de X :

(
;A; P ) Espace de probabilité.

B Tribu borélienne.

L0 (E) Espace des classes d�équivalence p.s des variables aléatoires à valeurs dans E:

Lp (E) Espace des X 2 L0 (E) telles que kX (:)k 2 Lp (
;A; P ) :
Lp (�;E) Espace des classes d�équivalence p.p des fonctions (T -B) -mesurables:

("i)i�1
Suite de Rademacher(Bernoulli) de variable aléatoire dé�nies

sur 
 à valeur dans f�1; 1g indépendantes, symétriques.
(ri)i�1 Suite des fonctions de Rademacher ri : [0; 1]! R:

�p;q(X;Y ) Espace de Banach des opérateurs linéaires (p; q) -sommants de X dans Y:

�p(X;Y ) Espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y:
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Introduction

Les notions de type et de cotype appelées aussi type ou cotype de Rademacher, sont

des notions très importantes, elles sont basées sur des relaxations de l�identité du parallélo-

gramme généralisée. Ces deux notions fournissent un outil puissant en théorie linéaire des

espaces de Banach et sont fortement liées à la géométrie de l�espace.

Notre travail de mémoire est divisé en trois chapitres qui sont les suivants:

Dans le premier chapitre, on donne un aperçu général sur les espaces de Banach clas-

siques, comme les espaces Lp (�) et l�espace des fonctions continuées sur un compact, puis on

donne quelques notions fondamentales de probabilités, plus-précisément les variables aléa-

toires à valeur dans un espace de Banach qui forment les espaces Lp (
;A; P ;E) ; et on y
trouvera par exemple les inégalités de Kahane, généralisant au cadre vectoriel les inégal-

ités de Khintchine (bien connues en analyse classique), on dé�nit aussi dans ce chapitre,

l�espace des suites p-sommable, les opérateurs (p; q)-sommants (ceux sont des opérateurs

entre des espaces de Banach, qui transforment les suites faiblement q-sommables en des

suites absolument p-sommables) et on donne quelques propriétés relatifs à cette classe des

opérateurs.

L�objectif de deuxième chapitre, est d�étudier la notion de type et de cotype présentée

sous sa forme la plus fructueuse par Maurey et Pisier en 1974. On dit que X est de type

p (avec 1 � p � 2) ; s�il existe une constante C � 1 telle que0@Z









nX
i=1

"i (!)xi







2

dP (!)

1A 1
2

� C

 
nX
i=1

kxikp
!1=p

:
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Introduction

Pour tous x1; :::; xn 2 X; ("i)i�1 étant une suite de Bernoulli. On dit que X est de cotype

q (avec 2 � q � +1) ; s�il existe une constante C � 1 telle que0@Z









nX
i=1

"i (!)xi







2

dP (!)

1A 1
2

� 1

C

 
nX
i=1

kxikq
!1=q

:

Tout espace de Banach est de type 1 (par l�inégalité triangulaire) et de cotype +1
(à cause de l�orthogonalité des variables de Bernoulli). Il est important d�observer que

ces notions ne dépendent que des sous-espaces de dimension �nie de X: ce sont donc des

notions locales, aussi des notions duales mais ceci n�est pas vrai en toute généralité. Grâce

à l�identité du parallélogramme, il est clair que tout espace de Hilbert est à la fois de type

2 et de cotype 2.

Dans le troisième chapitre, on peut généraliser la dé�nition de type et de cotype aux

opérateurs linéaires continues, et l�objectif essentiel de ce chapitre est de démontrer le

théorème Kwapień qui assure que si X est un espace de Banach de type 2 et de cotype

2 il est donc isomorphe à un espace de Hilbert. Ce résultat s�appuie sur des théorèmes de

factorisation par un espace de Hilbert.

On termine ce chapitre par quelques applications de notions de type et de cotype sur le

factorisation par un espace de Hilbert, et on essaye d�étudier la relation entre la notion de

cotype et les opérateurs (p; q)-sommants.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de fonctions

1.1.1 Espace Lp

Soit (T; T ; �) un espace mesuré. Soit f une fonction T -mesurable, on dé�nit:

kfkp =
�Z

T

jf (t)jp d� (t)
� 1

p

; si 1 � p <1

kfk1 = sup ess jf (t)j = inf fC : jf (t)j � C p.pg ; si p =1

Pour 1 � p <1, l�espace Lp(�) est l�ensemble des classes d�équivalence, modulo l�égalité
presque partout, des fonctions T -mesurables telles que kfkp < 1: On retrouve les espaces

lp, lorsque l�on muni T = N de la tribu grossière et de la mesure de comptage.

Lemme 1.1.1 Soit 0 < r � 1: Pour touts scalaires positifs (�i)ni=1 on a:

(�1 + :::+ �n)
r � �r1 + :::+ �rn:

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Minkowski généralisé) Soit (T1; �1) et (T2; �2) deux

espaces mesurés �-�nies, et soit 1 � r < 1; alors pour tout fonction mesurable positive

f : T1 � T2 ! [0;1], on a�Z
T1

�Z
T2

f (x; y) d�2 (y)

�r
d�1 (x)

� 1
r

�
Z
T2

�Z
T1

f (x; y)r d�1 (x)

� 1
r

d�2 (y) :
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1.1. Espaces de fonctions

Preuve. Pour tout x 2 T1, on note g (x) =
Z
T2

f (x; y) d�2 (y) ; et on utilise l�inégalité

de Hôlder et le théorème de Fubini:Z
T1

(g (x))r d�1 (x) =

Z
T1

(g (x))r�1
Z
T2

f (x; y) d�2 (y) d�1 (x) ;

=

Z
T1

Z
T2

(g (x))r�1 f (x; y) d�2 (y) d�1 (x) ;

=

Z
T2

Z
T1

(g (x))r�1 f (x; y) d�1 (x) d�2 (y) ;

L.H
�
Z
T2

�Z
T1

(g (x))r�1
r

r�1 d�1 (x)

� r�1
r
�Z

T1

f (x; y)r d�1 (x)

� 1
r

d�2 (y) ;

=

�Z
T1

(g (x))r d�1 (x)

� r�1
r
Z
T2

�Z
T1

f (x; y)r d�1 (x)

� 1
r

d�2 (y) ;

Donc �Z
T1

(g (x))r d�1 (x)

� 1
r

�
Z
T2

�Z
T1

f (x; y)r d�1 (x)

� 1
r

d�2 (y) :

Ce qui achève la preuve.

Remarque 1.1.1 Si 0 < r � 1; on obtient l�inégalité de Minkowski généralisé inverse; et
pour la preuve on utilise l�inégalité de Hôlder inverse.

Lemme 1.1.2 Soit (T; �) un espace mesuré, Soient f; g sont des fonctions de Lr (�) :

* Pour 1 � r <1 on a (l�inégalité de Minkowski):

kf + gkLr(�) � kfkLr(�) + kgkLr(�) :

* Pour 0 < r < 1 on a (l�inégalité de Minkowski inverse):

kf + gkLr(�) � kfkLr(�) + kgkLr(�) :

Le résultat de représentation suivant montre que si 1 � p � 1, on peut identi�er (Lp)� à
Lp

�
:

Théorème 1.1.1 Soit p : 1 � p � 1 et soit ' 2 (Lp(�))� alors il existe un unique

g 2 Lp�(�) tel que
< '; f >=

Z
T

gf; 8f 2 Lp(�):

De plus on a

k'k(Lp)� = kgkLp� :
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1.1. Espaces de fonctions

1.1.2 Espace C(K)

Soit K un espace topologique compact. On désigne par C(K), l�espace de Banach des
fonctions continues de K dans R muni de la norme de la convergence uniforme

kfkC(K) := sup
x2K

jf(x)j:

Remarque 1.1.2 Nous remarquons que L1 (K) contient C(K) lorsque K est compact,

donc le dual de L1 (K) est un sous-espace du dual de C(K) que nous allons maintenant
décrire. Il est en général "plus grand" que L1 (K) :

Le dual de C(K)

On rappelle que si (X; d) est un espace métrique, sa tribu Borélienne, BX , est par dé�nition
la tribu engendrée par ses ouverts. Une mesure borélienne sur X est une mesure dé�nie sur

la tribu borélienne de X. On dit en outre que � est �nie si �(X) < +1 et que � est �-�nie

s�il existe une suite croissante de Boréliens Bn telle que X = [nBn et � (Bn) < +1 pour

tout n. Les mesures boréliennes régulières sont dé�nies comme suit :

Dé�nition 1.1.1 Soit (X; d) un espace métrique et � une mesure borélienne sur X alors �

est dite régulière si pour tout A 2 BX on a

�(A) = inff�(O) : O ouvert; A � Og et �(A) = supf�(K) : K compact, K � Ag:

Si (K; d) est compact et � est une mesure borélienne �nie alors la forme linéaire `� dé�nie

par

`�(f) :=

Z
K

fd�; 8f 2 C(K):

est continue (j`�(f)j � kfk� (K)) et positive au sens où `�(f) � 0 pour tout f � 0.

Comme on a `�(1) = �(K) donc:

k`�kC(K)� = �(K):

Le théorème de représentation de Riesz énonce que réciproquement toute forme linéaire

continue et positive sur C(K) se représente par une mesure borélienne �nie.

5



1.2. Compléments sur les espaces de Banach

Théorème 1.1.2 (Théorème de représentation de Riesz) Soit (K; d) un espace métrique

compact et ` une forme linéaire continue et positive sur C(K). Il existe une unique mesure
borélienne �nie et régulière � sur K telle que ` = `�:

Dé�nition 1.1.2 Soit (K; d) un espace métrique compact, on appelle mesure de Radon sur

K toute forme linéaire continue sur C(K). On noteM(K) := C(K)� l�espace des mesures
de Radon sur K , et pour tout ` 2M(K):

k`kM(K) = k`kC(K)� = sup
kfkC(K)�1

j< `; f >j :

Evidemment pour une mesure de Radon positive ` = `� on a

k`kM(K) = `(1) = �(K):

1.2 Compléments sur les espaces de Banach

1.2.1 La distance de Banach-Masur

Dé�nition 1.2.1 On appelle la distance de Banach-Mazur de deux espaces de Banach

X et Y en posant:

d (X;Y ) = inf
�
kTk



T�1

 ;T : X ! Y isomorphisme
	
:

avec la convection d (X; Y ) =1 si X et Y ne sont pas isomorphes.

Remarque 1.2.1 Il est clair que si X est isomorphe à un espace de Hilbert H (c�est-à-dire

d (X;H) < +1), alors, pour tout autre espace de Hilbert H 0 auquel X est isomorphe, on a,

d (X;H) = d (X;H 0) ; on note cette valeur commune dX :

1.2.2 Principe de ré�exivité locale

Dé�nition 1.2.2 Un espace de Banach Y est �niment représentable dans un espace de

Banach X si pour tout � > 0, et pour tout sous-espace E de Y de dimension �nie, il existe

une application linéaire T : E ! X, avec

kxk � kT (x)k � (1 + �) kxk ; x 2 E:

6



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

De façon équivalente, Y est �niment représentable dans un espace de Banach X si

pour tout � > 0, et pour tout sous-espace E de Y de dimension �nie, on puisse trouver un

sous espace F de X de dimension �nie tel que d (E;F ) � (1 + �) :

Dé�nition 1.2.3 On dit que Y est isomorphiquement �niment représentable dans

X s�il existe une constante C � 1 telle que, pour tout sous-espace E de Y de dimension

�nie, et pour tout � > 0; on puisse trouver un sous espace F de X de dimension �nie tel

que d (E;F ) � C (1 + �) : Pour C = 1; on dit simplement �niment représentable.

Exemple 1.2.1 � Tout sous-espace de E est �niment représentable dans E.

� Pour 1 � p < +1, Lp([0; 1]) est �niment représentable dans lp.

� L�espace de fonctions C([0; 1]) est �niment représentable dans l�espace c0.

Théorème 1.2.1 (Principe de ré�exivité locale) [LQ04] Soit X un espace de Banach.

Pour tout sous-espace E de X�� de dimension �nie, tout sous-espace F de X� de dimension

�nie, et tous � > 0, il existe un isomorphisme T de E sur un sous-espace T (E) de X tel

que:

1. kTk kT�1k � 1 + �;

2. T=E\X = Id=E\X ;

3. < '; T	 >=< 	; ' > pour tout 	 2 E et tout ' 2 F:

En particulier, le bidual X�� est �niment représentable dans X:

1.3 Notion fondamentales de Probabilités

On appelle espace de probabilité un triplet (
;A; P ) où (
;A) est un espace mesurable et
P :A ! [0; 1] une probabilité sur A; de masse totale 1:

 représente l�ensemble de toutes les éventualités possibles.

A est l�ensemble des événements, qui sont les parties de 
, donc il faut voir un événement

A 2 A comme un sous-ensemble de 
 contenant toutes les éventualités ! pour lesquelles

une certaine propriété est véri�ée.

7



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

Rappelons qu�un sous-ensemble B de 
 est dite négligeable si B � A 2 A tel que P (A) = 0:
On supposera toujours A complète pour P , c�est-à-dire si B est négligeable, alors B 2 A:

Dé�nition 1.3.1 Soit E un espace de Banach, et B sa tribu borélienne, une variable aléa-
toire à valeurs dans E est une application X : 
! E véri�ant les deux propriétés suivantes:

1. X est (A-B)-mesurable, c�est-à-dire que X�1 (B) 2 A:

2. Il existe un sous-espace de Banach séparable E0 de E tel que P (X 2 E0) = 1:

Dé�nition 1.3.2 (loi de probabilité) la loi de la variable aléatoire X à valeurs dans E;

noté PX , dé�nie par:

PX (B) = P
�
X�1 (B)

�
, 8B 2 B:

En pratique on écrit plutôt:

PX (B) = P (X 2 B) (= P (f! 2 
 : X (!) 2 Bg)):

Par exemple: E = Rd; PX (x) = P (X = x) = P (X1 = x1; :::; Xd = xd), avec x = (x1; :::; xd)

et X = (X1; :::; Xd) :

Dé�nition 1.3.3 Soit X une v.a.r, si X est intégrable; son intégrale est appelée l�espérance

de X, est notée E (X) :

E (X) =
Z



X (!) dP (!) =

Z
R
xdPX (x) :

On étend cette dé�nition au cas ou X = (X1; :::; Xd) est une variable aléatoire à valeurs

dans Rd en prenant alors

E (X) = (E (X1) ; :::;E (Xd));

Pour vu bien sûr que chacune des espérances E (Xi) soit bien dé�nie.

Par exemple, Si X = 1B ; E (X) = P (B)

Proposition 1.3.1 Soit X une variable aléatoire à valeurs dans (E;B), pour toute fonction
mesurable g : E ! [0;1]; on a

E (g (x)) =
Z
E

g (x) dPX (x) :

Si g est de signe quelconque, la formule de la proposition reste vraie à condition que les

intégrales soient bien dé�nies, ce qui revient à E (jg (x)j) <1:

8



1.3. Notion fondamentales de Probabilités

Cas particuliers:

� Variable aléatoire discrètes: C�est le cas où E est dénombrable, alors:

1. La loi de la variable aléatoire est donnée par: PX =
X
x2E

P (X = x) �x où �x désigne la

mesure de Dirac en x. En e¤et,

PX (B) = P
�
X�1 (B)

�
= P

�
[
x2B

(X = x)

�
=
X
x2B

P (X = x) =
X
x2E

P (X = x) �x:

2. Si E = Rd; E (X) =
X

x2X(
)

xP (X = x) avec x = (x1; :::; xd) ; X = (X1; :::; Xd) et si

g : Rd ! R une application mesurable intégrable on a

E (g (x)) =
X

x2X(
)

g (x)P (X = x) :

� Variable aléatoire continue: Nous disons que la variable aléatoire X à valeur dans

Rd est continue s�il existe une fonction f :Rd ! R+ telle que PX (B) =
R
B
f (x) dx:

On a en particulier
R
Rd f (x) dx = P

�
X 2 Rd

�
= 1; la fonction f est appelées la densité

de (la loi de)X:

Si d = 1; pour tous � � �, P (� � X � �) =
R �
�
f (x) dx et E (X) =

R +1
�1 xf (x) dx:

Remarque 1.3.1 Soit X1; :::; Xn; n variables aléatoires dé�nies sur un même espace prob-

abilité (
;A; P ) à valeurs respectivement dans (E1;B1),...,(En;Bn). Dire que ces variables
sont indépendantes revient à dire que :

8B1 2 B1; :::;8Bn 2 Bn; P ((X1 2 B1) \ ::: \ (Xn 2 Bn)) = P (X1 2 B1)�:::�P (Xn 2 Bn) :

De plus, on a alors

E
�

nQ
i=1

fi (xi)

�
=

nQ
i=1

E (fi (xi)) :

dés que fi est une fonction mesurable positive sur (Ei;Bi), pour tout i 2 f1; :::; ng.
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1.3. Notion fondamentales de Probabilités

1.3.1 Espaces Lp (
;A; P ;E)

On note L0 (
;A; P ;E) l�espace vectoriel des classes d�équivalence presque sûre des vari-
ables aléatoires à valeurs dans E; (X = Y presque sûre, P (fX 6= Y g) = 0) ; et on note
simplement

L0 (E) = L0 (
;A; P ;E) ; L0 (R) = L0:

Soit p 2 ]0;+1] ; on note Lp (
;A; P ;E) ; l�ensemble des X 2 L0 (E) telles que
kX (:)k 2 Lp (
;A; P ), on note simplement

Lp (E) = Lp (
;A; P ;E) ; Lp (R) = Lp:

Pour 1 � p � 1; l�espace Lp (E) est un espace de Banach pour la norme

kXkp = (E (kXkp))
1
p ; si 1 � p <1;

kXk1 = sup ess
!

kX (!)k ; si p =1:

Et les Lp (E) vont en décroissant: Lq (E) � Lp (E) si q � p: Pour X 2 Lp (E) ; p � 1:
On peut généraliser cette dé�nition aux à mesure �-�nie comme suit:

Soit (T; T ; �) un espace mesuré, et � une mesure �-�nie, E un espace de Banach, et B
sa tribu Borélienne, on dé�nit l�espace Lp (�;E) de Bochner-Lebesgue comme espace

vectoriel des classes d�équivalence presque partout des fonctions (T -B)-mesurables:

f : T ! E:

telle que kf (:)k 2 Lp (�) ; cet espace est un espace de Banach pour la norme

kfkLp(�;E) =
�Z

T

kf (t)kp d� (t)
� 1

p

; si 1 � p <1

kfkL1(�;E) = sup ess kf (t)k ; si p =1

1.3.2 La suite de Rademacher (Bernoulli)

Dé�nition 1.3.4 Pour i 2 N; on dé�nie ri : [0; 1]! R; telle que

ri (t) = sgn
�
sin
�
2i�t

��
=

8>>><>>>:
1; pour sin (2i�t) > 0;

0; pour sin (2i�t) = 0;

�1; pour sin (2i�t) < 0:
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1.3. Notion fondamentales de Probabilités

La suite (ri)i2N est dite la suite des fonctions de Rademacher.

Les fonctions ri (t) ; i 2 N peut être décrit comme:

r1 (t) =

8<: 1 si t 2
�
0; 1

2

�
�1 si t 2

�
1
2
; 1
�
:

r2 (t) =

8<: 1 si t 2
�
0; 1

4

�
[
�
1
2
; 3
4

�
�1 si t 2

�
1
4
; 1
2

�
[
�
3
4
; 1
�
:

:

ri+1 (t) =

8<: 1 si t 2 [2is=1
�
2s�2
2i+1

; 2s�1
2i+1

�
�1 si t 2 [2is=1

�
2s�1
2i+1

; 2s
2i+1

�
Les fonctions de Rademacher ont été introduites par Rademacher en 1922, voir [RA22].

Remarque 1.3.2 1) ri (t) = �1: 8i 2 N:

2) On a (ri)i�1 forme un système orthonormé dans L
2[0; 1]; i.e.;

R 1
0
ri (t) rj (t) dt = �ij, où

�ij =

8<: 1; i = j;

0; i 6= j:

Par exemple
R 1
0
r1 (t) r2 (t) dt = 0; car:R 1

0
r1 (t) r2 (t) dt;

=
R 1

4

0
r1 (t) r2 (t) dt+

R 1
2
1
4

r1 (t) r2 (t) dt+
R 3

4
1
2

r1 (t) r2 (t) dt+
R 1
3
4
r1 (t) r2 (t) dt;

=
R 1

4

0
1� 1dt+

R 1
2
1
4

1��1dt+
R 3

4
1
2

�1� 1dt+
R 1
3
4
�1��1dt;

= 1
4
� 1

2
+ 1

4
� 3

4
+ 1

2
+ 1� 3

4
;

= 0:

3) Pour une suite de scalaire (�i)1�i�n 2 l2; on aZ 1

0

�����
nX
i=1

�iri (t)

�����
2

dt =

Z 1

0

<
X
i

�iri (t) ;
X
i

�iri (t) > dt;

=

nX
j=1

nX
i=1

< �j; �i >

Z 1

0

rj (t) ri (t) dt;

=

nX
i=1

< �i; �i >;

=

nX
i=1

j�ij2 ; pour (�i)1�i�n 2 l2:
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1.3. Notion fondamentales de Probabilités

Donc 





nX
i=1

�iri







L2[0;1]

=

 
nX
i=1

j�ij2
! 1

2

:

Pour nos besoins, Nous pouvons remplacent les fonctions de Rademacher par un modèle

abstrait, cette �n, nous allons utiliser le langage de probabilité.

Dé�nition 1.3.5 [FAN06, p.133] La suite de Rademacher (Bernoulli) ("i)i�1 est une suite

de variable aléatoire dé�nies sur 
 à valeur dans f�1; 1g indépendantes, symétriques, c�est-
à-dire :

P ("i = 1) = P ("i = �1) = 1
2
;

P ("1 = �1; :::; "n = �1) = P ("1 = �1)� :::� P ("n = �1) :

La terminologie est justi�ée par le fait que les fonctions de Rademacher sont des variables

de Rademacher sur [0; 1]. Ainsi,Z 1

0







nX
i=1

ri (t)xi






 dt = E







nX
i=1

"ixi






 =
Z









nX
i=1

"i (!)xi






 dP (!) :
Remarque 1.3.3

1. On note que pour tout i � 1; "i est centré. En e¤et,

E ("i) =
X
"i=�1

"iPX ("i = �1) = 1� P ("i = 1)� 1� P ("i = �1) =
1

2
� 1
2
= 0:

De plus, E ("i"j) = �ij, i.e:

� i = j ) E ("2i ) = 12 � P ("i = 1) + (�1)2 � P ("i = �1) = 1;

� i 6= j ) E ("i"j) = E ("i)E ("j) = 0:

Donc ("i)i�1forme un système orthonormé dans L
2:

2. Pour une suite de scalaire (�i)1�i�n 2 l2; on a





nX
i=1

"i�i







L2

=

0@Z



�����
nX
i=1

"i (!)�i

�����
2

dP (!)

1A 1
2

;

=

 
nX
i=1

j�ij2
! 1

2

:
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1.3. Notion fondamentales de Probabilités

1.3.3 Variables gaussiennes

Soit (
0;A; P ) un espace de probabilité .

Dé�nition 1.3.6 [SM87]Une variable aléatoire gaussienne réelle est une variable aléatoire

g : 
0 ! R de densité :
1

�
p
2�
exp

 
�(x�m)2

2�2

!
:

où m 2 R; et � > 0:

On écrit: g s N (m;�2) ; et lorsque m = 0 et � = 1; on dit que g est centrée réduite, ou

encore que g est une gaussienne standard.

Il est commun savoir que p-ièmes moments:

�Z

0
jg (!0)jp dP (!0)

� 1
p

=

 
1

�
p
2�

Z +1

�1
jtjp exp

 
�(t�m)2

2�2

!
dt

! 1
p

:

d�une variable gaussienne g existe pour tout 0 < p <1:

Remarque 1.3.4 [DJT95]Il est possible de calculer ces moments exactement. En fait, le

p-ième moments d�une variable gaussienne standard est

kgkpLp =
2
p
2

p
�
�

�
p+ 1

2

�
:

avec � (t) =
R +1
0

e�yyt�1dy; et � (1) = � (2) = 1, � (p+ 1) = p� (p) et � (n+ 1) = n!:

Et on donne par exemple les cas spécial:

�
�
1
2

�
=
p
�;

�
�
n+ 1

2

�
= 1:3:5:::(2n�1)

2n

p
�;

�
�
n+ 1

3

�
= 1:4:7:::(3n�2)

2n
�
�
1
3

�
;

�
�
n+ 1

4

�
= 1:5:9:::(4n�3)

2n
�
�
1
4

�
:

Exemple 1.3.1
kgkL1 =

q
2
�
� (1) =

q
2
�
;

kgkL2 =
�

2p
�
�
�
3
2

�� 1
2
=
�

2p
�

p
�
2

� 1
2
= 1:
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1.3. Notion fondamentales de Probabilités

Lemme 1.3.1 Soit A = (a)i:j�n 2 O (n) (matrice orthogonale); et 
j =
Xn

i=1
ai:jgi; le

vecteur aléatoire (
1; :::; 
n) à la même loi que (g1; :::; gn) ; en particulier





nX
j=1


jxj







L2(X)

=







nX
j=1

gjxj







L2(X)

:

1.3.4 Inégalités de Khintchine et Kahane

Théorème 1.3.1 (Inégalité de Khintchine 1923) [FAN06] [KH23] Pour 1 � p < 1,
il existe deux constantes ap; bp > 0; telles que pour une suite de scalaire (�i)1�i�n ; on a:

ap

 
nX
i=1

j�ij2
! 1

2

�







nX
i=1

"i�i







Lp

�
 

nX
i=1

j�ij2
! 1

2

si 1 � p � 2:

 
nX
i=1

j�ij2
! 1

2

�







nX
i=1

"i�i







Lp

� bp

 
nX
i=1

j�ij2
! 1

2

si p � 2:

Théorème 1.3.2 Pour toutes ensembles �nie des fonctions ffigni=1 de Lp(�) avec (1 � p <1) ;

ap








 

nX
i=1

jfij2
! 1

2








Lp(�)

�

0@E





nX
i=1

"ifi







p

Lp(�)

1A 1
p

� bp








 

nX
i=1

jfij2
! 1

2








Lp(�)

:

où ap; bp deux constants d�inégalité de Khintchine (en particulier ap = 1 pour 2 � p <1 et

bp = 1 pour 1 � p � 2).
Preuve. Pour t 2 T ; par l�inégalité de Khintchine :

ap

 
nX
i=1

jfi (t)j2
! 1

2

�
 
E

�����
nX
i=1

"ifi (t)

�����
p! 1

p

; pour 1 � p � 2

Donc:

app

 
nX
i=1

jfi (t)j2
! p

2

� E
�����
nX
i=1

"ifi (t)

�����
p

;

Et

app

Z
T

 
nX
i=1

jfi (t)j2
! p

2

d� (t) �
Z
T

E

�����
nX
i=1

"ifi (t)

�����
p

d� (t) ;
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1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

Et d�après le théorème de Fubini

app








 

nX
i=1

jfij2
! 1

2








p

Lp(�)

� E
Z
T

�����
nX
i=1

"ifi (t)

�����
p

d� (t) ;

= E







nX
i=1

"ifi







p

Lp(�)

;

Donc

ap








 

nX
i=1

jfij2
! 1

2








Lp(�)

�

0@E





nX
i=1

"ifi







p

Lp(�)

1A 1
p

:

La même chose pour l�inverse.

La généralisation suivante a été obtenue par Kahane en 1964. Voir [KA64].

Théorème 1.3.3 (Inégalité de Kahane) [DJT95][KA64]Pour 0 < p; q <1, il existe un
constante Kp;q > 0 tells que pour tout x1; :::; xn 2 X on a: 

E







nX
i=1

"ixi







q! 1

q

� Kp;q

 
E







nX
i=1

"ixi







p! 1

p

:

1.4 Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

1.4.1 Espaces des suites p-sommables

On désignera par X et Y deux espaces de Banach, et X�; Y � sont leurs espaces duaux, et

rappelons que le bidual de X noté X�� est le dual de X� et qu�on peut le munir de la norme

8 � 2 X��; k�kX�� = sup
f2X�

kfkX��1

j< �; f >j :

On note par L(X;Y ) l�espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y . La boule unité

fermée de X sera désignée par BX .

Dé�nition 1.4.1 On note par lp(X) ( resp. lnp (X)) l�espace des suites (xi) ( resp. (xi)1�i�n

) dans X absolument p-sommables, muni de la norme:
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1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

k(xi)klp(X) =

8>>><>>>:
 1X

i=1

kxikp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
i
kxik ; p =1:

(resp.


(xi)1�i�n

lnp (X) =

8>>><>>>:
 

nX
i=1

kxikp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
1�i�n

kxik ; p =1:)

D�une façon analogue, on désigne par lp l�espace des suites scalaires (�i) telles que

1X
i=1

j�ijp <1;

C�est un espace de Banach pour la norme

k(�i)klp = k(�i)kp =

8>>><>>>:
 1X

i=1

j�ijp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
i
j�ij ; p =1:

L�espace c0 est l�espace des suites scalaires (�i) telle que lim
i!1

�i = 0. C�est un sous espace

fermé de l1, donc un espace de Banach pour la norme:

k(�i)k1 = sup
i
j�ij :

Dé�nition 1.4.2 On note par l!p (X) ( resp. ln !p (X)) l�espace des suites (xi) ( resp.

(xi)1�i�n ) dans X faiblement p-sommables, muni de la norme:

k(xi)kl!p (X) =

8>>>><>>>>:
sup

k�kX��1

 1X
i=1

j< xi; � >jp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
i

(
sup

k�kX��1
j< xi; � >j

)
; p =1:

(resp.


(xi)1�i�n

ln !

p (X)
=

8>>>><>>>>:
sup

k�kX��1

 
nX
i=1

j< xi; � >jp
! 1

p

; 1 � p <1

sup
k�kX��1
1�i�n

j< xi; � >j ; p =1:)
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1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

Remarque 1.4.1 1. Pour 1 � p � 1, on a lp (X) � lwp (X), de plus

k(xi)kl!p (X) � k(xi)klp(X) :

2. Si p =1; on a l1 (X) = l!1 (X) et k(xi)kl1(X) = k(xi)kl!1(X) :
3. lp(X) = lwp (X) pour tout 1 � p <1 si et seulement si dim(X) est �nie.

Le lemme classique suivant, qui exprime que le dual de lnp (X) s�identi�e isométriquement à

lnp� (X
�) :

Lemme 1.4.1 Pour 1 < p <1; et pour '1; :::; 'n 2 X�; on a : 
nX
i=1

k'ik
p�

! 1
p�

= sup

(�����
nX
i=1

'i (xi)

����� ;
nX
i=1

kxikp � 1
)
:

Preuve. Si
1X
i=1

kxikp � 1; on a:�����
nX
i=1

'i (xi)

����� �
nX
i=1

k'ik kxik �
 

nX
i=1

k'ik
p�

! 1
p�
 

nX
i=1

kxikp
! 1

p

�
 

nX
i=1

k'ik
p�

! 1
p�

:

Fixons d�autre part �1; :::; �n � 0, avec
nX
i=1

�pi = 1 et

 
nX
i=1

k'ik
p�

! 1
p�

=
nX
i=1

�i k'ik : Étant

donné " > 0; soit u1; :::un 2 X; de norme 1; tels que 'i (ui) � 0; et
k'ik � 'i (ui) + ": Posons vi = �iui: Nous voyons que: 

nX
i=1

k'ik
p�

! 1
p�

=
nX
i=1

�i k'ik ;

�
nX
i=1

�i'i (ui) + "
nX
i=1

�i;

=
nX
i=1

'i (vi) + "
nX
i=1

�i;

� sup
(�����

nX
i=1

'i (xi)

����� ;
nX
i=1

kxikp � 1
)
+ "

nX
i=1

�i:

D�où le résultat, en faisant tendre " vers 0:

Lemme 1.4.2 Soit 1 � p; p� < +1 tel que
1

p
+
1

p�
= 1. Pour tout � = (�i)1�i�n 2 lnp et

� = (�i)1�i�n 2 lnp on a

k�kp = sup
k�kp��1

(�����
nX
i=1

�i�i

�����
)
:
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1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

Lemme 1.4.3 Soit 1 � p; p� < +1 tel que
1

p
+
1

p�
= 1. Pour tout x1; :::; xn 2 X et

� = (�1; :::; �n) 2 Rn on a



(xi)1�i�n

ln !
p (X)

= sup
k�kp��1







nX
i=1

�ixi






 :
Preuve. On a



(xi)1�i�n

ln !
p (X)

= sup
k�k�1

 
nX
i=1

j� (xi)jp
! 1

p

;

lem 1.4.2
= sup

k�k�1
sup

k�kp��1

�����
nX
i=1

�i� (xi)

����� ;
= sup

k�kp��1

 
sup
k�k�1

������
 

nX
i=1

�ixi

!�����
!
;

= sup
k�kp��1







nX
i=1

�ixi






 :

1.4.2 Opérateurs (p; q)-sommants

Soient X;Y deux espaces de Banach et u 2 L(X;Y ). On dira que u est (p; q)-sommant
pour (1 < p; q <1); s�il existe une constante C > 0; telle que pour tout x1; :::; xn 2 X 

nX
i=1

ku (xi)kp
! 1

p

� C sup
k�kX��1

 
nX
i=1

j< xi; � >jq
! 1

q

: (1.4.1)

On note �p;q(X; Y ) l�espace de Banach des opérateurs linéaires (p; q)-sommants de X dans

Y muni de la norme

�p;q (u) = inf fC véri�ant 1.4.1g :

Pour p = q on obtient les opérateurs p-sommants.

On note �p (X; Y ) l�espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y

muni de la norme

�p (u) = inf fC véri�ant 1.4.1g :

Remarque 1.4.2 si p =1; c�est simplement la continuité.
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1.4. Espaces des suites p-sommables et leurs opérateurs

Exemple 1.4.1 Soit K un espace compact, soit � une mesure de probabilité régulière sur

K et soit 1 < p <1, alors L�opérateur de multiplication est dé�ni par:

u' : C (K) ! Lp (�)

f 7�! f:';

avec ' 2 Lp (�) ; est p-sommant et �p (u) = k'kp :

Théorème 1.4.1 (Théorème de domination de Pietsch) Si T : X ! Y est un opéra-

teur linéaire p-sommant (1 � p <1), il existe une probabilité de Radon � sur (BX� ;�(X�; X)),

telle que

8x 2 X; ku (x)k � �p (u)

�Z
BX�

j< x; � >jp d� (�)
� 1

p

:

Inversement, s�il existe une probabilité de radon sur (BX� ;�(X�; X)) et C > 0 telle que

cette formule est véri�ée, alors u est p-sommant et �p (u) � C:

Théorème 1.4.2 (Théorème d�inclusion) Soit p � r; supposons que 1
p
+ 1

s
= 1

q
+ 1

r
;

alors: �p;q(X; Y ) � �r;s(X; Y ):

Théorème 1.4.3 [DJT95]Soit 1 � q < p <1; soit K un espace compact, et Y un espace

de Banach, pour u : C (K)! Y; on a

u est (p; 1) -sommants, (p; q) -sommants.

Lemme 1.4.4 [DJT95]Soit K un espace compact, et Y un espace de Banach, pour 1 � p <

1; soit u : C (K)! Y est un opérateur p-sommants. si p < q <1; on a:

�q (u) � kuk1�
p
q �p (u)

p
q :

Théorème 1.4.4 (Multiplication de Pietsch) Pour 1 � p; q; r <1 telle que 1
r
= 1

p
+ 1

q
:

Si T 2 �p(X;Y ); S 2 �q(X;Y ); donc: ST 2 �r(X;Y ) et �r (ST ) � �p (T ) :�q (S) :

Lemme 1.4.5 Pour x1; :::; xn 2 X; et v : ln1 ! X; tel que v (ei) = xi; 1 � i � n, on a

l�opérateur v est 2-sommants et �2 (v) � C kvk :

Théorème 1.4.5 (Le théorème de Grothendieck) [DJT95]Tout opérateur borné de L1(�)

dans L2(�) est 1-sommant. i.e.,

L(L1(�);L2(�)) = �1(L1(�);L2(�));

Avec �1 (u) � kG kuk; kG est la constante universelle de Grothendieck.
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Chapitre 2

Type et cotype des espaces de Banach

2.1 Introduction

La structure d�espace de Banach, pour utile qu�elle soit en Analyse, avec les con-

séquences automatiques de la complétude et du Théorème de Baire, est assez pauvre ;

quand on ajoute un grand nombre de vecteurs x1; :::; xn; l�inégalité triangulaire





nX
i=1

xi






 �
nX
i=1

kxik :

devient vite imprécise.

À l�inverse, les espaces de Hilbert ont une structure très riche, et, si les xi sont orthogo-

naux, on a exactement 





nX
i=1

xi






 =
 

nX
i=1

kxik2
!1=2

:

Plus généralement, le résultat suivant:

Proposition 2.1.1 (identité du parallélogramme généralisée.) Soit X un espace de

Banach; on a :

1. X est isométrique à un espace de Hilbert si et seulement si, pour tous x; y 2 X :

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2
�
kxk2 + kyk2

�
:
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2.1. Introduction

2. Dans tout espace de Hilbert H; on a, pour tous x1; :::; xn 2 H :

1

2n

X
�i=�1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 =
nX
i=1

kxik2 :

3. Si X est isomorphe à un espace de Hilbert H; et si la distance de Banach-Mazur

d (X;H) � C; alors:

1

C2

nX
i=1

kxik2 �
1

2n

X
�i=�1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 � C2
nX
i=1

kxik2 :

4. Dans tout espace de Hilbert H; on a, pour tous variables de Bernoulli indépendantes

"1; :::; "n (ou des fonctions de Rademacher r1; :::; rn ), et pour tous x1; :::; xn 2 H :

E







nX
i=1

"ixi







2

=

nX
i=1

kxik2 :

Preuve. 2. On procède par récurrence sur n :

Pour n = 1 :
1

2

X
�=�1

k�xk2 = 1

2
(kxk2 + k�xk2) = kxk2 :

Pour n+ 1 :

1

2n+1

X
�1;::;�n+1=�1

k�1x1 + :::+ �n+1xn+1k2

=
1

2n

X
�1;::;�n=�1

1

2
(k�1x1 + :::+ �nxn + xn+1k2 + k�1x1 + :::+ �nxn � xn+1k2);

=
1

2n

X
�1;::;�n=�1

(k�1x1 + :::+ �nxnk2 + kxn+1k2);

=
1

2n

X
�1;::;�n=�1

k�1x1 + :::+ �nxnk2 +
1

2n

X
�1;::;�n=�1

kxn+1k2 ;

= kx1k2 + :::+ kxnk2 + kxn+1k2
1

2n

X
�1;::;�n=�1

1;

= kx1k2 + :::+ kxnk2 + kxn+1k2
1

2n
2n:

Donc:

1

2n+1

X
�1;::;�n+1=�1

k�1x1 + :::+ �n+1xn+1k2 = kx1k2 + :::+ kxnk2 + kxn+1k2 :
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2.1. Introduction

3. Se véri�e immédiatement à partir de 2.

4. Par l�orthogonalité des variables de Bernoulli, indépendantes, on a :

E







nX
i=1

"ixi







2

= E <
nX
i=1

"ixi;

nX
i=1

"ixi >;

=

nX
i=1

nX
j=1

< xi; xj > E("i"j);

=
nX
i=1

kxik2 :

Remarque 2.1.1 Soit X un espace de Banach, pour tous variables de Bernoulli indépen-

dantes "1; :::; "n, et pour tous x1; :::; xn 2 X on a

1

2n

X
�i=�1

k�1x1 + :::+ �nxnk2

=
X
�1=�1

X
�2=�1

:::
X
�n=�1







nX
i=1

�ixi







2�
1

2

�n
;

=
X
"1=�1

X
"2=�1

:::
X
"n=�1







nX
i=1

"ixi







2

P ("1 = �1)� :::� P ("n = �1) ;

=
X
"1=�1

X
"2=�1

:::
X
"n=�1







nX
i=1

"ixi







2

P ("1 = �1; :::; "n = �1) ;

= E







nX
i=1

"ixi







2

;

=

Z









nX
i=1

"i (!)xi







2

dP (!) :
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2.1. Introduction

Comme X est isomorphe à un espace de Hilbert H, L�inégalité du 3: se réécrit donc:

1

C

 
nX
i=1

kxik2
!1=2

�







nX
i=1

"ixi







L2(X)

� C

 
nX
i=1

kxik2
!1=2

:

Deux questions naturelles, au vu de ces inégalités, sont les suivant:

a. Que se passe-t-il si l�on ne retient qu�une seule de ces inégalités, avec les xi dans un

espace de Banach X ?

b. Que se passe-t-il si l�on change l�exposant 2?

On est ainsi conduit aux inégalités:





nX
i=1

"ixi







Lr(X)

� C

 
nX
i=1

kxikp
!1=p

; (2.1.1)







nX
i=1

"ixi







Lr(X)

� 1

C

 
nX
i=1

kxikq
!1=q

: (2.1.2)

Remarque 2.1.2 1. Il est important de noter que l�exposant intervenant du coté où est

situé l�espérance, joue un rôle inerte grâce aux inégalités de Kahane. Il peut donc être

choisi arbitrairement. En le prendra en général 1; 2 ou p� (resp q�) ; où p�et q� sont les

exposant conjugués de p et q, respectivement.

2. On remarque que nécessairement, p � 2 et q � 2 dans (2.1.1) et (2.1.2); en e¤et:

On prend r = 2; X = l2; et les vecteurs xi tous égaux à un vecteur x de norme kxk = 1: On
obtient grâce aux Remarque (1.3.3 (2)), on a






nX
i=1

"ixi







2

L2(l2)

=

Z









nX
i=1

"i (!)xi







2

l2

dP (!) ;

=

Z



nX
j=1

�����
nX
i=1

"i (!)x
j
i

�����
2

dP (!) ;

=
nX
j=1







nX
i=1

"ix
j
i







2

L2

;

=
nX
j=1

nX
i=1

��xji ��2 ;
=

nX
i=1

kxik2l2 =
nX
i=1

1:
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

Donc 





nX
i=1

"ixi







L2(l2)

=
p
n; et

 
nX
i=1

kxikpl2

! 1
p

= n
1
p :

Il vient, dans (2.1.1) :
p
n � Cn

1
p ; pour tout n � 1; ce qui n�est possible que si p � 2;

de même, (2.1.2) exige q � 2: Cette restriction faite, les exposants p et q joueront un rôle
essentiel.

Ensuite, nous allons étudier comment la moyennes sont situés par rapport aux à l�aide des

concepts de type et de cotype d�un espace de Banach.

2.2 Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et pre-

mières propriétés)

Introduisons maintenant les notions de type et de cotype, appelées aussi type ou co-

type de Rademacher, ceux-ci ont été introduits dans la théorie des espaces de Banach par

Ho¤mann-JØrgensen [HJ74]. Elles sont basées sur des relaxations de l�identité du parallélo-

gramme généralisée. Elle ont été présentée sous sa forme la plus fructueuse par Maurey

et Pisier en 1974 [MA74]. Voir [MA03] pour les commentaires historiques.

Dé�nition 2.2.1 Soit X un espace de Banach, pour tous x1; :::; xn 2 X: ("n)n�1 étant une
suite de Bernoulli. On dit que X est de:

1. Type p (ou Type de Rademacher p) (1 � p � 2) ; s�il existe une constante C � 1 telle

que: 





nX
i=1

"ixi







L2(X)

� C

 
nX
i=1

kxikp
!1=p

: (2.2.1)

2. Cotype q (ou Cotype de Rademacher q) (2 � q � +1) ; s�il existe une constante C � 1
telle que: 






nX
i=1

"ixi







L2(X)

� 1

C

 
nX
i=1

kxikq
!1=q

: (2.2.2)

avec max
1�i�n

kxik qui remplace
 

nX
i=1

kxikq
!1=q

lorsque q =1:
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

On note par:

Tp (X) = inf fC : C qui véri�e l�inégalité (2.2.1) g ; et Tp (X) s�appelle la constante de
type p de X:

Cq (X) = inf fC : C qui véri�e l�inégalité (2.2.2) g ; et Cq (X) s�appelle la constante de
cotype q de X:

Remarque 2.2.1 La dé�nition des notions de type et de cotype ne faisant intervenir qu�un

nombre �ni, ces notions ne dépendent que des sous-espaces de dimension �ni de X; ce sont

donc des notions locales. Plus précisément, si X est de type p (resp. de cotype q); et si Y

est isomorphiquement �niment représentable dans X; alors Y est de type p (resp. de cotype

q):

Exemple 2.2.1

1. L�identité du parallélogramme généralisée de la proposition (2.1.1 -4) montre que l�espace

de Hilbert est un à la fois de type 2 et de cotype 2; avec Tp (X) = Cq (X) = 1:

Et on a d�après la proposition (2.1.1-3) si X est isomorphe à un espace de Hilbert donc X

est un à la fois de type 2 et de cotype 2 (mais c�est le seul cas, comme l�assure le Théorème

de Kwapień).

2. L�espace de Banach est trivialement de type 1: En e¤et, d�après l�inégalité triangulaire

on a : Z









nX
i=1

"i (!)xi







2

dP (!) �
Z



 
nX
i=1

k"i (!)xik
!2

dP (!) ;

�
Z



 
nX
i=1

j"i (!)j kxik
!2

dP (!) ;

=

Z



 
nX
i=1

kxik
!2

dP (!) ;

=

 
nX
i=1

kxik
!2 Z




dP (!) ;

=

 
nX
i=1

kxik
!2

:

Donc 





nX
i=1

"ixi







L2(X)

�
nX
i=1

kxik :
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

Et l�espace de Banach est de type 1:

3. L�espace de Banach est trivialement de cotype +1: Pour la preuve on utilise le lemme

suivant:

Lemme 2.2.1 Soit (X; k:k) un espace normé et x0 2 X�f0g ; alors il existe x� 2 X�; telle

que : x� (x0) = kx0k et kx�k = 1:

Soit x1; :::; xn 2 X; pour 1 � j � n; on choisit ' 2 BX� ; telle que

< '; xj >= max
1�i�n

kxik

Observons d�abord que, par l�orthogonalité des variables de Bernoulli, on a:Z



< '"j (!) ;
nX
i=1

"i (!)xi > dP (!)

=

Z



nX
i=1

"j (!) "i (!) < '; xi > dP (!) ;

=

Z



("j (!) "1 (!) < '; x1 > +:::+ "j (!) "j (!) < '; xj > +:::+ "j (!) "n (!) < '; xn >)dP (!) ;

=< '; xj > :

Donc:

< '; xj > =

Z



< '"j (!) ;
nX
i=1

"i (!)xi > dP (!) ;

�
Z



k'"j (!)k







nX
i=1

"i (!)xi






 dP (!) ;
L.H
�
�Z




k'"j (!)k2 dP (!)
�1=20@Z










nX
i=1

"i (!)xi







2

dP (!)

1A1=2

;

�
�Z




k'k2 j"j (!)j2 dP (!)
�1=20@Z










nX
i=1

"i (!)xi







2

dP (!)

1A1=2

;

=







nX
i=1

"ixi







L2(X)

:

Donc

max
1�i�n

kxik �







nX
i=1

"ixi







L2(X)

:

Et X est de cotype +1:
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

Dé�nition 2.2.2 On dira que X a un type (resp. un cotype) non trivial s�il a un type

p > 1; i.e Tp (X) < +1 (resp. un cotype q < +1; i.e Cq (X) < +1) .

Exemple 2.2.2 1. l1 ne possède aucun type non trivial, car:

Soit (en)n�1 la base canonique de l1; on a:





nX
j=1

"j (!) ej







l1

= k"1 (!) e1 + :::+ "n (!) enkl1 = k("1 (!) ; :::; "n (!))kl1 =
nX
j=1

j"j (!)j = n;







nX
j=1

"jej







L2(l1)

=

0@Z









nX
j=1

"j (!) ej







2

l1

dP (!)

1A1=2

=

�Z



n2dP (!)

�1=2
= n;

Et

 
nX
j=1

kejkpl1

!1=p
=

 
nX
j=1



�0; :::; 1j; :::; 0�

p
l1

!1=p
=

 
nX
j=1

1p

!1=p
= n1=p:

Il n�ya pas aucun p > 1 qui véri�e n � Cn1=p:

2. c0 ne possède aucun cotype non trivial, car:

Soit (en)n�1 la base canonique de c0; on a:





nX
j=1

"j (!) ej







c0

= k"1 (!) e1 + :::+ "n (!) enkc0 = k("1 (!) ; :::; "n (!))kc0 = sup
j
j"j (!)j = 1;







nX
j=1

"jej







L2(c0)

=

0@Z









nX
j=1

"j (!) ej







2

c0

dP (!)

1A1=2

=

�Z



12dP (!)

�1=2
= 1;

Et

 
nX
j=1

kejkqc0

!1=q
=

 
nX
j=1



�0; :::; 1j; :::; 0�

q
c0

!1=q
=

 
nX
j=1

1p

!1=p
= n1=q:

Il n�ya pas aucun q < +1 qui véri�e 1 � 1
C
n1=q: (on peut montrer avec même preuve que

l1 ne possède aucun cotype non trivial).

Remarque 2.2.2 1. Si X est de type p1 > 1; donc il est aussi de type p2 pour 1 � p2 < p1;

avec Tp2 (X) � Tp1 (X) : Si X est de cotype q1 < +1; donc il est aussi de cotype q2 pour

q1 < q2 � +1; avec Cq2 (X) � Cq1 (X) : En e¤et

Comme X est de type p1 > 1 on a





nX
i=1

"ixi







L2(X)

� Tp1 (X)

 
nX
i=1

kxikp1
!1=p1

:
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

Et comme p2 < p1 ) lp2 (X) � lp1 (X) on trouve 
nX
i=1

kxikp1
!1=p1

�
 

nX
i=1

kxikp2
!1=p2

:

Par conséquent 





nX
i=1

"ixi







L2(X)

� Tp1 (X)

 
nX
i=1

kxikp2
!1=p2

:

Et Tp2 (X) � Tp1 (X) :

On utilise la même méthode pour le cotype.

2. Le type et cotype d�un espace de Banach passent à son bidual. Cela résulte de la ré�exivité

locale. En e¤et, supposons par exemple X de type p, et soit 	1; :::;	n 2 X��; prenons

E = V ect (	1; :::;	n) ; soit T : E ! X l�opérateur donné par la ré�exivité locale:

k	k � kT (	)k � (1 + �) k	k ; pour tout 	 2 E:

Si xi = T (	i), on voit que:





nX
i=1

"i	i







L2(X��)

=

0@Z









nX
i=1

"i (!)	i







2

X��

dP (!)

1A1=2

;

�

0@Z








T
 

nX
i=1

"i (!)	i

!





2

X

dP (!)

1A1=2

;

=

0@Z









nX
i=1

"i (!)T (	i)







2

X

dP (!)

1A1=2

;

=

0@Z









nX
i=1

"i (!)xi







2

X

dP (!)

1A1=2

;

Et comme X est de type p; on a







nX
i=1

"i	i







L2(X��)

� Tp (X)

 
nX
i=1

kxikpX

!1=p
;

= Tp (X)

 
nX
i=1

kT (	i)kpX

!1=p
;

� (1 + �)Tp (X)
 

nX
i=1

k	ikpX��

!1=p
:
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

D�où

Tp (X
��) � (1 + �)Tp (X) :

Comme X � X��, et par la Remarque 2.2.1, on a Tp (X) � Tp (X
��) ; et �nalement Tp (X) =

Tp (X
��) :

De même, pour de cotype:

Supposons X est de cotype q, on a 
nX
i=1

k	ikqX��

!1=q
�
 

nX
i=1

kT (	i)kqX

!1=q
;

=

 
nX
i=1

kxikqX

!1=q
;

� Cq (X)

0@Z









nX
i=1

"i (!)xi







2

X

dP (!)

1A1=2

;

= Cq (X)

0@Z
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i=1

"i (!)T (	i)







2

X

dP (!)

1A1=2

;

= Cq (X)

0@Z








T
 

nX
i=1

"i (!)	i

!





2

X

dP (!)

1A1=2

;

� (1 + �)Cq (X)







nX
i=1

"i	i







L2(X��)

:

D�où

Cq (X
��) � (1 + �)Cq (X) :

Comme X � X �� , et par la Remarque 2.2.1, on a Cq (X) � Cq (X
��) ; et �nalement

Cq (X) = Cq (X
��) :

3. Le type passe aux quotients. En e¤et, si M est un sous-espace fermé de X; et yj =

xj +M 2 X=M; on a, pour tous m1; :::;mn 2M :





nX
j=1

"jyj







L2(X=M)

�







nX
j=1

"j (xj +mj)







L2(X)

� Tp (X)

 
nX
i=1

kxi +mjkp
!1=p

;

D�où, en prenant la borne inférieure sur les mj :





nX
j=1

"jyj







L2(X=M)

� Tp (X)

 
nX
i=1

kyjkp
!1=p

;
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

De sorte que Tp (X=M) � Tp (X) :

Par contre le cotype ne passe pas aux quotients; en e¤et, on verra plus loin que l1 est de

cotype 2; alors que c0 en est un quotient n�a pas de cotype nom trivial.

Théorème 2.2.1 Si X est de type p (1 < p � 2) donc X� est de cotype p�; avec 1
p
+ 1

p� = 1

et : Cp� (X�) � Tp (X) :

La preuve est basée sur le lemme (1.4.1) :

Démonstration du théorème. Soit '1; :::; 'n 2 X�; et soit x1; :::; xn 2 X tels que
nX
i=1

kxikp � 1:

Observons d�abord que, par l�orthogonalité des variables de Bernoulli, indépendantes, on a:

E <
nX
i=1

"i'i;
nX
i=1

"ixi > =
nX
i=1

nX
j=1

< 'i; xj > E("i"j);

=
nX
i=1

< 'i; xi >;

=
nX
i=1

'i(xi):

Donc: �����
nX
i=1

'i(xi)

����� =

�����E <
nX
i=1

"i'i;
nX
i=1

"ixi >

����� ;
� E
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i=1

"i'i
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"ixi






 ,
L.H
�







nX
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"i'i







L2(X�)
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"ixi







L2(X)

;

�







nX
i=1

"i'i







L2(X�)

Tp (X)

 
nX
i=1

kxikp
!1=p

:

Et le lemme (1.4.1) implique alors: 
nX
i=1

k'ik
p�

!1=p�
� Tp (X)







nX
i=1

"i'i







L2(X�)

:

Et Cp� (X�) � Tp (X). Ce qui achève la preuve.
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

Théorème 2.2.2

1. Si 1 � p � 2; alors Lp (�) est de type p et de cotype 2:

2. Si 2 � p <1; alors Lp (�) est de type 2 et de cotype p:

Preuve. 1. Lp (�) est de type p (1 � p � 2) :
D�après l�inégalité du théorème(1.3.2) on a0@E
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"ifi







p
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1A 1
p

�
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Lp(�)

;

=

0@Z
T
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! p

2

d� (t)

1A 1
p

;

d�après le lemme 1.1.1 �
 Z

T

nX
i=1

jfi (t)jp d� (t)
! 1

p

;

=

 
nX
i=1

Z
T

jfi (t)jp d� (t)
! 1

p

;

=

 
nX
i=1

kfikpLp(�)

! 1
p

:

D�après l�inégalité de Kahane on a:0@E





nX
i=1

"ifi







2

Lp(�)

1A 1
2
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0@E
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1A 1
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;

D�où: 0@E
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"ifi







2

Lp(�)

1A 1
2

� Kp;2

 
nX
i=1

kfikpLp(�)

! 1
p

:

Donc Lp (�) est de type p (1 � p � 2) :
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

Pour montrer que; Lp (�) est de cotype 2; (1 � p � 2) l�inégalité du théorème(1.3.2) donne:0@E
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"ifi







p

Lp(�)

1A 1
p

� ap
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jfij2
! 1
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;
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T
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2
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1A 1
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1
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L
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;

Comme
�
1
2
� p

2
� 1
�
on applique le lemme 1.1.2:

ap
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2 (�)

= ap


jf1j2 + :::+ jfnj2



 12
L
p
2 (�)

;

� ap

 
nX
i=1



jfij2

L p2 (�)
! 1

2

;

= ap

 
nX
i=1

�Z
T

jfi (t)j2
p
2

� 2
p

d� (t)

! 1
2

;

= ap
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i=1

kfik2Lp(�)

! 1
2

;

Donc 0@E
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1A 1
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� ap
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kfik2Lp(�)

! 1
2

;

L�inégalité de Kahane donne:0@E
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"ifi







p

Lp(�)

1A 1
p

� K2;p

0@E
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;

Ce qui entraîne que 0@E
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"ifi







2

Lp(�)

1A 1
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� K�1
2;pap

 
nX
i=1

kfik2Lp(�)

! 1
2

:

Ce qui le résultat annoncé.

2. Lp (�) est de type 2 (2 � p <1) :
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

D�après l�inégalité de (1.3.2) on a0@E
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p

Lp(�)

1A 1
p

� bp
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! 1
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;

D�après l�inégalité de Kahane on a:0@E
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;

Donc 0@E





nX
i=1

"ifi







2
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� Kp;2bp
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jfij2
! 1
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Lp(�)

;

Et d�après l�inégalité de Minkowski (lemme 1.1.2) dans L
p
2 :







 
nX
i=1

jfij2
! 1

2








Lp(�)

=







nX
i=1

jfij2






1
2

L
p
2 (�)

;

�
 

nX
i=1

kf 2i kL p2 (�)

! 1
2

;

=

 
nX
i=1

kfik2Lp(�)

! 1
2

;

On obtient:

E
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i=1

"ifi







2

Lp(�)

� Kp;2bp

 
nX
i=1

kfik2Lp(�)

! 1
2

:

Soit p� l�exposant conjugué, Lp est donc le dual de Lp
�
et comme Lp

�
est de type p� : 1 <

p� � 2; d�après le théorème 2.2.1, son dual Lp est de cotype p : 2 � p <1:

Remarque 2.2.3 Comme lp est isométrique à un sous-espace d�espace Lp et d�après la

Remarque 2.2.1, on peut dire que:

� Si 1 � p � 2; alors lp est de type p et de cotype 2:

� Si 2 � p <1; alors lp est de type 2 et de cotype p:
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

Remarque 2.2.4 Notons tout de suite que le cotype ne se dualise pas aussi bien : on verra,

en e¤et, que X = l1 est de cotype 2, mais X� = l1 n�est pas de type 2; et n�a même aucun

type p > 1:

Théorème 2.2.3 1. Soient 1 < p � 2 et p � r < 1: Si X est de type p; alors Lr (�;X)

est de type p:

2. Soient 2 � q <1 et 1 � r � q: Si X est de cotype q; alors Lr (�;X) est de cotype q:

Preuve. 1. Soit f1; :::; fn 2 Lr (�;X) ; d�après l�inégalité de Kahane, on a0@Z
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"i (!) fi







2

Lr(�;X)
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= Kr;2

 Z



Z
T
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"i (!) fi (t)
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d� (t) dP (!)

! 1
r

;

= Kr;2

 Z
T

Z
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"i (!) fi (t)
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X

dP (!) d� (t)

! 1
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;
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0B@Z
T

0@Z
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X

dP (!)

1A r
2
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1
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;

Comme X est de type p; alors0@Z
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2

X
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;

Donc0@Z
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1A 1
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kfi (t)kpX
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d� (t)

1A 1
r

;
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2.2. Type et Cotype de Radmacher (Dé�nition et premières propriétés)

Puis, en appliquant l�inégalité de Minkowski généralisé inverse dans L
p
r

�
noter que p

r
� 1
�
;

il vient:0@Z
T

 
nX
i=1

kfi (t)kpX

! r
p

d� (t)

1A 1
r

=

0@Z
T
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kfi (t)k
p
r
r

X

! r
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1A 1
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;

=

0B@Z
T

0@Z
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1�i�n
fig
kfi (t)k

p
r
r

X d fig

1A r
p

d� (t)

1CA
1
r

;

�

0@Z
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1�i�n
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�Z
T

kfi (t)krX d� (t)
� p

r

d fig

1A 1
r
r
p

;

=

 
nX
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�Z
T

kfi (t)krX d� (t)
� p

r

! 1
p

;

=

 
nX
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kfikpLr(�;X)

! 1
p

;

D�où 0@Z
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2

Lr(�;X)

dP (!)

1A 1
2

� Tp (X)Kr;2K2;r

 
nX
i=1

kfikpLr(�;X)

! 1
p

:

Donc Lr (�;X) est de type p; et Tp (Lr (�;X)) � Tp (X)Kr;2K2;r:

2. Avec même détaille de 1. , d�après l�inégalité de Kahane, on a0@Z
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;

Comme X est de cotype q; alors0@Z
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Donc0@Z









nX
i=1

"i (!) fi







2

Lr(�;X)

dP (!)

1A 1
2

� 1

K2;rKr;2Cq (X)

0@Z
T

 
nX
i=1

kfi (t)kqX
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;
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2.3. Type et Cotype gaussiennes

Puis, en appliquant l�inégalité de Minkowski généralisé dans L
q
r

�
noter que q

r
� 1
�
; il vient:0@Z

T

 
nX
i=1

kfi (t)kqX

! r
q

d� (t)

1A 1
r

�
 

nX
i=1

kfikqLr(�;X)

! 1
q

;

D�où 0@Z
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i=1

"i (!) fi







2

Lr(�;X)

dP (!)

1A 1
2

� 1

K2;rKr;2Cq (X)

 
nX
i=1

kfikqLr(�;X)

! 1
q

:

Donc Lr (�;X) est de cotype q; Cq (Lr (�;X)) � K2;rKr;2Cq (X) :

Remarque 2.2.5 On peut remplacer les variables de Bernoulli par d�autres variables aléa-

toires; par exemple, des gaussiennes.

2.3 Type et Cotype gaussiennes

Dé�nition 2.3.1 Soit X un espace de Banach, pour tous x1; :::; xn 2 X: (gn)n�1une suite

de gaussiennes standard indépendantes. On dit que X est de:

1. Type gaussienne p (1 � p � 2) ; s�il existe une constante C � 1 telle que :





nX
i=1

gixi







L2(X)

� C

 
nX
i=1

kxikp
!1=p

: (2.3.1)

2. Cotype gaussienne q (2 � q � +1) ; s�il existe une constante C � 1 telle que :





nX
i=1

gixi







L2(X)

� 1

C

 
nX
i=1

kxikq
!1=q

: (2.3.2)

avec max
1�i�n

kxik qui remplace
 

nX
i=1

kxikq
!1=q

lorsque q =1:

On note par :

T 
p (X) = inf fC : C qui véri�e l�inégalité (2.3.1) g ;

C

q (X) = inf fC : C qui véri�e l�inégalité (2.3.2) g :
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2.3. Type et Cotype gaussiennes

Théorème 2.3.1 Soit X un espace de Banach, et soit (gn)n�1 une suite de gaussiennes

standard indépendantes, alors:

1. Si X est de type p, 1 < p � 2; on a:





nX
i=1

gixi







L2(X)

� Tp (X)

 
nX
i=1

kxikp
!1=p

; pour tous x1; :::; xn 2 X: (2.3.3)

2. Si X est de cotype q, 2 � q <1; on a:
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i=1

gixi







L2(X)

� 1

Cq (X)

 
nX
i=1

kxikq
!1=q

; pour tous x1; :::; xn 2 X: (2.3.4)

Plus généralement, ces relations restent valables en remplaçant (gn)n�1 par n�importe quelle

suite ('n)n�1 de variables aléatoires symétriques et indépendantes, de norme 1 dans L
2 (P ) :

La preuve est basée sur le lemme suivant:

Lemme 2.3.1 [DJT95, p.213] Soit une suite ('n)n�1 de variables aléatoires symétriques

et indépendantes, et pour 0 < p <1 on a:Z

0







nX
i=1

'i (!
0)xi







p

dP (!0) =

Z



Z

0
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i=1

"i (!)'i (!
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p

dP (!0) dP (!) ;

=

Z



Z

0







nX
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"i (!) j'i (!0)jxi







p

dP (!0) dP (!) :

Démonstration du théorème. 1. Pour !0 2 
0 on a :Z

0
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Z

0
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"i (!)'i (!
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2

dP (!) dP (!0) ;

�
Z

0
Tp (X)

2

 
nX
i=1

k'i (!0)xik
p

! 2
p

dP (!0) ;

= Tp (X)
2

Z

0

 
nX
i=1

j'i (!0)j
p kxikp

! 2
p

dP (!0) ;
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2.3. Type et Cotype gaussiennes

Élevant à la puissance p
2
, on obtient :0@Z


0







nX
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'i (!
0)xi







2

dP (!0)

1A
p
2

� Tp (X)
p

0@Z
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j'i (!0)j
p kxikp
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p
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;

= Tp (X)
p
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j'ij
p kxikp







L
2
p (X)

;

Puis, en appliquant l�inégalité de Minkowski dans L
2
p

�
noter que 2

p
� 1
�
; il vient:






nX
i=1

'ixi







p

L2(X)

� Tp (X)
p

nX
i=1

kj'ij
pk
L
2
p (P )

kxikp ;

= Tp (X)
p

nX
i=1

k'ik
p
L2(P ) kxik

p ;

k'ikL2(P )=1
= Tp (X)

p
nX
i=1

kxikp :

Cela preuve la première formule.

2. Le second se prouve de façon analogue:0@Z

0







nX
i=1

'i (!
0)xi







2

dP (!0)

1A
q
2

� 1
Cq(X)

q

0@Z

0
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j'i (!0)j
q kxikq
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q

dP (!0)

1A
q
2

;

= 1
Cq(X)

q







nX
i=1

j'ij
q kxikq







L
2
q (X)

;

Puis, en appliquant l�inégalité de Minkowski inverse pour l�exposant 2
q
� 1 :






nX
i=1

'ixi







q

2

� 1
Cq(X)

q kj'ij
qk
L
2
q (P )

kxikq ;

= 1
Cq(X)

q k'ik
2
Lq(P ) kxik

q ;
k'ikL2(P )=1

= 1
Cq(X)

q kxikp :

Cela preuve Le second formule.

Corollaire 2.3.1 Si X est de type p (cotype q) donc X est de type gaussienne p (resp.

cotype gaussienne q) et T 
p (X) � Tp (X) (resp. C

q (X) � Cq (X)):

En e¤et, comme kgikL2(P ) = 1; et comme T 
p (X) = inf fC : C qui véri�e l�inégalité (2.3.1) g ;
on obtient T 
p (X) � Tp (X), et C


p (X) = inf fC : C qui véri�e l�inégalité (2.3.2) g ; on ob-
tient C


q (X) � Cq (X).
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Chapitre 3

Généralisation de type et de cotype

et Quelques applications

3.1 Généralisation de type et de cotype des espaces de

Banach

On peut généraliser la dé�nition de type et cotype aux opérateurs linéaires continue L (X;Y )
avec X et Y deux espaces de Banach :

Dé�nition 3.1.1 Soit u 2 L (X;Y ), On dit que u est de:

1. Type p (1 � p � 2) ; si pour tous x1; :::; xn 2 X; on a :





nX
i=1

"iu (xi)







L2(Y )

� C

 
nX
i=1

kxikp
!1=p

: (3.1.1)

2. Cotype q (2 � q � +1) ; si pour tous x1; :::; xn 2 X; on a : 
nX
i=1

ku (xi)kq
! 1

q

� C







nX
i=1

"ixi







L2(X)

: (3.1.2)

On note par:

Tp (u) = inf fC : C qui véri�e l�inégalité (3.1.1)g ;

Cq (u) = inf fC : C qui véri�e l�inégalité (3.1.2)g :
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3.1. Généralisation de type et de cotype des espaces de Banach

Remarque 3.1.1 1. Ainsi dire que l�espace de Banach X est de type p (resp. de cotype q)

revient à dire que IdX est de type p (resp. de cotype q) :

Et on remplace Tp (X) (resp. Cq (X)) par Tp (IdX) (resp. Cq (IdX)) :

2. On a tout opérateur est de type 1 et de cotype +1 (avec même détaille de preuve, comme

on ajoute dans type et cotype des espaces de Banach (voir chapitre 2)).

3. Si u est de type p1 > 1; donc il est aussi de type p2 pour 1 � p2 < p1; avec Tp2 (u) �
Tp1 (u) : Et si u est de cotype q1 < +1; donc il est aussi de cotype q2 pour q1 < q2 � +1;
avec Cq2 (u) � Cq1 (u) :

Proposition 3.1.1 Soit u 2 L (X;Y ) ; et u : X ! Y est de type p, donc l�adjoint u� :

Y � ! X� est de cotype p� avec 1
p
+ 1

p� = 1; et Cp� (u
�) � Tp (u) ;en particulier si X est de

type p; donc X� est de cotype p�:

Preuve. On a d�après le lemme 1.4.1 
nX
i=1

ku� (y�i )k
p�

!1=p�
= sup

(�����
nX
i=1

< u� (y�i ) ; xi >

����� ;
nX
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kxikp � 1
)
:
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����� =

�����
nX
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����� ;
=

�����E <
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i=1

"iy
�
i ;

nX
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"iu (xi) >

����� ;
� E
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"iy
�
i
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"iu (xi)
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L.H
�
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"iy
�
i







L2(Y �)







nX
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"iu (xi)







L2(Y )

;

�







nX
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"iy
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i







L2(Y �)

Tp (u)

 
nX
i=1

kxikp
! 1

p

;

� Tp (u)







nX
i=1

"iy
�
i







L2(Y �)

;

Donc  
nX
i=1

ku� (y�i )k
p�

!1=p�
� Tp (u)







nX
i=1

"iy
�
i







L2(Y �)

:

Et u� est de cotype p� avec Cp� (u�) � Tp (u) :
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Remarque 3.1.2 On peut aussi montrer avec même preuve si u� de type p on a aussi u de

cotype p� avec 1
p
+ 1

p� = 1:

3.2 Quelques applications de type et de cotype

3.2.1 Factorisation par un espace de Hilbert et Théorème de

Kwapień

On dit qu�un opérateur u : X ! Y est factorisable par; ou mieux, à travers, un espace

de Hilbert s�il existe un espace de Hilbert H et des opérateurs w : X ! H et v : H ! Y

tels que u = vw: Pour un tel u; on pose :


2 (u) = inf fkvk kwk ; u = vw; avec w : X ! H; v : H ! Y;H Hilbertg

On note �2 (X;Y ) l�espace des opérateurs factorisables par un espace de Hilbert.

Proposition 3.2.1 [LQ04] Soit X; Y deux espaces de Banach, et u 2 L (X; Y ) un opérateur
de X dans Y . Alors: X est isomorphe à un espace de Hilbert si et seulement si IdX est

factorisable à travers un espace de Hilbert; de plus, dans ce cas, on a dX = 
2 (IdX) :

Théorème 3.2.1 (forme �nale du Théorème de factorisation) [LQ04]Pour u 2 L (X;Y ),
on a équivalence entre:

a. u se factorise à travers un espace de Hilbert, et 
2 (u) � C;

b. Pour tout entier n � 1; toute matrice orthogonale (resp. unitaire, si les espace sont

complexes) A = (a)i:j�n 2 O (n)(resp. 2 U (n)); on a

nX
i=1







nX
j=1

ai:ju (xj)







2

� C2
nX
j=1

kxjk2 :

Nous avons dit que, de façon évidente, tout espace isomorphe à un espace de Hilbert est de

type 2 et de cotype 2; comme on va le voir, il n�ya pas d�autre cas.

41



3.2. Quelques applications de type et de cotype

Théorème 3.2.2 (de Kwapień) Si un espace de Banach X est à la fois de type 2 et de

cotype 2, il est isomorphe à un espace de Hilbert, et plus précisément :

dX � T2 (X)C2 (X) :

Preuve. On sait, par la proposition 3.2.1, que dX = 
2 (IdX) : Il s�agit donc de montrer

que IdX se factorise à travers un espace de Hilbert. D�après le théorème de factorisation

3.2.1, il nous faut prouver que, si A = (a)i:j�n 2 O (n) ; et x1; :::; xn 2 X; on a:

nX
i=1







nX
j=1

ai:jxj







2

� T2 (X)
2C2 (X)

2
nX
j=1

kxjk2 :

Grâce au 2. de théorème 2.3.1 , on a:0@ nX
i=1







nX
j=1

ai:jxj







2
1A 1

2

� C2 (X)







nX
i=1

gi

 
nX
j=1

ai:jxj

!





L2(X)

;

= C2 (X)







nX
j=1

 
nX
i=1

ai:jgi

!
xj







L2(X)

;

d�après le lemme 1.3.1 = C2 (X)







nX
j=1

gjxj







L2(X)

;

En utilisant cette fois le 1. de théorème 2.3.1:0@ nX
i=1







nX
j=1

ai:jxj







2
1A 1

2

� C2 (X)T2 (X)

 
nX
j=1

kxjk2
! 1

2

:

Et dX = 
2 (IdX) � T2 (X)C2 (X) : Cela termine la preuve.

Le théorème de Kwapień admet alors la généralisation suivante, avec la même preuve:

Théorème 3.2.3 [GP86] Soit X; Y; Z trois espace de Banach, et soit u : X ! Y; un

opérateur de type 2; et : v : Y ! Z;un opérateur de cotype 2: alors vu : X ! Z se factorise

par un espace de Hilbert et 
2 (vu) � T2 (u)C2 (v) :

Remarque 3.2.1 On trouve le théorème 3.2.2 si on prend X = Y = Z , et u = v = IdX ;

donc IdX se factorise par un espace de Hilbert et 
2 (IdX) � T2 (X)C2 (X) : et d�après la

proposition 3.2.1 on trouve X est isomorphe à un espace de Hilbert et dX = 
2 (IdX) :
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3.2. Quelques applications de type et de cotype

Corollaire 3.2.1 Soit X; Z deux espaces de Banach, Si X est de type 2; et Z est de cotype

2; donc v : X ! Z se factorise par un espace de Hilbert.

Preuve. Pour la preuve on utilise le théorème 3.2.3 et on prend u = IdX , on a

l�opérateur u est de type 2 et l�espace Z est de cotype 2;

On montre que v : X ! Z; un opérateur de cotype 2 : 
nX
i=1

kv (xi)k2Z

! 1
2

� C2 (Z)







nX
i=1

"iv (xi)







L2(Z)

;

= C2 (Z)

0@Z









nX
i=1

"i (w) v (xi)







2

Z

dP (w)

1A 1
2

;

= C2 (Z)

0@Z









nX
i=1

v("i (w)xi)







2

Z

dP (w)

1A 1
2

;

� C2 (Z) kvk

0@Z









nX
i=1

"i (w)xi







2

X

dP (w)

1A 1
2

;

= C2 (Z) kvk







nX
i=1

"ixi







L2(X)

:

Donc v est de cotype 2:

Et d�après le théorème 3.2.3, l�opérateur v se factorise par un espace de Hilbert.

Corollaire 3.2.2 Si 1 � p � 2 � q <1; v : Lq ! Lp se factorise par un espace de Hilbert.

Preuve. Pour 1 � p � 2; Lp est de cotype 2; et 2 � q <1; Lq est de type 2:

D�après Corollaire 3.2.1, v : Lq ! Lp se factorise par un espace de Hilbert.

3.2.2 Cotype et opérateurs (p; q)-sommants

Nous donnons ici la relation de cotype d�un espace de Banach avec l�opérateurs (p; q)-

sommants.

Si X est de cotype q (2 � q < 1 ), alors, en particulier l�identité I : X ! X est (q; 1)-

sommants. Réciproquement, pour q (2 < q <1 ) si on a cette propriété, Talagrand en 1992,

a montré que X est de cotype q. La preuve est assez longue, nous revoyons à (Théorème

1.1 [TALa92]).
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Pour q = 2, ce n�est plus le cas, bien que, d�après ce qui précède X soit de Cotype 2; en

e¤et Talagrand (Théorème 7.1 [TALb92]) a construit un espace de Banach qui n�est pas de

Cotype 2, mais pour lequel ln !1 (X) � l2(X) (ou I : X ! X est (2; 1)-sommants).

Théorème 3.2.4 Soit X; Y deux espaces de Banach.

1. Pour tout n 2 N, pour x1; :::; xn 2 X on a l�inégalité suivante:





nX
i=1

"i (!)xi







X

�


(xi)1�i�n

ln !

1 (X)
:

2. X est de cotype q (2 < q <1) ; ssi l�identité I : X ! X est (q; 1)-sommants (ou

ln !1 (X) � lq(X): De plus

�q;1 (I) = Cq (X) :

3. Si l�identité I : X ! X est (q; 1)-sommants, alors

�q;1(X;Y ) = L(X;Y ):

4. Si Y est de cotype q (2 � q <1) ; alors

�q;1(X;Y ) = L(X;Y ); et �q;1 (u) � Cq (Y ) kuk ; pour tout u 2 L(X;Y ):

Preuve. 1. Pour tout n 2 N, pour x1; :::; xn 2 X, alors





nX
i=1

"i (!)xi







X

= sup
'2BX�

�����'
 

nX
i=1

"i (!)xi

!����� = sup
'2BX�

�����
nX
i=1

"i (!)' (xi)

����� ;
� sup

'2BX�

nX
i=1

j"i (!)j j' (xi)j ;

= sup
'2BX�

nX
i=1

j' (xi)j =


(xi)1�i�n

ln !

1 (X)
;

D�où 





nX
i=1

"i (!)xi







X

�


(xi)1�i�n

ln !

1 (X)
:
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2. )) On suppose que X est de cotype q (2 � q <1) ; alors pour x1; :::; xn 2 X; il existe
une constante Cq (X) tel que 

nX
i=1

kxikq
! 1

q

� Cq (X)







nX
i=1

"ixi







L2(X)

;

= Cq (X)

0@Z









nX
i=1

"i (!)xi







2

X

dP (!)

1A 1
2

;

(1)

� Cq (X)

�Z





(xi)1�i�n

2ln !
1 (X)

dP (!)

� 1
2

;

= Cq (X)


(xi)1�i�n

ln !

1 (X)

�Z



dP (!)

� 1
2

= Cq (X)


(xi)1�i�n

ln !

1 (X)
:

Et par conséquent I : X ! X est (q; 1)-sommants.

() Voir [TALa92, Théorème 1.1].
3. Soit u 2 L(X;Y ); alors, pour tout x1; :::; xn 2 X; on a 

nX
i=1

ku (xi)kq
! 1

q

�
 

nX
i=1

kukq kxikq
! 1

q

;

= kuk
 

nX
i=1

kxikq
! 1

q

;

IX2�q;1(X;Y )
� kuk �q;1 (I)



(xi)1�i�n

ln !
1 (X)

:

Ce qui entraîne que u 2 �q;1(X;Y ) et �q;1(X;Y ) = L(X;Y ); de plus

�q;1 (u) � kuk �q;1 (I) :
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4. Si Y est de cotype q (2 � q <1) ; la propriété 2. donne; I : Y ! Y est (q; 1)-sommants,

alors pour tout u 2 L(X;Y ); on a 
nX
i=1

ku (xi)kq
! 1

q

=

 
nX
i=1

kI (u (xi))kq
! 1

q

;

(2:)

� Cq (Y )


(u (xi))1�i�n

ln !

1 (Y )
;

= Cq (Y ) sup
'2BY �

nX
i=1

j' (u (xi))j ;

= kukCq (Y ) sup
'2BY �

nX
i=1

����' � u
kuk

�
(xi)

��� ;
= kukCq (Y ) sup

 2BX�

nX
i=1

j (xi)j ;

= kukCq (Y )


(xi)1�i�n

ln !

1 (Y )
:

D�où u 2 �q;1(X;Y ) et �q;1(X;Y ) = L(X;Y ), de plus,

�q;1 (u) � kukCq (Y ) :

Le théorème suivant donne la relation entre l�espace L2 (Y ) et l�espace des suites faiblement

2-sommables ln !2 (X), si l�opérateur u est r-sommants (1 � r <1) :

Théorème 3.2.5 Soit 1 � r <1; et u 2 �r(X;Y ); pour x1; :::; xn 2 X on a





nX
i=1

"iu (xi)







L2(Y )

� Kr;2br�r(u)


(xi)1�i�n

ln !

2 (X)
:

Preuve. On a





nX
i=1

"iu (xi)







Lr(Y )

=

 Z









nX
i=1

"i (!)u (xi)







r

Y

dP (!)

! 1
r

;

=

 Z








u(
nX
i=1

"i (!)xi)







r

Y

dP (!)

! 1
r

;

Comme u 2 �r(X;Y ) d�après le théorème de domination de Pietsch, il existe une probabilité
de Radon � sur (BX� ;�(X�; X)), telle que




u

 
nX
i=1

"i (!)xi

!





r

Y

� �r (u)
r

Z
BX�

�����<
nX
i=1

"i (!)xi; � >

�����
r

d� (�) ;
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Donc 





nX
i=1

"iu (xi)







Lr(Y )

�
 Z




�r (u)
r

Z
BX�

�����<
nX
i=1

"i (!)xi; � >

�����
r

d� (�) dP (!)

! 1
r

;

= �r (u)

 Z



Z
BX�

�����<
nX
i=1

"i (!)xi; � >

�����
r

d� (�) dP (!)

! 1
r

;

= �r (u)

 Z
BX�

Z



�����
nX
i=1

"i (!) < xi; � >

�����
r

dP (!) d� (�)

! 1
r

;

D�après l�inégalité de Khintchine on obtient:







nX
i=1

"iu (xi)







Lr(Y )

� br�r (u)

0@ Z
BX�

 
nX
i=1

j< xi; � >j2
! r

2

d� (�)

1A 1
r

;

� br�r (u)

0@ sup
�2BX�

 
nX
i=1

j< xi; � >j2
! r

2 Z
BX�

d� (�)

1A 1
r

;

= br�r (u) sup
�2BX�

 
nX
i=1

j< xi; � >j2
! 1

2

;

D�après l�inégalité de Kahane, on a





nX
i=1

"iu (xi)







L2(Y )

� Kr;2







nX
i=1

"iu (xi)







Lr(Y )

;

Ce qui entraîne que





nX
i=1

"iu (xi)







L2(Y )

� Kr;2br�r (u)


(xi)1�i�n

ln !

2 (X)
:

Théorème 3.2.6 Soit Y est de cotype q avec (2 � q <1) ; donc pour tout espace de Ba-
nach X; et pour r > q; on a

�r(X;Y ) � �q;2(X;Y ):

En particulier, si Y est de cotype 2; donc pour tout espace de Banach X; et pour 2 <

r <1; on a

�r(X;Y ) = �2(X;Y ):
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Preuve. Comme Y est de cotype q (2 � q <1) ; on a 
nX
i=1

ku (xi)kq
! 1

q

� Cq (Y )







nX
i=1

"iu (xi)







L2(Y )

;

Comme r > q � 2; on a: Lr (Y ) � L2 (Y )

24





nX
i=1

"iu (xi)







L2(Y )

�







nX
i=1

"iu (xi)







Lr(Y )

35
Donc  

nX
i=1

ku (xi)kq
! 1

q

� Cq (Y )







nX
i=1

"iu (xi)







Lr(Y )

;

= Cq (Y )

 Z








u
 

nX
i=1

"i (!)xi

!





r

Y

dP (!)

! 1
r

;

Comme u 2 �r(X;Y ) d�après le théorème de domination de Pietsch, il existe une probabilité
de Radon � sur (BX� ;�(X�; X)), telle que




u

 
nX
i=1

"i (!)xi

!





r

Y

� �r (u)
r

Z
BX�

�����<
nX
i=1

"i (!)xi; � >

�����
r

d� (�) ;

On obtient 
nX
i=1

ku (xi)kq
! 1

q

� Cq (Y )

 Z



�r (u)
r

Z
BX�

�����<
nX
i=1

"i (!)xi; � >

�����
r

d� (�) dP (!)

! 1
r

;

= Cq (Y )�r (u)

 Z



Z
BX�

�����<
nX
i=1

"i (!)xi; � >

�����
r

d� (�) dP (!)

! 1
r

;

= Cq (Y )�r (u)

 Z
BX�

Z



�����
nX
i=1

"i (!) < xi; � >

�����
r

dP (!) d� (�)

! 1
r

;

Et l�inégalité de Khintchine donne:

 
nX
i=1

ku (xi)kq
! 1

q

� brCq (Y )�r (u)

0@ Z
BX�

 
nX
i=1

j< xi; � >j2
! r

2

d� (�)

1A 1
r

;

� brCq (Y )�r (u)

0@ sup
�2BX�

 
nX
i=1

j< xi; � >j2
! r

2 Z
BX�

d� (�)

1A 1
r

;

= brCq (Y )�r (u)


(xi)1�i�n

ln !

2 (X)

Donc �q;2 (u) � brCq (Y )�r (u) ; et �r(X;Y ) � �q;2(X;Y ):
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* Pour q = 2; on a �2 (u) � brC2 (Y )�r (u) :

Pour l�inverse d�après le théorème de l�inclusion 1.4.2, pour 2 < r; on a:

�2(X;Y ) � �r(X;Y ):

Ce qui entraîne que �r(X;Y ) = �2(X;Y ):

Théorème 3.2.7 Si X;Y de cotype 2, pour 1 � r <1; on a

�r(X;Y ) = �1(X;Y ):

Preuve. D�après le théorème d�inclusion 1.4.2, pour 1 � r <1; on a

�1(X;Y ) � �r(X;Y ):

Pour l�inverse, si 1 � r � 2:
Soit u 2 �r(X;Y ) et x1; :::; xn 2 X on dé�nit un opérateur de rang �nie par:

M : ln1 ! X

� 7�! M (�) =
nP
i=1

�ixi

est 1-sommants, donc r�-sommants et on a ln1
M! X

u! Y;

D�après le théorème 1.4.4 on a uM : ln1 ! Y est 1-sommants. Donc

nX
i=1

ku (M (ei))k � �1 (uM)


(ei)1�i�n

ln !

1 (ln1)
� �r (u) :�r� (M) :

On note M (ei) = xi , 1 � i � n; donc on trouve

nX
i=1

ku (xi)k � �1 (uM) � �r (u) :�r� (M) :

Comme X est de cotype 2, et 2 � r� < 1; on en déduit que M est 2-sommants et

�2 (M) = �r� (M) :

D�autre part, par le lemme 1.4.3 nous trouvons:



(xi)1�i�n

ln !
1 (X)

= sup
k�k1�1







nX
i=1

�ixi






 = sup
k�k1�1

kM (�)k = kMk :
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Donc, d�après le lemme 1.4.5, on a

�2 (M) � C kMk = C


(xi)1�i�n

ln !

1 (X)
et

nX
i=1

ku (xi)k � C�r (u)


(xi)1�i�n

ln !

1 (X)
:

i.e u est 1-sommants, donc

�r(X;Y ) = �1(X;Y ); pour 1 � r � 2: (*)

Par précédemment théorème, pour 2 � r <1; �r(X;Y ) = �2(X;Y ):

Et comme �1(X;Y ) = �2(X;Y ), (si r = 2 dans (*)) on obtient

�r(X;Y ) = �1(X;Y ):

Corollaire 3.2.3 Si 1 � r <1; tout opérateur borné de L1(�) dans L2(�)est r-sommant.

i.e.,

L(L1(�);L2(�)) = �r(L1(�);L2(�));

Preuve. Comme L1(�) et L2(�) sont de cotype 2; d�après le théorème (3.2.7), on a

�r(L
1(�);L2(�)) = �1(L

1(�);L2(�));

D�après le théorème 1.4.5 on a

L(L1(�);L2(�)) = �1
�
L1(�);L2(�)

�
;

Donc

�r(L
1(�);L2(�)) = L(L1(�);L2(�)):

Théorème 3.2.8 [DJT95] Soit Y est de cotype q avec (2 � q <1) ; et K un compact

1. Si q = 2; on a L(C(K);Y ) = �2(C (K) ;Y ):

2. Si 2 < q <1; on a L(C(K);Y ) = �q;p(C (K) ;Y ), pour p < q:
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Preuve. 1. D�après le lemme 1.4.4, pour q = 4; et p = 2, on a

�4 (u) � kuk
1
2 �2 (u)

1
2 ;

et le théorème 3.2.6 donne

�2 (u) � b4C2 (Y )�4 (u) ;

Donc

�2 (u) � b4C2 (Y ) kuk
1
2 �2 (u)

1
2 ;

�2 (u) � b24C2 (Y )
2 kuk :

D�où le résultat.

2. Si nous invoquons le théorème 1.4.3, nous voyons que nous avons seulement besoin de

prouver

L(C(K);Y ) = �q;1(C (K) ;Y );

Pour u 2 L(C(K);Y ) et f1; :::; fn 2 C(K); on dé�nit:

M : ln1 ! C(K)

� 7�! M (�) =

nX
i=1

�ifi:

On a, par le lemme 1.4.3 nous trouvons:



(fi)1�i�n

ln !
1 (C(K)) = sup

k�k1�1







nX
i=1

�ifi






 = sup
k�k1�1

kM (�)k = kMk :
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Comme M (ei) = fi , 1 � i � n; et Y est de cotype q :

 
nX
i=1

ku (fi)kq
! 1

q

� Cq (Y )

0@Z









nX
i=1

"i (!)u (fi)







2

Y

dP (!)

1A 1
2

;

= Cq (Y )

0@Z








u
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"i (!) fi

!





2

Y

dP (!)

1A 1
2

;

� kukCq (Y )

0@Z
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i=1

"i (!) fi







2
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dP (!)

1A 1
2

;

= kukCq (Y )

0@Z









nX
i=1

"i (!)M (ei)







2

C(K)

dP (!)

1A 1
2

;

= kukCq (Y )

0@Z








M
 

nX
i=1

"i (!) ei

!





2

C(K)

dP (!)

1A 1
2

;

� kukCq (Y ) kMk

0@Z









nX
i=1

"i (!) ei







2

ln1

dP (!)

1A 1
2

;

= kukCq (Y ) kMk = kukCq (Y )


(fi)1�i�n

ln !

1 (C(K)) :

Donc u 2 �q;1(C (K) ;Y ) et �q;1 (u) � kukCq (Y ) :

Comme 1 � p � 2; alors Lp (�) est de cotype 2; on trouve:

Corollaire 3.2.4 (Le petit théorème de Grothendieck) SoitK un espace compact, soit

� une mesure quelconque, si 1 � p � 2; tout opérateur borné de C(K)dans Lp(�) est 2-
sommant. i.e.

L(C(K);Lp(�)) = �2(C (K) ;Lp(�)):

De plus �2 (u) � kG kuk, et kG = b24C2 (Y )
2 :
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