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Résumé:

L’algébre de Heyting est le modéle algébrique de la logique intuitionniste. L’étude des
algebres s’accompagne et détermine notre compréhension de ce que c’est la logique.
Certes, c’est une approche de nature sémantique 4 la logique, mais qui est capable

d’intégrer et donner des réponses aux problémes plus proprement syntaxiques.

Mots clés:
Relation d’ordre, ordre partiel, algébre de Boole, treillis, treillis distributif, algebre de
Heyting

Abstract:

Heyting algebra is an algebraic model of intuitionistic logic, the study algebra comes and
determines our understanding of what is logical. Certes, this is an approach to semantic

logic, but is able to integrate and provide answers tomore properly syntactic problems
Key words:

Order relation, partial order, Boolean algebra, lattice, distributive lattice, Heyting alge-

bra.

Notations :
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Introduction

Au début du 20%™e siécle un certain nombre des mathématiciens ont remis en cause les
fondements de la logique classique en refusant le principe du tiers exclu (AV|A : soit on a
A soit on anon A) qu’est une thése, ce qui a donné la naissance de la logique intuitionniste
d’aprés Brouwer (approche classique). Ce dernier a fondé l'intuitionnisme comme une posi-
tion philosophique vis-a-vis des mathématiques. Cela I’a conduit & rejeter certaines formes
du raisonnement mathématique traditionnel (tiers exclus).

Elle a été ensuite formalisée, par Arend Heyting (1930) éleve de Brouwer. Heyting a
généralisé 1'idée bien connue de 1;a1gébre de Boole. Luitzen Brouwer a fondé la philosophie
mathématique de 'intuitionnisme; qui croyait que la déclaration ne pouvait étre démontrée
par une preuve directe. Arend Heyting formalise cette idée dans ses algébres éponymes.

Comme l'algebre de Boole lidée de George Boole le mathématicien anglais est un sys-
teme algébrique a deux valeﬁrs {0, 1} muni de deux structures anneau et treillis, connecteurs

logiques V, A, | et tables de vérité:

A0l V{01 alla
010 0101 01
Ll 01 A A RS R 110
aAb aVb la

Reste a déterminer c’est quoi une algebre de Heyting 7 Quel est sa relation avec 1’algébre
de Boole?
C’est pour ga on divise ce projet en trois chapitres compatibles. Dans le premier chapitre

on donne des généralités sur les ensembles et les relations qui nous intéressent spécialement
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les relations d’ordre, ensuite on donne la notion du treillis et de maniére spécifique celle
treillis distributifs avant d’introduire enfin ’algébre de Boole.

Le deuxiéme chapitre a été basé sur l'algebre de Heyting, treillis de Heyting ou treillis
pseudo-complémenté, ensuite les propriétés principales des algébres de Heyting et on termine
ce chapitre avec des exemples d’applications.

Le chapitre trois donne un apergu sur les systémes déductifs dans une algébre implicative

positive puis on termine ce chapitre par un théoréme de représentation des treillis de Heyting.



3.3. Conclusion

Il suffit de prendre le voisinage o (a) de D;.0n a bien ¢ (a)est un voisinage de D; et
Dy¢o(a) m

Proposition 3.2.6 (Théoréme de représentation)

o est un monomorphisme de treillis de Heyting de A dans le treillis des ouverts de X

Preuve. Il suffit de montrer que :

o(a—b)=0(a) — o (b) (3.2.8)
g (a) = o (b) = Int [0 (b) UCo (a)]
Decla—blmrqg—=belD
On a:
aeDoua¢D:>beDoua§éD=>D€o(b) ouD ¢ o(a)
= De€a(a)UCo(b) = a(a—b) Co(b)UCo ()

Comme o (a — b) est un ouvert on a:

0 (a=b) C Int(o(5)UCo () = o (a) — o (b) (3.2.9)

L

=0(a—b)Co(a)—o(h). m

3.3 Conclusion

Entre 1900 et 1930 il y’avait une crise des Mathématiques due aux paradoxes de la théorie

des ensembles. Choses qui ont conduit au refus des fondements de la logique classique. Du

refus du principe du tiers exclus naisse la logique intuitionniste ou logique constructive.
Dans ce travail on traite le contre parts algébriques de la logique intuitionniste & savoir
les algebres implicative, les algebres implicaﬁives positives, algebres de Heyting.
Enfin on ‘a donné un théoréme de représentation des algebres de Heyting et ceci apres

avoir introduit la notion des systémes déductif dans une algébre implicative.
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