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R6sum6:
L'algebre de Heyting est le rnoddle alg6brique de la logique intuitionniste. L'6tude des

algdbres s'accompagne et d6termine notre compr6hension de ce que c'est Ia logique.

Certes, c'est une approche de nature s6mantique d, la logique, mais qui est capable

d'int6grer et donner des r6ponses aux probldmes plus proprement syntaxiques,

Mots cl6s:

Relation d'ordre, ordre partiel, algdbre de Boole, treillis, treillis distributif, algdbre de

Heyting

Heyting algebra is an algebraic model of intuitionistic logic, the study algebra comes and

detertnitles our understanding of what is logical. Certes, this is a1 approach to sernantic

logic, but is able to integrate and prbvide answers to''more properiy syntactic problems
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Order relation, partial ord.er, Boolean algebra, lattice, distributive lattice, Heyting alge-
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Introduction

Au d6but dtt 20" " sidcle un certain nombre des math6maticiens ont remis en cause les

fondements de la iogique classique en refusant le principe du tiers exclu (AVIA: soit on a

,4 soit on a non ,4) qu'est une thdse, ce qui a donn6 la naissance de la logique intuitionniste

d'aprds Brouwer (approche classique). Ce dernier a fond6 f intuitionnisme comme une posi-

tion philosophique vis-d,-vis des math6tnatiques. Cela I'a condnit d, rejeter certaines formes

du raisonnement math6matique traditionnel (tiers exclus).

Elle a 6t6 ensuite formalis6e, pa.r Arend Heyting (1930) 6ldve de Brouwer. Heyting a

g6n6ralis6 I'id6e bien connue de l;algdbre de Boole. Luitzen Brouwer a fond6 Ia philosophie

rnath6uratique de I'intuitionuistne; qui croyait que Ia d6claration ne pouvait 6tre d6montr6e

par une preuve directe. Arend Heyting formalise cette id6e dans ses algdbres 6ponymes.

Cornme I'algdbre cle Boole I'id6e de George Boole le mathOmaticien anglais est un sys-

tdme alg6brique a d.eux valeurs {0, 1} muni cle deux structures anneau et treillis, connecteurs

logiques V, A,l et tables de v6rit6:

Reste a d6terminer c'est quoi une algdbre de Heyting ? Quel est sa relation avec l'algdbre

de Booie?

C'est pour Ea on divise ce projet en trois chapitres cornpatibles. Dans le prernier chapitre

on donne des g6n6ralit6s sur les ensembles et les relations qui nous int6ressent sp6cialement
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Introduction

les relations d'ordre, ensuite on donne la notion du treillis et de manidre sp6cifique celie

treillis distributifs avant d'introduire enfin I'algdbre de Boole.

Le deuxidme chapitre a 6t6 bas6 sur I'algdbre de Heyting, treillis de Heyting ou treillis

pseudo-compl6ment6, ensuite les propri6t6s principales des algdbres de Heyting et on termine

ce chapitre avec des exemples d'applications.

Le chapitre trois donne un apergu sur les systdmes d6ductifs dans une algdbre implicative

positive puis on terrnine ce chapitre par un th6ordrne de repr6sentation des treillis de Heyting.



3.3. Conclusion

II suffit

Dr#o(a)
prendre le voisinage o (a) de D1.on a bien o (o)est un voisinage de Dy el

Proposition 3.2.6 (ThEord.me d,e repr€.sentati,on)

o est un monomorphisme de treillis de Heyting de A dans le treiilis des ouverts de X
Preuve. Il suffit de montrer oue :

o(a--b):o(o)-o(b)

o (a) --- o (b) : Int lo (b) u Co (a))

-Deo(a--+b):+o--+beD
On a:

ae Dota(D+b€Dou a#D+D€o(b) ou Df o(a)
+ D e o (a)u Co (b) + o(a* b) g o (b)o Co (a)

Comme o (a --- b) est un ouvert on a:

(328)

o (a -" b) c Int (o (b) u Co (a)) : o (a) ._- o (b)

+ o (a-+ b) c o (a) --+ o (b). r
(3.2.e)

3.3 Conclusion

Entre 1900 et 1930 il y'avait une crise des Math6nratiques due aux paradoxes cle Ia th6orie
des ensembles' Choses qui ont conduit au refils des fondements de Ia logique classique. Du
refus du principe du tiers exclus naisse la logique intuitionniste ou logique cormtructive.

Dans ce travail on traite le contre parts alg6briques de la logique intuitionniste d, savoir
les algdbres implicative, les algdbres implicatives positives, algdbres de Heyting.

Enfin on 'a doun6 un th6ordrne de repr6sentation cles algdbres de Heyting et ceci aprds
avoir introduit la notion des systdmes d6ductif dans une algdbre implicative.
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