Table des matiéres

Notations 4

Introduction 3

1 Préliminaire 4
1.1 Applications linéaires bornées . . . . . . . . . .. ... 4

1.2 Topologie faible et x-faible . . . . . . . . . . ... ... ... ... ... 5

1.3 Espaces métriques. . . . . . . . ... 6
1.4 Les applications lipschitziennes . . . . . . . .. . ... ... ... ... ... 7

1.5 Espace de Lipschitz . . . . . . . . . ... oo 9
1.5.1 Llespace Lip (X) . . .« o o i i it 9

1.5.2 Llespace Lipo(X) . . o v v v v v v i i 9

1.6 Espaces Lipschitz-libres . . . . . . . .. ... oo o 10

2 Ideal linéaire des opérateurs compacts et faiblement compacts 15
2.1 Opérateurs linéaires compacts . . . . . . . . . . . . .. 15
2.2 Le propléme dual (I'adjoient) . . . . . ... ... ... ... ... . .. 17
2.3 Idéal des opérateurs linéaire . . . . . . . . . . . .. ... ... 19

3 Ideal des opérateurs lipschitziens compacts et faiblement compacts 24
3.1 Compacité pour les opérateurs lipschitziens . . . . . . . ... ... ... ... 24
3.2 Idéal des opérateurs lipschitziens . . . . . .. ... .. ... ... .. ... 28
3.2.1 Les opérateurs lipschitziens de rang finie . . . .. ... ... .. ... 28

3.2.2 La version Lipschitzienne du Théoréme de Schauder . . . . . . . . .. 29



TABLE DES MATIERES

3.2.3 L’idéal des opérateurs lipschitzien . . . . . . .. .. ... ... 31

3.2.4 Meéthode de Composition . . . . . . . . . .. ... ... .. ... ... 31

3.2.5 Méthode de dualité . . . . . . . . ... .. ... .. 32

3.3 Exemples . . . . . . 33
3.3.1 Opérateur lipschitzien fortement p-intégrale . . . .. ... ... ... 33

3.3.2  Opérateur lipschitzien fortement p-nucléair . . . . . . ... ... ... 34

3.3.3 Opérateur lipschitzien fortement p-sommant . . . . ... . ... ... 35
Conclusion 37
Bibliographie 38



Notations

L(E; F)
L(E;F)
B

1

o(E,EY)
o(E*, E)
e

Mo

K

Lip(X, E)
Lipo(X, E)
X#

S

F(X)
loo (X)

K(E; F)
W(E; F)
T
T#

Espace des applications linéaires.

Espace des applications linéaires continues.

Espace dual de E.

Injection canonique.

Topologie faible définie sur F.

Topologie *-faible définie sur E*.

Elément neutre ou distingué, on prend 0 si X est normé.

Ensemble des espaces métriques complets pointés.

Corps des scalaires ( K =R ou C).

Espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées deX dans FE.
Espace de toutes les applications lipschitziennes de X dans E nulles au point e.
Espace des formes lipschitziennes sur X.

Ensemble définis par {(z,y) € X? : x # y}.

Espace de Lipschitz libre

Espace des fonctions borneés de X dans R.

Boule unité fermé de I'espace X.

Espace de tous les opérateurs linéaires compacts de E dans F.

Espace de tous les opérateurs linéaires faiblement compacts de E dans F.
Adjoint de I'opérateur linéaire.

Adjoint de 'opérateur lipschitzien.




Introduction

En 2009 J. D. Farmer et W. B. Johnson [12] ont introduit la version lipchitzienne des opéra-
teurs p-sommants, ils ont prouvé la premiére propriété de la base. Depuis lors, beaucoup
d’auteurs introduiraient les versions lipchitziennes de quelques idéaux linéaires (voir, par ex-
emple [5], [4] [20], [1] ). Les opérateurs lipchitziens p-intégrale, p-nucléaire ont été introduit
par Chen et Zheng dans [5] (voir aussi [12] pour les opéerateurs lipchitziens p-intégrale). La
version lipchitzienne des opérateurs fortement p-sommant a été introduit par Yahi, Achour
et Rueda dans [20]. Les opérateurs lipchitziens compact et faiblement compact considérent
comme la version lipchitzienne des opérateurs linéaires compacts et faiblement compacts ils
sont introduit par A. Jiménez-Vargas, J.M. Sepulcre, Moisés Villegas-Vallecillos dans [13].

Dans ce travail nous avons détaillé 'article d” A. Jiménez-Vargas, J.M. Sepulcre, Moisés
Villegas-Vallecillos [13] on a étudié les opérateurs lipchitziens compacts et faiblement com-
pacts d’un espace métrique pointé dans un espace de Banach.

Le mémoire est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions concernant les espaces
métriques, les fonctions lipchitziennes, les espaces de Lipchitz et ’espace Lipchitz libre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons présenté les idéaux des opérateurs linéaires com-
pacts est faiblement compacts, telle que le théoréme de Schauder et Gantmacher sont
présenté.

Le troisieme chapitre, consacré d’étude nouveau classes des idéaux lipchitziens introduit
par A. Jiménez-Vargas, J.M. Sepulcre, Moisés Villegas-Vallecillos dans [13] en 2014 qui

s’appelé les opérateurs lipshitziens compacts et faiblement compacts.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Applications linéaires bornées

Soient E, F' deux espaces normés et u : £ — F une application. Elle est linéaire si
DVe,ye E:u(z+y) =u(zr)+u(y).
2Q)Ve e E,VA e K:u(A\x) = du(z).
On note L (F, F') 'ensemble des applications linéaires, on le muni de deux opérations
algébriques suivantes
1) Ve € E: (uiyuz)(x) = up(x) + ug (7).
2)Ve e E,VA e K: (M) () = du(z).

Définition 1.1.1 Soit u € L (E, F). L’application linéaire u est continue s’il existe C' > 0

telle que
Ve e E:||lu(z)|| <C|x|.

On note L (E, F) lespace des applications linéaires continues.

On définit Uapplication ||.|| de L (E, F') dans Ry en posant

Ju ()]
[ull = llull g p) = sup = sup |ju(x)|.
lelzo llzll e

On a aussi

Ve e B lu(x)] < lluf fl] -

On a le résultat suivant sur l’espace des applications linéaires continues.



1.2. Topologie faible et x-faible

Théoréme 1.1.1 Uapplication ||.|| ;(z gy définit une norme sur L (E, F). Si F est un espace

de Banach alors L (E, F) est aussi un espace de Banach.

Définition 1.1.2 (Dual topologique) Soit E un espace véctoriel normé . On appelle dual

topologiqe, et on note E*, ’espace de Banach des formes linéaires continues sur F, i.e.
E*=L(E,K).
1l est muni de la norme des opérateurs

[2*]} = sup [2" (z)| = sup |2* (2)].
Jall<1 Je|=1

1.2 Topologie faible et *-faible

Définition 1.2.1 Soient (E, I') un espace vectoriel topologique et E* son dual topologique.
On suppose que E* sépare les points de E.

1. La topologie faible ou la w-topologique sur E est la topologie o (E, E*) sur E.
Autrement dit, la topologie faible sur E est la topologie la moins fine sur E rendant continue
toutes les applications f € E*.

2. La topologie x-faible ou la w*-topologique sur E* est la topologie o (E*, E) sur
E*. Autrement dit, la topologie x-faible sur E* est la topologie la moins fine sur E* rendant
continue toutes les formes linéaires J (x) : E* — K, lorsque x parcourt E, ou J (z) (f) =

f (x), pour tout f € E*.
Définition 1.2.2 (Espaces réflexifs) Soit E un espace de Banach. L’espace E est appelé
réflexif si l’isométrie canonique
i B — FE*
r — i(x)=7 o0 (p)=¢p(x), Vo€ E*,
est surjective.

Exemple 1.2.1 Les espaces de dimension finie et l’espaces L, (1), (1 < p < o0) sont

réflexive.



1.3. Espaces métriques

1.3 Espaces métriques

Un espace métrique est le donée d’'un ensemble dont les éléments sont considérés comme des

points et d’une application qui permet de mesurer si deux points sont proches ou éloignés.

Définition 1.3.1 Soit X un ensemble non vide. On dit que d est une distance sur X si et

seulement si d est une application de X* dans R telle que pour tout (z,y,2) € X3, on a

(i) d(z,y) =0 z=y (Séparation),
(i) d (2,y) = d(y,x) (Symétrie),
(13i) d(z,y) < d(z,2)+d(z,y) (Inégalité triangulaire).

Soit (X,dx,e) est un espaces métrique pointé (i.e., e un élément neutre ou distingué, on

prend 0 si X est normé ). On note par
My = {espaces métriques complets pointés } .
La seconde inégalité triangulaire est vérifié (i.e.,Vx,y,z € X :|d(z,2) —d(y,2)| < d(z,y)).

Exemple 1.3.1 (Somme de distances)
Sotent dy, ..., d, des distances sur un ensemble X et ay,...,a, des réels positifs ou nules et

non tous nules. Si x, y € X. On démontre que d est une distance sur X, telle que

d(l',y) = CVldl (a:,y) +.+ @ndn (fE,?J)

= Y aidi(z,y),
=1

donc

d(z,y)=0 < > adi(z,y)=0
& Vie{l,..,n} aid; (z,y) =0
< Jige{l,...,n} dy (x,y) =0,y >0
& =y

2) d(z,y) & Y ad; (z,y)
& Y0 o ()
& d(y,z).



1.4. Les applications lipschitziennes

3) d(z,y) = > qidi(z,y)
< D oildi (2,2) + di (2,9))
< D oudi (m2) + 300 aud; (2,y)
< d(x,2)+d(z,y).

1.4 Les applications lipschitziennes

Le morphisme natural entre les espaces métriques est 'application lipschitzenne comme les

opérateurs linéaires dans les espaces normés.

Définition 1.4.1 Soient (X,dx), (Y, dy) deux espaces métriques, une application f : X —

Y est dite lipschitzienne, s’il existe C' > 0 telle que

Va,y € X dy (f (), f(y)) < Cdx (2,y) (1.1)

On note

. oy (f(2), ()
) =ty
= inf {C : vérifiant l’inégalité (1.1)}.

Soit (X, ex,dx) et (Y, ey,dy) deux espaces métriques pointés on dira que f préserve le point

distingué si f (ex) = ey.

Proposition 1.4.1 Soit (X, e, d) un espace métrique pointé, alors l’application définie comme

suit
f.. X — R

r +— fo(x)=d(x,z)—d(ez2),

est une application lipschitzienne et Lip (f,) = 1
Preuve. D’apres la seconde inégalité triangulaire, pour tout x,y,z € X, on a

Alors f, est une fonction non expanssive (i.e., Lip (f,) < 1).

Pour I'inégalité inverse, on a



1.4. Les applications lipschitziennes

Lip(f.) = sup‘fz(x)_fz(y)’

Ay d(may)
- d(z,y)
= 1.

On obtient finalement que Lip (f,) =1. m

Proposition 1.4.2 Soit X un espace métrique et soient f, g des fonctions lipschitzienne
de X dans R. Alors

(a) Lip (Af) = |\ Lip (f) pour tout X € R.

(b) Lip (f +g) < Lip (f) + Lip(g) -

Preuve. (a) Si A est dans R, pour (z,y) dans X?

M 0= ()

TH£Y dx<£C,y)

@ =)
o dx (v,y)

= [N Lip(f).

Lip(\f) =

Donc Af est fonction lipschitzienne et Lip (Af) = |A| Lip (f) .
(b) Soient f et g des fonctions lipschitzienne de X dans R. Pour tout z,y € X, on a

(f+g) (@)= (f+a) W < [f@)=fWl+lg(@)—g@)l
< (Lip(x) + Lip (y))dx (2,y) -

Donc f + g est fonction lipschitzienne et

Lip(f +g) < Lip (f) + Lip(g) -

Proposition 1.4.3 Soient X,Y et Z trois espaces métriques, f: X — Y etg:Y — 7

deux applications lipschitziennes, alors go f : X — Z est lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip (f).



1.5. Espace de Lipschitz

Preuve. Si f est lipschitzienne de X dans Y et g est lipschitzienne de Y dans Z, alors

dz(go f(z),g0f(y) < Lip(g)dy (f(z),f(y)).
< Lip(g) Lip (f)dx (z,y) .

Alors g o f est lipschitzienne et

Lip(go f) < Lip(g) Lip (f).

Ce qui termine la démonstration. m

1.5 Espace de Lipschitz

Nous donnerons dans cette section quelques propriétés utiles concernant I’espace de tous les

fonctions lipschitziennes définit d’un espace métrique dans un espace de Banach.

1.5.1 L’espace Lip (X)

Définition 1.5.1 Soit X un espace métrique et E un espace de Banach. On note par

Lip(X, E) l’espace de toutes les fonctions lipschitziennes bornées de X dans E
Lip (X, E) = {fonctions lipschitziennes bornées f : X — E},

munt de la norme
1 Lo ey = max {[| fll» Lip (f)}- (1.2)
Si E =R alors Lip(X,R) = Lip (X).

Lip (X) est un espace de Banach pour la norme (1.2), pour tout espace métrique X.

1.5.2 L’espace Lipy(X)

Soit (X, dx,e) un espace métrique pointé. Pour tout espace de Banach E, nous désignons
par Lipy(X, E) V'espace de toutes les applications lipschitziennes f : X — FE nulles au
point e

Lipy(X, E) = {f : X — E lipschitzienne telle que f(e) = 0}.



1.6. Espaces Lipschitz-libres

On le munit de la norme

: If () = f W)
Lip (f) = sup .
( ) Ay dX (xv y)
Si £ =R alors Lipg(X,R) = Lipy (X).
On l'appelle dual de Lipschitz et on le note par X#, I’espace de Banach des formes lip-

schitzenne sur X, i.e.,

X# = Lipy (X,R) = Lipo (X),

muni de la norme

a* (z) — a?
Lip (%) = iiry)\ (dx) i (v)]

Lipy (X) est un espace de Banach, pour tout espace métrique X pointé.

1.6 Espaces Lipschitz-libres

Dans cet section on va présenter le prédual de Lipg(X), c’est a dire il existe un espace de

Banach Z, telle que Lipy(X) est isométriquement isomorphe a Z*.

Définition 1.6.1 Soit X un espace métrique pointé. L’espace Lipschitz-libre sur X, noté

F (X), est le sous-espace de Lipy(X)* suivant:
F(X) =vect{6,; v € X},
telle que Uapplication dx : X — F (X) définie par dx (x) = 0, pour x € X, tel que:

i, X* — K
foo— 6(f)=f().

n
On pose [|p]| z(x) = inf {Z |\i| d (x4, :E;)} , le infimum est portée sur touts les réprésen-
i=1
tation de p sous la forme

p=> X0z — 0ur).
=1

On note que l'espace Lipschitz-libre introduit par Godefroy et Kalton en 2003 voir [14]
bien que cet espace a eté présenté a la premiere fois par Arens-Eells on 1956 [2] voir aussi

le livre de Weaver [19] pour plus d’informations.
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1.6. Espaces Lipschitz-libres

Soit (z,y) € X2, telle que x # y. On conséderons I'application suivant :

O(ay) X# — K

 (Ba=8)(f) _ f@)—f()
fooo= Sen ()= Ty = T

est s’appelé I’évaluation fontionelle lipschitzinne.

Notation 1.6.1 On note par X le sous ensemble de X? définie par X = {(z,y) € X?: x # y}.

Pour démontrer la proposition suivante on a besoin les définitions suivants.
Soit £ un espace véctoriel.

Définition 1.6.2 (Partie convexe) Une partie C de E est conveze si elle est non vide
et si, pour tous x, y € C et X € [0,1], on a Az + (1 — Ny € C. Bien sur, tout sous-
espace vectoriel de E est convexe et toute intersection non vide de parties convexes de E est

CONvVETE.

Définition 1.6.3 (L’enveloppe convexe) L’enveloppe convexe d’une partie non vide A
de E est l'intersection de toutes les parties convexes de E contenant A; c’est la plus petite

partie convexe de E contenant A, elle est notée co(A) et on a

CO(A): {Zeixi:neN, Z; GA, 91 >O7 29121}

i=1 i=1
Définition 1.6.4 (Absolument convexe) Une partie A de E est absolument convezxe si
elle est non vide et si, pour tous x,y € A et A, Ay € K tels que [M| + |X2] < 1, on a

Mz + Aoy € A. Une telle partie contient donc toujours 1’élément 0.

Définition 1.6.5 L’enveloppe absolument convexe d’une partie non vide A de E comme
“étant 'intersection de toutes les parties absolument convexes de E qui contiennent A; elle

est notée T'(A). On vérifie aisément que

F(A):{Z)\imi:neN, x; € A, N €K, ng}.

i=1 i=1
Proposition 1.6.1 Soit X un espace métrique pointé
(1) Les espaces X7 F (X)"sont isométriquement isomorphique. C’est-a-dire X#* = F (X)*.
(1) La boule unité fermée de F(X) est l’enveloppe absolument conveze fermée de l’ensemble

65 (X) dans (X#)*. C’est-a-dire Brixy=T <(5)~(()~()> :

11



1.6. Espaces Lipschitz-libres

Preuve. (i) On définit application suivant

S: F(X)" — Lipy(X)
@ — S (p); (S(p) (z) = p(dz — do) -

Pour tout z, 2/ € X. On a

15(p)(x) = S(e)(@)] = ¢ (6a — o) — ¢ (6ar — o)
= ‘90(5:10 - 51/)|
< [lell d(=, z').

Ainsi S(¢)(0) = ¢ (0), alors S(¢) € Lipo(X). Nous concluons que S est une application

linéaire et ||S] < 1.

Maintenant on définit I’application suivant

R: Lip(X) — F(X)
f — R(f),

n

telle que R(F)(n) = N (f (20) = £ (a1)), pour £ € Lipo(X) ot = 3" A6, = 8,1,
On a - a

RN = 3% (F (@) = f (7))
< Z (il [f (i) = f (27)]
< Lip(f) ) _ I\l (s, o),

le infimum est portée sur touts les réprésentation de p on trouve R(f) € F(X)" et
IR (f)|| < Lip(f). Alors nous concluons que R est une application linéaire non expanssive
a partir de Lipg(X) a F (X)".

Enfin, un simple calcul indique que R o S = idz(x)* et S o R = idy#. Donc X#* = F(X).

Pour la démonstration (ii) voir [13]. m

Proposition 1.6.2 (a) Soit (X,d) un espace métrique pointé. L’application 6x : X —
F (X) est linjection isométrique non linéaire de X dans F (X).

(b) Soit T : X — E wune application lipshitzienne telle que T (e) = 0. Alors il existe une

12



1.6. Espaces Lipschitz-libres

unique application linéaire Ty, : F (X) — E telle que T =Ty o00x et ||TL|| = Lip(T).

F(X)
T,
ox T AN
x L E

(c) Soient X etY deux espaces métriques pointés et T : X — Y une application lipschitzi-
enne vérifant f(0x) = Oy. Alors il existe une unique application linéaire

T F(X) — F (V) vérifiant Lip (T) = HTH et by o T =T o by.

Autrement dit, le diagramme suivant commute

x 5 Y

ox | A 1oy
FX) 5 F)

Preuve. (a) Pour tout z, 2’ € X et pour tout f € Lipy (X) on a

[0x (z) — dx (x,)H]-‘(X) = |16z — 5:c’”f(X)

= sSup |<5x — O, 90>‘
$€BF(x)*

— sup (0. — dur, R(9))|, R(g) = ¢

R(9)€Bx(x)y*
= sup ’<5w_5w’7g>|
gEBX#
sup [g(x) — g(2')|
9EB
< sup Lip(g)d(z,2)
9EBx#
< d(x,2),

IN

ce que implique [|0x (z) — dx (2)|| z(x) < d(z,2"). Donc dx est lipshitzienne et Lip (dx) < 1.

Pour l'inégalité inverse, pour tout z,2’ € X on a

10x () = 0x (@)lrey = 1100 = 0urll ()
= sup |<53:_6z’7f>|
fGBX#

Z |<5x_§x'>fx >|
= |fz () — fo (z')| (voir la Proposition ( 1.4.1))
= d(z,2).

13



1.6. Espaces Lipschitz-libres

On obtient finalement que

10x () = 0x (@)lrxy = 100 — 0l ()
= d(z,2'),

et sz ((5)() =1.
Pour la démonstration (b) voir [19, Theorem 2.2.4].

Pour la démonstration (c¢) voir [15, Lemma 3.1]. =

14



Chapitre 2

Ideal linéaire des opérateurs

compacts et faiblement compacts

2.1 Opérateurs linéaires compacts

Dans cette section nous donnons quelques définitions, proprités et notations qui concernent

les opérateurs linéaires compacts.

Définition 2.1.1 Soit (X, d) un espace métrique et soit K C (X,d) . K est compact si toute

suite (Tr,),cy de K contient une sous-suite convergente vers x € K.

Définition 2.1.2 Soit E un espace métrique complet. Une partie A de E est relativement

compact st A est compact.

Proposition 2.1.1 Soit ' un espace métrique complet. Une partie A de E est relativement
compact si et seulement si pour tout € > 0, A peut étre recouverte par un nombre fini de

boules de rayon < ¢.
Proposition 2.1.2 Tout fermé dans un compact est compact.

Définition 2.1.3 Soient E, F deux espace de Banach. Un opérateur T € L(E,F) est
compact (faiblement compact) si le sous ensemble T (Bg) est relativement compact (resp.

relativement faiblement compact) dans F. La collection de tous les opérateurs linéaires com-

pacts (faiblement compacts) de E dans F sera notée IC (E, F) (respW (E, F)).

15



2.1. Opérateurs linéaires compacts

Théoréme 2.1.1 [11] Soient E, F deux espaces de Banach et soit T € L(E,F). Les
assertions suivantes sont équivalentes

(1) L’opérateur T est faiblement compact.

(i1) Il existe un espace de Banach réflexif G, un opérateur linéaire bornée S € L(G,F) et

un opérateur linéaire bornée g € L(E,G), tel que T = S o g.

Proposition 2.1.3 L’ensemble K (E, F') des opérateurs compacts T : E — F' est un sous-

espace véctoriel fermé de L (E, F).

Preuve. L’ensemble K (E, F) c’est un sous-espace vectoriel car si 7,5 € L (E, F') on a

(S+T)(Bg) € S(Bg)+T(Bg),

et que cette somme est compacte (image du produit de deux compacts par l’application
continue (z,y) — = + y).
Soit T, € K (E, F) tels que

1T, — T”L(E,F) R 0.

—00

Nous allons voir que T (Bg) est relativement compact. Soit € > 0. Il existe N > 1 tel que

1T~ =Tl gy <

DO | ™

Pour tout x € Bg, on a donc

|Tn (x) =T (x)Hﬁ(E,F) <
On peut écrire

Tv (Bp) C | JB (a:j, g) .
j=1
Alors J
T (Bp) C | JB(x).2).
j=1

Ceci termine la preuve de la proposition. m

16



2.2. Le propléme dual (I'adjoient)

2.2 Le propléme dual (I’adjoient)

Soient F, ' deux espaces véctoriels normés. Pour un opérateur linéaire borné T € L (E, F') ,

on définit 'opérateur suivant 7% : [* — E* par
(T'(x),y") = (2, T"(y")), Ve e€k, y e€F"
L’opérateur T™ s’appelle I’adjoint de 7'
Proposition 2.2.1 Soit T € L (E, F) alors T* linéaire et |T|| = ||T*] .
Preuve. Soient yj,y; € F*, et a € Kon a

(2, T"(owi +u3)) = (T(@), 007 +y3)
= a(T'(z),y1) +(T'(2), y3)
= (z,aT"(y1)) + (x, T"(y3))
= (z, T (y7) + T"(y3))-

Donc pour tout x € E on a

T*(ayy +ys) = T (yy) +T"(y3)-

Ce qui implique que T est linéaire.

Il est aussi borné puisque

" (Tl < Ny llp 1T@)]
< Ny lle 17N 12l
par conséquent
. T (y") (2)]
17" () = sup —————
[l]| 0 =]
< Myl 1771

ce qui implique que T* € L (F*, E*) et ||T*|| < ||T|| . Pour montrer I'inégalité inverse, nous

prouvons que

7@ < IT* | lzllg,  VYoe E.
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2.2. Le propléme dual (I'adjoient)

L’opérateur ’adjoint implique que

@) < 1T 6 Il
< Wl 1T il
et .
”ysgﬁgéow <l Vo€ E.

Ce qui termine la démonstration. m

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Schauder). Soit T € K(E,F). Alors nous avons
I’équivalence suivante

(1) L’opérateur T est dans K (E, F).

(2) L’opérateur adjoint T* est dans KC(F*, E*).

Théoréme 2.2.2 (Théoréme d’Ascoli). Soit X un espace métrique et compact, et
A CC(X). Alors A est relativement compacte dans C (X)) si et seulement si A est bornée

et est équicontinue.

Preuve du Théoréme de Schauder.

Rappelons que A équicontinue signifie que
Vre X)(Ve>0) (36 >0):d(z,y) <d=|f(x)— f(y)] <e VfeA
Notons que comme X est compact, il ya en fait équicontinuité uniforme
(Ve >0) (30 > 0) (Vo,y € X) 2 d(z,y) <0 = [f(2) = f(y)| < Ve A

(1) = (2). Supposons T" compact. On veut montrer que 7% (Bp+) est relativement com-

pacte, c’est-a-dire que si ||¢, ||z« < 1, on peut extraire de (7%¢,,),~, une sous-suite conver-

gente. Prenons X = T (Bg); c’est un espace métrique compact. Posons

fn: X — K
y — fuly)={onv)rr
Alors A ={f,; n > 1} est bornée

[flloo = sup Ken, y)| = sup [(e,, Tx)| < || T'],
yeX

r€BE
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2.3. Idéal des opérateurs linéaire

et est équicontinue: |f, (y) — f» (v)| < |ly — ¢'|| pour tout n > 1.

Grace au Théoreme d’Ascoli, on peut extraire de A une suite (f,,),-, convergente

1, — fHC()Q e 0.

Alors, pour tout z € Bg

(T* 00 2) = (90, T2} = fo, (T2) — f(T)

Pour tout x € E, ¢ () = klim (T*p,, ) existe donc ¥ : E — K est linéaire et
Y\p, = foT. Comme

Il @)l = lim ([T, @)[| < 1T {|en, ]| 1zl < 171 2],

1) est continue. Donc v € E*. De plus

17 6n = lls = smp (700, = )| = lfo = Sl =, 0

llz]|<1

(2) = (1) . Si T™* est compact, alors, d’aprées ce que 'on vient de montrer, 77 : E** — F**

est compact, c’est-a-dire que T** (Bp+) est compact. Mais, puisque (T**)\ p=1T

T (Bg) CT* (Bg) CT* (Bgs),
est donc aussi compact. Donc T est compact. =

Théoréme 2.2.3 Soit T € W (E, F). Alors nous avons l’équivalence suivante
(a) L’opérateur T est dans W (E, F).

(b) L’opérateur adjoint T* est dans W(F*, E*).

2.3 Idéal des opérateurs linéaire

Définition 2.3.1 (Opérateur de rang fini). Soit E, F' deuz espace de Banach et T :

E — F un opérateur linéaire. On dit que T' est de rang fini si dim T (E) < oo.

L’espace des opérateurs linéaire de rang fini sera noté L (E, F).
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2.3. Idéal des opérateurs linéaire

Proposition 2.3.1 [16, Page 25] Soient E et F' deux espaces normes, T € L (E, F) est de

rang fini si et seulement sl existe n € N tels que
T(x) = ¢ ()b,
i=1
oup, € B etb; € F,i=1,.,n.

Définition 2.3.2 (Opérateur linéaire approximable)
Soit E, F' deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire T € L(E, F') est dit approximable
si elle est la limite de la norme ||.| d’une suites des opérateurs linéaire de rang finis de E

dans F.
Corollaire 2.3.1 D’aprés le Corollaire (2.5.2) tout operateur approximable est compact

Définition 2.3.3 (Idéal linéaire) Un idéal d’opérateur linéaire I est un classe d’opérateurs
tels que pour tout E et F' Banach, on a

(1) I (E,F) est un sous-espace vectoriel de L (E, F)

(2) L;(E,F) CI(E,F)

(3) Propriétés d’ideal: siT € T (E,F),ue L(X,E) etve L(FY)
alorsvoToueI(X,Y).

De plus, si||.|; : Z — R* satisfait

(i) (Z(E,F),|.|lz) est un espace normé (Banach).

(i) || i : K — K A ide () = A ||_=1.

(idi) |[oo T o ully < [l [T]|7 [[ull -

Alors (Z(E,F),|.||;) s’appelle idéal de Banach des opérateurs linéaires.
Proposition 2.3.2 L; est un idéal des opérateurs linéaire.

Preuve. 1) L; (E, F) est un sous-espace vectoriel de £ (E, F).
(a) Soit A€ Ket T'e L; (E, F). On montre que \T' € L (E, F'), alors

T(@) =3 i)
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2.3. Idéal des opérateurs linéaire

Ou g, € E* et b; € F, on a

AT () = (AT) ()

Comme (Ayp;) =, € E*.
Donc \T' € L (E, F).
(b) Soient T, S € L (E, F). On montre que 7'+ S € L; (E, F), alors

EInEN:T(x):ngi(x)aioflcpiEE*etaieF
i=1

Im eN:S(x) =) ¢ (x)b ot ¢, € E* et b € F
i=1

(T+S8)(x) = T(zx)+S5(x)
= Z@i(m)ai+z¢i<$)bi

n+m

K
- Z¢i(x)yizzwi<x)yi7 ot K =n+m.
i=1 i=1

Donc T+ S € Ly (E,F).

D’aprés (a) et (b), Ly (E, F) est un sous-espace vectoriel de £ (£, F).

2) L est un sous-espace vectoriel de £ (E, F') et Ly C L (par définition).

3) Il suffit de montrer la propriété d’idéal. Soient T € Lf(E,F), u € L(X,E), v €
L(FY).
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2.3. Idéal des opérateurs linéaire

On montre que vo T ou € L (X,Y). Comme T € L (E, F), alors

T(x) = ¢ ()b
i=1
Soient n € N, by,...,b, € F, ¢y, ...,,, € E*. Pour tout v € F, on a
(voTou)(x) = wvo(T(u(x))

= vo (M pu(@)h)

= e ®)

tels que ¢, = g, ou € E* et v (b)) =d; € F.
Ce qui entraine vo T ou € Ly (E, F).
D’aprés (1), (2) et (3) L (E, F) est un idéal linéaire. m

Corollaire 2.3.2 Soit (T,,) une suite d’opérateurs continues de rangs finis de E dans F et

soit T € L(E,F) tels que [T, = T|| gy — 0. Alors T € K(E, F).

Proposition 2.3.3 Les ensembles des opérateurs linéaires compacts K (E, F') et faiblement

compacts W (E, F) Sont des idéauz linéaires.

Preuve. 1) On démontre que K (E, F') est un sous-espace vectoriel de L (E, F').
(a) Soit T et Ty € K (E, F). On montre que Ty + 1> € K (E, F'), alors

Ticompact = T3 (Bg)compact
— 1T (BE) + 15 (BE) cT (BE) + 15 (BE)

Tycompact = T5 (Bg)compact

Ce qui implique que T} + T5 est compact.
(b) \T € K (E, F) est triviale pour tout A € Ket T € K (E, F).
2) Tout opérateur de rang fini est compact puisque pour tout € > 0, T'(Bg) peut étre

recouvert pour un nombre fini de boules B (y;, <) dans F.
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2.3. Idéal des opérateurs linéaire

3) Supposons que T' est compact. Alors v (T (BE)> est compact, donc fermé, et contient

(voT) (Bg) don

(voT)(Bg) Cv (T (BE)> :

Dautre part

v (T (BE)> C (voT)(Bp),

d’ol

(voT) (Br) =v (T (Br)) .
est compact.

Supposons maintenant que u est borné et T' compact. Comme u est borné, il existe r > 0,

tel que u (Bg) C rBr. Donc

(T'owu) (Bg) C rT (Bg),

est compact.
Finalement, d’aprés (1), (2) et (3), K (E, F') est un idéal linéaire.

On utilisant le meme preuve pour démontre que W (E, F') est un idéal linéaire de F & F. ®

Définition 2.3.4 Le dual d’un opérateur idéal I est défini comme suit : pour les espaces

de Banach E et F
Zdual(E7F):{u c E(E, F) ut e I(F*,E*)}a

ot u* : F* — E* est l’adjoint de u. Il est bien connue que T est un idéal de ’opérateur.

Nous écrivons ||| zauwa = [Ju*||7-
D’aprés les Theorémes (2.2.1), (2.2.3), on ait

Corollaire 2.3.3 K = K% ot Y = yual
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Chapitre 3

Ideal des opérateurs lipschitziens

compacts et faiblement compacts

3.1 Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Soient X un espace métrique pointé et F un espace de Banach, et soit I’application 7' :

X — E. L’ensemble {%Z)(y) cr,y e X, v # y} est appelé image lipschitzienne de 7.

Elle est clair que 'application 7" : X — FE est lipschitzienne si son image lipschitzienne

est borné dans F, en effet si {w cr,y e X, v # y} est borné alors il existe une
constante C' > 0 tels que
T(x)-T

d(z,y)
' ) H < C, pour tout x,y € X.
d(z,y)

Ce qui implique que ||T'(z) — T (y)|| < Cd(x,y). C'est-a~dire T" est lipschitzienne.

Définition 3.1.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. On dit
que un opérateur T € Lipy (X, E') est Lipschitz compact (resp. Lipschitz faiblement compact)
si son image lipschitzienne est relativement compact (resp. relativement faiblement compact)
dans E.

On note par Lipok (X, E) et Lipow (X, E) les ensembles des opérateurs lipschitziens compact

et faiblement compact entre X et E, respectivement. On a

Notons que Lipok (X, E) et Lipow (X, E) sont des sous-espaces véctorieles de Lipy (X, F) .
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Pour la démonstration de la proposition ci dessus, on a besoin le lemme suivante.

Lemme 3.1.1 Soit T € Lipy (X, E). On consédére sur X = {(z,y) € X2 : x # y} Uapplication

suivant
d0g: X — (X#)*
(x,y) +—— 5 (x,y) := 6y (voir Notation (1.6.1)).

7 (0 (%)) €72 (T (0 (%)) < T (72 (05 (X))

Preuve. On démontre que TL< ( ))c ( ( < ))) On a

55(( ) (5 ( )) par définition).
T, (05 (X)) c 7 (T (o

X
Pour la dexiéme inclusion on prend z; € T}, (f 0% (
I'(0%

Alors

D’ou

dz € f((SX <)~()) , telle

que z; = 17 (22), ce que implique il existe b, € telle que, zo = limb,, et

N———
/‘\v
VU

le = Z )\,En)(s(w('lz)’y(n)) d’Oll
=1

S

22)7

= 7, (limb, ).
= T (11?;)‘?)5(905"),1/1("))) ,
=1

Douz €T (TL (5 % (X’ ))) On obtient finalement que

7 (0 (%)) €7 (T (0 (X)) < T (12 (05 (X))

Ceci termine la preuve. =

21 =

Proposition 3.1.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) T est lipschitz compact.

(17) Ty, est compact.
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Preuve. On a

7 (52 (X)) = (7Gx () mye X, aty)

— {TL (533 — §y> oy € X, x y} (voir Notation (1.6.1))

d(z,y)
TLO(SI—TLO(Sy‘
= { d(m,y) ,LC,yEX,l’#y}
T (2)-T). }
= { (r.) s rye X, xFyp.

D’aprés le Lemme (3.1.1) et la Proposition (1.6.1(i7)), on a

T, (35 (X)) € Tu (Bro)) < T (T3 (95 (X))
C’est-a-dire

{T(ﬂf) —T(y)
d(z,y)

T (x) =T (y)

oy € X, x%y}cmcf({ d(z,y)

; T,y € X, x%y})'
(17) = (i) On suppose que T}, est compact donc T}, (By:( X)) est compact, alors

{T(:B)—T(y)
d(z,y)

est compact (voir la Proposition (2.1.2)), ce que implique 7" est Lipshitz compact.

;€ X, w#y},

(1) = (i) On suppose que T" est Lipschitz compact donc

{T(fc)—T(y)
d(z,y)

vy € X, ﬂf#y},

est relativement compact, et par conséquence

r{te 1w

; vy € X, :v#y},
d(z,y)

est compact ( Si A est relativement compact = I (A) est compact). On a aussi

T (x) =T (y)

17 (Bf(X)) CF{ d(z,y)

; T,y € X, I#y}

D’ou la Proposition (2.1.2)) assuré que 77, (Bf( X)) est compact = T}, est compact.

On obtient finalement que (i) < (ii). =
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3.1. Compacité pour les opérateurs lipschitziens

Proposition 3.1.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) L’opérateur T' est lipschitzien faiblement compact.

(17) L’opérateur Ty, est faiblement compact.

(731) Il existe un espace de Banach réflexif F, un opérateur linéaire bornée S € L(F, E) et

un opérateur lipschitzien g € Lipy(X, F), tel que T'= S o g.

Preuve. La preuve de la Proposition (3.1.1) est valable pour montrer I’équivalence entre
() et (ii). Si (i7) est vraie, en appliquant le Théoréeme de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski
[10], il existe un espace de Banach réflexif F' et deux opérateurs linéaire S € L(F, FE) et
R e L(F(X),F) tel que T, = S o R. Soit g = Ro dx, Clairement, g € Lipo(X, F), et
T=T,o0x =SoRodx = Sog,cequiprouve (7). Enfin, (ii7) implique (i7) est trivial. m

Nous montrons maintenant la propriété idéal pour ces nouvelles catégories d’opérateurs

lipschitziens.

Proposition 3.1.3 Soient X et Y deuxr espaces métriques pointé, et soient E et F deux
espaces de Banach. Soit h € Lipy(Y,X) et S € L(E,F). Si T € Lipox(X, E), alors
SoToh e Lippg(Y, F).

Preuve. Par ([15, Lemma 3.1]), il existe un unique opérateur linéaire h : F (V) —
F (X) vérifiant hody = dx oh

Y hyox L, B 2R

oy | ox |l T

FY) 5 F(x)

L’application, S o T o h € Lipy(Y,F). En effet, on a ||[SoToh(z)—SoToh(y)|| <
|S|| Lip (T") Lip (h) d (x,y) et (SoT oh)(0) = 0. Alors, par la Proposition (1.6.2 (b)), il
existe une unique application (S o T o h); telle que SoToh = (S oT o h); ody. C'est-a-dire,

on a le diagramme suivant

Y SoToh F
dy | /' (SoToh)L
F(X)
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3.2. Idéal des opérateurs lipschitziens

OnaSoT,ohe L(F(Y),F)alors (SoToh), =SoT,ohe K(F(Y),F), en appliquant
la Proposition (3.1.1) on obtient So T o h € Lipog (Y, F). =

Proposition 3.1.4 Soit X etY deux espaces métriques pointé et soit E et F' deux espaces
de Banach. Soit h € Lipy(Y,X) et S € L(E,F). Si T € Lipow(X, E), alors SoT oh €

Preuve. La preuve de la Proposition (3.1.3) est valable pour montrer la Proposition
(3.1.4), mais nous préférons une nouvelle approche. Si T € Lipow (X, E), alors T admet un

factorisation sous la forme

y "~ x I g 2 F
R| g
F

avec g € L(F,E) et R € Lipy(X, F), F un espace de Banach réflexive. On a SoT o h =
S ogo Roh. Par la Proposition (3.1.2), on obtient SoT o h € Lipow (Y, F). m

3.2 1Idéal des opérateurs lipschitziens

3.2.1 Les opérateurs lipschitziens de rang finie

Définition 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et £ un espace de Banach. Un
opérateur lipschitzien T € Lipy(X, E) est de Lipschitz de rang finie si le sous espace vectoriel

vect {%; r,ye X, v# y} C FE a de dimension finie.

Remarque 3.2.1 Soient E un espace vectoreil est soit X une sous ensemble de E un
opérateur T : X — FE (n’est pas nécessairement linéaire) est de rang finie si le sous espace

vectoriel vect{T (z), x € X} C E a de dimension finie.

Proposition 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E) . Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) L’opérateur T' est lipschitzien est de rang finie.

(17) L’opérateur T est de rang finie.

(i4i) La linéarisation Ty, € L(F(X), E) est de rang finie.
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3.2. Idéal des opérateurs lipschitziens

Proposition 3.2.2 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy(X,E). Si T est de rang finie alors T admet une représentation de la forme
T = Z?:l Vigi ;V; c E, gi c X#

Preuve. Soit T'= Y7  v;g; ;v; € E, g; € X*. Pour tout = € X, on a

T(z) =Trox (v)
- TL o 533
=i (@) viods; ¢, € F(X)*, v € B
= Z?:l i (551:) %
=" R(9:) () v; telle que R (g;) = ; voir la Proposition (1.6.1 (i) )

= 2im1 9i () vi.

Ceci termine la preuve de la proposition. m

Définition 3.2.2 (Opérateur Lipschitz approximable) Soit X un espace métrique pointé
et E un espace de Banach. Un opérateur lipschitzien f € Lipy(X, E) est dit Lipschitz ap-
proximable st elle est la limite de la norme Lip d’une suites des opérateurs lipschitziens de

rang finis de X dans E.

Il est clair que tout opérateur Lipschitz approximable de X a E est Lipschitz compact

en appliquant les Propositions (1.6.2 (b)), (3.1.1) et (3.2.1).

3.2.2 La version Lipschitzienne du Théoréme de Schauder

Soient X un espace métrique pointé et Y un espace de Banach. Sawashima [17] a défini
'adjoint lipschitzien T# : Lipy(Y) — Lipo(X) d’'une application lipschitzienne T' €
Lipo(X,Y) par la formule

T#: Lipy(Y) — Lipo(X)
g — TH(g)=goT

L’opérateur T#est linéaire continue et ||T#H = Lip (T) . La restriction de T# sur E* définit
un opérateur linéaire continue appelé 'opérateur transposé lipschitzien de T" et noté ici par

T" on a aussi ||T*|| = Lip(T) .
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3.2. Idéal des opérateurs lipschitziens

Proposition 3.2.3 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) T est lipschitzien faiblement compact.

(ii) T est faiblement compacte de E* dans X7.

Preuve. (i) < (ii) Soit I'isomorphe isomtrie S comme indiqué dans la démonstration

du Proposition (1.6.1).
S: F(X)" — Lipy(X).
D’ou
T € Lipow (X, E) T, e W(F(X),E)

(T1)" e W(E*, F (X))
So(Ty)" e W (E*, X*)
T' e W (E*, X#),

en appliquant la Proposition (3.1.2), la Théoreme de Gantmacher (voir la Proposition

L R

(2.2.3)), le fait que l'espace des opérateurs linéaires faiblement compacts est un Banach
d’opérateur idéal linéaire injective et 1'égalité T = So (T,)" comme indiqué dans la démon-
stration du Proposition (1.6.1). m

Nous formulons maintenant une version Lipschitz du théoréme de Schauder sur la com-

pacité de I'adjoint d’un opérateur linéaire compact.

Proposition 3.2.4 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach et soit
T € Lipy (X, E). Les assertions suivantes sont équivalentes

(1) T est lipschitz compact.

(ii) Tt est compact de E* dans X7¥.

Preuve. D’apres la Proposition (3.1.1), le théoréme de Schauder et le fait que 1’espace
de compact opérateurs linéaires entre les espaces de Banach est un Banach d’opérateurs
idéal linéaire injective, on en déduit que

T € Lipog (X, F) & TpeK(F(X),E)
& (Ty) e K(E*F (X))
& So(Ip) e K(E* X*#)
& T e K (B X*),
Ceci termine la preuve de la proposition. m
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3.2. Idéal des opérateurs lipschitziens

3.2.3 L’idéal des opérateurs lipschitzien

Le but de cette section est présenter le concept de Lipschitz opérateur idéal qui introduire

par [1] .

Définition 3.2.3 (Idéal Lipschitz) Un idéal d’opérateur lipschitzien I, est un sous
classe de Lipg tels que pour tout espace métrique pointé X et tout espace de Banach E, les
composants Ly, (X, E) = Lipy(X, E) NI, satisfait

(1) Zrip(X, E) est un sous espace vectoriel de Lipy(X, E)

(ii) vg € I1;p(X, F) pour v € F et g € X¥

(i7) Propriété d’idéal: si S € Lipy(Y,X), T € I1;,(X, E) et w € L(E,F)

alorswoT oS € Ir;,(Y, F).

De plus, si||.||z,, : Zryp — [0, 400 satisfait

(i) (Zrip(X, E), ||||ILp) est un espace normé (Banach) et Lip(T) < ||T||z,,, pour tout T €
Trip(X, E)

(131) |Jidg : K — K, idg(\) = )‘HIMP =1

(i) |wo T o Sliy,, < Lin(S) Tz,
Alors, (Z1ip(X, E),

jwl].

"”Iu,p) s’appelle idéal de Banach des opérateurs lipshitziens.

Les auteurs dans leurs article [1, section 3], ils donnent deux maniéres pour créer un

idéal d’opérateur lipschitzien.

3.2.4 Méthode de Composition

Définition 3.2.4 Soit T un idéal des opérateurs linéaires, un opérateur lipshitzien T €
Lipy(X, E) appartient a lopérateur composition d’idéal lipschitzien T o Lipg notée T € I o
Lipo(X, E), s’il y a un espace de Banach F, un opérateur lipschitzien S € Lipy(X, F) et un
opérateur linéaire u € Z(F, E), telle que T = uoS. Si (Z,].||) est un opérateur idéal normé

nous écrivons ||T|z,z;,, = inf [|ull; Lip(S).

Proposition 3.2.5 Soit Z un idéal d’opérateur linéaire, pour T € Lipy(X, E). Les asser-
tions suivantes sont équivalentes

(1) T € ZoLipy(X, E).
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3.2. Idéal des opérateurs lipschitziens

(2) Ty € T(F(X), B).

Si (Z, ||.lz) est un opérateur idéal normé, on a T 1,1, = Tz llz-

Preuve. (1) = (2) Supposons que T' € 7 o Lipy(X, E). Ensuite, il existe un espace de
Banach F', un opérateur lipschitzien S € Lipy(X, F') et un opérateur linéaire u € Z(F, F) de
telle sorte que T' = woS. Depuis T, = uoSy, la propriété idéale garantit que Ty, € Z(F(X), E).

Si (Z,]|.|l7) est normé alors
ITellz = llwe Sclly < lullz [[Scll = [lully Lip(S).

Prendre le infimum sur tous ces factorisations nous obtenons || 7% |z < [|7'l| £o L4, -
(2) = (1) Considérons la factorisation de T donnée par 7' = T, 00 x. Depuis d x est Lipschitz
etT, € Z(F(X), E), puis T € ZoLipy(X, E) et, si (Z, ||.||;) est normés nous avoir

1Tz = 172 0 Sxllgore < T2 lz Lip(6x) = Tl -
Ceci termine la preuve de la proposition. m
Corollaire 3.2.1 Soient X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. On a
e Lipox(X, E) = K o Lipg(X, E) isométriquement.
e Lipow (X, E) = Wo Lipy(X, E) isométriquement.

Proposition 3.2.6 Si Z est un (normé, fermé, Banach, injective) opérateur idéal alors,

T o Lipy est un (respectivement normé, fermé, Banach, injective) Lipschitz opérateur idéal.

Corollaire 3.2.2 Soitent X un espace métrique pointé et E un espace de Banach. Les
espaces Lipox (X, E) et Lipow (X, E), sont des espace de Banach d’idéal Lipschitzien in-

jective, avec la norme Lip (.).

3.2.5 Meéthode de dualité

Définition 3.2.5 Le Lipschitz dual d’un opérateur d’idéal I est défini par

Thivo—dual(X F) = {T € Lipy(X,E) : T" € T(E*, X*)}.
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3.3. Exemples

Théoréme 3.2.1 [1, Théorém 3.9] Soit T un idéal d’opérateur linéaire Alors,
ILipofdual —_ IdualOLipo.

Corollaire 3.2.3 Un opérateur lipschitzien est compact (faiblement compact) si, et seule-

ment si, sa transposée est compact (faiblement compact).

Preuve. Nous obtenons les résultats directement a partir de la Corollaire ( 3.2.1) la

Proposition (2.3.3) et la Théoréme (3.2.1). En effet, ils donnent les égalités
Lipox = KoLipy = K™ o Lipy = KXPo=%al et Lipgy = WoLipy = W0 Lipy = YWkivo~dual,

Ceci termine la preuve. m

Nous finisson cet mémoire par donons quelque exmples des opérateurs lipschitziens com-

pact est faiblement compact

3.3 Exemples

3.3.1 Opérateur lipschitzien fortement p-intégrale

Soient X un espace métrique pointé, F un espace de Banach et 1 < p < oo. Les opérateur
lipschitzien fortement p-intégrale a été introduite par A. Jiménez-Vargas, J.M. Sepulcre
et Moisés Villegas-Vallecillos dans [13] (voir aussi [5] mais pas le méme definition). un
opérateur T' € Lipy(X, E) est appelé un opérateur lipschitzien fortement p-intégrale s’il
existe un espace de mesure finie (£2, %, 1), un opérateur linéaire borné A € L(Lp(u), E**),

un opérateur lipschitzien b € Lipg(X, Lo (1)) tels que le diagramme suivant est commutatif

Too,p
Lo (n) = Lp(n)
b1 1A
x5LE B g

ol I p : Loo(pt) — Lp() est Popérateur d’inclusion.

Proposition 3.3.1 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 <
p < 0o. Chaque opérateur lipschitzien fortement p-intégrale de X dans E est lipschitzien

faiblement compact.
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3.3. Exemples

Preuve. Soit T': X — FE un lipschitzien fortement p-intégrale, donc on la factorisatione

suivante
x-L g B pe
| Iopob A
L, (N)

Si p > 1, alors L,(u) est réflexive, d’ou par la Proposition 3.1.2 Jg o F' est lipschitzien
faiblement compact, et ainsi est également 7" par la Corollaire ( 3.2.2 ).
Pour le cas p = 1, soient ¢ > 1 et l'opérateur Ioo1 : Lo () — Li(p). Donc on a la

factorisatione suivante

x5LHE 5 E*
l Ioo,q ob / Ioo,loA
Lq (Iu)a

ot I,; et I, sont les injections canoniques. L’espace L,(x) est réflexive, d’ou par la
Proposition (3.1.2) Jg o F' est lipschitzien faiblement compact, et ainsi est également 7" par

la Corollaire (3.2.2). m

3.3.2 Opérateur lipschitzien fortement p-nucléair

Soit 1 < p < oo. Les opérateur lipschitzien fortement p-nucléair a été introduite par D.
Chen et B. Zheng dans [5]. Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et
1 < p < oo. Un opérateur T' € Lipy(X, F) est appelé lipschitzien fortement p-nucléair s’il
existe, un opérateur linéaire borné A € L(¢,, E), un opérateur lipschitzien b € Lipy(X, ()

et un opérateur diagonal My € L({, {;), tels que le diagramme suivant est commutatif

T

X — F
b 1A
le 22 4,

Proposition 3.3.2 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 <
p < 0o. Chaque opérateur lipschitzien fortement p-nucléair de X dans E est lipschitzien

faiblement compact.

34



3.3. Exemples

Preuve. Soit T': X — FE un opérateur lipschitzien fortement p-nucléair. Donc on a la
factorisation suivante

T=AMb: X 50 20, 2 B

Soit by, le linéaristion de b. Donc 'opérateur T, admet la factorization suivante
Ty = AMyby, : X 25 0 225 0, 25 .

Ce qui implique que 77, est p-nucléair et par [5, Corallaire 2.2.5] T}, est faiblement compact.

Alors T est Lipschitz faiblement compact. m

Proposition 3.3.3 [13, Proposition 2.7] Soient X un espace métrique pointé, E un espace
de Banach et 1 < p < oco. Chaque opérateur lipschitzien fortement p-nucléair de X dans E

est Lipschitz compact.

3.3.3 Opérateur lipschitzien fortement p-sommant

La version lipschitzien d’opérateurs fortement p-sommants (1 < p < 00) a été introduite
par R. Yahi, D. Achour and P. Rueda [20]. Il sont appelés alors opérateurs lipschitzien
fortement p-sommants. Soit 1 < p < oo. Un opérateur lipschitzien T € Lipy(X, E) est
appelé lipschitzien fortement p-sommant, s’il existe, un espace de Banach F), et un opérateur

S € Dp(F,E) (ie, S* €I, (E*, F*)) tels que
[{y", T (z) =T ()] < d(,2") [|5" (")l - (3.1)

Pour tout z,2" € X;y* € E*. On note par Dfm, (X, E') 'ensemble des opérateurs lipschitz
fortement p-sommant, entre X et F . Pour tout T € DL (X, E) on pose d% (T) =

st,p st,p
inf d, (S) . tels que S vérifie linégalité (3.1).

Proposition 3.3.4 Soient X un espace métrique pointé, E un espace de Banach et 1 < p <
00, tout opérateur fortement lipschitzien p-sommant entre X et E est Lipschitz faiblement

compact.
Preuve. Dans [20, Théoréme 4.1}, on ait

T e D: (X, E) e T e I, (E*, X*).

st,p

35



3.3. Exemples

Comme tout opérateur g-sommant est faiblement compact (voir [9]) alors d’aprés la Propo-
sition (3.2.3), tout opérateur fortement lipschitzien p-sommant entre X et E est Lipschitz

faiblement compact. =
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Conclusion

A la fin de ce travail, nous avons donné la forme lipchitzienne des opérateurs compacts et
faiblement compacts définis entre un espace métrique pointé et un espace de Banach, en
présentant les théoréemes de Schauder et Gantmacher dans ce sens.

Dans le cadre de théoréme de Schauder nous obtenons le probléme suivant.
Probléme.

Est ce que si T' € Lipy(X; E) est compact si et seulement si T# est compact ?
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