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Introduction

L objectif de notre mémoire est mettez en évidence quelques-uns des résultats de la continuité
des opérateurs linéaires entre des espaces asymetriques normés et le cone de ces opérateurs. Comme
application on donne les théoremes fondamentaux dans le cas asymetrique : théoreme de 1’applica-
tion ouverte, théoreme du graphe fermé et théoreme de Banach Steinhaus. Pour les démonstrations
on utilisant les espaces de Baire et le lemme de Zabreijko.

Notre travail se divise en trois chapitres. Le chapitre 1 on étudie quelques propriétés topolo-
giques d’un espace asymétrique normé, quelques exemples des asymétriques normes.

Dans le deuxieme chapitre, on donne une étude générale sur la continuité.

Le troisieme chapitre représente les théoremes fondamentaux.

il



Notation :

Up(wo)
LC(X,Y)
LC(X,Y)
X

X5

Tp

Asymétrique norme (quasi-norme).

Asymétrique norme conjuguée de p.

Norme (ou semi-norme) associe de p.

Quasi-métrique associe de asymétrique norme p.

Boule ouverte dans 1’espace asymétrique normé (X, p).

Boule fermée dans I’espace asymétrique normé (X, p) .

Boule d’unité fermé dans ’espace (X, p).

Ensemble des voisinages de point x.

Ensemble de tous les opérateurs linéaires continues de (X, p) a (Y, q).
Ensemble de tous les opérateurs linéaires continues de (X, p®) a (Y, ¢%).
Espace dual de (X, p).

Espace dual de (X, p®).

Topologie induite par p.

v



Chapitre 1

Topologie des espaces asymétriques normés

Dans ce chapitre, on donne quelque définitions et généralités sur la topologie des espaces asy-

métriques normés, avec des exemples. Pour plus d’informations, on peut consulter [6].



CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DES ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

1.1 Espaces asymétriques normés

Définition 1.1. Soit X un espace vectoriel sur R. Une asymétrique semi-norme sur X est une
fonction p : X — R, telle que pourtous x,y € X eta € R

1. p(ax) = ap(z).

2. p(z +y) < pl) +py).

Du plus si p satisfait la propriété suivante

on dit que p est une asymétrique norme sur X .

Un espace asymétrique normé (X, p) est un espace vectoriel réel X muni d’une asymétrique norme
.

Dans certains cas, si I’asymétrique norme p prend la valeur +oc0, on dit que p est une asymé-
trique norme prolongée.

Définition 1.2. Soit (X, p) un espace asymétrique normé

1. L’asymétrique norme p~! conjuguée de p est définie par
p () =p(—z), pourtoutz € X.
2. Lanorme p® associe de p est définie sur X par
p*(z) = max {p(z),p ' (x)}, pourtoutz € X.

Exemple 1.1. On considere sur R I’asymétrique norme u définie par

+

u(x) =27 =max{z,0}.

Alors, pour tout v € R,onau™ (z) = max{—z,0} = 2~ et v® (z) = max{z~, 2"} = |z].
En effet, pour tous v,y € Reta € Ry, ona
1)
u(z)=u(—x)=0 <= max{z,0} = max{—=z,0} =0

<— z=0.




CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DES ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

2)
u(axr) = max {az,0} = amax {x,0} = au(z).
3)
u(z+y) = max{x+y,0}
< max {z,0} + max {y,0}

u(z) +u(y).

Remarque 1.1. Toute asymétrique norme p sur un espace vectoriel réel X induite une quasi-

métrique d,, sur X donner par la formule

d, (z,y) =p(y —x), pourtousz,yec X.

Définition 1.3. Soit (X, p) un espace asymétrique normé, o € X etr > 0

1. La boule ouverte de centre z( et de rayon r et la boule fermée de centre x, et de rayon r

sont définies respectivement par
By(xo,r) ={z € X : p(x — z0) <r},

et

B(xo,7) = {r € X : p(x — ) <7}

2. La sphere de centre x et de rayon r et la spheére d’unité de X sont définies respectivement
par

Sp(zo,7) ={r € X :plx —x9) =1},

et

S=5,00,1)={r e X :p(x)=1}.
Convergence d’une suite dans un espace asymétrique normé

Définition 1.4. Soit (X, p) un espace asymétrique normé et soit (x,,), une suite dans X, on dit que
(x,,),, est convergente vers x si

lim p(z, —z)=0.

n—>-+o00

Dans ce cas on dit que (acn)n est p-convergente vers x.

3



CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DES ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

1.2 Les propriétés topologique d’un espace asymétrique normé

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.5. (Voisinage d’un point) Soit (X, p) un espace asymétrique normé. On dit que V'
est un voisinage de zp € X, et on écrit V' € 9,(xy), s’il existe r > 0 tel que B,(xq,7) C V.

Dans ce cas la topologie 7, généré par p sur X est définie a partir de la famille 9, ().

Définition 1.6. (Ouvert et fermé) Soit (X, p) un espace asymétrique normé

1. Un sous-ensemble S C X est dit ouvert dans (X, p), et on écrit 7,-ouvert, si pour tout

xo € S, il existe r > 0 tel que B, (zg,7) C S.

2. Un sous-ensemble S C X est dit fermé si S€ est ouvert.

Proposition 1.1. Soir (X, p) un espace asymétrique normé et S un sous-espace vectoriel de X.
Alors

S est T)-fermé <= S est T,-1-fermé

Proposition 1.2. Soit (X, p) un espace asymétrique normé, o € X et r > 0. Alors la boule
ouverte By, (o, 1) est T,-ouvert et la boule fermée B (xq,7) est T,-1-fermé, mais B, (xo,r) n’est

pas T,-fermé en général. De plus, on a les inclusions
Bys (x9,7) C By (x0,7) et Bps (x9,7) C Bp-1 (x0,7) , (L.1)
avec méme inclusions pour les boules fermées.

Démonstration. On montre seulement que B, (2o, 1) est 7,-ouvert et B, (o, 1) est 7,-1-fermé.
Les inclusions (1.1) sont évidentes.

Soit z € B, (zg,7), on pose r’ =1 — p(x — xy), alors, pour y € B, (z,r'), ona

IA

p(y — o) p(r—x0)+p(y—2)

IN
S
)
|
8
<
_|_
ﬁ\

I
=3

ce qui implique que




CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DES ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

Donc la boule B, (g, ) est 7,-ouvert.
Pour la preuve de B, (o, ) est 7,-1-fermé, on montre que (B, (o,7))" est 7,-1-ouvert.

Soit z € (B, (o, r))°, on prend 7’ = p (x — zy) — r. Alors on a
By (z,r") N le) (xo,7) =10,

ce qui implique

By (z,7") C (B (zo,7))"
En effet, si on suppose qu’il existe y € B, (z,7') N B, (xo,7), donc on a

/

pty—ax)<r et ply—wxo) <,

c’est-a-dire
p(x—z0) <ply—zo)+p ' (y—a)<r+7r" =p(x—1x).

Donc on a une contradiction. m

Proposition 1.3. Soit (X, p) un espace asymétrique normé. Alors la topologie T, est plus fine
que les topologies T, et 7,1, c’est-a-dire tout sous-ensemble T,-ouvert (7,-fermé ) est T,s-ouvert

(Tps-fermé). Avec méme résultats pour la topologie 7,-1.

Démonstration. Soit S un sous-ensemble 7,-ouvert de (X, p) et soit 2y € S, alors il existe
r > 0 tel que
By (x0,7) C By (z9,7) C S.

Donc S est 7,s-ouvert.
Maintenant, soit M/ un sous-ensemble 7,-fermé de (X, p), alors M€ est Tp-ouvert, donc M€ est

Tps-ouvert ce qui implique M est 7,s-fermé. m

Lemme 1.1. [6] Si (X, p) est un espace asymétrique normé, alors I’addition + : X x X — X
est continu. Aussi, toute application additive entre deux espaces asymétriques normés (X, p), (Y, q)
est continue si et seulement si, elle est continue en point 0 (ou en point arbitraire xo € X ).

La multiplication n’est pas toujours continue. Donc un espace asymétrique normé n’est pas un

espace vectoriel topologique.




CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DES ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

Dans le cas d’un espace asymétrique normé, il y a plusieurs notions de complétude.

Définition 1.7. Une suite (z,,), dans un espace asymétrique normé (X, p) est dite

1. p-Cauchy a gauche (a droite) si pour tout £ > 0 il existe x € X et ny € N tel que
plx, —x) <e, ¥n>mng

(respectivement p (x — x,,) < €).

2. p-K-Cauchy a gauche (a droite) si pour tout € > 0 il existe ng € N tel que

Vnk, no<k<n=—=p(r,—x) <e¢
(respectivement p (zy — x,,) < €).

Définition 1.8. Soit (X, p) un espace asymétrique normé.
1. X est dit p-complet si toute suite p°*-Cauchy dans (X, p) est p-convergente.

2. X est dit p-K-complet a gauche (a droite) si chaque suite p- K -Cauchy a gauche (a droite)

dans X est p-convergente.

3. X est dit bicomplet si I’espace normé associé (X, p®) est complet, c’est-a-dire si toute suite

p°-Cauchy dans (X, p) est p*-convergente.

Des notions similaires peuvent étre définies pour 1’asymétrique norme conjuguée p—.

Remarque 1.2. Dans un espace asymétrique normé (X, p), on a les équivalences suivantes

1. (z,), est p-K-Cauchy a gauche (a droite) <= (—x,,), est p~'-K-Cauchy a gauche (a

droite).

2. X est p-K-complet a gauche (a droite) <= X est p~'-K-complet a gauche (a droite).

Définition 1.9. (Espace biBanach) Un espace asymétrique normé (X, p) est dit biBanch s’il est

bicomplet, c’est-a-dire (X, p*) est un espace de Banach.

Exemple 1.2. L’espace vectoriel R est un espace biBanch avec I’asymétrique norme u définie par

u(r) = max{z,0} = z*, pour tout z € R.

6



CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DES ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

Dans ce qui suit nous étudions et détaillons un exemple important donné dans [7].

Proposition 1.4. Pour 1 < p < oo, on désigne par (), I’ensemble des suites de scalaire v :=
(Zn)n C R tel que

l, = {(mn)n CR: Z|xn|p < oo}

n=0

On sait que ({y, ||||,,) est un espace de Banach tel que |-, est une norme sur (,, définie par

D=

1]l = Oz lznl®)7 s @ = (@n)n € &y

Fixons p > 1, pour tout x = (x,,),, € {p, on définit

D=

= (z}), et ||1’||+p = "x+||p = (fo;o ()"

S
Alors ||-||,,, est une asymétrique norme sur (,, telle que la norme (|| : H+p) est équivalente a ||-|| .

Pour la preuve, nous avons besoin le lemme suivant

Lemme 1.2. Soient x = (2,)n € {p, Y = (Yn)n € £ et a € R, on a les propriétés suivantes
1. x=at—(—x)".
2. (ax)™ = az™.
3. (z +yn)t <z} +yi, pourtourn € N.

Proposition 1.5. Sip > 1, alors || - ||+, est une asymétrique norme sur (,,.

Démonstration. Soit x = (x,,), € {, telle que

2]y = | = 2[4 = 0,

alors

et par (1) du lemme présidant, z = 0. Il est claire que ||0]|;, = 0.
Maintenant, soient £ = (z,)n € £p, ¥ = (Yn)n € ¢, et a € RT. Alors, par (2) du lemme

présidant, on a

I(az)llp = [l(az) " [lp = allz]l+p-

7



CHAPITRE 1. TOPOLOGIE DES ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

Finalement, par (3) du lemme présidant, on obtient

[e.9]

Iz +yllep = (e + ) Ml < Q@ + i)Y

n=0

donc

12+ yllp < 2™+ y "Ml < 2l + ly™llp = ll2llep + Iyl
|
Corollaire 1.1. Pourp > 1, ({,, || - ||+,) est un espace asymétrique normé.

Proposition 1.6. Pourp > 1, ona

(ellp)® < llzlly < Nzl + 1 = 2l 4,
pour tout v € ().
Démonstration. Soit z = (), € ¢,. Alors il est immédiate de voir que
(2ll+)* = masfle]p, || = 25} < [zl

Enfin, par (1) du Lemme 1.2, on obtient

lzllp = 2™ = (=) " llp < 27" [l + 1(=2) "Ml = ll2llp + [ = 2l 4p-

Corollaire 1.2. Sip > 1,0na

(- llp)” < A1 Ml < 2011 - [145)”
Donc (|| - ||+p)° et || - ||, sont des normes équivalentes.

Corollaire 1.3. Pourp > 1, ({,, || - ||+,) est un espace biBanch.




Chapitre 2

Continuité des opérateurs linéaires entre

espaces asymétriques normeés

Dans ce chapitre, on donne une étude de la continuité des opérateurs linéaires entre les espaces
asymétriques normés. En particulier, on donnera aussi quelques propriétés de 1’espace de tous les
opérateurs linéaires continus, ensuite, nous présentons le théoreme de Hahn Banach dans le cas des

espaces asymétriques normeés.



CHAPITRE 2. CONTINUITE DES OPERATEURS LINEAIRES ENTRE ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

2.1 Espaces des opérateurs linéaires continus
Soit (X, p) et (Y, ¢) deux espaces asymétriques normés, on pose
LC(X,Y)={f:(X,p) — (Y,q), f estlinéaire et continue} ,

et

LC(X,Y) ={f:(X,p’) — (Y,¢°), f est linéaire et continue} .

Si on remplace (Y, q) par (R, u), avec u est I’asymétrique norme définie dans I’Exemple 1.1,
alors LC (X,Y') et LC?® (X, Y) seront notés respectivement par X * et X**.

Un cdne est un sous-ensemble Z d’un espace vectoriel X tel que pour tous w,z € Zet A >0
w+zeZ et zeZ

Un coOne est aussi appelé un espace semi-linéaire.

2.1.1 Opérateurs linéaires continus entre espaces asymétriques normés

Définition 2.1. Soit 7' : (X,p) — (Y, ¢) un opérateur linéaire entre deux espaces asymétriques
normés. On dit que 7" est continu s’il est continu par rapport a la topologie 7, sur X et par rapport

a la topologie 7, sur Y.

Définition 2.2. L’opérateur linéaire 7' : (X,p) — (Y, q) est dit borné s’il existe une constante

M > 0 telle que
q(T'(x)) < Mp(z).

Dans le théoréme suivant on a un critere tres simple, et tres utile, de la continuité comme le cas

des espaces normés.

Théoréme 2.1. Soit (X, p) et (Y, q) deux espaces asymétriques normés et soit T : X — Y un

opérateur linéaire. Alors T’ est continu si et seulement s’il est borné.

10
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Démonstration. Supposons que 7" est borné. Soit x dans X. On montre que, pour tout r > 0,

on a

T (B;,(x, %)) C B/(T(x),7).

Maintenant, nous avons

et

4y — T(2)) = q(T(z) = T(2)) = ¢ (T(z — ) < Mp(z —2) < M= = 1.

Ce qui montre que y € By (T'(z), 7).

Inversement, supposons que 7’ est continu (donc continu en 0), alors il existe 7 > 0 tel que
T (B,(0,r)) C Bi(0,1).

Onaq(T(z)) < 1pourtoutx € X avec p(z) <.

Si p(z) # 0, on pose

On ap(z) = r, alors

¢(T(2)) < 1. 2.1)

Cela signifier que ¢ (T'(x)) < r~'p(x).

Si p(x) = 0, alors p(nz) = np(z) = 0 pour tout n € N. D’apres I’inégalité (2.1), on a
1 1 .
q(T(z)) = —q(T(nz)) < —, pour tout n € N*,
n n

en passant a la limite quand n — +o0, en trouve ¢ (T'(x)) = 0. Ce qui montre que 7" est borné

avec la constante M = r~1. m

11



CHAPITRE 2. CONTINUITE DES OPERATEURS LINEAIRES ENTRE ESPACES ASYMETRIQUES NORMES

Proposition 2.1. Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés. Pour toutT € LC (X,Y),

on pose

o aT)
pq(T)_xeX,p(Ia)c);éO p(ZE) ’

alors

q(T'(z)) < py(T)p(z), pourtoutz € X.

Py (T') est donc la plus petite constante M apparaissant dans la Définition 2.2, ¢’est-a-dire
py(T) =inf {M > 0:¢q(T(z)) < Mp(x), Vor € X}.
On a donc p;(T) < oo.

Corollaire 2.1. Pour toutT € LC(X,Y),ona
pg(T) = sup ¢(T(x)) = sup ¢(T'(x)).
p(z)<1 p(z)=1

Démonstration. Posons S; = sup ¢(7'(x)) et S, = sup ¢(7'(x)). On a bien siir
p(z)<1 p(z)=1

SZ S Sla

et aussi

S1 < py(T),
puisque ¢(7T'(z)) < p;(T') et p(z) < 1, par définition de p (7).
Il reste a voir que p;(7T') < Sy, 0ona

) (T (x)) x
p(T)= sup = sup q(T(—=)) <5,
q( ) z€X,p(x)#0 p(ﬂ?) zeX,p(x)#0 ( <p(.§C) )) ?

car z/p(z) de asymétrique norme 1. m

Proposition 2.2. Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés. Alors toute application
continue de (X, p) dans (Y, q) est aussi continue de (X,p~1) dans (Y, q~1).
De plusona LC (X,Y) C LC* (X,Y).

12
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Démonstration. Soit 7" € LC (X,Y). Alors T est vérifiée que

q (T (z)) <p;(T)p(z), pourtoutz € X.

Ainsi
¢ (T(2) = q(=T(x)) = ¢(T (=) < p;(T)p (—x) = p;(T)p™" (x),

donc T est continue de (X,p~1) dans (Y,¢71).

D’autre part, pour tout z € X,

¢ (T (x)) = max{q (T (x)) ,q (=T (2))} < py(T)p’(x), (2.2)

par conséquent 7" est continue de (X, p®) dans (Y, ¢°), d’ou LC (X,Y) C LC*(X,Y). m

Notons que en général LC (X, Y') n’est pas nécessairement un sous-espace vectoriel de LC® (X, Y),

comme nous le voyons dans les deux exemples suivants

Exemples 2.1. 1. Soit (Cy [0, 1], p) l’espace asymétrique semi-normé défini par

Cy[0,1] = {f €Cl0,1]: [ f(t)dt = o} et p(f) = max £([0,1]).

Soient (R, w) I’espace biBanach défini dans I’Exemple 1.2 et I’application linéaire ¢ : (Cy [0,1],p) —
(R, u) définie par
o(f)=rf(@1), pourtout f e Cy[0,1].

Alors @ est continue mais —p n’est pas continue. En effet, pour tout f € Cy [0, 1],
p (f) = (1) <max f([0,1]) = p(f),

d’ou p est borné. Maintenant, prenons la suite ( f,,), C Cq [0, 1] définie par
fn(t)=1—mnt, pourtoutt € [0,1].

1l s ensuit que
p(fa)=1 et —o(fa)=—fa(1)=1-mn,

alors —p est n’est pas borné sur la boule unité de (Cy [0, 1], p), donc il n’est pas continue.

13
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2. L’application identique idg de (R, u) dans lui méme est continue mais —idg n’est pas conti-

nue. En effet, pour tout x < 0, on a u(—idg(x)) = —=x, alors

ur(—idg) = sup{u(—2z):z € Ru(r) <1}

= sup{—z:z€R,z <1} =o0.

Corollaire 2.2. L£C (X,Y') est un céne dans LC* (X,Y') , c’est-a-dire, pour tous T, S € LC (X,Y)
ettout \ > 0ona Nl € LC(X,Y)etS+T € LC(X,Y).

2.1.2 Asymétrique norme sur LC(X,Y)

Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés. Pour tout f € LC*(X,Y), on pose

(p°);(f) =sup{g*(f(z)) : x € X,p’(x) < 1},

cette expression définit une norme sur £LC*(X,Y).

De plus si (Y, ¢°) est un espace Banach, alors (LC*(X,Y’), (p®);) est un espace de Banach.

Proposition 2.3. Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés. On a les propriétés sui-

vantes

1. p; est une asymétrique norme prolongée sur LC*(X,Y) et (p*); < (pj)°.

2. La restriction de p}; est une asymétrique norme sur LC(X,Y).

Démonstration. 1) Il est claire que p;(0) = 0.
Soit f € LC*(X,Y)
p(f) = py(=f) =0,

alors

pour tout x vérifié p(z) < 1, on obtient f(x) = 0.

Maintenant, si z € X vérifié p(z) > 1,ona
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Par conséquent f(x) = 0, pour tout z € X.

Il est facile de voir que, pour f, g € LC*(X,Y)etr € RT ona

pa(rf) =rpy(f) et py(f+g) <p,(f)+py(9)

Donc p; est une asymétrique norme prolongée sur LC*(X,Y).

Ensuite, on montre que (p°); < (p;)® sur LC*(X,Y). Soit f € LC*(X,Y) et soit ¢ > 0, il
existe v € X tels que p*(x) < let (p°); < ¢°(f(x)) + €. Supposons que p*(x) = p(z). Alors, on
deux cas

cas 1:Si¢*(f(z)) = q(f(z)), on obtient

P): < q(—f(@) +e < pi(—f) +e

Par conséquent (p°)* < (p;)°(f) + ¢, d’ou (p°); < (p;)® sur LC°(X,Y).

PR

2) I suffit de montrer que, pour tout f € LC(X,Y), pi(f) < oo. Mais c’est claire, car par le
Théoréme 2.1, pour chaque f € LC(X,Y), il existe M > 0 tel que ¢(f(x)) < Mp(z), pour tout
re€X. Doupi(f)<M. m

Proposition 2.4. Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés, alors LC(X,Y") est un
sous-ensemble fermé de (LC*(X,Y), (p;)®).

Démonstration. Soient f € LC*(X,Y) et (f,), une suite dans £LC(X,Y") qui converge vers f
dans (LC°(X,Y), (p;)*). On choisit ny € N tel que

(Pg)*(f = fuo) <1,

alors
p;(f - fno) <1

Puisque f,, € LC(X,Y), il existe M > 0 tel que q(fp,(z)) < Mp(x), pour tout z € X.
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Soit z € X. Si p(z) # 0, alors

f(@) = fao)\ _ N _z o
o (BB (= )2 ) <407 = o
c’est a dire
a((f = fao)(@)) < py(f = fao)p(@) < P(2).

D’autre part, on a

q(f (@) = q(f(2) = fao (@) + fno (@) < q(fro (@) + a((f — fao)(@)),
alors
q(f(z)) < q(fuo(®)) + p(x) < (M +1)p(z).

Si p(x) = 0, pour chaque ¢ > 0, on choisit n. tel que p;(f — fn.) < &. Comme ¢(f,.(r)) =0, on

obtient
q(f(z)) = q(f(2)) = a(fa. () < q((f = fu) (@) < py(f — fa) <&,

donc ¢(f(z)) = 0. Nous avons montré que f € LC(X,Y), par conséquent LC(X,Y) est un sous-
ensemble fermé dans (LC°(X,Y), (p;)*). =

Théoréme 2.2. Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés. Si (Y, q) est un espace bi-

Banch, alors (LC*(X,Y'), p) est un espace biBanch et donc (LC(X,Y ), p}) est un cone biBanach.

Démonstration. Soit (f,,),, est une suite de Cauchy dans (LC*(X,Y),(p;)?*). Alors, pour chaque
r € X, (fn(z)), est une suite de Cauchy dans (Y, ¢°). Ainsi, on peut construire une application
f X — Y telle que, pour chaque x € X, f(z) est limite de point de la suite (f,,(x)), dans
I’espace de Banach (Y, ¢°).
En méme temps, par (1) de la Proposition 2.3, on a (p®)! < (p})*, alors (f,), est une suite
de Cauchy dans (LC*(X,Y), (p%);) et comme cet espace est un espace de Banach, donc (f,)n
converge vers g € LC*(X,Y), d’ou (f,(x)), converge vers g(z) dans (Y, ¢*), pour tout z € X.
Par conséquent g = f.

Ensuite, on montrer que (f,), converge vers f dans (LC*(X,Y), (p;)?). Soit € > 0, il existe

no € N tel que

€

(07)°(fu — fim) < 3 Vn, m > ng.

16
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Prenons z € X tel que p(x) < 1. Il existe m > ng tel que ¢°(f(x) — fin(x)) <

N|™

Donc, pour tout n > ng, on a

¢*((f = fu)(2)) ¢(f(x) = ful(2))
*(f(2) = (@) + ¢ (frn(z) = ful2))

+ (p:;)s(fn — fm) <e.

IN
»Q

IA
DO ™

D’autre part, on a

(Pg)*(f = fo) < sup{@*((f — fu)(@)) : p(z) <1},
on déduit que, pour tout n > ng, (p;)*(f — fu) < &, alors (LC*(X,Y), (p;)°) est un espace de
Banch, et par conséquent (LC*(X,Y'), p}) est un espace biBanch.

En fin, par la Proposition 2.4, LC(X,Y’) est un sous-ensemble fermé de (LC*(X,Y), (p})°),
d’ou (LC(X,Y),p;) est un cone biBanch. m

Proposition 2.5. Soient (X, |.

), (Y, ||.]]) deux espaces normés. Pour x € X ety € Y, on pose
p(x) = |lz™[| et q(y) = [ly™[| . Alors

1 LC(X,Y) =A{f: (X, ||-I) — (Y |.]]), fest linéaire et continue}.

2. Sif e LC¥(X,Y), alors

WV < gy <211

3. X ={f: (X, ].I) — (R, |.]), fest linéaire et continue}.

4. Si f € X**, alors
IAF< @) () < 211l

avec || fIl = {If @) = fl=ll < 13-

Démonstration. 1) Soit z € X. Il est évident de voir que p*(z) = max{||z™ ||, |[[(—z)"||} <

||z||. Par (1) du Lemme 1.2, on a

el < [l ]+ I (=2) 7]

= p(z) +p(-z)
< 2p°(z),

17
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d’ou @ < p°(x). Donc p® et ||.|| sont deux normes équivalentes.
2) Soit f € LC*(X,Y). Si ||z|| < 1, alors p*(x) < Letg*(f(z)) < (p°)i(f)-

q

Maintenant, on a
If@I = f @) = (=f@)"
< @)+ f @)
= q(f(@) +q(=f(x))
< 2¢°(f(x)),
dou [[f ()] < 2(p*);(f). par conséquent [| ]| < 2(p*);(f)-
<1,

D’autre part, si p®(x) alors @ < 1.Donc ||f(z)]]| <2 f]

Puisque
F@)" < |f(@)] et (—f(2)" < |f(@)],
alors
£ @) < IF @I et [[(=F@)T < @I
d’ou

¢*(f(@)) < If @I <271,

c’est-a-dire (p*);(f) < 2|/ f] -
L’énoncé (3) est une conséquence direct de (1).
4) Soit f € X**. D’apres (2), on a (p*)%(f) < 2| f||. Maintenant, si ||z|| < 1, onap*(z) <1,

alors

dou [[f]| < (p*)(f). =
Définition 2.3. (Espace normé réticulé) Un espace vectoriel réel X est partiellement ordonné par
une relation d’ordre notée < est un espace vectoriel ordonné si

I. x < yimplique x + 2 < y + 2, pour tout z € X.

2. x > 0 implique ax > 0, pour tout @ € RY.

Un espace vectoriel ordonné X dans lequel toute paire d’éléments a une borne supérieur est appelé

espace vectoriel réticulé.

18
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X est réticulé et ||z]| < ||y|| quand |z| < |y| (|z| = sup {x,y}), on dira que X est un Banach
réticulé si X est complet. Notons que ceci implique pour tout x € X les éléments = et |x| ont la

méme norme. Pour plus de détails voir [11] et [4].

Théoréme 2.3. Soient (X, |.||), (Y, ||.||) deux espaces normés réticulés. Pour x € X ety € Y, on
pose p(z) = ||lzT|| et q(y) = ||ly"||. Alors f € LC(X,Y) si et seulement si f € LC°(X,Y) et
f > 0. De plus

py(f) < IfIN < 2p5(f),  pourtour f € LC(X,Y).

Démonstration. Soit f € LC(X,Y). Il existe M > 0 tel que ¢(f(x)) < Mp(x) pour tout

xr € X.Alors,six > 0,0na

et

donc

ce qui implique que f(—z) < 0, c’est-a-dire f(z) > 0. Il est claire que f € LC®(X,Y), car
LC(X,Y)C LC(X,Y).
Inversement, on suppose que f € LC*(X,Y) et f > 0. Puisque z < z7,ona 0 <zt — z, et

comme f est positive, alors

ce qui implique

Donc, il existe M > 0 tel que
lr @)= s @O < M [l

ie, f:(X,p) — (Y, q) est continu.
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Soit f € LC(X,Y). D’aprés I'inégalité (2.2), on a ¢° (f (z)) < pi(f)p(x), ¢’est-a-dire

(p°):(f) < p;(f) et par (2) de la Proposition 2.5 on obtient

IFIF < 2(p%)g () < 2p5(f)-

D’autre part, puisque f > 0,ona f(z)" < f(z™), alors
q(f(2)) = || f@)*| < [[fEO]| < 1A 2] = 11l pl2),

ce qui implique || f[| = py(f). m

Lemme 2.1. [5] Soit T' un opérateur linéaire positif sur un espace de Banach réticulé, alors il est

continu.

Corollaire 2.3. Soient (X, ||.

), (Y, ||.]|) deux espaces de Banach réticulés. Pour x € X ety €Y,
on pose p(x) = ||xT|| et q(y) = ||y . Soit f une application linéaire de X dans Y, alors | est

continue si et seulement si f > 0.
Le résultat suivant peut étre obtenu comme corollaire du théoreme ci-dessus

Corollaire 2.4. Soient (X, ||.||) un espace normé réticulé et p(x) = ||x*||. Alors X* est un cone

positif dans X°* et pi(f) = || f|| pour tout f € X*.

Démonstration. Il suffit de montrer que || f|| < pX(f).
Soit f € X*, alors f € X**, c’est-a-dire |f(x)| < (p°)i(f)p°(x) pour tout z € X. Puisque
(p*)g(f) < p;(f), on obtient
()] < po(f)p*(2),

et comme p*(z) < ||z|| pour tout z € X,

[f (@) < pu(f) =],

ce qui implique que [ f]| < p;,(f). =

Remarque 2.1. La topologie induit par py, est plus fine a la topologie induit par (ps);;. Effectivement

ces topologies ne sont pas coincide en général.
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Nous montrons que ces deux topologies ne sont pas coincide en général. En effet, pour tout
n € N, soit f, : R — R donnée par f,(x) = —x/n, pour tout x € X. Alors f, est un opérateur
linéaire continu par rapport la norme Euclidienne. De plus f, — 0 par rapport a la norme
usuel de convergence uniforme, car sup {|—x/n|: |z| <1} = 1/n, pour tout n € N, mais on a

sup {|—x/n| : u(x) <1} = 400, pour tout n € N.

2.2 Dualité des espaces asymétriques normés
Pour tout espace asymétrique normé (X, p), on a
X ={f:(X,p°) — (R, |]) : f estlinéaire et continue} ,

et

X" ={f:(X,p) — (R,u) : f estlinéaire et continue} .

Alors X** est un espace vectoriel, mais par les Exemples 2.1, X* n’est pas un espace vectoriel,
mais il est un cone dans X **.

Pour tout f € X**, on pose

(P°)u (f) = sup{[f(x)] - p* (2) <1} et py (f) = sup{u(f(z)): p(r) <1}.

Par la Proposition 2.4, X* est un sous-ensemble fermé de X **.
Dans ce qui suit (p®)* et p’ seront simplement noté respectivement par p** et p* . Notons que

(X®*, p*) est un espace biBanach et que le cone (X*, p*) est aussi biBanach (voir le Théoreme 2.2).

Définition 2.4. Soit (X, p) un espace asymétrique normé, alors le couple (X*, p*) est appelé I’es-

pace dual de (X, p). Notons que

p*(f) =sup{f(x):p(x) <1}, pourtout f € X

On note par By la boule d’unité de I’espace dual (X*, p*),i.e., Bx- = {f € X*:p*(f) < 1}.
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Proposition 2.6. Soit (X, p) un espace asymétrique normé, alors
Bx: ={fe X :p"(f) <1} et X* ={f € X** : p*(f) < o0}

Démonstration. Soit f € By-. Alors p*(f) < let f € X*, car X* C X**. Maintenant, soit
f € X** telle que p*(f) < 1. Montrons que f(z) < p(x), pour tout z € X.
En effet, fixons € X. On distingue deux cas
Sip(z) > 0, on obtient

1 T

/@ = TG (<L

dot f(z) < plx).
Si p(x) = 0, on suppose que f(z) > 0 et on choisit » > 0 tel que rf(x) > 1. On pose y = rz,
alors p(y) = 0, comme p*(f) < 1, ce qui implique que f(y) < 1, mais f(y) = rf(xz) > 1, donc
on a une contradiction.
D’ou f(z) < 0. Par le Théoreme 2.1, f € X*, donc f € Byxs..

Ensuite, soit f € X** tel que p*(f) < oo. Prenons la fonction g = Iﬁ dans X** et p*(g) = 1,

donc g € Bx-. En fin, nous concluons que f € X*. m

Théoreme 2.4. (Théoreme de Hahn Banach) Soient X un espace vectoriel réel et ¢ : X — R
une fonction semi-linéaire. Soit A un sous-espace vectoriel de X et g : A — R une fonction
linéaire majorée par q (Vx € A, g(x) < q(x)), alors il existe une fonction linéaire f : X — R

prolongeant g et majorée par q (Vx € X, f(z) < q(z)).

Nous présentons maintenant le théoreme de Hahn-Banach dans le cas asymétrique.

Théoreme 2.5. Soit (X, p) un espace asymétrique semi-normé. Soit A un sous-espace de X et g :
A — R une fonction linéaire continue, alors il existe une fonction linéaire continue f : X — R

telle que

fla=getp(f)=p"(9).
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Démonstration. On considere la fonction semi-linéaire ¢ définie par
q(z) =p*(g9)p(x), pourtoutz € X.

Puisque g est une fonction linéaire continue, alors g(z) < p*(g)p(z) = ¢(x), pour tout x € A.
Par le théoreme de Hahn Banach (Théoréme 2.4), il existe une fonction linéaire f : X — R

prolongeant g et f(z) < ¢(x), pour tout z € X. Alors
f(x) <p*(g9)p(z), pour tout x € X,
donc f est continue sur X. De plus
p*(f) <p'(g) = sup{g(z) : v € A, p(z) <1} <p*(f),

d’oup*(f) =p*(g). =

Lemme 2.2. Soit (X, p) un espace asymétrique normé, alors, pour chaque xo € X, il existe fy €

Bx~ telle que fo(xo) = p(zo)-

Démonstration. Si p(z() = 0, alors il suffit de prendre fo = 0.
Supposons que p(zg) > 0. On considere le sous-espace fermé engendré par o, Vect {z}.

Soit g : Vect {zo} — R définie par
g(azy) = ap(zg), pourtouta € R.

Sia > 0, alors
glaxo) = ap(xo) = pla),
sinon
glaxo) = ap(xo) < 0 < p(axo),

de sort que la fonction linéaire g est dominée par p sur Vect {zo} (g(axy) < p(azy), pour tout

a € R). Par le Théoreéme 2.5, il existe une fonction linéaire f, : X — R prolongeant g telle que
p*(fo) = sup {g(x) : & € Vect {xo},p(x) <1},

d’od fo(xo) = g(xo) = p(xg), par conséquent p*(fp) < 1. m
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Théoréme 2.6. Soit (X, p) un espace asymétrique normé. Alors, pour tout x € X, on a
p(z) =sup{f(z): f € Bx+}.

Démonstration. Fixons x € X.

Sip(x) = 0, alors f(x) < 0 pour tout f € Bx~, on obtient
0 =sup{f(z): f € Bx-} = p(x).
Si p(z) > 0, par définition f(z) < p(z) pour tout f € Bx-~, alors
sup{f(z): f € Bx+} < p(x).

D’autre part, par le Lemme 2.2, il existe fy € Bx- telle que fy(z) = p(x), d’oud p(z) <

sup {f(2) : f € Bx-}.
Finalement, p(z) = sup{f(z): f € Bx+}. m

24



Chapitre 3

Théoremes fondamentaux

Comme application de la continuité des opérateurs linéaires entre des espaces asymétriques
normés, dans ce chapitre on donne les théorémes fondamentaux dans le cas asymétrique : théoreme
de I’application ouverte, théoreme du graphe fermé et théoreme de Banach Steinhaus.

Pour les démonstrations on utilisant les espaces de Baire et le lemme de Zabreijko.
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3.1 Espaces de Baire

Définition 3.1. Un sous-ensemble S d’un espace asymétrique normé (X, p) est appelé
1. (p,p~')-partout dense dans X si int,(cl,~1(S)) = 0.

2. de la premiere (p,p~!)-catégorie si S peut s’écrire comme une union dénombrable des

ensembles (p, p~!)-partout dense.
3. de la deuxieme (p, p~!)-catégorie si il n’est pas de la premiere (p, p~')-catégorie.

Définition 3.2. Soit (X, p) un espace asymétrique normé. On dit que X est un espace de (p, p~!)-

Baire si chaque sous-ensemble 7,-ouvert non vide de X est de la deuxieéme (p, p~!)-catégorie.
Le théoréme suivant donne quelques caractérisations utiles des espaces de (p, p~!)-Baire.

Théoréme 3.1. [10] Pour un espace asymétrique normé (X, p), les propriétés suivants sont équi-

valents
1. X est un espace de (p,p~')-Baire.

2. Pour chaque famille G,,n € N, des sous-ensembles T,-1-ouverts T,-denses dans X, leur

intersection N2, G, est T,-dense en X.
3. Pour tout famille F,,n € N, des sous-ensembles T,-1-fermés tels que int,(U> F,) # 0, il

existe ng € N tel que int,(F,,) # 0.

Proposition 3.1. Soir (X,p) un espace asymétrique normé. Si X est de la deuxieme (p,p—')-

catégorie, alors il est un espace de (p, p~')-Baire.

3.2 Lemme de Zabreijko

Soit (X, p) un espace asymétrique normé. La notation = p- >~ z,, signifie que la série est
p-convergente vers z, ¢’est-a-dire lim,, o p(>_,_, zx — x) = 0.

On note que

Zmn:>p i::
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En effet, on a

implique

Remarque 3.1. Soient (X,p),(Y,q) deux espaces asymétriques normés et T : X — Y un
opérateur linéaire continu. Alors, pour chaque série p-convergente © = Y, x, dans X, la sé-
rie Y T (x,) est g-convergente dans Y et T'(x) = > T(x,). En effet, par la continuité il existe

M > 0 tel que

ZTxn an gMp(an—x) — 0.

Définition 3.3. Soit (X, p) un espace asymétrique normé. Une fonction semi-linéaire positive ¢ :

X — R est appelée p-J-sous-additive si pour chaque série p-convergente ) . x, dans X, on a

n=1

Proposition 3.2. (Lemme de Zabrejko) Supposons que ’espace asymétrique normé (X, p) est de
la deuxieme (p, p~"')-catégorie de Baire. Si la fonction semi-linéaire ¢ : X — [0;00) est p~*-0-

sous-additive, alors il existe > 0 tel que

p(z) < Bp(x),
pour tout v € X.
La preuve sera basée sur le lemme suivant

Lemme 3.1. Soit A un sous-ensemble d’un espace asymétrique normé (X, p). Si B, C cl,-1(A),

alors, pour chaque x € By, il existe une suite (), dans A telle que

v = p_l_z 2::711

n=1
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Démonstration. Nous utilisons la preuve par induction. Soit € B,. Par hypothése, il existe

xr1 € Atel que

N | —

p(r —x1) <

Supposons que nous ayons trouvé zi, ..., z,, dans B, tels que

_ T 1

k=1
alors 2" (x — k = s#21) € By, donc il existe x,1 € A tel que
"Lz 1 as T 1
n k k

Ce qui terminé la preuve. m
Démonstration de la Proposition 3.2. Soit F,, = {z € X, ¢(x) < n}, pour tout n € N. Alors
X = U,E,, et comme I’espace X est de la deuxieme (p, p~')-catégorie de Baire, il existe j € N

tel que
inty(cly-1(E;)) # 0.

Donc, il existe zp € X etr > 0 tels que
1 1
xo+1rB, Ccl,-1(E;) < B, C ( xo + cly-1(Ej)) = cly (r(—xg%—EJ—)).

Soit x € B,, par le Lemme 3.1, il existe une suite (z,,),, dans Ej telle que

o0
1 —Xo + L,

r=p TR

n=1

ce qui implique que
> 90 —Zp + xn
< Z on—1p :
Par la définition de I’ensemble £,

P20+ xn) < p(=20) + (xn) < o(=20) + 7,

ce qui donne

2(j + @(—Io)).

p(z) < "
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Comme cette inégalité est vraie pour tout x € B, on a

p(z) < .

Y

pourtoutx € X. m

3.3 Théoreme de I’application ouverte

La version suivante du théoreme d’application ouverte a été prouvée par Alegre [1].

Théoréme 3.2. (Théoréme de Uapplication ouverte) Soient (X,p), (Y, q) deux espaces asymé-
triques normés. Supposons que (X, p) est p-K-complet a droite et Y est de Hausdorff et de la
deuxiéeme (q, q')-catégorie de Baire. Si T : X — Y est une application linéaire continue sur-

Jective, alors pour chaque sous-ensemble T,-ouvert G de X, T'(G) est T,-ouvert dans'Y'.

Nous utilisons le lemme de Zabrejko pour prouver la version suivante du théoreme d’application

ouverte.

Théoreme 3.3. Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés. Supposons que (X, p) est
p-K-complet a droite et Y est de la deuxieme (q,q™")-catégorie de Baire. Si'T : X — Y est une
application linéaire continue surjective, alors pour chaque sous-ensemble T,-ouvert G de X, T'(G)

est Tg-ouvert dans'Y' .
Démonstration. On définit p : Y — R*
o(y) =inf {p(x) 1z € X,T(x) =y}, pourtouty €Y,

et montrons que ¢ est ¢~ -6-sous-additive.
Soity = ¢ *->_>° | y, ete > 0. Sans compromettre les généralités, nous pouvons supposer que
Yo ¢(yn) < o0o. Par la définition de la fonction ¢, pour chaque n € N, il existe z,, € X tel que

g
T(:En) = Yn et p<xn) < @(yn) + 2_n’
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ce qui implique
D plrn) e+ p(yn) < oo (3.1)
n=1 n=1

Alors la suite de la somme partielle S,, = >_}'_, 21, n € Nestp~'-K-Cauchy a droite, car p(S, 1 —
Sp) < Zle p(2n4). Par hypothese et (2) de la Remarque 1.2, il existe x € X tel que x =

p~1-3°°° | x,. Par la linéarité et la continuité de T'

n=1
T(z)=q ' i T(rn) =q - iyn =Y. (3.2)
n=1 n=1
D’apres (3.1) et (3.2), on obtient
o) <o) < plan) <<+ 3 ol
n=1 n=1

¢’ est a dire
o) S+ > olyn).
n=1

Puisque ¢ > 0 est arbitraire, cela implique

P(y) < oy,

par la Proposition 3.2, il existe 8 > 0 tel que

o(y) < Baly),

pour touty € Y.

Si on prend v := (1 + 3)~!, on obtient I’'implication suivant

q(y) <v=¢y) <1,

ce qui donne

B,(0,v) C T(B,(0,1)). (3.3)

En effet, si ¢(y) < v, alors ¢(y) < 1. Par la définition de ¢, il existe z € X avec T'(z) = y tel que
p(x) < 1,doncy € T(B,(0,1)).
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Finalement, montrons que (3.3) implique que 1’application 7" est ouverte. Soient G un sous-
ensemble 7,-ouvert de X et y, € T(G). Si zy € G avec T'(zo) = yo, alors, prenons r > 0 tel que

By(zo,7) C G, on trouve
B,(yo,my) = yo +1B,(0,7) C T'(xo) + rT(By(0,1)) = T(zo +rB,(0,1)) C T(G),

ce qui termine la preuve. m

Comme une conséquence du théoreme de 1’application ouverte on a le résultat suivant

Corollaire 3.1. Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés. Supposons que (X, p) est
p-K-complet a droite et Y est de la deuxieme (q, q~')-catégorie de Baire. Alors I’inverse de toute

application linéaire continue bijective T' : X — Y est continue.

3.4 Théoreme du graphe fermé

Comme dans le cas des espaces de Banach, le théoreme du graphe fermé est un résultat im-
médiat du théoreme de I’application ouverte, Mabula et Cobzas dans [10] donnent une preuve en

utilisant le Lemme de Zabrejko.

Définition 3.4. Le graphe G'7 d’une application 7' : X — Y est le sous-espace de X x Y donné
par Gy = {(z,y) e X XY 1y =T(x)}.

Pour deux espaces asymétriques normés (X, p) et (Y, q), considérons X x Y muni de la asy-
métrique norme

r(z) = p(zx) +q(y), pourtout (z,y) € X xY. (3.4)

La preuve des résultats de la proposition suivante est similaire a celle du cas des espaces normés.

Proposition 3.3. Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques normés .
1. La asymétrique norme définie par (3.4) génére la topologie du produit 7, X 7, sur X x Y.

2. Si (X,p) et (Y,q) sont K-complet a droite (a gauche), alors (X X Y,r) est K-complet a

droite (a gauche).
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Théoréeme 3.4. (Théoréeme du graphe fermé) Soient (X,p), (Y,q) deux espaces asymétriques
normés. Supposons que (X, p) est p-K-complet a droite et de la deuxieme (p,p~')-catégorie de
Baire et (Y, q) est q-K-complet a droite. Si'T : X — Y est un opérateur linéaire de graphe fermé

dans 1, X 1,4, alors T' est continu.

Démonstration. Dans la preuve, nous utiliserons (2) de la Remarquel.2.

Nous montrons d’abord que la fonction ¢ : X — R™ définie par
o(x) =q(T(z)), pourtoutz € X,

est p~!-6-sous-additive.
Soit z = p~!->>° | . Supposons que > 7 ¢(T(x,)) = D07, ¢(xn) < oco. Alors, la suite
—1
M = Y p_y T(z},) est ¢~ '-K-Cauchy 2 droite, donc il existe y € Y tel que 7, — v.

Posons &, = >} _, zy, alors 0, = T'(§,), et nous avons la situation suivante
-1 -1
& Pz, Loy et Vne N V() € Gr. (3.5)

Puisque la fermeture de G7 dans (X, p) x (Y, ¢q) implique sa fermeture dans (X,p~!) x (Y, q71),

alors, par les conditions (3.5), on obtient
(z,y) € Gp <=y =T(z),

il s’ensuite que 7'(x) = ¢~ *- Y7 T'(z,,), donc
p(w) = q(T(x)) <Y a(T(wn) =Y p(an).
n=1 n=1
Nous avons montré que ¢ est p~*-6-sous-additive. Par la Proposition 3.2, il existe 3 > 0 tel que,

pour tout x € X
p(x) < Pp(z) <= q(T(x)) < Bp(z),

ce qui implique la continuité de 7'. m
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La démonstration suivant basée sur le théoreme de 1’application ouverte.

La projection P : G — X définie par
P(z,T(x)) =z, pourtoutz € X,

est continue et bijective. Par le Corollaire 3.1, on a P~': X — Gy est continue, alors il existe
M > 0 tel que
r(P~H(z)) < Mp(x),

ce qui équivaut a

p(z) +q(T'(z)) < Mp(z).
Par conséquent

q(T(z)) < (M = 1)p(x),

pour tout x € X, d’ou 7" est continu. ®

3.5 Théoreme de Banach Steinhaus

Théoreme 3.5. (Théoréme de Banach-Steinhaus) Soient (X, p), (Y, q) deux espaces asymétriques
normés. Supposons (X, p) est de la deuxiéme (p,p~')-catégorie de Baire. Soit T; : X — Y des
opérateurs linéaires continus (1 € I, ensemble d’indices quelconque) tels que
C, =sup q(Ti(z)) < oo, z€X.
i€l
Alors

C' = sup sup T;(x) < 0.
1€l xeBy

En d’autres termes, s’il existe, pour chaque x € X un nombre positif C, < oo tel que
q(Ti(z)) < Cup(z), Viel,
alors il existe un nombre positif C' < oo tel que

q(Ti(z)) < Cp(z), Vre X,Viel
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Démonstration.

Soit la fonction ¢ : X — R* définie par

o(x) =sup q(T;(x)), pourtuotx € X.

el

I _ §-sous-additive.

Montrons d’abord que ¢ est p~
En effet, si x = p~'-) 7 | x,, alors, pour chaque i € I, la continuité de T; : (X,p) — (Y, q)

implique la continuité de 7; : (X,p~') — (Y, ¢ '), donc Tj(z) = ¢ *- > o7 T;(x,) et

ZT 2) < Y aTiw) < 3 ole

= n=1

Par conséquent

p(x) = sup (Ti(x)) < > ().

Par la Proposition 3.2, il existe 5 > 0 tel que

p(x) < Bp(x),
pour tout z € X. Ce qui donne
o(x) < B, Vz e B,
d’ou

sup sup q(T}(x)) = sup sup ¢(T}(x)) < 6.

i€l z€B, z€By i€l
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Résumé : Dans ce travail, nous avons étudié la continué sur les espaces
asymétriques normés, nous avons inclus des définitions et des résultats de base, et
de mettre en évidence les caractéristiques les plus importantes de I'ensemble de tous
les opérateurs linéaires continus. Ensuite, nous donnons quelques concepts et
résultats pour la dualité des espaces asymétriques normés.

Finalement, nous avons présenté des certaines théorémes fondamentaux de I'analyse
tonctionnelle dans le cas asymétrique.

Mots-Clés : Espace asymétrique normé, cone, opérateur linéaire continue, espace
biBanach, théoréeme de Banach Steinhaus, théoreme de I'application ouverte,
théoreme de graphe fermé, catégorie de Baire.




