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INTRODUCTION GENERALE : 

        Ces dernières années, l'étude des systèmes quantiques avec une masse qui 

dépend de la position (Position Dependent Mass ≡ PDM) a connue une grande 

activité (voir bibliographie). Ces systèmes ont de larges applications en physique de la 

matière condensée, dans la théorie des semi-conducteurs [1-3], la physique nucléaire 

[4], dans les théories des puits et points quantiques [5] et dans d'autres domaines 

connexes, Dans les recherches théoriques, de nombreuses méthodes développées pour 

l'étude des systèmes à masse constante ont été généralisées pour les systèmes PDM 

aboutissant à un certain nombre de nouveaux résultats très intéressants. La recherche 

de solutions exactes des équations d'ondes quantiques (Schrödinger, Klein-Gordan, et 

Dirac) pour ces systèmes est un aspect important [6 - 13]. La méthode des opérateurs 

[14, 15], la méthode de factorisation [16], les méthodes de ransformation de 

coordonnées [17,18], la mécanique quantique supersymétrique [19,20], l’approche par 

l’algèbre de Lie [21], celle par les intégrales de chemin [22-24], utilisés pour résoudre 

les équations d'ondes quantiques avec une masse constante, ont été étendues aux 

systèmes de PDM. 

Les solutions exactes de l’équation de Schrödinger avec masse effective dépendant de 

la position et pour certaines formes de potentiels physiques ont beaucoup attiré 

l'attention ces dernières années [25 - 29]. 

Pour un système à masse dépendant de la position, les opérateurs masse et impulsion  

ne commutent plus. Se  pose le problème du choix de l’ordre correct des opérateurs 

masse et impulsion dans l’opérateur énergie cinétique de l’hamiltonien effectif. Cette 

question est directement liée aux conditions de continuité de la fonction d’onde à 

travers une jonction abrupte [30]. Von Roos [31] a été le premier à suggérer 

l’hamiltonien effectif général suivant : 

 H =    
1

4
(𝑚𝛼𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛾 + 𝑚𝛾𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛼) + v 

Où 𝛼, 𝛽, 𝛾 sont des paramètres, vérifiant   𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −1 , souvent appelés 

paramètres d'ambiguïté. Par construction l’hamiltonien de Von Roos est hermétique. 

 

 Différentes formes de l’hamiltonien sont employées selon les choix de l'ensemble des 

paramètres d’ambiguïté. Ainsi Gora et Williams [32] ont choisi  𝛼 = −1, 𝛽 = 𝛾 = 0 , 
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Ben Daniel et Duke [33] avait opté pour  𝛼 = 𝛾 = 0, 𝛽 = −1 , Zhu et Kroemer [34] 

pour 𝛼 = 𝛾 = −
1

2
, 𝛽 = 0 , Li et Kuhn [35] pour 𝛼 = 0, 𝛽 = 𝛾 = −

1

2
 , et enfin très 

récemment Mustafa et Mazharimousavi [36] ont eux proposé, 𝛼 = 𝛾 = −
1

4
, 𝛽 = −

1

2
. 

Le problème est de savoir si on peut arriver à choisir une valeur unique des 

paramètres 𝛽 et  𝛼, afin de bien identifier et de classer sans ambiguïté les systèmes à 

masses spatialement dépendantes. Ces paramètres sont-ils universels ? Dépendent-ils 

de la nature du matériau étudié ? De la forme de la masse et du potentiel ? De leurs 

variations continues ou discontinues ? Peuvent –ils être expérimentalement identifiés? 

Ou à travers les principes de base de la mécanique quantique? Beaucoup d'études se 

sont penchées sur ce problème du choix paramètres 𝛽 et  𝛼 .  

 

       Notre objectif principal dans ce mémoire, porte sur l’enrichissement de la base 

des potentiels et masses spatialement variables exactement solvables par l’équation de 

Schrödinger généralisée pour des systèmes à masse dépendant de la position, et 

donner un outil d’analyse de phénomène de transport dans les hétérostructures 

semiconductrices. 

Ce mémoire est structuré comme suit :  

            On va d’abord rappeler, au premier chapitre nous passons en revue différents 

travaux remarquables qui ont porté ces dernières années sur des systèmes quantiques à 

masses dépendant de la position. Nous y mettons en lumière leurs principales 

conclusions quant à la compréhension des nouveaux phénomènes physiques liés à la 

variabilité spatiale de la masse effective. 

          Dans le deuxième chapitre, nous abordons la résolution analytique de l’équation 

de Schrödinger généralisée pour des  systèmes unidimensionnels et l’on a déduit les 

coefficients de transmission et de réflexion. Et en réétudiant  les cas d’une marche 

abrupte et d’une barrière rectangulaire en potentiel et en masse,  nous confirmerons 

les résultats obtenus par Lévy-Leblond [41]. 

        Le  troisième chapitre est consacré à l’illustration et discussion de nos résultats. 

Nous y présentons des courbes de coefficients de transmission en fonction de 

l’énergie pour toutes les configurations de potentiels et de masses étudiées dans le 

chapitre précédent. Pour chacun de ces cas les courbes sont présentées pour trois 

différents rapports des masses 𝑚1 et 𝑚2des régions séparées par des hétérojonctions. 

       À la fin une conclusion générale est présentée dans le dernier chapitre. 
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I.1. HAMILTONIEN EFFECTIF GENERALISE 

I.1.1.INTRODUCTION : 

 

        Beaucoup de recherches ont traité le sujet de l'hamiltonien effectif généralisé à 

des systèmes à masses effectives dépendant  de  la  position. Ces recherches ont des 

conséquences directes dans différents domaines (physique nucléaire, physique de la 

matière condensée, physique des semi-conducteurs …). 

 

           Dans ce présent chapitre nous présentons une collection de résumés d’articles 

de fonds qui traitent de systèmes quantiques à masses dépendant de la position. Il est 

remarquable  qu’à  l'exception  des  articles  que  l’on résumera  dans  ce  qui  suit  et 

d’autres cités en référence, aucun ouvrage propre à ce domaine n'a été écrit jusqu’à 

présent. 

             

             Ce chapitre contient deux axes, le premier est consacré à une revue historique 

sur l'étude de  l'hamiltonien effectif généralisé, et sur le meilleur choix de la valeur du 

paramètre d’ambiguïté  𝛽, ainsi que  les contributions  les plus   importantes   qui  ont 

conduit à la compréhension et l'adoption de l'idée des systèmes à masses dépendant de 

la position. Le  second on va déduite l’équation de Schrödinger par l’hamiltonien 

effectif généralisé pour  une  potentiel et la masse variable en fonction de la position. 

              

             Concernant l’aspect conceptuel de l’adoption de systèmes à masses dépendant 

de la position, notre choix s’est porté sur les travaux précurseurs et fondamentaux de 

Ludwig Von Roos [31] , et Jean-Marc Lévy-Leblond [37] . 

 

 

I.1.2. Apport de Von Roos (1982) [31] : 

 

  Dans Cet article [31], Von Roos a considéré que Le mouvement des porteurs 

libres (des électrons et des trous) dans les semi-conducteurs de composition chimique 

non uniforme et aussi a déterminé l’hamiltonien avec une masse efficace dépendant 

de la position. Dans des travaux précédents il a montré que les masses dépendent de la 

position mène à des contradictions et ce à cause du théorème de Bargmann, qui 

postule qu'une superposition cohérente d'états de masses différentes (paquets d’ondes) 
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est interdite. Il propose une extension du théorème de Bargmann mais qui mène à un 

hamiltonien avec masses dépendant de la position ne vérifiant plus l’invariance 

galiléenne. Il montre aussi que la dérivation usuelle de l’hamiltonian avec masse 

efficace dépendant de la position est  nullement unique. Il existe en général, beaucoup 

de hamiltonians inégaux issus de la même approximation, tous dérivés de beaucoup 

de forme d ’hamiltonians de base. Le théorème de Wannier-Slater valide pour les 

semi-conducteurs homogènes avec une composition chimique uniforme peut s’avérér 

être un point de départ normal pour une extension et une généralisation aux matériaux 

non uniformes, il suppose une masse scalaire dépendante de la position m(r) et 

propose la forme suivante de l'opérateur énergie cinétique : 

      

𝑇 = − ℏ2 4(𝑚(𝑧)𝛼∇𝑚(𝑧)𝛽∇𝑚(𝑧)𝛾 + 𝑚(𝑧)𝛾∇𝑚(𝑧)𝛽∇𝑚(𝑧)𝛼)⁄            

       

Et                          𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −1 

 

L'opérateur de Gora et William [32] est obtenu pour  𝛼 = −1 et  𝛽 = 𝛾 = 0, alors que 

celui de Zhu et Kroemer [34] pour 𝛼 = 𝛾 = −1/2 et 𝛽 = 0. Pour le cas 𝛼 = 𝛾 = 0 et 

𝛽 = −1 on abouti à un troisième opérateur très usité. 

 

Mais d’autre cas  [39], Von Roos considère un semi-conducteur composé 

Possédant  une composition chimique ayant une masse variant lentement dépendant 

de la position. Il trouve une équation de masse effective régissant la dynamique de 

l'électron (ou trou) en utilisant la représentation de Kohn-Luttinger et des 

transformations canoniques. Il prouvé que, tant que la variation de la composition 

chimique peut être considérée comme une perturbation, les masses effectives 

deviennent constantes. L'équation de la masse effective calculée, est identique à 

l'équation de la masse effective obtenue antérieurement par lui-même, en utilisant une 

représentation de Wannier. 

 

 

 

I.1.3. Contribution de Jean-Marc Lévy-Leblond (1995) [37] : 

 

Jean-Marc Lévy-Leblond dans Les article [37], a appliqué la notion 

d'invariance galiléenne instantanée pour montrer que l'idée de la masse effective 

dépendant de la position est consistante et utile. 

L'invariance galiléenne instantanée est employée pour dériver à partir des principes 
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premiers de la formulation hamiltonienne, l’expression de l’opérateur énergie 

cinétique d'un électron ayant une masse efficace dépendante de la position. Et par 

conséquent les conditions de raccordement de la fonction d’onde à travers des 

hétérojonctions abruptes.  

 

L'étude d’hétérostructures de semi-conducteurs (et, plus généralement, de cristaux 

non homogènes) a donné lieu, dernièrement, à une discussion approfondie sur 

l'utilisation de modèles avec masse effectives simples (liées aux approximations de 

fonction d'enveloppe) pour la dynamique des électrons dans de tels systèmes. Les 

principales conclusions de son étude sont : 

 

a) Les conditions de continuité normales sur les interfaces abruptes, à savoir la 

continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée doivent être remplacées par la 

continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée divisée par la fonction masse 

m(x). 

 

b)  Comment généraliser la forme de l’opérateur cinétique afin de le rendre 

hermitique pour le cas d’une masse dépendante de la position, sachant que 

l’opérateur masse m ne commute plus avec l’opérateur impulsion p. 

 

 

c)  L’application du concept PDM, en tant qu’idée dans la théorie quantique non 

relativiste est intimement liée à la notion d’invariance galiléenne dans la 

théorie de la particule libre, qui ne permet pas l’utilisation d’une masse 

effective non constante dans la structure d’un cristal non homogène. 

 

Se basant sur la notion d'invariance galiléenne il a abouti à la conclusion que : 

 

a)  Les conditions de raccordement aux interfaces doivent être la continuité de la 

fonction d’onde et de sa dérivée divisée par la masse. 

 

b)  L’opérateur énergie cinétique correct doit être sous la forme : 

 

 𝑇 = 𝑝[1/2𝑚(𝑥)]𝑝 
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c)  L’idée de l’utilisation d’une masse dépendante de la position est non 

seulement intéressante mais elle est aussi consistante. 

 

I.1.4. Apport de L.Dekar et L.Chetouani et T.F.Hammann (1999) [38] : 

 

Dans leurs article sous le titre: « Wave function for smooth potential and mass 

step » [38] il ont proposé la solution de l’équation de Schrödinger unidimensionnelle, 

pour L ’hamiltonien effective généralisé, 

 

𝐻𝑔𝑒𝑛 = − 1 4(𝑚𝛼𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛾 + 𝑚𝛾𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛼)⁄ + 𝑉 

 Où  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −1. 

 

Pour des systèmes à marches douces en potentiel et en masse, la fonction d’onde 

dépend de la fonction de Heun. En étudiant le passage à la limite où les marches 

douces tendent vers des marches abruptes ils arrivent à la conclusion que les 

paramètres d’ambiguïté doivent prendre les valeurs  𝛼 = 𝛾 = 0, 𝛽 = −1. ce qui 

suggère que la forme appropriée pour l’hamiltonien pour une masse effective abrupte 

devrait avoir la forme  𝐻𝑎𝑏𝑟𝑢𝑝𝑡 = 1 2⁄ (𝑝𝑚−1𝑝) + 𝑉 . Cette forme implique que les 

conditions de raccordement à travers une interface abrupte doivent être la continuité 

de 𝛹(𝑥) et de [𝑚(𝑥)]−1 𝑑(𝛹(𝑥)) 𝑑𝑥⁄   . 

 

 

I.1.5. Dutra et Almeida (2000) 

  Dans l’article [40] dénommé "Solvabilité exacte des potentiels avec masse 

effective dépendant de la position ", Dutra et Almeida ont effectué un essai de 

fiabilité sur l’ordre des paramètres disponibles dans la littérature. Ils ont employé un 

modèle exactement solvable (potentiel de Morse) et ont conclu que l’ordre de Gora et 

de Williams [32] (𝑎 = 𝛽 = 𝛾 = 0, 𝛼 = −1) et Ben Daniel et Duke [33] (𝑎 = 𝛼 =

𝛾 = 0, 𝛽 = −1) devrait être rejetés pour le fait qu’ils mènent à des énergies 

complexes et donc non physiques. Cependant, ils ont classifié l’ordre de Zhu et de 

Kroemer [34] (𝑎 = 0, 𝛼 = 𝛾 = −
1

2
, 𝛽 = 0) , et celui de Li et de Kuhn [35] (𝑎 = 𝛼 =

0, 𝛽 = 𝛾 = −1/2)  comme étant corrects. En conséquence, ils suggèrent que les 
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conditions de continuité aux frontières de l'hétérojonction obtenue par Zhu et 

Kroemer [34] sont les plus fiables. 

I.1.6.Apport Mustafa et Mazharimousavi (2007) : 

 

Ces auteurs [36] ont utilisé la notion d’opérateur pseudo - moment pour aboutir à la 

Conclusion  que le “ bon ordre fiable ” est le choix (𝛽 = −
1

2
, 𝛼 = 𝛾 = −1/4). 

 

I.2.L’EQUATION DE SCHRÖDINGER GENERALISEE  

        L'équation de Schrödinger avec une masse non constante fournit un modèle 

intéressant d’un point de vue théorique et très utile pour la description de beaucoup de 

phénomènes physiques. Son utilisation la plus répandue est dans le domaine de la 

physique des nanostructures de semi-conducteurs. L’intérêt croissant porté à ce 

domaine est dû au développement impressionnant des technologies sophistiquées de 

croissance de semiconducteur, comme l'épitaxie par jet moléculaire. Le mouvement 

des électrons dans les semiconducteurs est souvent décrit par l'équation de 

Schrödinger avec une masse dépendent de la position. 

 

 

 

I.2.1. preuve l’équation de Schrödinger avec une masse variable : 

 l’équation de Schrödinger déduite de l’hamiltonien effectif généralisé 

¼(𝑚𝛼𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛾 + 𝑚𝛾𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛼) avec  𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −1 , pour un système à potentiel 

et à masse continûment variables, à savoir une marche douce en potentiel et en 

masse[14] 

 l’équation de Schrödinger  indépendante du temps s’écrite :                                     

                                                     𝐇 𝚿(𝒙) = 𝐄 𝚿(𝒙)                                              (I.1) 

Où  H  est  Hamiltonien généralisé  avec la masse variable :   

        H =
1

4
(𝑚𝛼(𝑥)𝑝𝑚𝛽(𝑥)𝑝𝑚𝛾(𝑥) + 𝑚𝛾(𝑥)𝑝𝑚𝛽(𝑥)𝑝𝑚𝛼(𝑥)) + v(𝑥)          (I.2) 

Où   𝛼 + 𝛽 + 𝛾  est un paramètres d’ambiguïté  

Et  𝑥 est  un  position  
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v(𝑥) : potentiel  

𝛹(𝑥) : fonction d’onde  

Pour  p est l’impulsion :  𝑝⃗ = 𝑚𝑣⃗ 

On a                                        𝑝̂= −𝑖ℏ 𝑔𝑟𝑎𝑑                                                 (I.3) 

 

Donc                                        𝑝𝑥̂ = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥
                                                  (I.4) 

 

On remplace  𝑝𝑥̂   et H  dans (I.1) il vient : 

 

  

−
ħ2

4
𝑚𝛼(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
{𝑚𝛽(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑚𝛾(𝑥)𝛹(𝑥)]} −

ħ2

4
𝑚𝛾(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
{𝑚𝛽(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
[𝑚𝛼(𝑥)𝛹(𝑥)]} +

[𝑣(𝑥) − 𝐸]𝛹(𝑥) = 0                                                                                                (I.5) 

 

                                                                                                 

On dérivée 
𝑑

𝑑𝑥
[𝑚𝛾(𝑥)𝛹(𝑥)] et 

𝑑

𝑑𝑥
[𝑚𝛼(𝑥)𝛹(𝑥)]  dans l’équation (I.5) on obtient : 

 

−
ħ2

4
𝑚𝛼(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
{𝑚𝛽(𝑥) [𝛾𝑚𝛾−1(𝑥)𝑚ˋ(𝑥)𝛹(𝑥) + 𝑚𝛾(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
]} −

ħ2

4
×

𝑚𝛾(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
{𝑚𝛽(𝑥) [𝛼𝑚𝛼−1(𝑥)𝑚ˋ(𝑥)𝛹(𝑥) + 𝑚𝛼(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
]} + [𝑣(𝑥) − 𝐸]𝛹(𝑥) = 0        

                                                                                                                                  (I.6) 

              Avec :                           𝑚ˋ(𝑥) =
𝑑𝑚(𝑥)

𝑑𝑥
       𝑒𝑡     𝑚 ̏(𝑥) =

𝑑2𝑚(𝑥)

𝑑𝑥2                             (I.7) 

Donc : 

−
ħ2

4
𝑚𝛼(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
{[𝛾𝑚𝛽+𝛾−1(𝑥)𝑚ˋ(𝑥)𝛹(𝑥) + 𝑚𝛽+𝛾(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
]} −

ħ2

4
×

𝑚𝛾(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
{[𝛼𝑚𝛽+𝛼−1(𝑥)𝑚ˋ(𝑥)𝛹(𝑥) + 𝑚𝛽+𝛼(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
]} + [𝑣(𝑥) − 𝐸]𝛹(𝑥) = 0  

                                                                                                                                  (I.8)           
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-
ħ2

4
𝑚𝛼(𝑥) {(𝛾(𝛽 + 𝛾 − 1)𝑚𝛽+𝛾−2(𝑥)𝑚′2(𝑥)𝛹(𝑥)) + (𝛾𝑚𝛽+𝛾−1(𝑥)𝑚′′(𝑥)𝛹(𝑥)) +

(𝛾𝑚𝛽+𝛾−1(𝑥)𝑚′(𝑥)
𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
) + ((𝛽 + 𝛾)𝑚𝛽+𝛾−1(𝑥)𝑚′(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
) + (𝑚𝛽+𝛾(𝑥)

𝑑2𝛹(𝑥)

𝑑𝑥2 )} −

ħ2

4
𝑚𝛾(𝑥) {(𝛼(𝛽 + 𝛼 − 1)𝑚𝛽+𝛼−2(𝑥)𝑚′2(𝑥)𝛹(𝑥)) + (𝛼𝑚𝛽+𝛼−1(𝑥)𝑚′′(𝑥)𝛹(𝑥)) +

(𝛼𝑚𝛽+𝛼−1(𝑥)𝑚′(𝑥)
𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
) + ((𝛽 + 𝛼)𝑚𝛽+𝛼−1(𝑥)𝑚′(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
) + (𝑚𝛽+𝛼(𝑥)

𝑑2𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
)} +

[𝑣(𝑥) − 𝐸]𝛹(𝑥) = 0                                                                                                             (I.9) 

  Avec                                                 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −1 

Donc l’équation (I.9) s’écrite sous la forme : 

           -
ħ2

4
{𝛾(𝛽 + 𝛾 − 1)

𝑚′2(𝑥)

𝑚3(𝑥)
𝛹(𝑥) + 𝛾

𝑚′′(𝑥)

𝑚2(𝑥)
𝛹(𝑥) + 𝛾

𝑚′(𝑥)

𝑚2(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝛽 + 𝛾)

𝑚′(𝑥)

𝑚2(𝑥)
+

               
1

𝑚(𝑥)

𝑑2𝛹(𝑥)

𝑑𝑥2 + 𝛼(𝛽 + 𝛼 − 1)
𝑚′2(𝑥)

𝑚3(𝑥)
𝛹(𝑥) + 𝛼

𝑚′′(𝑥)

𝑚2(𝑥)
𝛹(𝑥) + 𝛼

𝑚′(𝑥)

𝑚2(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+

                            (𝛽 + 𝛼)
𝑚′(𝑥)

𝑚2(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+

1

𝑚(𝑥)

𝑑2𝛹(𝑥)

𝑑𝑥2 } + [𝑣(𝑥) − 𝐸]𝛹(𝑥) = 0                     (I.10) 

   Donc  l’équation de Schrödinger généralisé indépendante du temps s’écrite 

également sous la forme : 

      [−
1

2𝑚(𝑥)

𝑑2𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+

𝑚′(𝑥)

2𝑚2(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝑣(𝑥) − 𝐸)𝛹(𝑥)] + [(1 + 𝛽)𝑚(𝑥)𝑚′′(𝑥) −

                          2(𝛽 + 1 + 𝛼(𝛼 + 𝛽 + 1)𝑚′2(𝑥))]
𝛹(𝑥)

4𝑚3(𝑥)
= 0                                           (I.11) 
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II.1.INTRODUCTION : 
 

 dans un chapitre ,Lévy-Leblond [41]a déjà utilisé cette dernière forme du 

hamiltonien ainsi que ces mêmes condition de continuité pour résoudre l’équation de 

Schrödinger  pour des systèmes unidimensionnels à masses et à potentiel continus par 

morceaux, à savoir ceux d’une marche, d’une barrière rectangulaire.et avec nous 

avons le travail des calcules analytique les coefficients de transmission et les 

fonctions d’ondes ,ce qui implique que les condition de continuité à travers une 

marche de potentiel et une barrière rectangulaire doivent être la continuité de la 

fonction d’onde et de la fonction d’onde divisée par la masse.  

 
II.2. RESOLUTION DE L’EQUATION DE SCHRÖDINGER GENERALISEE POUR 

UNE MARCHE EN POTENTIEL ET EN MASSE : 

 

 

                                                                 𝑀(𝑥)                                                              ,    𝑀(𝑥) 

                                                                 𝑉(𝑥)                𝑉(𝑥) 

                                                                                                                      

                                                                                                                                                            𝑚2 

           Région I :  𝑥 < 0                            𝑉0                                                                                   

   𝑚1                                                                   Région II : 𝑥 > 0                               

                                                                                                                                      𝑥 

                                                                                            

Figure (01) 

 

Considérons une particule dans un potentiel type marche de potentiel, c'est-à-dire une 

particule de masse 𝑀(𝑥) soumise à l’énergie potentiel V(𝑥) . 

V(𝑥) = {
0                (𝑥 < 0) Région I 

𝑉0              (𝑥 > 0) Région II
 

𝑀(𝑥) = {
𝑚1         (𝑥 < 0) Région I

𝑚2         (𝑥 > 0 ) Région II
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L’hamiltonien du système à une masse dépendante de la position :  

    H =   
1

4
 (𝑚𝛼(𝑥)𝑝𝑚𝛽(𝑥)𝑝𝑚𝛾(𝑥) + 𝑚𝛾(𝑥)𝑝𝑚𝛽(𝑥)𝑝𝑚𝛼(𝑥)) + v(𝑥)   (II.12) 

Là où   m = 𝑀(𝑥)   et   𝑝 = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥
    , avec la contrainte: 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −1 

l'équation de Schrödinger généralisé avec la masse dépendent de la position [14] : 

         [−
1

2𝑚(𝑥)

𝑑2𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+

𝑚′(𝑥)

2𝑚2(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝑣(𝑥) − 𝐸)𝛹(𝑥)] + [(1 + 𝛽)𝑚(𝑥)𝑚′′(𝑥) −

                          2(𝛽 + 1 + 𝛼(𝛼 + 𝛽 + 1)𝑚′2(𝑥))]
𝛹(𝑥)

4𝑚3(𝑥)
= 0                                   (II.13) 

 La résolution de l’équation de Schrödinger permet le calcul des fonctions d’onde 

dans  chaque région de potentiel d’où l’on déduit le coefficient de transmission et de 

réflexion. Il faut d'abord résoudre l'équation séparément à gauche et à droite de 𝑥 =

0, et puis raccorder les solutions en 𝑥 = 0 en utilisant des conditions de continuité. 

 

II.2.1. Solution dans la région I 

a - 𝑥 < 0 : 

Dans le cas 𝐄 <  𝑽𝟎 

(si 𝐄 <  𝑽𝟎, donc   𝑘2
2 =

2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
  alors 𝑘2

2  est un nombre complexe et que l’on peut  

écrire : 𝑘2
2 = (−1)

2𝑚2(𝑉0−𝐸)

ℏ2
= (𝑖)2

2𝑚2(𝑉0−𝐸)

ℏ2
 donc 𝑘2 = ±𝑖√

2𝑚2(𝑉0−𝐸)

ℏ2
   ).      

 

Nous avons le même calcul pour trouver le coefficient de transmission dans le cas  

E>𝑉0 Pour le cas unidimensionnel, par exemple dans la direction de l'axe x, l'équation 

de Schrödinger indépendante du temps peut-être écrite comme: 

 

                                                                       𝐇 𝚿(𝒙) = 𝐄 𝚿(𝒙)                                                      (II.14) 

L'équation aux valeurs propres dans la région I est : 

 

                                                
𝑑2𝛹І(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚1𝐸

ℏ2
𝛹І(𝑥) = 0                                       (II.15) 

Et  avec    𝑘1
2 =

2𝑚1𝐸

ℏ2
  , On a supposé que la particule provient de la gauche donc  
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La solution générique dans la région I s'écrit :  

 

                                     𝛹І(𝑥) = 𝐴1𝑒
𝘪𝑘1𝑥 + 𝐴1

′ 𝑒−𝘪𝑘1𝑥                                                     (II.16)          

 

Où 𝐴1 et 𝐴1
′  sont des constantes d’intégration  

On va expliqué le terme en  𝑒𝘪𝑘1𝑥 correspond à une onde se propageant dans le sens 

des x croissants tandis que le terme en 𝑒−𝘪𝑘1𝑥 correspond à une onde se propageant 

dans le sens des x décroissants.  

Supposons que la particule provienne de la région (I) et se dirige vers la région (II). 

Elle peut être transmise ou réfléchie sur la barrière. 

 

II.2.2. Solution dans la région II  

 

   b- 𝑥 > 0  

avec  même le cas E > 𝑉0 

dans le région II, l'équation de Schrödinger indépendante du temps s’écrite : 

 

                                           
𝑑2𝛹ІІ(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
𝛹ІІ(𝑥) = 0                                   (II.17) 

Avec  𝑘2
2 =

2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
  

 

La solution générique dans la région II s'écrit :  

 

                                              𝛹ІІ(𝑥) =  𝐴2𝑒
𝘪𝑘2𝑥 + 𝐴2

′ 𝑒−𝘪𝑘2𝑥                                        (II.18)                   

 

Où 𝐴2 et 𝐴2
′  sont des constantes d’intégration  

 𝐴2
′ =0, car l’onde vient de la gauche. 

Donc la solution  dans Le région II s’écrite : 

 

                                                𝛹ІІ(𝑥) =  𝑐𝑒𝘪𝑘2𝑥                                                           (II.19) 

II.2.3. Conditions de continuité : 

 

Dans le choix de Lévy-Leblond la fonction d’onde Ψ est continue et la dérivée de la 

fonction d’onde sur la masse 
𝛹

𝑚
 est continue  
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Les conditions aux limites vont nous permettre de déterminer les trois constantes, ou 

au moins des relations entre elles. 

Les conditions de continuité en 𝑥 = 0 est : 

La continuité de la fonction en 𝑥 = 0  est :  

  𝛹1(0) = 𝛹2(0)               ⇒           𝐴1 + 𝐴1
′ = 𝐴2                                                                      (II.20)   

La continuité de la dérivée de la fonction en 𝑥 = 0  sur la masse est : 

1

𝑚1
 𝛹1

′(0) =
1

𝑚2
𝛹2
′(0)     ⇒     

𝑖𝑘1

𝑚1
(𝐴1 − 𝐴1

′ ) =
𝑖𝑘2

𝑚2
𝐴2  ⇒    

𝑚2𝑘1

𝑚1𝑘2
(𝐴1 − 𝐴1

′ ) = 𝐴2            (II.21)               

 

En utilisant la collection de l'équation (II.20) et (II.21)                                                                                                                                                      

    Donnent le 𝐴1
′  et 𝐴2 en fonction de 𝐴1 ; on trouve ainsi :    

{
𝐴1
′ =

𝑚2𝑘1−𝑚1𝑘2

𝑚2𝑘1+𝑚1𝑘2
𝐴1

𝐴2 =
2𝑚2𝑘1

𝑚2𝑘1+𝑚1𝑘2
𝐴1

                                                                                                               (II.22) 

Posons : 

        𝑣1 =
𝑘1

𝑚1
= [

2𝐸

𝑚1ℏ
2]

1

2
                                                                                              (II.23) 

        𝑣2 =
𝑘2

𝑚2
= [

2(𝐸−𝑉0)

𝑚2ℏ
2 ]

1

2
                                                                                          (II.24) 

On remplacent   𝑣1 et  𝑣2  dans relation (II.22) ; on trouve ainsi : 

     {
𝐴1
′ =

𝑣1−𝑣2

𝑣1+𝑣2
𝐴1

𝐴2 =
2𝑣1𝑣2

𝑣1+𝑣2
𝐴1

               ⇒      {

𝐴1
′

𝐴1
=

𝑣1−𝑣2

𝑣1+𝑣2
𝐴2

𝐴1
=

2𝑣1𝑣2

𝑣1+𝑣2

                                                                             (II.25) 

      Dans ce cas nous avons trois constants  inconnus et deux équations.                                                                                                 

II.2.4. Coefficient de transmission et de réflexion : 

 

Les solutions d’ondes planes sont utilisées pour décrire des courants stationnaires de 

particules. Pour évaluer les probabilités de réflexion et de transmission d’un tel 

faisceau, comparons les flux réfléchi et transmis avec le flux incident. 
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La Probabilité de réflexion (R) et de transmission (T): 

 

      On a définit de la densité de courant de probabilité par : 

                      𝑗 = 𝜌𝑉⃗⃗  = 𝛹∗(𝑥)
𝑝⃗

𝑀(𝑥)
𝛹(𝑥)                                                                       (II.26) 

Particule   incidente :   𝑗𝘪 =
ħ𝑘1

𝑚1
 𝐴1𝐴1

∗  ⇒𝑗𝘪 =
ħ𝑘1

𝑚1
 |𝐴1|

2⇒𝑗𝘪 = ℏ𝑣1|𝐴1|
2                               (II.27) 

Particule réflexion :   𝑗𝘳 = −
ħ𝑘1

𝑚1
 𝐴1𝐴1

∗ (
𝑚2𝑘1−𝑚1𝑘2

𝑚2𝑘1+𝑚1𝑘2
)
2
⇒ 𝑗𝘳 = −

ħ𝑘1

𝑚1
|𝐴1
′ |2⇒𝑗𝘳 = −ℏ𝑣1|𝐴1

′ |2            

                                                                                                                     (II.28) 

Particule transmise : 𝑗𝑡 =
ħ𝑘2

𝑚2
 𝐴1𝐴1

∗  (
2𝑚2𝑘1

𝑚2𝑘1+𝑚1𝑘2
)
2
⇒𝑗𝑡 =

ħ𝑘2

𝑚2
|𝐴2|

2⇒𝑗𝑡 = ℏ𝑣2|𝐴2|
2      (II.29) 

Les coefficients de réflexion et de transmission sont respectivement donnée par 

𝑗
𝘪
= |𝑗

𝘳 
| + 𝑗

𝑡
 ⇒T + R =  1, d’après le principe de conservation de densité du courant 

de probabilité 

Les coefficients de réflexion : 

                       R = |
𝑗𝘳 

𝑗𝘪
| =

ℏ𝑣1|𝐴1
′ |
2

ℏ𝑣1|𝐴1|
2 = (

𝑚2𝑘1−𝑚1𝑘2

𝑚2𝑘1+𝑚1𝑘2
)
2
                                                          (II.30) 

Posons 𝑣1 =
𝑘1

𝑚1
   et 𝑣1 =

𝑘1

𝑚1
  et remplacent dans R  on obtient : 

                                      R = (
𝑣1−𝑣2

𝑣1+𝑣2
)
2
                                                                              (II.31) 

On remplace (II.23) et (II.24) dans R on trouve   :  

                         R =  
[(

2𝐸

𝑚1ℏ
2−

2(𝐸−𝑉0)

𝑚2ℏ
2 )

1
2⁄

]

2

[(
2𝐸

𝑚1ℏ
2+

2(𝐸−𝑉0)

𝑚2ℏ
2 )

1
2⁄

]

2 =
𝐸(𝑚2−𝑚1)+𝑚1𝑉0

𝐸(𝑚2+𝑚1)−𝑚1𝑉0
    .                                          (II.32) 

 

 Les coefficients  de transmission :      
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T = |
𝑗𝑡

𝑗𝘪
| =

ℏ𝑣2|𝐴2|
2

ℏ𝑣1|𝐴1|
2  

                                                               ⇒         T =   
4𝑣1𝑣2

(𝑣1+𝑣2)
2                                                 (II.33) 

On remplace (II.23) et (II.24) dans T : 

                                      T =
4[2𝑚2𝐸×2𝑚1(𝐸−𝑉0)]

1
2⁄

[[2𝑚2𝐸+2𝑚1(𝐸−𝑉0)]
1
2⁄ ]
2                                                           (II.34) 

Donc  finalement                              T =
4√

𝑚1
𝑚2
[
𝐸

𝑉0
×(

𝐸

𝑉0
−1)]

1
2⁄

√
𝑚1
𝑚2
[[
𝐸

𝑉0
+(

𝐸

𝑉0
−1)]

1
2⁄
]

2                                         (II.35) 

 Le coefficient de transmission ne tend pas vers l’unité quand l’énergie tend vers 

l’infini, mais tend vers la valeur limite 

     lim𝐸→∞  T = lim
𝐸→∞

4𝑣1𝑣2
(𝑣1+𝑣2)

2 ⇒ Tl =
4√m1m2

(√m1+√m2)
2             (T → Tl comme 𝐸 → ∞)  , 

Où 𝑚1 et 𝑚2 représentent respectivement les valeurs de la masse en dehors et sur la 

barrière de potentiel.  

Quand  𝑚1 > 𝑚2, le coefficient de transmission est égal à l’unité pour la valeur 

spécifique  de l’énergie 𝐸𝑡  

         lim
𝐸→∞

4𝑣1𝑣2
(𝑣1+𝑣2)

2 = 1 ⇒  𝐸𝑡 =
𝑚1

𝑚1−𝑚2
𝑉0            (T = 1 pour 𝐸 = 𝐸t)  , 

Où   𝑉0 représente la hauteur de la barrière de Potentiel . 

II.3. Résolution de l’équation de Schrödinger généralisée pour un potentiel et 

une masse rectangulaires : 

On va considérer maintenant le problème de la transmission d’une particule à 

travers une barrière de potentiel rectangulaire et en masse : 
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                                     M(𝑥) 

                                𝑉(𝑥)                                            𝑀(𝑥) 

                                                                                     𝑉(𝑥) 

                                                          

 

      (I)                                                  (II)       𝑚2                          (III)                                                                                 

 

                𝑚1                                    𝑉0                                               𝑚1 

     

                                                     (II) 

                                                                                                                                     𝑥 

                                                            

                                                              (𝑎) 

  

Figure (02) 

 

Considérons une particule dans un barrière de potentiel V(𝑥)et une masse 

𝑀(𝑥)  rectangulaires. 

 V(𝑥) = {

0                            𝑥 < 0                Région I 

𝑉0  > 0             (0 < 𝑥 < 𝑎)       Région II
0                         𝑥 > 𝑎             Région III         

 

      𝑀(𝑥) = {

𝑚1            𝑥 < 0                Région I    

𝑚2          (0 < 𝑥 < 𝑎)    Région II
𝑚1                    𝑥 > 𝑎             Région III     

 

 L’hamiltonien du système à une masse dépendante de la position :  

H =   
1

4
 (𝑚𝛼(𝑥)𝑝𝑚𝛽(𝑥)𝑝𝑚𝛾(𝑥)+𝑚𝛾(𝑥)𝑝𝑚𝛽(𝑥)𝑝𝑚𝛼(𝑥)) + v(𝑥)                        (II.36) 

Là où  m = 𝑀(𝑥)   et   𝑝 = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥
    , avec la contrainte: 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −1 
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l'équation de Schrödinger généralisé avec la masse dépendent de la position [14] : 

         [−
1

2𝑚(𝑥)

𝑑2𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+

𝑚′(𝑥)

2𝑚2(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝑣(𝑥) − 𝐸)𝛹(𝑥)] + [(1 + 𝛽)𝑚(𝑥)𝑚′′(𝑥) −

                          2(𝛽 + 1 + 𝛼(𝛼 + 𝛽 + 1)𝑚′2(𝑥))]
𝛹(𝑥)

4𝑚3(𝑥)
= 0                                    (II.37) 

La résolution d’équation de Schrödinger permet le calcul des fonctions d’onde dans 

chaque région de potentiel d’où l’on déduit le coefficient de transmission et de 

réflexion. 

Il faut d'abord résoudre l'équation séparément à gauche et à droite de x = 0 et x=a et 

puis raccorder les solutions en x = 0 et x=a en utilisant des conditions de continuité. 

 

II.3.1. Solution dans la région I : 

On s’intéresse à le cas  E > 𝑉0  

L’équation de Schrödinger indépendante du temps peut-être écrite comme: 

                             𝐇 𝚿(𝒙) = 𝐄 𝚿(𝒙)                                                                                (II.38) 

Equation aux valeurs propres dans la région I est : 

 

                             
𝑑2𝛹І(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚1𝐸

ℏ2
𝛹І(𝑥) = 0                                                                     (II.39) 

Et  avec    𝑘1
2 =

2𝑚1𝐸

ℏ2
   

        Donc la solution générique dans la région I de  la fonction d'onde indépendante 

du temps prend la forme : 

 

                              𝛹І(𝑥) = 𝐵1𝑒
𝘪𝑘1𝑥 + 𝐵1

′ 𝑒−𝘪𝑘1𝑥                                                           (II.40) 

 

II.3.2. Solution dans la région II : 

 

Equation Dans la région II s’écrite : 

 

                     
𝑑2𝛹ІІ(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
𝛹ІІ(𝑥) = 0                                                         (II.41) 

Avec  𝑘2
2 =

2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
  

 

Donc la solution générique dans la région II s'écrit :  
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                      𝛹ІІ(𝑥) = 𝐵2 𝑒
𝘪𝑘2𝑥 + 𝐵2

′ 𝑒−𝘪𝑘2𝑥                                                               (II.42) 

 

II.3.3. Solution dans la région III : 

 Equation Dans la région III s’écrite : 

                    
𝑑2𝛹ІII(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚1𝐸

ℏ2
𝛹ІII(𝑥) = 0                                                         (II.43) 

   Et  avec    𝑘1
2 =

2𝑚1𝐸

ℏ2
   

             Donc la solution générique dans la région III de  la fonction d'onde 

indépendante du temps prend la forme :                

                    𝛹ІІI(𝑥) =  𝐵3𝑒
𝘪𝑘1𝑥 + 𝐵3

′ 𝑒−𝘪𝑘1𝑥                                                                            (II.44)                     

Prenons,  𝐵3
′=0 (particule incidente venant de 𝑥 = −∞) . donc : 

                                              𝛹ІІI(𝑥) =  𝐵3𝑒
𝘪𝑘1𝑥                                                          (II.45) 

II.3.4. Conditions de continuité : 

Selon le choix Lévy-Leblond la fonction d’onde Ψ est continue  et la dérivée de la 

fonction d’onde sur la masse 
𝛹

𝑚
 est continue, Nous devons assurer la continuité de la 

fonction d’onde et de celle de sa dérivée  

II.3.4.1. Raccord des régions I et II : 

Les conditions de continuité en x=0 

La continuité de la fonction en x=0 est :  

                       𝛹I(0) = 𝛹II(0)       ⇒      𝘉1 + 𝘉1
′ = 𝘉2 + 𝘉2

′                                                  (II.46) 

La continuité de la dérivée de la fonction en x=0 sur la masse est : 

           
1

𝑚1
 𝛹1

′(0) =
1

𝑚2
𝛹2
′(0) ⇒ 

𝑘1

𝑚1
(𝘉1 − 𝘉1

′ ) =
𝑘2

𝑚2
(𝘉2 − 𝘉2

′  )                                      (II.47) 

Donc on va décrire la relation (II.46) et (II.47) sous forme : 
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                                            𝘉1 + 𝘉1
′ = 𝘉2 + 𝘉2

′                                                                         (II.48) 

Et                                   𝘉1 − 𝘉1
′    =

𝑚1𝑘2

𝑚2𝑘1
(𝘉2 − 𝘉2

′ )                                                   (II.49) 

II.3.4.2. Raccord des régions II et III : 

 La Continuité de la fonction d’onde en x=a: 

                𝛹II(𝑎) = 𝛹III(𝑎)   ⇒     𝘉2𝑒
𝘪𝑘2𝑎 + 𝘉2

′ 𝑒−𝘪𝑘2𝑎 = 𝐵3 𝑒
𝘪𝑘1𝑎                                     (II.50) 

 La Continuité de la dérivée de fonction sur la masse en x=a :  

           
1

𝑚2
 𝛹II

′ (𝑎) =
1

𝑚1
𝛹III
′ (𝑎)   ⇒(𝘉2 𝑒

𝘪𝑘2𝑎 − 𝘉2
′ 𝑒−𝘪𝑘2𝑎) =

𝑚2𝑘1

𝑚1𝑘2
𝐵3 𝑒

𝘪𝑘1𝑎                      (II.51) 

Donc         

                         𝘉2 𝑒
𝘪𝑘2𝑎 + 𝘉2

′ 𝑒−𝘪𝑘2𝑎 = 𝐵3 𝑒
𝘪𝑘1𝑎                                                             (II.52) 

                        (𝘉2 𝑒
𝘪𝑘2𝑎 − 𝘉2

′ 𝑒−𝘪𝑘2𝑎) =
𝑚2𝑘1

𝑚1𝑘2
𝐵3 𝑒

𝘪𝑘1𝑎                                                          (II.53) 

En  additionnant  (II.52) à (II.53) nous avons eu la relation (II.54) : 

 

                            𝘉2  =  (
𝑚1𝑘2+𝑚2𝑘1

2𝑚1𝑘2
) 𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)𝑎 𝘉3                                                        (II.54) 

 

et nous avons eu l'équation (II.55) de la soustraction de (II.52) de (II.53) : 

 

                      𝘉2
′ = (

𝑚1𝑘2−𝑚2𝑘1

2𝑚1𝑘2
)   𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)𝑎𝘉3                                                                (II.55) 

 

En  additionnant  (II.48) à (II.49) et remplacent (II.54) et (II.55) nous avons eu la 

relation (II.56) : 

 

𝘉1 = (
𝑚2𝑘1+𝑚1𝑘2

2𝑚2𝑘1
) (

𝑚1𝑘2+𝑚2𝑘1

2𝑚1𝑘2
) 𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)𝑎 𝘉3 + (

𝑚2𝑘1−𝑚1𝑘2

2𝑚2𝑘1
) (

𝑚1𝑘2−𝑚2𝑘1

2𝑚1𝑘2
)  𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)𝑎 𝘉3     

                                                                                                                                           (II.56) 

Après la simplification nous obtenons la relation (II.57) : 
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𝘉1 =

[
1

4
(
(𝑚2𝑘1+𝑚1𝑘2)

2

(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
) cos 𝑘2𝑎 − 𝑖

1

4
(
(𝑚1𝑘2+𝑚2𝑘1)

2

(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
) sin 𝑘2𝑎 −

1

4
(
(𝑚2𝑘1−𝑚1𝑘2)

2

(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
) cos𝑘2𝑎 −

𝑖
1

4
(
(𝑚2𝑘1−𝑚1𝑘2)

2

(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
) sin 𝑘2𝑎] 𝘉3 𝑒

𝑖𝑘1𝑎         

Donc      𝘉1 = [cos𝑘2𝑎 − 𝑖
(𝑚2𝑘1)

2+(𝑚1𝑘2)
2

2(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
sin 𝑘2𝑎] 𝘉3 𝑒

𝑖𝑘1𝑎                                       (II.57) 

Alors   

                    𝘉1
′ = [𝑖

(𝑚1𝑘2)
2−(𝑚2𝑘1)

2

2(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
sin 𝑘2𝑎] 𝘉3 𝑒

𝑖𝑘1𝑎                                                       (II.58) 

Ce qui nous mène au résultat suivant : 

      𝘉3 =
1

[cos𝑘2𝑎−𝑖
(𝑚2𝑘1)

2
+(𝑚1𝑘2)

2

2(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
sin𝑘2𝑎]𝑒

𝑖𝑘1𝑎

𝘉1                                                                 (II.59) 

II.3.5. Coefficient de transmission et de réflexion : 

  la densité de courant de probabilité : 

                                          𝑗  =   𝜌𝑉⃗⃗   = 𝛹∗(𝑥)
𝑝⃗

𝑀(𝑥)
𝛹(𝑥)                                                 (II.60) 

Particule  incidente :        𝑗𝘪 =
ℏ𝑘1

𝑚1
 |𝘉1|

2 = ℏ𝑣1|𝘉1|
2                                                       (II.61) 

Particule réflexion :       𝑗𝘳 = −
ℏ𝑘1

𝑚1
 |𝘉2|

2 = −ℏ𝑣1|𝘉2|
2                                                  (II.62) 

Particule transmise :       𝑗𝑡 =
ℏ𝑘2

𝑚2
|𝘉3|

2 = ℏ𝑣2|𝘉3|
2                                                         (II.63) 

le coefficient de réflexion de la barrière s’écrit sous la forme : 

R =  |
𝑗𝘳 

𝑗𝘪
| =

ℏ𝑣1

ℏ𝑣1
|
𝘉2

𝘉1
|
2
= |

(𝑚1𝑘2)
2
−(𝑚2𝑘1)

2

2(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
sin𝑘2𝑎

cos𝑘2𝑎−𝑖
(𝑚2𝑘1)

2
+(𝑚1𝑘2)

2

2(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
sin𝑘2𝑎

|

2

  

⇒                            R =
((𝑚2𝑘1)

2−(𝑚1𝑘2)
2)
2
𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎)

4(𝑚2𝑘1)2(𝑚1𝑘2)2+((𝑚2𝑘1)2−(𝑚1𝑘2)2)
2
𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎)

                                     (II.64) 

En replacent (II.23) et (II.24)   dans  R, Que l'on peut écrire également sous la forme :  
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                             R =
(𝑣1
2−𝑣2

2)
2
𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎)

4(𝑣1𝑣2)
2+(𝑣1

2−𝑣2
2)
2
𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎)

                                                        (II.65) 

On introduit le coefficient de transmission T de la barrière 

 T = |
𝑗𝑡

𝑗𝘪
| = |

𝘉3

𝘉1
|
2
  car dans la région (I) et (III) du même vecteur d’onde 

Ce qui conduit à :  T = |
𝑗𝑡

𝑗𝘪
| = |

𝘉3

𝘉1
|
2
= |

𝘉1

𝘉1[cos𝑘2𝑎−𝑖
(𝑚2𝑘1)

2
+(𝑚1𝑘2)

2

2(𝑚2𝑘1)(𝑚1𝑘2)
sin𝑘2𝑎]

|

2

 

Donc on peut écrire également sous la forme : 

                       ⇒  T =  
4(𝑚2𝑘1)

2(𝑚1𝑘2)
2

4(𝑚2𝑘1)2(𝑚1𝑘2)2+((𝑚2𝑘1)2−(𝑚1𝑘2)2)
2
𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎)

                                   (II.66) 

En replacent (II.23) et (II.24)   dans  T on obtient : 

T =
4(𝑣1𝑣2)

2

4(𝑣1𝑣2)
2+(𝑣1

2−𝑣2
2)
2
𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎)

  

                            ⇒                       T =  
1

1+
(𝑣1
2−𝑣2

2)
2

4(𝑣1𝑣2)
2𝑠𝑖𝑛

2(𝑘2𝑎)

                                                 (II.67) 

Donc    :                                     T =  [1 + 𝘨(𝐸)𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎)]
−1                                        (II.68) 

      Avec                                 𝗀(𝐸) = (
𝑣1
2−𝑣2

2

2𝑣1𝑣2
)
2

=
[(𝑚1−𝑚2)𝐸−𝑚1𝑉0]

2

4𝑚1𝑚2𝐸(𝐸−𝑉0)
 

Alors  finalement                      T =  [1 +
[(
𝑚1
𝑚2
−1)

𝐸

𝑉0
−
𝑚1
𝑚2
]
2

4
𝑚1
𝑚2

𝐸

𝑉0
(
𝐸

𝑉0
−1)

𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎)]

−1

                      (II.69) 

Avec    𝑘2
2 =

2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
 ,  et    𝑎 =  𝜋ℏ(𝑚2𝑉0)

−1
2⁄   

T = 1 ⇒
1

1+
(𝑣1
2−𝑣2

2)
2

4(𝑣1𝑣2)
2 𝑠𝑖𝑛

2(𝑘2𝑎)

= 1  

On peut déduire:  
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(𝑣1
2 − 𝑣2

2)2𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎) = 0 ⇒ {
(𝑣1

2 − 𝑣2
2)2 = 0
𝑜𝑢

𝑠𝑖𝑛2(𝑘2𝑎) = 0
⇒  {

𝑣1
2 = 𝑣2

2

𝑜𝑢

𝑘2 =
2𝜋𝑛

𝑎

 

Alors 𝑣1
2 = 𝑣2

2 si 𝑘1 ≃ 𝑘2 

C’est-à-dire : 𝑚1 = 𝑚2 

Si 𝑚1 ≠ 𝑚2      

                                  𝗀(𝐸) = (
𝑣1
2−𝑣2

2

2𝑣1𝑣2
)
2

=
[(𝑚1−𝑚2)𝐸−𝑚1𝑉0]

2

4𝑚1𝑚2𝐸(𝐸−𝑉0)
 

Le coefficient de transmission ne tend pas lui aussi vers l’unité quand l’énergie tend 

vers l’infini, mais oscille indéfiniment entre l’unité et la valeur  T𝑙 

                                                          T𝑙 =
4𝑚1𝑚2

(𝑚1+𝑚2)
2   

II.4. Résolution de l’équation de Schrödinger généralisée pour une double 

barrière rectangulaire en potentiel et en masse : 

On considère le problème de la transmission d’une particule à travers une double barrière 

en potentiel et en masse rectangulaire : 

 

 

 

                                                  M(𝑥) 

                                               V(𝑥)                                                        M(𝑥)                                                               

                                   m𝟐                                               m𝟐                     V(𝑥) 

             

                                  𝑉0                   m𝟏                 𝑉0                        m𝟏 

    m𝟏                                              (III)                (IV)                 (V)    

(I)                (II) 

 𝑥  

                                 (𝑏)                      (𝑎)                 (𝑏) 

Figure (03) 
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Le potentiel et la masse s’expriment en fonction des cinq régions I à V par : 

 

𝑉(𝑥) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 0                            𝑥 < −𝑑, 𝑥 > 𝑑,−

𝑎

2
< 𝑥 <

𝑎

2
𝑉
0                                 −(𝑑−ℎ)<𝑥<−(

𝑎
2
+ℎ),(

𝑎
2
+ℎ)>𝑥>(𝑑−ℎ)

𝑉0
ℎ
(𝑥+𝑑)                                                                −𝑑<𝑥<−(𝑑−ℎ)

−𝑉0
ℎ
(𝑥+

𝑎
2
)                                                            −(

𝑎
2
+ℎ)<𝑥<−

𝑎
2

𝑉0
ℎ
(𝑥−

𝑎
2
)                                                                       

𝑎
2
<𝑥<

𝑎
2
+ℎ

−𝑉0
ℎ
(𝑥−𝑑)                                                              (𝑑−ℎ)<𝑥<𝑑     

     

 

 

M(𝑥) = {
𝑚1        − (

𝑎

2
+ ℎ) < 𝑥 <  (

𝑎

2
+ ℎ) , 𝑥 < −(𝑑 − ℎ), 𝑥 > (𝑑 − ℎ)

𝑚2             − (𝑑 − ℎ) < 𝑥 < −(ℎ +
𝑎

2
) , (ℎ +

𝑎

2
) < 𝑥 < (𝑑 − ℎ)

  

L’hamiltonien du système à une masse dépendante de la position :  

H =   
1

4
 (𝑚𝛼(𝑥)𝑝𝑚𝛽(𝑥)𝑝𝑚𝛾(𝑥)+𝑚𝛾(𝑥)𝑝𝑚𝛽(𝑥)𝑝𝑚𝛼(𝑥)) + v(𝑥)                        (II.70) 

Là où   m = 𝑀(𝑥)   et   𝑝 = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑥
    , avec la contrainte: 

𝛼 + 𝛽 + 𝛾 = −1 

l'équation de Schrödinger généralisé avec la masse dépendent de la position [14] 

s’écrite : 

         [−
1

2𝑚(𝑥)

𝑑2𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+

𝑚′(𝑥)

2𝑚2(𝑥)

𝑑𝛹(𝑥)

𝑑𝑥
+ (𝑣(𝑥) − 𝐸)𝛹(𝑥)] + [(1 + 𝛽)𝑚(𝑥)𝑚′′(𝑥) −

                          2(𝛽 + 1 + 𝛼(𝛼 + 𝛽 + 1)𝑚′2(𝑥))]
𝛹(𝑥)

4𝑚3(𝑥)
= 0                                   (II.71) 

La résolution d’équation de Schrödinger permet le calcul des fonctions d’onde dans 

chaque région de potentiel d’où l’on déduit le coefficient de transmission et de 

réflexion. 

II.4.1. Solution dans la région I : 

Dans le cas où E > 𝑉0 l’équation de Schrödinger indépendante du temps peut-être 

écrite comme:  

                                               𝐇 𝚿(𝒙) = 𝐄 𝚿(𝒙)                                                 (II.72) 
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                    Et donc     𝛹′′(𝑥) +
2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
𝛹(𝑥) = 0                                  (II.73) 

L’équation aux valeurs propres dans la région I s’écrit : 

                
𝑑2𝛹І(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚1𝐸

ℏ2
𝛹І(𝑥) = 0                                                                       (II.74) 

Et  avec    𝑘1
2 =

2𝑚1𝐸

ℏ2
   

Sa solution dans la région I s'écrit: 

                                 𝛹І(𝑥) = 𝐶1𝑒
𝘪𝑘1𝑥 + 𝐶1

′ 𝑒−𝘪𝑘1𝑥                                                         (II.75) 

II.4.2. Solution dans la région II : 

Dans la région II :                 

                        
𝑑2𝛹ІІ(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
𝛹ІІ(𝑥) = 0                                                      (II.76) 

La solution dans la région II s'écrit: 

                         𝛹ІІ(𝑥) = 𝐶2 𝑒
𝘪𝑘2𝑥 + 𝐶2

′ 𝑒−𝘪𝑘2𝑥                                                               (II.77) 

II.4.3. Solution dans la région III : 

L’équation aux valeurs propres dans la région III: 

                           
𝑑2𝛹ІII(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚1𝐸

ℏ2
𝛹ІII(𝑥) = 0                                                        (II.78) 

La solution est de la forme: 

                                    𝛹ІІI(𝑥) =  𝐶3𝑒
𝘪𝑘1𝑥 + 𝐶3

′ 𝑒−𝘪𝑘1𝑥                                                  (II.79) 

II.4.4. Solution dans la région (IV) : 

L’équation aux valeurs propres dans la région (IV) 

                    
𝑑2𝛹

(IV)
(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚2(𝐸−𝑉0)

ℏ2
𝛹(IV)(𝑥) = 0                                                   (II.80) 

La solution dans la région (IV) s’écrit: 

                             𝛹IV(𝑥) = 𝐶4 𝑒
𝘪𝑘2𝑥 + 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2𝑥                                                          (II.81) 

II.4.5. Solution dans la région (V) : 

L’équation aux valeurs propres dans la région (V) : 

                                        
𝑑2𝛹

(V)
(𝑥)

𝑑𝑥2
+
2𝑚1𝐸

ℏ2
𝛹(V)(𝑥) = 0                                        (II.82) 

La solution est de la forme: 
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                                             𝛹(V)(𝑥) =  𝐶5𝑒
𝘪𝑘1𝑥 + 𝐶5

′ 𝑒−𝘪𝑘1𝑥                                      (II.83) 

Prenons   𝐶5
′  =0  (Particule incidente venant de x = −∞). 

Donc  

                                           𝛹(V)(𝑥) =  𝐶5𝑒
𝘪𝑘1𝑥                                                           (II.84) 

II.4.6. Conditions de continuité : 

les conditions de raccordement résultant du hamiltonien  H  sont la continuité de 

𝑚𝛼𝛹 et de 𝑚𝛽[𝑑(𝑚𝛼𝛹)/𝑑𝑥] 

Nous devons assurer la continuité de la fonction d’onde et de sa dérivée. 

II.4.6.1. Raccord des régions I et II : 

Les conditions de continuité en 𝑥 = −(𝑏 +
𝑎

2
)  :  

La continuité de la fonction :  

𝑚2
𝛼𝛹II (− (𝑏 +

𝑎

2
)) = 𝑚1

𝛼𝛹I (− (𝑏 +
𝑎

2
)) ⇒  

𝑚2
𝛼 (𝐶2𝑒

−𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2
)
+ 𝐶2

′ 𝑒
𝘪𝑘2(𝑏+

𝑎
2
)) = 𝑚1

𝛼 (𝐶1𝑒
−𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎
2
)
+ 𝐶1

′ 𝑒
𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎
2
)) 

La continuité de la dérivée : 

𝑚2
𝛼+𝛽

𝛹II
′ (−(𝑏 +

𝑎

2
)) = 𝑚1

𝛼+𝛽
𝛹I
′ (−(𝑏 +

𝑎

2
)) ⇒  

𝑚2
𝛼+𝛽(𝑖𝑘2) (𝐶2𝑒

−𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎

2
)
− 𝐶2

′ 𝑒
𝘪𝑘2(𝑏+

𝑎

2
)) = 𝑚1

𝛼+𝛽(𝑖𝑘1) (𝐶1𝑒
−𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎

2
)
− 𝐶1

′ 𝑒
𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎

2
))   

Posons                 𝜇 =
𝑚2

𝑚1
 

Alors : 

    𝐶1𝑒
−𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎

2
)
+ 𝐶1

′ 𝑒
𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎

2
) = 𝜇𝛼 (𝐶2𝑒

−𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎

2
)
+ 𝐶2

′ 𝑒
𝘪𝑘2(𝑏+

𝑎

2
))                          (II.85) 

Et  

   𝐶1𝑒
−𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎

2
)
− 𝐶1

′ 𝑒
𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎

2
) = 𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1) (𝐶2𝑒

−𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎

2
)
− 𝐶2

′ 𝑒
𝘪𝑘2(𝑏+

𝑎

2
))         (II.86) 

II.4.6.2. Raccord des régions II et III : 

La Continuité de la fonction d’onde en 𝑥 = −𝑎 2⁄  : 

𝑚2
𝛼𝛹II (−(

𝑎
2⁄ )) = 𝑚1

𝛼𝛹III (−(
𝑎
2⁄ )) ⇒    

𝑚2
𝛼(𝐶2𝑒

−𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ) + 𝐶2

′ 𝑒𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ )) = 𝑚1

𝛼(𝐶3𝑒
−𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ ) + 𝐶3

′ 𝑒𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ ))   

La continuité de la dérivée: 

𝑚2
𝛼+𝛽

𝛹II
′ (−(𝑎 2⁄ )) = 𝑚1

𝛼+𝛽
𝛹III
′ (−(𝑎 2⁄ )) ⇒  
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𝑚2
𝛼+𝛽(𝑖𝑘2)(𝐶2𝑒

−𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ) − 𝐶2

′ 𝑒𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ )) = 𝑚1

𝛼+𝛽(𝑖𝑘1)(𝐶3𝑒
−𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ ) − 𝐶3

′ 𝑒𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ ))  

 

Alors :    

            𝐶3𝑒
−𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ ) + 𝐶3

′ 𝑒𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ ) = 𝜇𝛼(𝐶2𝑒

−𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ) + 𝐶2

′ 𝑒𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ))                       (II.87) 

Et 

          𝐶3𝑒
−𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ ) − 𝐶3

′ 𝑒𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ ) = 𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)(𝐶2𝑒

−𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ) − 𝐶2

′ 𝑒𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ))        (II.88) 

II.4.6.3. Raccord des régions III et (IV) : 

La Continuité de la fonction d’onde en 𝑥 = 𝑎 2⁄  : 

𝑚1
𝛼𝛹III(

𝑎
2⁄ ) = 𝑚2

𝛼𝛹(IV)(
𝑎
2⁄ ) ⇒  

𝑚1
𝛼(𝐶3𝑒

𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ ) + 𝐶3

′ 𝑒−𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )) = 𝑚2

𝛼(𝐶4𝑒
𝘪𝑘2(

𝑎
2⁄ ) + 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ )) 

La continuité de la dérivée: 

𝑚1
𝛼+𝛽

𝛹III
′ (𝑎 2⁄ ) = 𝑚2

𝛼𝛹′
(IV)(

𝑎
2⁄ ) ⇒  

    𝑚1
𝛼+𝛽(𝑖𝑘1)(𝐶3𝑒

𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ ) − 𝐶3

′ 𝑒−𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )) =  𝑚2

𝛼+𝛽(𝑖𝑘2)(𝐶4𝑒
𝘪𝑘2(

𝑎
2⁄ ) − 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ))  

 

Alors : 

                         𝐶3𝑒
𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ ) + 𝐶3

′ 𝑒−𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ ) = 𝜇𝛼(𝐶4𝑒

𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ) + 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ))               (II.89) 

Et 

𝐶3𝑒
𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ ) − 𝐶3

′ 𝑒−𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ ) = 𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)(𝐶4𝑒

𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ) − 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2(
𝑎
2⁄ ))                   (II.90) 

II.4.6.4. Raccord des régions (IV) et (V) : 

Les conditions de continuité en  𝑥 = 𝑏 + 𝑎/2 : 

La continuité de la fonction : 

𝑚2
𝛼𝛹(IV)(𝑏 +

𝑎
2⁄ ) = 𝑚1

𝛼𝛹(V)(𝑏 +
𝑎
2⁄ ) ⇒  

𝑚2
𝛼(𝐶4𝑒

𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2⁄ ) − 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2⁄ )) = 𝑚1

𝛼(𝐶5𝑒
𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎
2⁄ )) 

La continuité de la dérivée: 

𝑚2
𝛼+𝛽

𝛹(IV)(𝑏 +
𝑎
2⁄ ) = 𝑚1

𝛼+𝛽
𝛹(V)(𝑏 +

𝑎
2⁄ ) ⇒  

𝑚2
𝛼+𝛽(𝑖𝑘2)(𝐶4𝑒

𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2⁄ ) − 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2⁄ )) = 𝑚1

𝛼+𝛽(𝑖𝑘1)(𝐶5𝑒
𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎
2⁄ )) 

 

Alors : 

                           𝐶5𝑒
𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎
2⁄ ) = 𝜇𝛼(𝐶4𝑒

𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2⁄ ) + 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2⁄ ))                       (II.91) 

Et 
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              𝐶5𝑒
𝘪𝑘1(𝑏+

𝑎
2⁄ ) = 𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)(𝐶4𝑒

𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2⁄ ) − 𝐶4

′ 𝑒−𝘪𝑘2(𝑏+
𝑎
2⁄ ))               (II.92) 

II.4.7. Coefficient de transmission (T) et de réflexion(R) : 

Les équations (II.91) et (II.92) donnent :                                       

                                        𝐶4 =

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )𝐶5                                     (II.93) 

Et 

                                    𝐶4
′ =

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
𝑒
𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )𝐶5                                          (II.94) 

On pose :                      

                                   𝐶4 = 𝐴0𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )𝐶5                                                   (II.95) 

                                  𝐶4
′ = 𝐴1𝑒

𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+
𝑎
2⁄ )𝐶5                                                       (II.96) 

Les équations (II.89) et (II.90) donnent : 

𝐶3 =

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)+𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)

2
𝐶5           (II.97) 

Et 

𝐶3
′ =

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒
2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )
+𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒
2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )

2
𝐶5  

 

                                                                                                                                (II.98)             

Prenons :     

                              𝐶3 =
𝐴0𝐴2𝑒

𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)+𝐴1𝐴3𝑒
𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)

2
𝐶5                                        (II.99) 

        𝐶3
′ =

𝐴0𝐴4𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒

2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )
+𝐴1𝐴5𝑒

𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒
2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )

2
𝐶5                                      (II.100) 

Les équations (II.87) et (II.88) donnent :      

              

 

𝐶2 =

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏−
𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+
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𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒𝘪(𝑘2−𝑘1)(
𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘2+𝑘1)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘2+𝑘1)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
𝐶5                           (II.101) 

Et 

𝐶2
′ =

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒
−𝘪(𝑘1+𝑘2)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒
−𝘪(𝑘1+𝑘2)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒
2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )
𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒
2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )
𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
𝐶5                                 (II.102) 

 

On pose :                         

𝐶2 =

𝐴0𝐴2𝐴6𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏−

𝑎
2⁄ )+𝐴1𝐴3𝐴7𝑒

𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒𝘪(𝑘2−𝑘1)(
𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝐴0𝐴2𝐴8𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘2+𝑘1)(

𝑎
2⁄ )+𝐴1𝐴3𝐴9𝑒

𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘2+𝑘1)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
𝐶5              (II.103)                          

𝐶2
′ =

𝐴0𝐴4𝐴10𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒

−𝘪(𝑘1+𝑘2)(
𝑎
2⁄ )
+𝐴1𝐴5𝐴11𝑒

𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒
−𝘪(𝑘1+𝑘2)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝐴0𝐴4𝐴12𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒

2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )
𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(

𝑎
2⁄ )
+𝐴1𝐴5𝐴13𝑒

𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒
2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )
𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
𝐶5           (II.104)        

Les équations (II.85) et (II.86) donnent :   
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 𝐶1 =
1

2

[
 
 
 
 
 𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝜇𝛼(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏−
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝜇𝛼(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒

𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)

𝑒𝘪(𝑘2−𝑘1)(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1)𝜇𝛼(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘2+𝑘1)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1)𝜇𝛼(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘2+𝑘1)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1)𝜇𝛼(1−
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒−𝘪(𝑘1+𝑘2)(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1)𝜇𝛼(1−
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒−𝘪(𝑘1+𝑘2)(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(1−

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝜇𝛼(1−
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝜇𝛼(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

−1

2𝜇𝛼+𝛽𝑘2/𝑘1
)(

𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)(
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

+1)𝜇𝛼(1−
𝜇𝛽𝑘2
𝑘1

)𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)

]
 
 
 
 
 

𝐶5   

 

(II.105)                                

On pose : 

𝐶1 =

1

2
[
𝐴0𝐴2𝐴6𝐴14𝑒

𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏−
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )+𝐴1𝐴3𝐴7𝐴15𝑒

𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒𝘪(𝑘2−𝑘1)(
𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝐴0𝐴2𝐴8𝐴16𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘2+𝑘1)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+
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𝐴1𝐴3𝐴9𝐴17𝑒
𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘2+𝑘1)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝐴0𝐴2𝐴6𝐴18𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒−𝘪(𝑘1+𝑘2)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝐴1𝐴3𝐴7𝐴19𝑒
𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒−𝘪(𝑘1+𝑘2)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝐴0𝐴2𝐴6𝐴20𝑒
𝘪(𝑘1−𝑘2)(𝑏)𝑒2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1−𝑘2)(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
+

𝐴1𝐴3𝐴7𝐴21𝑒
𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏)𝑒𝘪(𝑘2−𝑘1)(

𝑎
2⁄ )𝑒2𝘪𝑘1(

𝑎
2⁄ )𝑒𝘪(𝑘1+𝑘2)(𝑏+

𝑎
2⁄ )

4𝜇𝛼+𝛽(𝑘2/𝑘1)
] 𝐶5                                          (II.106)                                

(II.106) 

On posons : 

𝐶1 =
1

2
𝐷𝐶5 

On introduit le coefficient de transmission  T  des barrières T=|
𝐶5

𝐶1
|
2

 Etant donné que 

dans les régions (I) et (V) la fonction d’onde admet le même vecteur d’onde𝑘1, on 

aura donc :                             T = |𝐶5/𝐶1|
2 = |

2

𝐷
|
2
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III.1.INTRODUCTION :  

L’étude du coefficient de transmission est d'une grande importance pour la 

connaissance des caractéristiques électriques (intensité, courant) des semi conducteurs 

non uniformes, il est connue qu’il doit tendre vers l'unité quand l'énergie augmente 

indéfiniment. On peut dire qu’à cette limite, on retrouve le résultat de la mécanique 

classique qui prévoit une transmission complète dans le cas où l’énergie de la 

particule incidente est supérieure à la hauteur de la barrière de potentiel.      

III.2.Graphes des coefficients de transmission et leur analyse 

III.2.1. Marche en potentiel et en masse 

 

 

 Dans le figure 1 on observe les trois graphes du coefficient de transmission en 

fonction de l’énergie  alors maintenant : 

Le première graphe (vert) Pour   
𝑚1

𝑚2
= 1   

       Le coefficient de transmission tend asymptotiquement vers l'unité. En effet, il y a 

une augmentation de l'énergie. 

 

 

Le deuxième graphe (rouge)   Pour   
𝑚1

𝑚2
= 1/6   



CHAPITRE III :          RESULTATS NUMERIQUES ET DISCUSSIONS 
 

37 
 

      le coefficient de transmission augmente rapidement jusqu'à ce que l'unité. Puis il 

diminue doucement jusqu'à la valeur asymptotique  Tl =
4√m1m2

(√m1+√m2)2
  

Lorsqu'il est inférieur à l'unité. 

Le troisième graphe (bleu)  Pour   
𝑚1

𝑚2
= 6   

        Le coefficient de transmission augmente  lentement, jusqu’à atteindre la valeur 

asymptotiqueTl =
4√m1m2

(√m1+√m2)2
. 

 

III.2.2. Potentiel et masse rectangulaires 

 

 

Dans le figure 2 on observe les trois graphes du coefficient de transmission en 

fonction de l’énergie  alors maintenant : 

Le première graphe (vert) Pour   
𝑚1

𝑚2
= 1   
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           Le coefficient de transmission est soumise à des oscillations très rapides, Et 

que, lorsqu'elle est 𝐸 > 𝑉0. Pratiquement la transmission est complète déjà à partir de 

la valeur 𝐸 = 3𝑉0. 

Le deuxième graphe (rouge)   Pour   
𝑚1

𝑚2
= 1/6   

          Le coefficient de transmission oscille lentement entre la valeur minimale 

(inférieure asymptotique  Tl =
4√m1m2

(√m1+√m2)2
  ) et l’unité avec 𝐸 > 𝑉0,. Le coefficient de 

transmission ne va pas à l'unité comme l'énergie augmente.  

 

Le troisième graphe (bleu)  Pour   
𝑚1

𝑚2
= 6   

            Le coefficient de transmission oscille lentement entre la valeur minimale 

 Tl =
4√m1m2

(√m1+√m2)2
  et l’unité pour 𝐸 > 𝑉0. Avec le Plus l’énergie augmente et plus les 

minima du coefficient de transmission diminuent. 
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CONCLUSION  

Nous avons traité dans ce mémoire des systèmes quantiques avec une masse qui 

dépend de la position (PDM), ceux-ci jouent un grand rôle dans les travaux de 

recherche actuelle, en particulier les modèles avec structure non homogène. Ces 

modèles avec hétérostructures sont utilisés pour la description des propriétés 

électroniques des semi-conducteurs, en physique nucléaire, en physique de la matière 

condensée, dans le domaine des cristaux liquides ainsi que dans les théories des puits 

et points quantiques… 

Dans le premier chapitre nous donnons un rappel historique sur les travaux les plus 

importants réalisés par les auteurs dans ce domaine, ainsi que les valeurs proposées 

pour les paramètres d’ambiguïté(𝛼, 𝛽, 𝛾), et déduite l’équation de Schrödinger 

généralisé  par l’hamiltonien effectif généralisé pour une potentiel et la masse variable 

en fonction de la position. 

Dans le second chapitre, nous avons résolu l’équation de Schrödinger généralisée 

analytiquement pour les différents cas de masse et de potentiel. Les expressions 

analytiques exactes des fonctions d’onde ainsi que des coefficients de 

transmission et de réflexion y découlant y sont données.  

On a réétudié les cas d’une marche abrupte et d’une barrière rectangulaire en 

potentiel et en masse, confirmant les résultats obtenus par Lévy-Leblond. 

 On y a montré que le coefficient de transmission tend vers l’unité quand 

l’énergie tend vers l’infini. 

Dans le troisième chapitre, une analyse multi variable des courbes des coefficients de 

transmission en fonction des variations de l’énergie, du rapport des masses. 
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(𝑚𝛼𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛾 + 𝑚𝛾𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛼) + 𝑉 

Résume : 

 

      Ce travail est une contribution à l’étude de système avec masse efficace dépendent 

de la position (PDM). Et donner un outil d’analyse de phénomène de transport dans les 

hétérostructures semiconductrices. Cela est devenu indispensable pour la prédiction des 

performances de ces nouveaux matériaux. Dans ces matériaux, la masse effective des 

porteurs de charge dépend de la position. Se pose alors le problème du choix de 

l’hamiltonien généralisé à des masses dépendant de la position. Nous y étudions un 

système unidimensionnel avec une barrière en potentiel et en masse pour cerner 

l’hamiltonien proposé par Von Roos   

       Nous avons calculé les fonctions d’ondes résultant de l’équation de Schrödinger 

généralisée pour différentes formes de potentiels et de masses dépendant de la position, et 

l’on a déduit les coefficients de transmission et de réflexion. Nous avons aussi étudié  les 

coefficients de transmission en fonction de l’énergie. 

Mots clés : l’équation de Schrödinger généralisée, la masse effective 

 : ملخص

 

.و إعطاء أداة تحليل لظاهرة النقل (PDM)ع المتعلقة بالموض فعالة كتلة مع النظام دراسة في المساهمة هو العمل هذا

وهذا أصبح ضروري لتبؤ بنتائج جيدة لهذه المواد الجديدة . في هذه المواد  في أنصاف النواقل ذات البنيات المختلفة .

تكون الكتلة الفعلية لحوامل الشحنة متعلقة بالموضع . وهذا يطرح مشكل إختيار الهملتونيا التي تكون فيه الكتلة متعلقة 

 ڤونلتونيا المقترح من طرف بالموضع .هنا ندرس نظام ذات بعد واحد مع حاجز الكمون و الكتلة لكي نحاصر الهم

𝐻 : روس =
1

4
(𝑚𝛼𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛾 + 𝑚𝛾𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛼) + 𝑉  

قمنا بحساب الدوال الموجية الناتجة عن معادلة شرود نجر المعممة من أجل أشكال مختلفة للكمونات و الكتل التي 

رس معاملات العبور بدلالة تكون متعلقة بالموضع و التي منها نستخلص معاملات العبور و الانعكاس .و بعد ذلك ند

 الطاقة .

 الكتلة الفعالة ,معادلة شرود نجر المعممة  : الكلمات المفتاحية

𝐻 =
1

4
(𝑚𝛼𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛾 + 𝑚𝛾𝑝𝑚𝛽𝑝𝑚𝛼) + 𝑉 

Abstract: 

This Work is a contribution for study of system with effective mass dépend on the 

position (PDM). and to give a tool for analysis of transport phenomenon in 

semiconductor heterostructures. That became essential for the prediction of the 

performances of these new materials. In these materials, the effective mass of the charge 

carriers depends on the position. Then the problem of the choice of the generalized 

hamiltonian with position dependent mass is posed. We study a one-dimensional system 

with  potential and mass barriers to surround the hamiltonian suggested by Von Roos: 

We have calculated the wave’s functions resulting from the generalized Schrödinger 

equation for various shapes of position dependent potentials and masses. We have 

deducted the transmission and reflection coefficients. And afterwards, we study  the 

transmission coefficients according to energy. 

Keys words : the generalized Schrödinger equation, the effective mass 

equation  


