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0.1 Introduction

La décompsition polaire d’'un opérateur linéaire inversible en ’analyse fonctionnelle, oc-
cupe une place particuliére, puisque la résolution de plusieurs problémes dans differens

domaines de ’analyse fonctionnelle soutient cette décomposition.

Le but de ce travail est de résouder 'un de ses problémes, alors on décompose un
opérateur linéaire inversible 1" défini sur un espace de Hilbert H dans lui-méme, sous la
forme T = e"1e"2 tel que Vi ,V, € L(H), cette décomposition est trés importante, dans

la théorie des semi-groupes.

Ce mémoire est réparti en trois chapitres dans le premier est un rappels sur les défi-
nitions et proprités générale dans I’espace de Hilbert, orthogonalité et projection orthog-

onale sur un sous espace fermé.

Dans le second chapitre on donne des rappels sur les opérateurs dans un espace normé,
et notament quelques notions et théorémes principales sur les opérateurs; adjoints, auto-

adjoints, positifs et uinitaires.

Dans le dernier chapitre on étudie ’ensemble o p (T") des valeurs propres pour lesquelles
(T'— A\I) n’est pas injectif et nous intérsserons a savoir pour quelles valeurs A € C
Vopérateur (T'— M) € L, (E) telle que L, (E) l'espace des opérateurs réguliers, £ un
espace de Banach sur C et T' € L(F) . Puis, dans le deuxiéme pragraphe nous étudierons
I’ensemble des spectres d’un opérateur auto-adjoint et unitaire, finalement le dernier
paragraphe est consacré aux fonctions continus sur le spectre de I'opérateur auto-adjoint
et unitaire pour décompser un opérateur inversible 7', sur un espace de Hilbert H sous
la forme T' = ¢"1€"2 tel que V4, V, € L(H) avec H un espace de Hilbert, en utilsant la

décompsition polaire.



CHAPITRE 1

Rappels sur ’espace de Hilbert

Dans le premier chapitre de ce mémoire nous exposerons un rappel sur quelques défini-

tions et propriétés genérales sur I’espace de Hilbert .

1.1 Définitions et propriétés générales

Définition 1.1.1
On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E  (réel ou complexe) une fonc-

tion (x,y) définie sur E x E dans k (' k = C ou R ) possédant les propriétés suiv-

antes
1) (x+y,2) = (z,2) + (y,2)
2) (Az,y) = Az, y)
3) (z,y) = (y, z)
4)(x,2) =0 <= =0
5) (z,x) >
ot les éléments x, y et z appartiennent a E et le scalair \ appartient a k. Un espace

vectoriel muni d’un produit scalaire, est appelé un espace préhilbertien.



Exemple

a - Dans 'espace

n=1

la xly = {x/x = (xn)n21 7 € Cino= 1’2"’2 |x"|2 < OO}

lapplication  (.,.) :lsxly — k donnée par :

(2,y) = (2,9) = > Cu Xy

ouzx ={(y,(y, ..} ety = {ny, M, ...} est un produit scalaire .

Théoréme 1.1.1 ( Inégalté de cauchy-schwarz)

Soit E un espace préhilbertien, alors pour tout x,y € £ on a :

[z, 9)| < V@, 2)\v/ (Y, y)

Corollaire 1.1.1

Ve,y € E ona :\(z+y x+y) <{(z,z)+/{yy)

Corollaire 1.1.2

Dans un espace préhilbertien E, Uapplication ||.|| : E — R, donnée par
||| = (:c,x>% , pour tout x € F

est une norme poue E.

Théoréme 1.1.2
Le produit scalaire est une fonction continuée sur E X E, par rapport & la norme

induite.



Théoréme 1.1.3

Dans l’espace préhilbertine, Vx,y € E on a :

lz + ylI* + [l = ylI* = 2(|ll* + [ly[I*)

lz +ylI* = lle = yl* = 2((z, y) + (y,2))

(w,y) =5 [le+yl* +llz = yl* +i (|l +ayl® = l|lz — iy]*)]

Théoréme 1.1.4

Soit E un espace normé, E est un espace préhilbertien si et seulement si pour tout x,y

el ona:
2 2 2 2
e +yll™ + llz = ylI” = 2= + lly[")
Exemple
L’espace C", muni de la norme ||z| = (/3 |2;]* est un espace préhilbertien puisque

i=1
pour tout x,y € C" on a :

T T I S :2(z|xi|2+z|yi|2>
i=1 i=1 i=1 i=1

= 2(Jlz)* + llyl*)

Définition 1.1.2

On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet.

Exemple

C", R", % sont des espaces de Hilbret.



1.2 Orthogonalité

Définition 1.2.1
Soit H un espace de Hilbert, deux vecteurs x,y € H sont orthogonaux si (x,y) =0 et

on note x_1Ly.

Propriété 1.2.1

Soit H un espace de Hilbert sur le corpe k, alors on a :
1) 0Lz pour tout x € H

2) zlx;et Ny ek, i=1,2...n = xJ_f:)\ixi
3)zle=2=0 .

4) si (x;,y;) =0, % j;i,j = 1,2...n, alors :

2 n
2
= Z 4]
=1

n
D
i=1

Définition 1.2.2

Considérons deux ensembles Ay, Ay non vides d’ un espace de Hilbrte H. Nous disons
que Ay orthogonale o As, noté par A;LAs, si pour tout x € A et pour tout y € Ay on
a xly.

Théoréme 1.2.3

Si A est un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H, alors

At ={r,x € Het z1H}

est un sous-espace vectoriel fermé de H. S’appelle complément orthogonal de A.

Remarque

1) si ® # A; C Ay alors Ay C Af



2) At =[A]" = [A]"

3) AN At ={0 ou ¥}

4) H+ = {0}

5) AL ={0} — [A]=H

1.3 Projection orthogonale sur un sous espace fermé

Théoréme 1.3.1
Soient H un espace de Hilbert , A C H un ensemble non vide convexe et fermé et

xog € H\ A. Alors il existe un et seulement un yo € A, tel que

— — inf —
lz0 = oll = inf {flzo —yl[}

Corollaire 1.3.1

Soit Hyun sous espace fermé d’un espace de Hilbert H. Alors il existe pour tout

x € H fizé, un seul yo(x) € Hy, tel que

— 2l = inf —
o = all = it {lly I}

Théoréme 1.3.2

Sotent H un espace de Hilbert et Hy un sous-espace fermé de H. Un élément 1y € Hy

satisfait a I’ inégalité
|z — woll < ||z — vy, pour tout y € Hy.

si et seulement si x — yo L Hi".



Corollaire 1.3.2
Soit Hyun sous espace fermé d’un espace de Hilbert H, et soit x € H. Alors il existe
un et seulement un yo € Hy tel que x —yo L Hy et ||z — yol| < ||z — yl|, pour tout y € Hy.

On appelle cet élément la projection orthogonale de x sur Hy et l'on note yo = P(x).

Théoréme 1.3.3

Soient H un espace de Hilbert, H, un sous-espace fermé de H et P la projection
orthogonale de H sur Hy, alors :

1) P(ax + PBy) = aP(x) + BP(y), pour tout x,y € H et o, 5 € k.

2) PoP=P?=P

3) [|P(z)|| < ||z|| pour tout z € H.

Théoréme 1.3.4 ( Décomposition orthogonale)

St Hy est un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H, alors :

H=H ¢ H;

Définition 1.3.1
Un ensemble non vide A d’un espace de Hilbert est un systéme orthogonal si pour

tout v,y € A, x #y ona xly.

Définition 1.3.2

Un ensemble {e; ; i € I} d’un espace de Hilbert H est un systéme orthonormal si :

(€i,ej) =0 si i
(ei,e) =1si i=j
Exemple

Dans l'espace de Hilbert H = L?(£) sur [, 7], ensemble E = {e™; n € Z} est un



systéme orthonormal.

Théoréme 1.3.5

Soit {e1, ea, ....ep, } un systéme orthonormal fini dans lespace de Hilbert H, alors, pour

tout r € H :

Z lag? < ||z||? /o = (z,e) , k=1,2.
k=1

Théoréme 1.3.6 (Inégalité de Bessel)

Soit E = {e;,i € N} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H, alors pour

tout x € H, on a :

STl <z’ an=(zen) 5 k=120
k=1

Théoréme 1.3.7 ( Egalité de parseval )

Soit E = {ey, k € N} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H, alors pour

tout x € Hona:

=l = [(ez=)]=H
k=1
Telle que oy = (z,e), k=1,2.....

Corollaire 1.3.3

Soit E = {ey, k € N} un systéme orthonormal dans un espace de Hilbert H, alors :

1—Vx,yEH on a <$,y>: Z<6k,$> <y76k>
k=1

2-VeeHona x=) (xe)ex
k=1



CHAPITRE 2

Opérateurs linéaires sur un espace

de Hilbert

Dans ce chapitre nous étudierons les opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert et ses

proprietés, et nous intérsserons spécialement aux opérateurs auto-adjoints et uinitaires.

2.1 Rappels sur les opérateurs linéaires sur un espace
norme

Théoréme 2.1.1
Soient F et F' deux espaces normés, alors ['opérateur linéaire T € L(E, F') est continu

sur E, si et seulement s’il est borné.

Théoréme 2.1.2

Soient E et F' deux espaces normés. L’application |.|| : L(E, F) — R, donnée par :

1T = sup {T @)l 5 llzllg <1}

est une norme pour L(E,F). De plus on a :

10



|T|| = sup | T(z)|| = sup |T(x)] = SupHT(SU)H

2] <1 lz]=1 w40 |7l

Théoréme 2.1.3
Soient E un espace normé et F' un espace de Banach, alors L(E, F') est un espace de

Banach.

Définition 2.1.1
Soient E et F deux espaces de Banach, lopérateur f € L(E,F) est inversible s’il
existe g € L(E, F), telle que :

gf =1 et fg=1Ip

Notation : L’opérateur ¢ s’appelle 'opérateur inverse de f, noté par f = g~!

Théoréme 2.1.3
Soit T € L(E,F), lopérateur inverse T lexiste est continu sur TE C F , si et

seulement si :

dk >0,/ VeeE, |T(z)|]> k||

Théoréme2.1.4
Soit T € L(E, F), telle que E, F deuz espaces de Banach et T bijectif, alors T~ €
L(E,F).

Définition 2.1.2
Soit E un espace de Banach, un opérateur T € L(E) est régulier si :

1)TE=F

11



2) T texsite sur E et T~' € L(FE)
Notation : L’ensemble d’opérateurs réguliers sur F est noté par L,.(F).

Théoréme2.1.5
Soient T, Ty € L.(E), alors Ty o Ty € L.(E) et N1} € L, (E) pour tout X € k.

Remaque : L’ensemble L. (E) n’est pas fermé.

Théoréme 2.1.6

Soit T € L(E) ou E est un espace de Banach on a :

1) Si |T|| <1, alors [ =T € L.(E) et (I -T)"' =Tk

2) Si 1, Ty € L.(E) tel que Ty € L,.(E) et || Ty — Tz|| kgom, alors
Ty, e L.(E).

3) Si Ty o1y € L, (E) et Ty oTy =Ty T, alors 11,1, € L, (E).

2.2 Opérateurs adjoints et auto-adjoints

Théoréme 2.2.1
Soit H un espace de Hilbert et soit L(H) l’espace de Banach des opérateurs linéaires

continus. Pour tout T € L(H) il existe un et un seul opérateur T* € L(H) tel que

1) (Tx,y) = (x,T*y) pour tout x,y € H
2) (T =T
3) 7| = (|7~

Notation: 'opérateur T est appelé 'adjoint de T'.

Exemple

12



Soient I’espace de Hilbert H = Lo ([a, b]) et 'opérateur integrale A défini sur H dans

lui-méme comme suite :

tel que K (t,s) est une fonction continue sur |a, b] x [a,b].

Pour tout =,z € Ly ([a,b]) on a :

e = [ ([ e s)x(s)ds) Eal
:/ </K )ds—(xA* A = K 2(t)dt

Propriété 2.2.1 Soit A,B€ L(H) ona:

ker A* = (Im gA)™
(Im gA*)" = ker A

1. Vo, 3 €k on a (eA + B)" = aA* + BB*

2. (AB)" = B*A* .

3. Si A1 existe, alors (A*)”" existe et de plus on a (4*)" = (471"
4. I* =1

5.

6.

Définition 2.2.1
Lopérateur T € L(H) s’appelle auto-adjoint si T = T* i.e T est auto-adjoint si et

seulement si :

(Tz,y) = (x,Ty), pour tout z,y € H

13



Notation : Notons par A(H) ’ensemble des opérateurs auto-adjoints sur ’espace

de Hilbert H.

Théoréme?2.2.2

St T un opérateur auto-adjoint alors :

IT|| = sup [(Tz,z)]

[lz]|<1

Preuve

On pose

ar = sup [(Tx,z)|
lz)|<1

D’apres I'inégalité de Cauchy-schwarz
[Tz, )| < [Tl ||z]| < |IT|] = oz < T ......... (1)

Pour tout z, (||z]] < 1) on a :

Tr,z)| <ar = (TE, =) <ar ;2#0
|

)l [l[l

— [(Tz,z)| < ar||lz]® ....... (2)

On d’autre part pour tout =,y € H on a :

(T(x+y)z+y) = Tz,2) + (Tz,y) + (Tx,y) + (Ty,y)
= (Tz,x) + 2Re (Tx,x) + (Ty,y)

De la méme méthode on trouve :

14



(T(x —y),z—y) = (Tx,x) — 2Re (Tz,z) + (Ty,y)

on a donc

4Re(Tz,z) = (T(x+y),z+vy) — (T(x —y),x —y) .

D’apres (2) et la loi du pralylogramme on a :

4[Re(Tz,z)| < [(T(x+y),z+yl+[(T(x—y)z—y)
< ar(flz+yl* +llz =yl
< 2ar(llz]” + llyl*)

et donc pour tout z,y € H on a

1
[Re (T'z, z)| < §04T(||90||2 + [lylI*)

Siy= ”x”HTm/Tx#Oona:

| Tz

B B
foll = ol et Re (T, i) = (7 7) = 170 < ap

d’ou

d’aprés (1) et (3) on trouve ||T|| = ar

Corollaire 2.2.1 SiT € A(H) alors :

15



1T = Sup (T, z)| = Sup [(T'z, 2)| = max (|mr|, [Mr|)
z||<1 z||=1

telle que my = inf {(Tz, z) , ||z|]| = 1} et My = sup{(Tz,x), ||z|| = 1}.
Propriété 2.2.2 SiT,G € A(H), alors on a :

Va,f €k ona ol + G € A(H)

si TG = GT, alors TG € A(H)

Ve € H(Tr,x) € R

T*oT,ToT* e A(H) pour tout T' € A(H)

SiT e A(H), alors T" € A(H) pour n € N. (T° = 1)

AN ol ol .

2.3 Opérateurs auto-adjoints positifs et unitaires

Définition 2.3.1
Un opérateur T € A(H) est positif noté par T >0 si :

(Tz,z) > 0 pour tout x € H

Exemple

1- Pour tout T € L(H)onaT*oT >0 et T oT* > 0. En effet

(T* o T(x),z) = (T, Tx) = | Tz|* > 0
2- [ > 0. Puisque pour tout = € H, (I(z),z) = ||z]|* >0 .

3-SiT>0,G>0et a,B >0, alors o1+ G > 0. Puisque :
(T + BG)x,x) = a (Tx,z) +  (Gx,x) > 0, pour tout z € H

16



Notation: On dit que T est plus grand que G et on note T'> G ,siT — G > 0.
Théoréme 2.3.1

Soit T € A(H) et soient my = ”iIH1f1 (Tz,z) et My = sup (Tz,z), alors :
= [[=f|=1

i)T >0 < mr>0

it) Si T >0, alors mpl <T < Myl

Preuve

i) = | (Evident)

<= | Pour tout x € H\ {0} on a :
r

(T, 2) = [l2] <Tw m> > |2l my = (mele, 2)

d’ou

T—TTLTIZO

i1) Nous avons pour tout x € H :

(T, z) <||T| [ll* = T (2, 2) ....(1)

Mais si T' > 0 alors mr > 0, donc on a

1T = Mx

Et de (1) on a

T < Mrpl

D’autre part pour tout x € H\ {0}

17



X i
(T, 2) = || <TW m> > |22 me = (mole, 2)

Et donc on a

mTIST

Définition 2.3.2

Soit H un espace de Hilbert. Une application T : H — H est unitaire si
1) TH = H i.e T est surjectif.

2) (Tx,Ty) = (z,y), pour tout x € H.

Théoréme 2.3.2

Soit T une application unitaire. Alors T est linéaire et de plus on a :

17 =1

Preuve
Montrons d’abord que T est linéaire. En effet, pout tout x,y,z € H;«a, 5 € k, nous

avons

(T(axz + By) — Tz — BTy, Ty) = (T(azx+ By),Ty) — a{Tx,Ty) — B (Tz,Ty)

= (ax+ By, y) +a(r,y) + B(z,y)

Donc on a T (ax + By) + aTx + STy LH ce que implique que :

T(ax+ py) —ax+ Py =0ieT (ax + By) = oTx + Ty

18



Pour z =y on a

ITz]| = lzl| = IT]/=1.00
Notation: Notons par U(H) ensemble des opérateurs unitaires sur H

Théoréme 2.3.3

Un opérateur unitaire T est régulier. De plus T~' € U(H).
Preuve
Pour tout x € H on a

Tr=0 = 0= |Tz||=||z||=0 = =0

donc I'opérateur T 'existe, et T-! € L(H).
Puisque T-'H = H on a T~! est surjectif. Il nous reste & montre que T~ !satisfait

ii). Pour tout z € H on a :

(x,y) = <T(T_1:U),T(T_ly)> = <T_1x,T_ly> )

Théoréme 2.3.4

Soit un opérateur T € L(H) on a :

TecUH) < T =T

Preuve
=] Soit 7' € U(H). D’apres le théoréme 2.3.3 on a T~! € U(H), donc nous avons

pour tout x,y € H :

(x, T*y) = (Tx,y) = <Tm,T(T_1y)> = <m,T_1y>

Donc on a :

19



<x,(T*—T‘1)y>:OpourtoutajeH

Pour z = (T* — T 1)y :

|(T* = T7")y|| = 0 pour tout y € H

D’ou

T =771

<= |SiT ' =T* alors T~! défini sur H et donc TH = H.
En d’autre part, pour tout z,y € H

(Tz,Ty) = (x, T*(Ty)) = (z, T~ (Ty)) = (z,y)

Théoréeme 2.3.5
Un opérateur unitaire T € U(H) est auto-adjoint, si et seulement si T? = 1.
Preuve

Si T' auto-adjoint, alors

T=T*=T"'"— T?=1.

Inversement

siT?=1,alors T ' =T etdoncT*=T"1=T

20



CHAPITRE 3

Sur la décompsition polaire d’un

opérateur inversible

Dans ce dernier chapitre on va décompser un opérateur lineaire inversible 7" défini sur
un espace de Hilbert H, sous la forme T = e"1e"2 tel que V; et V, sont deux opérateurs
lineaires continus sur H, en utilisant les théories des spectres d'un opérateure auto-adjoint

et uintaire et la décomposition polaire.

3.1 Valeurs propres d’un opérateur linéaire
Soit E' un espace normeé sur le corps C.

Définition 3.1.1

Un nombre X € C est une valeur propre de T € L(E) s’il existe un vecteur x €

EN {0} tel que :

(T—XN)x=T\x=0

Chaque vecteur x # 0 qui satisfait cette equation s’appelle vecteur propre T € L(E).

21



Notation : Nous notons par op(7") ’ensemble de valeurs propres de 7.

Théoréme 3.1.1
Soit A € C et soit B = {x € E, Thx = 0}. L’ensemble E\est un sous-espace invari-

ant par rapport a T, i.e T\E\ C E\. De plus E\ est fermé si T € L(E).

Preuve
Notons d’abord que E) # 0, parce qu'au moins 0 € FE). Soient maintenant i, xs

€ FE,, alors

T)\ZCl = T,\xg =0

d’ou pour tout o, 8 € C,

T (Oé[L’l + @ZEQ) = OéT(.Il) + /BT(IQ) =0

et F, est un sous espace vectoriel de F.

Soit {z,, , n € N} C F) et supposons que z,, L\ x si n — oo alors

Tz, = x, pour tout n € N

puisque 1" est continu, on obtient

Ter=limTz, =0

n—oo
donc x € F) et ) est fermé.

Finalement montrons que x € F, implique Tx € F).

rel, = Te=>M = T(Tx)=T(\x) =\T(z)
d’ou Tz € E,.

22



Définition 3.1.2
Si X € C est une valeur propre de T, i.e Ex # {0}, alors le sous espace E\ s’appelle

l’espace propre de T par rapport a .

Théoréme 3.1.2

A€ op(T) < T\ nlest pas injectif sur E
Preuve : — |
Soit A € op(T) = Jx € EN {0} tel que Thx =0

— kerT) # {0}

= T\ n’est pas injectif

T\ n’est pas injectif — dx € EN {0} tel que Thz =0

— E)\#{O}:)\GUP(T>

Théoréme 3.1.3
Soit T € L(E), alors les valeurs propres de T sont dans la boule fermée B (0,||T))
e :
op(T) c{A e C; [N < [T}

Preuve

Soit A € op(T), alors dx € EN\ {0} tel que

23



Te =X r = M) = [Tz < NN {2l = A < [Tl

Théoréme 3.1.4
Soit H un espace de Hilbert sur C et soit T € L(H), alors pour tout A € C on a :

Ex=((T" =) H)"

Preuve

En effet, x € F, si et seulement si pour tout y € H

0= (Tha,y) = (z, Ty)

donc si et seulement si z L (T* — M ) H
Corollaire 3.1.1
Soient H un espace de Hilbert sur C et T' € L(H), alors :

Aeop(T) < (T*-N)H+H

Preuve
= | On suppose que A € op(T) et TXH = H , alors A\ € op(T) C C donc d’aprés

le théoréme 3.1.3 on a :

E\ = (TfH)"

1 * 1 + *
— Bf = ((15H)") =T7H

En d’autres part Fy est une sous espace fermé donc

H=FEy ®E\=FE}f
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D’ou
E\ ={0}. Contradiction .

| TH+#H = H+#E = EL@B, # Ef = B, # {0} = \¢
UP(T)

Définition 3.1.2

Un nombre A € C est régulier par rapport & T € L(E), si Ty € L, (E). L’ensemble

de valeurs réguliéres s’appelle la résolvante de T et est noté par R(T).

Définition 3.1.3

Un nombre \ € C appartient au spectre de T' noté par o(T'), si A € C\R(T).

Théoréme3.1.5

Si [N > ||T, alors A € R(T) .

Preuve

Posons 17 = ‘—}4 T, alors ||T3|| = % < 1. Donc l'opérateur invers (T} — )" =

(3T — I)~* existe et il est born¢, donc A € R(T).

Corollaire 3.1.2
SiAeo(T),alors |\ < ||T ie

o(T) < {A AL <IT[I}

Théoréme 3.1.6
Soient A€ R(T) et n € C, si |\ —n| < m, alors A € R(T).

Preuve
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En effet

I

donc d’apres le théoréme 3.1.4 on a A € R(T).

Corollaire 3.1.3

Uensemble o (T') est fermé dans C.

Preuve

Soit Ao € C\o(T) = R(T), alors T, € L, (T).

D’apres le corollaire 3.1.5 si :

1
A= Do <
s

20

alors T\ est un opérateur inversible, i.e A € R(T'), et donc on a

wem (o) e
X

d’ol A¢ est un point intérieur dans R(T"). Donc o (T') ensemble fermé.

3.2 Le spectre d’un opérateur auto-adjoint et uni-
taire d’un espace de Hilbert sur C

Théoréme 3.2.1
Soient T € A(H) et \ une valeur propre de T, i.e A € op (T'), alors X € R.

Preuve

- Soit A € op (T) et soit x # 0 un vecteur propre = € E),, alors
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<T$7x> = <)\3§,5E> = A H$H2

et puisque (T'z,z) € Rona A € R.

Corollaire 3.2.1
Soient T € A(H) et A € C. Alors Ey = [(T — M) H]".

Preuve

Soit A € C/{\ € C; ImgA # 0}, alors A\, A\ & op (T) (de 3.2.1) donc on a :

H=Ff = EXl (Théoréme 3.1.1)

D’ou

H* = {0} = E\ = Ex = [(T — M) H" (E,sous espace fermé)

SiImg A =0, alors A = X\ donc d’aprés le théoréme 2.2.5 on a :

Ex=((T=X)H)" = (T =) H)* = [(T - \I) H*

Théoréme 3.2.2
Soient T € A(H) et A € C, alors on a :
ANeop(T) <= (I'-N)H#H

Preuve

= ] On suppose que A € o(T) et (I'—AN[)H =H. On a:

AN op(T)CC = A=Aet Ex=(T-M)H
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Mais

H=(T—-)M)H=Ey =E\,®Ey

D’ou

Ey = {0}

Contradiction avec le fait que A € op (T)

—]H+# (T-M)H =E — E-+#{0} = X¢€op(T). Et comme
T € A(H), alors A =\ donc on a :

A E op (T)
Théoréme 3.2.3
Soit T € A(H), alors on a :
ANeR(T) <= Jk>0VreHona |[(T—MN)z| > k|| ... (%)

Preuve —|
Soit A € R(T), alors (T — \I) est inversible i.e (T' — M) 'existeet (T — X ) " € L(H)
d’ou

Vy e H, |[(T—A)~ yH<HT M)~ H||yH

Pour y = (T"— A)z on a

1
Jk = >0,/Vx € Hona ||(T—X)z| > k|z|
e =an™|

< | Supposons que la relation (x) est satisfaite, alors (T — ) existe et (T — AI) ™"
est continu sur (7" — A\/) H . En effe,
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(T—-XN)z=0 = 0>k|z|| = ||zl =0 = 2=0

D’ou

(T — A)~" existe .

Pour z = (T — M) 'y ona:

(T =AD" y|| <k lyl

Il nous reste a montrer que

(T —A)H=H

Puisque\ ¢ op(H), alors on a (T'— A)H = H . Soit y € H, alors il existe une

suite {y,,n € N} C (T'— M) H telle que y, n y. Notons par x,, € H les éléments qui

satisfont (T' — A1) x,, = y,, n € N. Puisque :

”xn - xm” = H(T - )‘I)il (yn - ym)H < H(T - )‘I)ilH ”yn - ymH

La suite {x,,n € N} converge vers un élément = € H et nous avons,

(T — M)z = lim (T— X))z, = limy, =y

n—oo n—o0

Ce qui montre que (T'— \) H = H.

BCorollaire 3.3.2
Soit T € A(H), alors on a :

Neop(T) < I(xn),ey € H telle que ||z,]| =1 et (T — N)z, L
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Théoréme 3.3.4
Si TeAH) et A€ {\€C; Img\ #0}, alors A € R(T) i.e:
o(T)c{reC; Img\ #0}

Preuve

Puisque pour z € Het y = (T — X))z

(2, y) — (y.2)| = [2i Tm gA| ||z ]|* < 2 ||| |y

Nous obtenons pour tout x € H

[(T" = AT) || = [Tm gA[ [|c]
et d’apres le théoréme 3.2.3 A € R(t) si Im g\ # 0
Théoréme 3.3.5
Soient T' € A(H), mp = ‘i?f (Tx,x) et My =sup (Tz,x) . Alors :

llzfl=1 |z =1

o (T) C [mT,MT] et mr, My € O'(T)

Preuve

Si || T|| = Mr, alors d’apres la définition de My on a :

xn)n>1,/ Nanl =1 et (Tzy, ) "2 My

on a donc
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| Mrz, — T:L‘n||2 = (Myrx, — Tx,, Mrz, — Tx,)
= M2 —2Myp (Tx,, x,) + || T2,

< 2M3? —2My (Tx,, 1) — 0 sin — oo

D’apreés 3.3.2, ona My € o (T).
Soit maintenant ||T'|| # My

Considérons l'opérateur auto-adjoint S =T — mqI , pour tout x € H /' ||z|| = 1 on

(Sx,z) = (Tx,x) = my

et donc

Mg =Mpr—mpetmg=0

Nous appliquons maintenant le cas 1-) de la démonstration & S. Puisque || S| =

max {|Mg|,|ms|} =|Ms| = Mg il existe une suite {x,, ||z,|| = 1 pour n € N} telle que

Mgz, — Sx, L} 0. Mais puisque

Mgz, — Sz, = Myx,, — Tx, ona Mrp € o(T)

D’une fagon analogue on montre que mr € o(T')

ii) On montre que A € R(T), si A € R\ [mp, My|. soit A < mp, pour tout z €
H\ {0}, nous avons
<Ti7 i> > my
]| [l
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et donc

L’inégalite

2] = (mr = A) < (T = AL)a,x) < |(T = M) z| |||

entraine que pour tout x € H

(T = Al) x|l = (mp — A) |||
et d’apres 3.2.3 on a A € R(T)
D’une fagon analogue, on montre que si A > My, alors A € R(T).

Corollaire 3.3.3
Soit T'e A(H), alors T >0 <= X >0 pour tout A € o (T).

Théoréme 3.3.6
Soient T e U(H) et A€ op(T), alors || = 1.
Preuve
Soit x € H\ {0} telle que T'x = Az, alors on a :

(T, Tx) = N (z,2) = (z,2)
on conclut que A =1 = |\ = 1.

Théoréme 3.3.7
Soit T € U(H). Alors
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op(T) C A =1}

Preuve

Pour T € U(H), nous avons ||T|| = ||T*|| = || T} = 1.

si|A|>||T)=1 = AeR(T).

Il nous reste & montrer que si |A\| < 1, alors A € R(T'). Notons d’abord que A
= 0 € R(T) puisque T! existe et |T71|| = 1. D’aprés 3.1.5 nous avons pour tout
n € C tel que :

1

=S o

ie|n| <1,ne R(T). Donc o (T) C {X\; |A] =1}.

3.3 Fonctions continues d’un opérateur auto-adjoint
et unitaire et la décompsition polaire

Définition 3.3.1

Soient P, un polynome de degré n et Za_k? sont conjugué complexe. Alors nous

définissons
Py(T) =) Jag (T7)
k

Théoréme 3.3.1 Nous avons

Preuve En effet
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* n

=Y @ (T")" = P.(T)

1

P (D) = lzam

Théoréme 3.3.2

Soit T € L(H), alors pour un polynéme de degré n, P, nous avons :

o (P, (T) ={Pu(N); Aea(T)}

Preuve

Sin =0, alors Po(o (7)) =apet 0 (Py(T)) =0 (al) = ayp .

Soit donc n > 1. Nous montrons d’abord:
SiA€o(T),alors P, (\) € (P, (T)). Le polynome q, (z) = P, (z) — P, (\) posséde

donc zéro & z = A et il existe un polynéme d’ordre n — 1, P,_1(A) tel que :

4n(2) = (2= N) Pu(2)

Pour 'opérateur 7', nous obtenons :

Go(T) = Po(T) — By (N) I = (T — ) Bo(T) = Po(T) (T — \I)

Supposons pour 'absurde que P,(\) € R(FP,(T)), alors d’aprés le théoréme 2.1.6) on
a(T'—M)eL.(H)ie\e R(T). Contradiction.

Montrons maintenant que zy € o (P, (1')) implique qu’il existe un A € o (7') tel que
20 = P, (\). Considérons donc le polynome g,(z) = P, (2) — 2o et soient Ay, Ay... A, les

zéros de ¢,(z). Nous avons donc :
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Et )
gn(t) = Po(T) — 20l = @) _ (T = A

Puisque zy € o (P, (T')) au moins un des A\, 1 < k < n appartient au spectre de T .

D’autre part, nous avons

Qn<)\k) - Pn()\k) — 20 = 2 = Pn<)\k:)

Définition 3.3.2 Nous définissons

Bu(o (1) ={P.(A); Aea(T)}

Corollaire 3.3.1
Soit T € L(H) et soit P, un polynéme de degré n , alors

[P(T)] "€ L(H) <= P,()\) # 0 pour tout A € o(7T)

P(T)' € LH) = 0€ R(P,(T)) = 0¢ o (P,(T)) = P,(c(T))
= P,(\) # 0 pour tout A € o (T)

P,(X) # 0 pour tout A € 0 (T) = 0¢ P,(c(T)) = o(P.(T))
d’ou

0 € R(P,(T)) et donc [P,(T)]"" € L(H).
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Théoréme 3.3.3

Soient T'€ A(H) et P un polynéome & coefficients réels, alors

[P = I1Pllo(r) = sup{[P(N)]; A € o (T)}

Preuve

On sait que P(T) € A(H) et o (P(T)) C [mp(ry, Mper)] , donc on a

IP(D)| = max {|mpr|: |Mper|}
— sup{|)\|; /\EO(P(T)):P<U(T))}
= sup{|P(\)|; A€o (T)}

= Pl

Théoréme 3.3.4
Soient T € A(H) et g € C(o(T)) a valeurs complexes (ou réelles).De plus, soit

{P,,n € N} une suite de polynomes qui converge uniformément vers g sur o (T) alors :

i) P,(T) converge en norme vers un opérateur continu noté par g(T) qui est uinque-

ment déterminé par g et dont la norme satisfait ||g(T)|| < 2|\gll,(7) -

i) g (0 (T)) = o (9(T))-

Preuve
Soit d’abord g € C'(o (1)) a valeurs réelles et soit { P,,,n € N} une suite de polynémes
a valeurs réelles qui converge uniformément vers g sur o (7'). Puisque P, (T) € A(H)

pour tout n € N et

1PA(T) = Ba(T)|| = 1P = Bonll gy
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La suite {P, (T') ,n € N} est une suite de cauchy et converge donc en norme vers un
g(T) € A(H) .

Il nous faut montrer que ¢g(7') ne dépend pas du choix de {P,, n € N}. Soit donc
{qn,n € N} une autre suite de polynomes a valeurs réelles qui converge uniformément

vers g sur o (T'). Puisque ¢,(T") € A(H) pour tout n € N, nous avons :

l9(T) = (D < [lg(T) = Pa(T)| + [[2a(T) = gu(T)]

IN

2 ”g - Pn” + ||g - QnH

Ce qui montre que g, (T") converge en norme vers g(T).

De plus, nous avons :

lg(DIF = Nlgllgry

b) Soit maintenant g € C'(g(7")) & valeurs complexes et soit {P,, n € N} une suite de
polynéme qui converge uniformément vers g sur o (7') . Donc Re P, (resp.Im P,)) converge
uniformément sur o (T') vers Re g (resp.Im g) ce qui entraine que P, (T") converge en norme

vers un opérateur g(7') € LH),

g(T) = lim Re P,(T") + i lim Im P, (7))

n—oo n—oo

L’opérateur ¢g(T') est bien défini et ne dépend pas du choie de la suite P,. De plus

nous avons :

lg(D)I < [[Reg(T)]| + [[Tmg(T)|

IN

2 ||g||U(T)

37



c¢) montrons la partie ii) du théoréme. Soit A € o (T') et supposons par 'absurde que
g(\) € R(g(T)), ie (¢(T) —g(N)™" € L(H). Ona g € C(c(T)) = P (o (T)) donc il
existe un polynéme P, € P (o (T)) tel que :

1
3||(a(T) — g 1) 7|

||g - PnHU(T) S

Ce qui entraine que

1(g(t) = g(MNI) = (Po(T) = Pu(MNDI < Nl9(T) = g+ 1P = gll oy
< 3llg = Pallory
1
<

I(g(T) = g D)=l

D’apreés le théoréme 3.1.5 P,(A\) € R(P,(T)) ce qui contredit le théoréme 3.1.1 .

Soit maintenant zy € o (g(7")) . Il nous faut montrer qu’on a au moins un A € o (7))
tel que zp = g(\). Supposons par absurde, que cela n’est pas le cas, i.e, que g(\) — 2z

ne s’annulle pas sur o (7'). Donc ﬁ est une fonction continue sur o (7).

A)—z20

D’apres le théoréeme de Tietze il existe une fonction ¢ continue sur R telle que sa

restruction sur o (7) est identique a m. Nous obtenons par construction

1o (T) (9(T) = zo0) = 11| = [I(9(T) = 200)0 (T) — 1|
< 2[l¢ (M) (9(A) = 20) = Uly(p) =0

Donc (g(T) — zI)~" existe et est identique & ¢ (T). ¢ étant une fonction continue il
s’ensuit que ¢(T) est continue et donc (g(T) — zI) " € L(H) i.e z € R(T), contradic-

tion.

Remarque: Pour le théoréme de Tietze voire [2]
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Théoréme 3.3.5

Soient T'€ A(H) et g,h € C(o (T')) alors on a :

1) g(T) € A(H) <= g(o(T)) CR

2) g(T) 20 <= g(o (1)) C [0,00]

3) (g(T))' € L(H) < g()\) # 0 pour tout X € o (T)
4) h(T) = g(T) < h(N\) = g(\) pour tout A € o (T')

Preuve
1) =] Sig(T) e A(H), alorsona o (g(T)) =g(c(T)) CR

<] g(c(T)) C R, nous avons donc

lg(T) = [g(D]" < 2019 = Gllo(z) i 9(T) € A(H)

2) =1]y(M) >0 = myr) 20 = g(o(T)) C[0,00]
] g(o(T)) C 0,00 = mgry >0 = ¢g(T) >0

3) g(o (1)) € L(H) <= 0¢g(o(T)) =0 (9(T))

4) Si g(A) = h(\) pour tout A € o (T), alors I'inégalité

lg(T) = h(T)|| < 21lg = Al o)

entraine que g(7') = h(T).

D’autre part si g(T') = h(T'), nous avons :

0=|Reg(T) = Reh(T)|| = [[Reg — Rehll,q,

et
0= [Img(T) — Imh(T)|| = [Im g — ImAl|,
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donc g(A) = h(\) pour tout A € o (T).

Théoréeme 3.3.6
Soit T un opérateur positif. Alors il existe un seul opérateur S > 0, tel que S*> =T ,

i.e S=+T. De plus st T est inversible, alors S est inversible.

Preuve

Nous définissons la fonction, ¢ : ¢ (T)) — R, donneé par :

g(A\) =V

Puisque 7" est positif, alors o (T") C [0, co[ donc g est bien définie.
D’autre part g € Cr (0 (T')) = P,(0o (T") donc on a

AP, € P(o (1)) tel que [Py — gllyqy = 0

et d’aprés le théoréme 3.3.4 on a

17 (T) = g(T)| "7 0

donc ¢g(T) =S € A(H)m. De plus on a :

15 =7 = T [[(Pa(T)" = 7| = lim [[(P) = Al

n—oo n—oo

= H(Q)z — /\HJ(T) =0 ce quiimlique que S? =T .

et comme o (T') C [0, oo[, alors g(o (T')) C [0, oo[. Donc S > 0.
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Montrons maintenant 'unicité de S. Soient donc S; > 0, Sy > 0, Ry > 0, Ry > 0 tels

que S? = S2 =T, R? = S; et R2 = S,. Alors pour tout x € H on a

1Ry 0 (1 = So) a|” + [ Ry o (St — ) z]”
= (Rio(Si— Sz, (S1—S)z)+ (R30 (S —S)z, (S1—S)z)
— (S10(S1—85)a+ S0 (81 — Sa)x, (Sy — Sy) )
= (81 = 55) 2, (81— S2) )
— (0.2, (S1— So) &) =0

d’ou

R10(51—52)=OetRQO(Sl—Sg):()

ou encore en multipliant la premiére (resp.La deuxiéme) égalité par R; (resp. Par

R5), on trouve

Slo(Sl—Sg):Oet520(51—52):0

ou

510(51—52)—820(51—52):0:>(Sl—82)2:0

en d’autre part on a

(51— Se)z)|* = ((S1— Se)z, (S1— Se)x)
== <(Sl — 52)2$,$>

= (0z,7) =0= 5, =5,
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On suppose maintenant que T' est inversible alors, S~! existe et on a:
o (T) C]0,00] = g(A\) = VX # 0 pour tout A € o (T)
— (g(T))"' =81 e L(H), i.e S inversible. (de 3.3.5).

Théoréme 3.3.7
Soient H un espace de Hilbert sur C et T € L(H) un opérateur inversible, alors

T =US tel que U est unitaire et S positif.

Preuve
T est un opérateur inversible, donc T*et T*T sont aussi inversible . Et comme 77T
est un opérateur positif, alors d’aprés le théoréme 3.3.6 il existe un seul opérateur positif

et inversible S, tel que S = /T*T. Sion pose U =TS ! on a:
U'U = (TS™H)(TS™) =TS ST =TS 'S™'T* =T (T*T) "' T*
= TT YT 'T*=1.1=1
donc U est un opérateur unitaire d’apres le théoreme 2.3.4 .

Notation : Soient H un espace de Hilbert et 7' € L(H) un opérateur inversible. La
décomposition T' = U S, tel que U un opérateur unitaire et S positif, dans le Théoréme

3.3.7, s’appelle la décomposition polaire.
Théoréme 3.3.8

Si S est un opérateur positif et inversible, alors on peut écrire S sous la forme suiv-

ante

42



szzebgs
Preuve
Puisque S est un opérateur positif et inversible alors on a :
o (5) €0, o0]

Donc on peut définir la fonctione, g : 0 (S) — R, donée par :

g(\) = X = €8 € O(o (S)) pour tout A € o (9)

et d’apres le théoréme 3.3.5 on a
szzebgs

Remarque : log S € L(H). En effet, logA € Cr (¢ (T)) = P,(c (T'), donc on a

dP, € P (o (S)) tel que P, Lt logS. O
Théoréme 3.3.9
Chaque fonction g continue sur {\ € C; |\ = 1} peut étre uniformément approché

par des polyndomes trigonométriques. En d’autre mots

Ve >0, Jh. (t) = Z are™ = Zak)\k, tel que [|g — hll,(y=1) <€ -

k=—n
Théoréme 3.3.10
Si T est un opérateur unitaire et g € C(o (T)), alors on a :
i) [g(T)]"=9(T)
ii) Si g(o (1)) C R, alors g(T) € A(H).
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Preuve

i) En effet, puisque o (T') C {); |A\| = 1}, alors

70 = SN = Yt
k=—n k=—n

et donc

=N @ (1) = Y @ (T = [g(1)"

k=—n k=—n

i) g(o (T)) CR = g(T) = g(T) = [g(T)]" = g(T) i.e g(T) € A(H)

Théoréme 3.3.11
Soient T € U(H) et g € C(o(T)) a valeurs complexes (ou réelles). De plus soit

{tn,n € N} une suite qui converge uniformément vers g sur o (T), alors :

i) La suite {¢,(T); n € N} converge en norme vers un opérateur continu noté par

9(T) qui est uinquement déterminé par g et dont la norme satisfait ||g(T)|| < 2|\gll,(r,

i) g (o (1)) = o (9(T))

Preuve

La démonstration suit exactement celle du théoréme 3.3.4 .

Théoréme 3.3.12
Soient T € U(H) et g,h € C(a (T )) alors on a :
1) g(T) € A(H) <= g(o(T)) C
2) g(T) =20 <= g(o(T)) C 0,09
3) (9(T)) " € L(H) < g(\) # 0 pour tout X € o (T)
4) g(T) = h(T) <= g(\) = h(X) pour tout A € o (T)

Preuve

La démonstration suit exactement celle du théoréme 3.3.5 .
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Théoréme 3.3.13

Soit U € U(H), alors on peut écrire U sous la forme suivante :
U = 6logU
Preuve
Puisque o (U) C {X; |\ =1}, alors 0 ¢ o (U), donc on peut définir la fonction,

g:0(U) — R, donnée par :

g(\) = A= €% € O(o (U)), pour tout A € o (U)

et d’aprés le théoréme 3.3.12 on a

U = 6logU

Remarque : logU € L(H). En effe, 0 ¢ o (U) donc logA € C(o (U)).

Corollaire 3.3.2
Soient H un espace de Hilbert sur C et T € L(H), un opérateur inversible. Alors :

T = "1e"
telle que Vi =logU et Vo =log S.

Preuve

En effet, d’aprés le théoréeme 3.3.7 on a

T=US=¢"e"
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Cnclusion finale

Chaque opérateur linéaire et inversible T, défini sur un espace de Hilbert H, dans

lui-méme admet une décomposition sous la forme suivante

T=€"1e"%

telle que Vi et Vi sont deux opérateurs linéaires continus sur H.
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