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NOTATIONS

C(la, b)) L’espace des fonctions continue sur 'intervalle [a, b]
[a, b] Intervalle réel

© Fonction inconnue

o~ Solution approximée

A Opérateur linéaire

H Espace de Hilbert

X Espace normé

1 Opérateur d’identité

K(x,y) Noyau de I'intégrale

T Opérateur linéaire compact

KerT Le noyau de Vopérateur T, KerT = {¢/ T = 0}
ImT L’image de 'opérateur T', ImT = {¢p/ ¢ = T'p}
71 L’inverse de 'opérateur

T Opérateur Linéaire ou T' =1 — A.
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0.1 Introduction générale

Dans ce mémoire on va traiter les équations intégrales linéaires de Volterra, o on va
démontrer ’existence et l'unicité de la solution de ces équations et parmi les meilleures
méthodes d’approximation.

On a commencé dans le premier chapitre par une introduction sur les opérateurs
compacts, dans les espaces des fonctions continues et quelques propriétés.

Le deuziéme chapitre présente une introduction sur les équations intégrales,et on va
les traiter dans les espaces de dimension finie.

Le dernier chapitre représente le but de ce mémoire consiste a la Résolution des équa-
tions intégrales a [’aide des résolvantes des équations intégrales linéaires de Volterra de
deuxiéme espéce tel que le noyau est continu, en appliquant le théoréme classique du point

fixe pour démontrer ’existence et ['unicité de la solution.
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Rappel

Définition( espace de Hilbert)
Soit H un espace vectoriel. On appelle produit scalaire, on note (.,.) une forme bili-
néaire de H X 'H dans R, symétrique et définie positive :

VueH (u,u)>0et (u,u) =0=u=0.

On dit que 'H est un espace de Hilbert s’il est muni un produit scalaire (.,.) et s’il est
complet pour la norme associée au produit scalaire : Yu € H |u| = (u, u)é.
Définition( espace de Banach)

On appelle espace de Banach (E,|.||) tout espace vectoriel normé (e.v+norm) et
complet pour la distance déduite de la norme.
Théoréme (de Bolzano-Weierstrass)

Un espace métrique (E,d) est compact si et seulement si toute suite d’éléments de E
admet une sous-suite convergente.
Théoréme (de Banach-Steinhaus)

Soient E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé. Soit (T;);er une famille
d’applications de L(E,F). On suppose que pour tout © € E, l’ensemble {T;(x) |i € I}
est borné dans F.

Alors il existe M > 0 tel que

Vie I | Tl g < M.



Théoréme (de Hahn-Banach)

Soit E un espace vectoriel sur R et N une semi-norme définie sur E. Soit fy une

fonctionnelle linéaire définie sur un sous espace vectoriel F' de E, telle que
fole) SN(), VeePF,

alors, il existe une fonctionnelle linéaire f, défini sur E tout entier prolongeant la

fonctionnelle fq et vérifiant sur l’espace E la condition

fz) < N(z), Vre€k.



Chapitre 1

INTRODUCTION A LA THEORIE
DES OPERATEURS COMPACTS

Ce chapitre aborde une introduction & la théorie des opérateurs compacts, dans les
espaces des fonctions continues et on a pris un cas spécial les opérateurs intégraux avec

la méthode des approximations successives.

1.1 Compacité (Rappel)

Définition 1.1
Soit U un ensemble d’un espace normé X, U est dit compact si de tout recouvrement
de U par des ouverts de U on peut extraire un sous recouvrement fini i.e :

VVi:jeJ (owverts) tels que U € |J Vs , IViwy,j(k) =1,2,...,n
JET

tel que U C J Vi
k=1

Définition 1.2
Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dans

U contient une sous suite converge vers un élément dans U .



Théoréme 1.3
Un sous ensemble d’un espace normé est compact si et seulement si il est séquentiel-

lement compact.

Définition 1.4
Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son adhérence

est compacte.

Théoréme 1.5
Tout ensemble borné et de dimension finie d’un espace normé est relativement com-

pact.

1.2 Compacité dans C(G)

Dans cette partie, l'espace des fonctions continues définies dans C(G) est muni de la

norme marimum

llloe = max[o(z)]

Théoréme 1.6 (Arzela-Ascoli)
Un ensemble U C C(QG) est relativement compact si et seulement si il est borné et

équicontinu 1.e. S’il existe une constante M tel que
lo(x)| < M pour tout x€G et pelU
Autrement dit, pour tout € > 0, il existe 0 > 0 tel que

lz—y| <d = |o(x) —p(y)| <e pour tout x,y € G et pour tout ¢ € U



1.3 Opérateurs compacts

Définition 1.7
o1 un opérateur linéaire d’un espace normé ans un espace normé on di
Soit A teur | d’ X d Y, dit
que A est un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné un ensemble relativement

compact dans'Y.

Théoréme 1.8
Un opérateur A de X dans Y est compact si et seulement si pour toute suite bornée

{p,}de X, la suite { A, } contient une sous suite convergente dansY .

Théoréme 1.9

Un opérateur compact est un opérateur borné, la réciproque est fausse.

Théoréme 1.10
Une combinaison linéaire A = A1+As des opérateurs compacts est un opérateur com-

pact.

Théoréme 1.11
Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des opérateurs

A ou B est compact.

Théoréme 1.12
Soient X un espace normé et Y un espace de Banach, et soit {A,} une suite d’opé-
rateurs compacts de X dans 'Y, convergente en norme vers l'opérateur linéaire A de X
dans Y.
Jim |4, — A =0

alors A est compact.

Théoréme 1.13
Soit A un opérateur borné de X dans'Y a image A(X) de dimension finie. Alors A

est compact.



Théoréme 1.14
L’opérateur identique I de X dans X est compact si et seulement st X est de dimen-

sion finie.

Théoréme 1.15

L’opérateur intégral A de C(G) dans C(G) a noyau continu est un opérateur compact.

Preuve. En effet,soit E un ensemble borné de C(G),(||¢|| < M) ,pour tout ¢ € E.De
plus,on a

|Ap (z)| < M |G| m%>é|k:(x,y)| , VeeGetVp e E
w?y

D’ou 'ensemble A(E) est borné. D’autre part, le noyau K est uniformément continu
sur le compact G x G

alors pour tout x,y et z de G, on a

€

Ve > 0,30 >0, tel que |z —y| <d = |k(x,2) — k(y;2)| < MG

d’ou

|Ap () — Ap (y)| < e pour tout ¢ € F et x,y € G avec |z —y| <6

Ceci exprime que l’ensemble A(E) est équicontinu, d’ou A(E) est relativement compact

par le théoréme d’Arzela-Ascoli. Alors A est compact. m

Théoréme 1.16
L’opérateur intégral A de C(0G) dans C(0G) a noyau continu ou & noyau faiblement

singulier est un opérateur compact sur C(0G) si OG est de classe C*.
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1.4 Opérateurs intégraux

Théoréme 1.17
Soit G un ensemble compact de R"et soit K une fonction continue de G x G dans C

alors Uopérateur linéaire défini de C(G)dans C(G) par
Apla) = [Ieldy  weG
G

est appelé opérateur intégral a noyau continu K cet opérateur est borné de norme || Al

donnée par

Al = s [ b)) dy
G

Une classe particuliérement simple d’opérateurs intégraux est constituée des opérateurs

a noyau dits dégénérés, c’est-a-dire de la forme
K(z,y) = a;(z)b; (y)
j=1

Les opérateurs correspondants sont de rang fini.

Proposition 1.18

Soit A un opérateur intégral o noyau dégénéré. L’image de A est de dimension finie.

Preuve. Nous allons montrer que ["image de A est engendrée par les fonctions aq,
.oy Sa dimension est donc majorée par p.

Soit ¢ € Lo [a,b]

To(a) = | b Z 0y () by () o(w)dy = 3 ( / by () «p(y)dy) 0 (z)

Jj=1

qui est bien un élément de [’espace vectoriel engendré par {as, ..., a,}. Ce résultat sera

utilisé plus loin pour démontrer la compacité de 'opérateur A. m
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Proposition 1.19
Soit A Uopérateur intégral de noyau K Alors l'opérateur adjoint A* est un opérateur
intégral de noyau K * avec

K*(t,s) = K(s,t)

Preuve. Il suffit de partir de la définition. Soit p, v L*([a,b]).

@%wz/qimw¢mwwmm: [ e v

[a,b]*[a,b]

par le théoréme de Fubini. En échangeant encore l’ordre d’intégration, il vient

b b
@%wz/d%mwwwMW@@=wa

D’apreés la définition de l'adjoint. En permutant le nom des variables, on obtient le

résultat voulu. m

Corollaire 1.20
L opérateur intégral A de noyau K est auto-adjoint si, et seulement si, le noyau est
symétrique

K(z,y) = K(y,z) Va,y € [a, b]

Théoréme 1.21
Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach E dans lui-méme avec
|A|| < 1, et soit I lopérateur identique dans E Alors I — A admet un opérateur inverse

borné, donné par la série de Neumann

(I—A)" = iAk

de plus
1

I-AY < ——

12



Preuve. De la relation || A|| < 1, on a la convergence absolue

o0 o0 1
AR < Al = ——
;H II_I;H | T 4]

Dans Uespace de Banach L(E), par conséquent la série de Neumann converge en

norme et définit un opérateur linéaire borné

S = i AF
k=0

avec la relation

IS < (@ —[1AID~"*

de plus S est Uinverse de (I — A)

En effet, utilisons les notations (A° =1 et A* = AA*Y), on peut voir que

n—oo

S(I—A)=lim Y A1 — A) = lim (I - A") =T
k=0

aussi
n

(I—A)S=(—A)lim Yy A*=lim(I—A"") =1

k=0

puisque la norme
|A™ ] < |A|"* = 0, lorsque n — oo

Approzimation successive

1l est a remarquer que la somme partielle

o, =Y Arf
k=0

13



de la série de Neumann vérifie [’équation
(pn—ﬁ—l :A(zpn_’_fv pOUT”ZO

d’ou la relation directe entre la série de Neumann et la théorie des approximations

successives.

Théoréme 1.22

Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach E dans lui-méme avec
|A|| < 1, et soit I l'opérateur identique dans E alors pour tout f € E ’approzimation
successive

Opi1 = Ap, + f pourn = 0,1, 2...

avecy, un vecteur arbitraire de E' converge vers une solution unique ¢ de l’équation
p—Ap=f

Preuve. Il est aisé devoir que de la relation précédente , ona
o=/

pr=Apg+[=Af+ [

po=Ap, +f=Af+Af+ f

Oni1 = Ay + [ =AY AFf4 f=ATIf 4y ARf
K=0 K=0
d’ou

hm 0 Q4 = hm (A"+1f + Z Ak £)

= lim ZAkf —ZAk

=5f= ([ AL

14



On remarque que 'application de ces résultats d’analyse fonctionnelle aux équations

intégrales est évidente. m

Corollaire 1.23

Soit K un noyau continu, vérifiant la relation

max /G k(z,y)| dy < 1

alors pour tout f € C(G) , l’équation intégrale de seconde espéce

o) - /G k(9o (9 dy = f(z) o€ G

admet une solution unique p € C(G) , de plus l’approximation successive

onea(7) = / Ko w)en W)y + F@)  n=12,..

converge uniformément vers la solution ¢ pour tout vecteur arbitraire ¢, de C(QG).

1.5 Opérateurs produits

Définition 1.24

Soient Tr, T, deux opérateurs intégraux sur L,(E) avec les noyaur K, Ky respecti-
vement, l'opérateur produit envoie aussi L,(E) dans Ly(E), ov (T1Tz)e = T1(Tayp).

Si les noyaux K, Ky justifient linterchangement de [’ordre d’intégration alors, on

peut déduire le noyau K du produit Ty 75 en fonction de K, K,

Tlple) = [Ki(e.o) [Tog (o) d:
=[5 [ K)o ) dy
_ / o (y) dy / Ko, 2)Ka(2 y)d=

15



D’ou Uopérateur Ty Ty est un opérateur intégral de noyau

K(x,y) = /Kl(m,z)Kg(z,y)dz

Notons que, si on prend Ty =Ty =T, de noyau K1 = Ky = K, alors l'opérateur
7,7, =T ? admet le noyau Ks(x,y) donné par

Ko, y) = / K (1, 2) K (2, y)dz

par itération le noyau K, (x,y) de T "est

K,(z,y) = /K(x,z)Knl(z,y)dz

16



Chapitre 2

EQUATIONS INTEGRALES

Dans ce chapitre, on présente la théorie des équations intégrales a noyau continus et

on les traite dans les espaces de dimension finie

2.1 Classification des équations intégrales

Equations intégrales linéaires
On appelle équation intégrale une équation ot la fonction inconnue p, tell que
o) + @) =) [kmpd (1)
T

avecf(x) et k(x,t) sont deux fonctions connus, X\ un paramétre numérique et T un

ensemble borné et fermé d’un espace euclidien.

a-Equations intégrales de Fredholm

1-On appelle équation intégrale de Fredholm de deuziéme espéce une équation de la

forme

o(x) + F(z) = A / k()b dt (2.2)

17



2-On appelle équation intégrale de Fredholm de premiére espéce une équation de la

forme
F@) = A / bz, (b dt (2.3)

Remarque 2.1
i-Si f(x) # 0, léquation (2.2) est dite non homogéne.
i1-Sif () = 0, 'équation (2.2) est dite homogéne.

b-Equations intégrales de Volterra

1-On appelle équation intégrale de Volterra de deuxiéme espéce une équation de la

forme
xX

o)+ f(x) = )\/k(x,t)gp(t)dt (2.4)

a
2-On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce une équation de la

forme
xr

fz) =\ / Kz, t)o(t)dt (2.5)

a

Remarque 2.2
L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de ’équation intégrale de Fred-

holm, il suffit de prendre le noyau k(x,t) =0 pour x <t

2.2 Equations intégrales non-linéaire

a-Equations intégrales non linéaire de Fredholm

1-On appelle équation intégrale mon linéaire de Fredholm de deuziéme espéce une

équation de la forme

b
o(x) + f(z) = )\/k'(x,t, o(t))dt (2.6)

18



2-On appelle équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiére espéce une équa-

tion de la forme

F@) = A / k(2,1 o(f))dt (2.7)

Remarque 2.3
i-Si f(z) # 0, Uéquation (2.6) est dite non homogéne.
ii-Si f(x) = 0, l'équation (2.6) est dite homogéne.

b-Equations intégrales non linéaire de Volterra

1-On appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de deuxiéme espéce une équa-

tion de la forme

T

p(o) + o) =\ [ ket ) (2.9
2-On appelle équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espéce une équa-

tion de la forme

f(x) = )\/k:(x,t,go(t))dt (2.9)

Remarque 2.4
i-Si f(x) # 0, Uéquation (2.8) est dite non homogéne.
i-Si f(z) = 0, léquation (2.8) est dite homogéne.

19



2.3 Equation intégrale singuliére et faiblement sin-
guliére

Considérons l’équation intégrale suivante :
o) = o(o) + [ Rla, Ok, thptt)at (210)

On dit que ['équation (2.10) est singulier si R(x,t) admet une singularité ou le

domaine T' n’est pas bornée.

a-Equations deVolterra et de Fredholm

Définition 2.5

On consideére l’équation intégrale de deuxiéme espéce

T

o(x) =g(x) + /R(x,t)k:(x,t)go(t)dt , a<z<oo (2.11)

a

ot k(z,t) est faiblement singulier , en générale k(z,t) donnons par

|z — ¢ 0<a<l
k(x,t) =

log |z —
Alors
i- I’équations (2.11) est de Volterra.
it-st x = b [’équations (2.11) est de Fredholm.
wi-Le cas ouk(z,t) = |x —t|™" 0 < a < 1 s’appelle singularité algébriques

iv-Le cas ou k(x,t) = log |z — t| s’appelle singularité logarithmiques.

20



Chapitre 3

RESOLVANTE DE I’EQUATION
INTEGRALE DE VOLTERRA

Ce chapitre est la résolution des équations intégrales de volterra a 1’aide des résol-
vantes, et consacré aux équations intégrales linéaires de Volterra de deuxieme espéce tel
que le noyau est continu, ot on va appliquer les théorémes classiques du point fixe pour

démontrer 'existence et 'unicité de la solution de cette équations.

3.1 Equations intégrales lineaires de volterra

3.1.1 Existence et unicité de la solution de I’équation de Vol-

terra
Introduction a la théorie du point fixe

Définition 3.1
Soient H est un espace de Hilbert et U un opérateur borné, lopérateur U est dit

opérateur contractant s’il existe une constante positive k telle que : 0 < k < 1 et

[Upy — Ugpy|| < Koy — sl

21



Théoréme 3.2

Soit U un opérateur contractant dans un espace de Hilbert H, alors l’équation

Up=1 (1)
admet une solution unique ¢ dans H, cette solution est le point fixe de cet opérateur.

Preuve. Pour démontrer l'ezistence de la solution de [’équation (1) on utilise la
méthode des approximations successives, soit p, une fonction arbitraire, on définit la

suite (p,,) comme suit
Pn+1 = U(,Dn n= 1a27"'
est de Cauchy et converge vers la solution de [’équation (1), en effet :

H90p+1 - SDPH = HU9OP - U9Op71|| <k HSOP - Qpple

IN

k? H('Op—l - Qop—2H

< K lor — ol

d’autre part, pour tout ¢ > p, on a

”9011 B 90pH < H(qu - Squl) + (Qqul B 90(1*2) ot (90p+1 - Spp) H
< H(pq B gOq—lH + ||90q—1 B SOq—2H tot HQOP-H B 901)“
< (R R 4R [l — ol
< B (L4k+R+ ) o=l
kP —
< T e vl

22



ce qui nous montre que

lim HSOq - (ppH =0

p,g—0o0

d’ot la suite ¢, est de Cauchy dans un espace de Hilbert donc elle converge vers la
solution unique ¢ :

En effet de la continuité de l'opérateur U on obtient :
p=1limUyp, ,; =limUyp, =Ulimy, = Uy

Pour démontrer l'unicité, on suppose qu’il existe deux points fives distincts ¢ et ¢

tels que :

alors on peut écrire

lo =l = [Up = Ul < K |lo = 9|

d’ot
A=k lle—2[<0
ce qui nous donne
le—2vl=0=¢=0. =
Corollaire 3.3

Supposons que l'opérateur U admet un point fixe dans l’espace de Hilbert H alors

Vopérateur U™ admet le méme point fixe ¢.

Corollaire 3.4
Soit U un opérateur dans [’espace H tel que l'opérateur est un opérateur contractant,

alors U admet un point fixe unique ¢ dans l’espace H .

23



Théoréme 3.5
Soit H est un espace de Hilbert et A un opérateur borné dans H avec la propriété

sutvante

||A801 - A<P2|| <k ||901 - SOQH

alors ’équation suivante

p—Ap=f

admet une solution unique pour toute f € H & condition que |\| est petit.

Théoréme 3.6

Soit K(z,t) est une fonction continue pour x,t € [a,b], alors l’équation de Volterra

admet une solution unique p(x) pour toute f dans Ls([a,b])et dans R.

Preuve. Pour l’équation intégrale de Volterra nous considérons l’opérateur

T

Tola) = £(2) + Meplz) = @) + ) [ hw, Dot

avec :

Ap(z) = / k(o )t dt

24



et nous essayons de prouver que l'opérateur T" est une contraction pour un certain

n € N; donc T'v admet un point fize, qui doit étre une solution de l’équation (2)

Te = f+4+ Moy
T?p = T(f 4+ Ap) = f + MA(f + ANAp) = f + MAf + N2 A%

T = fHNAf+ XA+ XNTTA L L A" A
d’autre part

[Ty =Ty || = [[N"A"py — A" A", |

T

S / () (03 (8) — 0y () dt

a

Rappelons que k,(x,t) est le noyau itéré d’ordre n donné par

T

o (2, 1) — / k(2 2) by (2,1) d

t

puisque on a par hypothése

|k(z, )| < M

alors
M (z—t)" "

] < =

a<t<z<b (3)

Pour n =1 Uexpression (3) est évidente.
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Supposons qu’elle est vraie pour m € N

M™ _ p\ym—1
) < 20
(m—1)!
alors
sl )] = | [k (o2 b (1)
¢
< /]k(m,z) km (2, 1) dz|
t
Mm+1 r
< —/ (x—2)"""dz
(m —1)!
¢
Mm+1 "
= m! (z =)
tel que

A" M

1 Topy — Tipr || < =1 [z — 1l
pour n € N assez grand on obtient

Al M

(n—1)! <1

ainst que l'opérateur T" est contractant ce qui implique que T admet un point fize,
on écrit

Te=p<p)=flx)+ A/$k (x,t) p(t)dt. m
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3.2 Reésolution des équations intégrales a I’aide des
résolvantes

Soit I’équation intégrale de Volterra de deuxiéme espéce.

T

(@) + f(z) = A / Ko, )p(t)dt 1)

0

ot k(z,t) est une fonctions continue pour 0 <zx<a , 0<t<uz
et f(z)est continue lorsque 0 < z < a
cherchons la solution de cette équation sous la forme d’une série entiére suivant les

puissances de \ :

p(x) = @o(x) + Moy () + Aoy(z) + ... + A" () + ... (2)

portons formellement cette série dans (1), il vient

p(x) = @)+ Aoy (2) + Npy(x) + .. + X, (x) + ...

= f(z)+ )\/k(l‘,t) [0o(t) + Aoy (t) + ... + A, () + ...] dt

0

en procédant par identification nous obtenons
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Moyennant les relations (3) on peut définir successivement les fonctions ¢, (). on
montre que, sous les hypothéses faites sur f(x) et k(x,t) , la série (2) ainsi obtenue
converge uniformément en x et A pour tout A\ et x € [0,a] et que sa somme est la
solution de l’équation (1).

Ensuite , (3) entraine

T

or(r) = / Kz, ) f(8)dt

t

0
T

/
- / F(t)dt / k(x, t)k(t, 1) dt
/

t1

kg ($, tl)f(tl)dtl

ol :
X

kQ(ZIZ’,tl)_/k(l',t)k(t,t1>dt

t1

on établit de fagon analogue qu’en général

les fonctions k,(x,t)s' appellent noyauz itérés et sont définies , on le montre aisément

,par les formules de récurrence

ki(xz,t) = k(x,t)

b (2,1) = / k(2 2k (2, £)d2 (= 1,2 . ) (5)

t
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compte tenu de (4) et (5) Uégalité.(2) peut s’écrire

o) = Fla) + N [ o) f(0

une fonction R(x,t; \) définie par la série
Rz, t;A) =Y Nk, 1) (6)
n=0

est la résolvante (ou le noyau résolvant) de l’équation intégrale (1) si le noyau k(x,t)
est continu ,la série(6) converge absolument et uniformément.

Les noyaux itérés et la résolvante sont indépendants de la limite inférieure de l'inté-
grale dans [’équation intégrale.

La résolvante R(x,t;\) satisfait o l’équation fonctionnelle suivante :

R(xz,t;\) = k(x,t) + /\/k:(:v, s)R(s,t; \)ds

t

la solution de l’équation intégrale (1) en fonction de la résolvante s’écrit comme suit :

xT

(@) = fla) + A / Rl t: \) f(£)dt. (7)

0
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Exemple 3.7

Trouver la résolvante de [’équation intégrale de volterra a noyau k(x,t) =1

Solution

on a
ki(z,t) = k(z,t) =1
conformément aux formules (5)

T T

kao(x,t) = /k(x, 2)k1(z,t)dz :/dz:x—t

t
ky( ) = /1.(z—t)dz: -
t

Ainsi, par définition

R(z,t; \) = Z Nkpar(z,t) = Z % _ AMa—t)
n=0 n=0 ’

Exemple 3.8

Trouver a l'aide de la résolvante la solution de l’équation intégrale
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Solution

Pour A = 1 la Résolvante relative au noyau

est

R(z,t;1)
kl(l’, t)

]CQ(JI, t)

k3(l’, t)

]{34(7), t)

kn(z,t)

R(z,t;1)

R(z,t;1)

k(x,t) = et

Z knJrl (.73, t)
n=0

k(x,t) = et

/k(x7 Z)kl(z’ t)dz — /€x2_z26z2_t2dz
¢ t
(o=
/k(x, 2)ko (2, t)dz = /6x2z2 (z—1) e dy
¢ t
<$ — t)26127t2
2!

~

(7’L — 2)' (7’L _ 1)[

00 S ) ) )
an-i—l(x,t) = Z( — ) 6:52 12 z texz 2
n=0 n=0
ea?—tea:Q—tQ
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d’apres la formule (7),’équation intégrale donnée a pour solution la fonction
x
p(z) = + /exte“"’Qtht?dt — ot
0

Remarque 3.9

L’unicité de la solution des équations intégrales de volterra de seconde espéce

T

o) = f(z) + A / Ko, )p(t)dt. (8)

0

est assurée dans des hypothéses sensiblement plus larges sur la fonction f(x)et les

noyauz k(x,t) que leur continuité.

Théoréme 3.10

L’équation intégrale de volterra de seconde espéce (8)dont les noyaux k(x,t) et la
fonction f(z) appartiennent respectivement a L*[0,a] et a L*[0,a] admet une solution

et une seule dans L* [0, a] cette solution est donnée par la formule

T

(@) = fla) + A / R, t; ) f (£)dt

0

ou la Résolvante R(x,t; \) est définie par la série
R(l’, t; >‘) = Z Ankn—l—l(x? t)
n=0

de noyaux itérés qui converge presque partout
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Liaison entre les équations différentielles linéaires et les équations intégrales

de Volterra

Soit l’équation différentielle linéaire

d" dnfl
(@) T+t an(a)y = Fa)
ot a;(x) (i=1,2,.....,n)sont des coefficients continues , avec les conditions initiales

!/

y(0) = co,y (0) = c1, ..., 4" 1(0) =

cette équations peut étre ramenée a la résolution d’une équation intégrale de Volterra
de deuxiéme espéce.
Exemple :

Soit l’équation différentielle du seconde ordre

posons

alors

d * ’
% — / ot)dt + c; = y = / (x —t)p(t)dt +crx+co (3)
0 0

Nous avons utilisé la formule

/gc:d:v/x:da: . /mj flz)dz = (n—ll)!/mj(x_z)n_lf(z)dz

n
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compte tenu de (2) et (3) mettons l'équation différentielle (1) sous la forme

o(x) + /Oxal (x)p(t)dt + cra1(x) + /Oxag(x)(x —t)p(t)dt + crxaz(z) + cpaz(z) = F(x)

o)+ /0 (@) + ax@)(z — )] p()dt = F(a)—crar(x) —eras(a) - coaa(e) (4)

posons

k1) = —la(@) + as(z)(z = 1)] ()

f(z) = F(x)—caa(r) — caray(r) — coaz(z) (6)

nous ramenons l'équation (4) a la forme suivante

T

o) = [ Ko thott)at + £(a) ©
0

1.€. nous obtenons une équation intégrale de Volterra de deuzriéme espéce.

L’unicité de la solution de l’équation (7) résulte de ’existence de la solution du pro-
bleme de Cauchy (1) pour l’équation différentielle linéaire & coefficients continus dans un
voisinage du point x = 0.

Inversement,en résolvant l’équation intégrale (7) avec k et f définis par les formules
(5) et (6) puis portant p(x) obtenue dans la derniére équation (3) , nous obtenons la

solution de (1) vérifiant les conditions initiales.

Exemple :

Former ’équation intégrale correspondante a l’équation différentielle

y//+xy/+y:O

34



et aux conditions initiales

Solution : posons

% = ¢(z) 8)
Alors
Z—i = /O$so(t)dt +4/(0) = /Oxgo(t)dt Ly /o$($ ()t 41

portons (8) et (9) dans 'equation différentielle donnée, il vient

o(x) + /wagp(t)dt + /Ox(x —t)p(t)dt+1=0

ou

o) = —1 - / (2 — t)plt)dt
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