A-PDF MERGER DEMQ

N°d’ordre :

Universite*MOHAMED BOUDIAF* DE M’'SILA
Faculté des sciences et sciences de I'ingénieur
Département d’informatique

MEMOIRE

Présenté pour I'obtention du diplome de :
Magister

Spécialité: Informatique
Option : Informatique industrielle

Par :
HEMMAK Allaoua
Théme

RESOLUTION D'UN PROBLEME D’ORDONNANCEMENT
SUR UNE MACHINE AVEC DATE ECHUE COMMUNE

PAR LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE
ET LA RELAXATION LAGRANGIENNE

Soutenu publiqguement le : 17/01/2007 devant le gamposé de :

Dr. BOUDERAH Brahim M.C. UMB- M'sila PRESIDENT
Dr. BELOUADAH Hocine M.C. UMB- M'sila RAPPORTEUR
Dr. MIHOUBI Douadi M.C. UMB- M'sila E XAMINATEUR

Dr. MOUSSAOUI Abdelouahab M.C. UFA- Sétif EXAMINATEUR


http://www.a-pdf.com

REMERCIEMENTS

Je tiens a exprimer mes plus vifs remerciemerttsuét ma gratitude a :

Mon encadreur, M. Hocine BELOUADAH pour avoir actiepe me proposer

le sujet de ce mémoire, pour avoir bien su, grasa aompétence et son riche
expérience, me guider dans la réalisation de ceestediravail et pour ses
précieux conseils ; je tiens a lui exprimer monsphrofond respect pour sa
patience et pour tous les efforts qu’il a conseegti®ut le temps précieux qu'il

a consacré dans la réalisation de ce travail ;

Tous les membres de jury pour avoir accepté derjagetravail, pour leurs
précieuses recommandations et pour leurs fructaensgeils qui ont nettement

apprécié la finalité de ce mémoire; c’est un grhndneur et un grand plaisir

que :
Dr. BOUDERAH Brahim M.C. UMB- M'sila
Dr. MIHOUBI Douadi M.C. UMB- M'sila
Dr. MOUSSAQOUI Abdelouahab M.C. UFA- té

aient accepté de juger mon travail ;

Je tiens, tout particuliérement, a exprimer mons pghofond respect et ma
sincére gratitude au Dr. BOUDEREH Brahim pour sawutien, pour sa
geneérosité et pour tout ce qu'il a déployé, deprmier jour du magistére et
jusqu’a la derniere minute, afin que notre tacteelsve dans les meilleures
conditions, et qu'’il sache que je n'oublierai jamaiette immense dette.

Je tiens aussi a remercier chaleureusement Pr. O&MBrahim de AUB
(American University Of Beirut) d’abord, pour m’avdnvité a AUB, pour son
chaleureux accueil a Beyrouth, pour ses préciemsdils, pour les outils qu'il
a mis a notre disposition et pour tout ce qu’ilcamsenti durant notre séjour a

Beyrouth en dépit de ses multiples préoccupationsmalgré les dures



circonstances qui ont coincidé avec notre séjolegrouth. Je vous prie,
monsieur, d'agréer, ma respectueuse gratitude et seatiments les plus
dévoués.

» Mr Osmane, thanks for all things that you have dongs, sincerely, it's a great

honour to working with you. I'll never forget yogenerosity.

Je tiens également a exprimer mes plus vifs reemets a :

» Tout le corps administratif du département d’infatigue de |'université
Mohamed Boudiaf de M’sila pour les efforts qu’ilsitoconsentis afin de
faciliter I'achévement de ce travail;

» Toute la promo 2006 du magister informatique deniVarsité Mohamed
Boudiaf de M'sila pour leurs soutien et conseitgslde la réalisation de ce
travail;

» Toute personne ayant, de prés ou de loin, contribué réalisation de ce
modeste travail.



PLAN DU MEMOIRE

Par le biais de ce mémoire, on se propose d’abomesynthése exhaustive de
'approche dite Programmation dynamique en [lappliguant a un probleme
d’ordonnancement :Minimisation de la somme des colts des avancessetetards
avec date échue commune sur une seule mdchdes décrire la formulation
dynamique de certains problémes d’optimisatioaractére combinatoire ayant trait a
la recherche opérationnelle, et de concevoir upeoahe fondée sur le procédé de la
relaxation de I'espace des états. En effet, ce rirérast principalement composé :

v' d'un chapitre premier consacré a développer minsément la théorie de la
programmation dynamique dotée d’exemples choisisr puettre en évidence
I'utilisation de cette technique ainsi que ses atibés d’application ;

v d'un second chapitre intitulé "Notions d’ordonnament” illustrant la
terminologie et les techniques de l'ordonnancemainton évoquera certains
exemples parmi lesquels celui qu'on se proposeidiét;

v' d’un troisieme chapitre entierement dédié a lagtion du volet pratique de ce
travail, en I'occurrence: application de la prognaation dynamique a un probleme
d’'ordonnancement de taches indépendantes sur wie s®&chine et, en tant
qu’alternative, conception et implémentation derédaxation lagrangienne au
probleme en question, avec des commentaires quigera utiles qui consisteront

en une étude comparative;



RESUME

L’'objet de ce mémoire est I'implémentation de lamoée de la programmation
dynamique appliquée a un probléme d’ordonnanceiménitlé : « minimisation de la
somme des codts des avances et des retards aeeéctlaie commune sur une seule
machine ». Vu le nombre exponentiel des états sepail cette méthode, on tente de
développer une approche fondée sur la récursiwt@gamique mais en tronquant
certains états : la relaxation de I'espace des @@ir trouver une solution approchée,
et, dans certains cas, une solution optimale abi¢mte posé.

Mots clés: Programmation Dynamique ; Ordonnancement sur seele
machine ; Date échue commune ; Colts des avancessetetards ; Relaxation de
I'espace des états.

ABSTRACT

The object of this memoir is the implementationtltd dynamic programming
method used to solving a scheduling problem : mizimg the sum of earliness and
tardiness penalties with common due date on aesimgichine. Since the exponential
number of states that the dynamic programming naetbquires, we try to develop an
approach based on the dynamic recursion but byngufome states: states space
relaxation for getting near solution or, for sonases, exact solution to the problem
posed.

Key words: Dynamic Programming; Single machine Schedulingm@on Due
Date; Earliness Tardiness Penalties; State Spdeadtien.
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INTRODUCTION

Les exigences de notre vie quotidienne ne ceggeme de nous faire face a de
véritables problemes qui sont de plus en plus cexasl et qui nécessitent des outils
puissants capables de nous acheminer vers lesosslute ces derniers. Cependant la
diversité et le nombre important de ces problenwed Fobjet d’obstacles majeurs
pour aboutir a de telle fin. Ce qui préconise Fitiication, la classification et la
modélisation de chacun d’eux pour pouvoir déterminelle méthode est adéquate et
quels outils sont nécessaires pour mener a bigstdution du probléme en question.

En dépit des méthodes inventées au fil des antesesystemes (économiques,
industriels, informatiques, ...) et leurs évolutiamd toujours imposé l'introduction de
nouvelles techniques permettant de remédier auditews éventuels des méthodes
existantes et ont ainsi donné naissance a d’anté#sodes chacune pouvant faire face
a une situation donnée.

La recherche opérationnelle est la discipline traite en particulier les
problemes d’optimisation combinatoires qui se nestént principalement par le
nombre important de solutions possibles qui doivtrdg soumises aux différents tests
pour en choisir celles qui sont qualifiees de "8ohs optimales”, en d’autres termes :
"meilleures solutions”, s’il en existe bien sdr. Effiet, elle a nécessité I'élaboration
d’algorithmes permettant la résolution des probkemesés avec le moindre colt en
termes de temps et de ressources humaines et/@uiegtas. Malheureusement, ces
algorithmes ne permettent pas toujours de confirquer tel probleme admet telles
solutions et, dans la plupart des cas, ne peuvémarpas affirmer I'existence de
celles-ci. En bref : ils ne sont pas toujours effies. En termes de complexité, on dit
gu’ils ne sont pas toujours polynomiaux. En eféei est devenu le souci majeur des
chercheurs et spécialistes de la recherche opénalie ces dernieres décennies et s'y
sont penchés laborieusement en tentant de comédedacunes générées par les

algorithmes existants.
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La programmation dynamique est l'une des méthodeptimisation de
problemes combinatoires qui a vu le jour il y &lque décennies, et qui, son domaine
d’application est de plus en plus vaste, vu soromance et sa simplicité en matiere
de recherche opérationnelle. C’est au mathématemeéricain Richard Bellman que
revient le mérite d’avoir concu et introduit en I99REB82] cette méthode et c’est lui
qui I'a baptisée ainsi. En fait, peu avant, en 19d4rancais Pierre Massée [SAK84]
appliqgua cette méme technique, sans utiliser lemder pour planifier les
investissements d’électricité de France et c'estsiaique naquit I'idée de la
programmation dynamique pour la premiere fois. Aifeérence de la programmation
linéaire qui est définie comme [I'étude d'une clasde problemes posés
indépendamment de la méthode de solution dont st susticiables, la
programmation dynamique se caractérise d’abord yrer méthode de solution :
I'application du principe d’optimalité, ou encore Ithéoréme d'optimalité de
Bellman : Toute politique optimale ne peut étre formée quesdas politiques
optimale§[ROB79]. Bien que naturel, ce principe n'est pasjours applicable!
Prenons le cas des chemins dans un graphe, leperifonctionne si on cherche le plus
court chemin entre deux points, par contre, il raaie pas si on cherche le plus long
chemin sans boucle.

En général, la programmation dynamique concer@eolution dans le temps
d'un systeme économique, informatique, industriel,La transition d'un état a un
autre peut étre partiellement aléatoiiatgrvention du hasajd et partiellement
contrblée intervention de 'homme On peut distinguer les évolutions de premiére e
seconde espeéces, selon que, a chaque phase,vémien du hasard précede la
décision humaine, ou au contraire, la suit. Evideminles cas limites sont ceux
OppOSes :

- ou le hasard disparait (cas déterministe) ;

- ou la décision humaine ne se manifeste pas (prasessschastique).

La programmation dynamique consiste alors a déosemp le probleme
initialement posé qualifié d’ordre m entier naturel dit horizon en sous problemes

d’ordres respectifs 1,2,...,n-1,n; puis, en résdiveas derniers récursivement, on
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déterminera une solutiowlife sous politiqueptimalg [ROB79] a chacun d’eux, on
aboutira en derniére phase, comme on peut le remadjailleurs, a en déduire la
politique optimale(ou stratégie optimale dans le cas stochast)q{rROB79] du
probleme tout entier. C'est en quelque sorte, diviSer pour régnér Cette
décomposition est, dans la plupart des cas, tergofe’est pour cette raison qu’on
parle de phases au lieu de sous problemes), cecente les problémes ou le facteur
temps intervient explicitement dans I'évolution sigsteme en question, comme dans
le cas des problemes de gestion de stock, procesdustriels, la planification
économique,... En revanche, dans d’autres cas, dacteur temps n’intervient pas
explicitement, elle est artificielle, comme dans leas des problémes
d’ordonnancement, du plus court chemin, du sacsa-doMais cette technique n’est
applicable que si la solution de chacun de ces pmidémes ne dépend que de celles
de ses voisins directs (les plus proches) : I'astéret le postérieur, cette hypothése
dite hypothése de Markpw’est pas toujours satisfaite. En d’autres termes
probleme a résoudre doit donc justifier que chaéia¢ du systéme en question ne
dépend du passé qu’a travers son état prédécdsseparle de récurrence avant :
forward dynamic programmingFRES82], et ne dépend du futur qu’'a travers sian é
successeurofi parle alors de récurrence arriere: backward dgria programming
[FRE82]. Pour certains problemes, ces deux appsocomt applicables (cas des
problemes d’ordonnancement), pour d’autres, uniguenta récurrence avant est
possible vu la nature de I'évolution du systemenmme le cas de gestion des stocks ou
de processus industriels ou I'horizon est limitédra@ite et illimité a gauche. En termes
de recherche opérationnelle, cette hypothese deitigar : en tout état du systeme, la
valeur de la fonction objectif (si elle est additice qui est le cas pour la plupart des
problemes d’optimisation) est la somme de deuxdsrni’optimum du passé (ou du
futur en cas diackward dynamic programmihgt celui de la décision a prendre en
passant de l'état actuel de la phase k a un été phase k+1 (k-1 s'il s'agit de
I'approche arriere).

Il faut noter aussi que le nombre de sous problgmesie phases) peut étre fini

ou infini selon la nature du probleme et la fonetiobjectif a optimiser, c’est
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eégalement le nombre de décisions prises dans uneersée formant une politique
optimale. En cas ou ce nombre est fini, il est thiorizon du probleme"[ROB79]. A

noter enfin, que la programmation dynamique est om#hode exacte avec des
modalitées d’application bien spécifiques et, bienteadu, des avantages et
inconvénients dont on reviendra minutieusement dansnémoire. Elle n'a pas un
schéma algorithmique précis mais une démarche génédont le gros du travail a
faire est primo: la décomposition du probleme,setundo : I'établissement de
I'équation récursive qui permet d’exprimer la faonot objectif du sous probleme
d’ordre k en fonction de celle du sous problemedi® k-1 (ou k+1).

D’apres tous les documents que nous avons pu kenswus nous permettons
de soulever que cette méthode existe depuis bregtdmps, elle est praticable sous
ses formes mathématiques et économiques, mais’'elie pas encore exploitée pour
tous les cas, car il n'y a pas d’algorithmes spge#fs a informatiser. C’est dans le but
d’enrichir le domaine de la recherche opératiomnaiu’on tente par le biais de ce
travail, & mettre en évidence les outils que megirtmrammation dynamique a notre
disposition pour remédier a certains handicapgdasiemes d’optimisation. En effet,
on se propose, en premier lieu, de présenter ettieode avec tous les détails, puis en
second lieu, lI'appliguer a un probleme d'ordonnameet: "minimisation de la
somme des colts des avances et des retards aeeéctiae commune sur une seule
machine". On estime que cette application est absemt pertinente vu l'importance
croissante ces derniéres années de I'ordonnancemiené cesse de s’étendre sur pas
mal de domaines économiques, industriels, infolas,... Enfin, pour aborder des
probléemes de grandes tailles, on tentera de coirceme approche fondée sur la
méme idée en tronquant l'espace des états généméslap méthode de la
programmation dynamique en procédant par la rataxdagrangienne. L’objectif
primordial est donc de présenter une alternativee an colt minimum permettant de
donner une solution approchée dans un temps rabtmigui s’avere tres utile pour

certaines situations des problemes d’optimisation.




CHAPITRE PREMIER

THEORIE DE LA PROGRAMMATION DYNAMIQUE

1. Introduction

L’'objet de ce chapitre est de présenter en toéeealiteé la théorie de la
programmation dynamique et de donner une fornurabstraite et générale de cette
technigue en évoquant tous ses éléments moteurs.te@era alors de faire
comprendre, en premier lieu, la décomposition dpsobléemes et les équations
récursives permettant d’évaluer la solution optengluis, en second lieu, définir
certains termes ayant trait au sujet a l'aide digxes illustratifs. En fin, on vise a
mettre en évidence I'utilité et I'apport de ceterhnique dans le domaine de la

recherche opérationnelle.

2. Historique

En dépit des travaux de Pierre Massé en 1944 ganifier les investissements
d’électricité de France [SAK84], qui avait pourtanine idée de ce genre, la
programmation dynamique est considérée comme iedes recherches menées dans
les années 50 par le mathématicien américain RidBaliman, chercheur a la Rand
Corporation, pour résoudre certains problemes eadtion et d’optimisation [TIS05].
C’est grace a son fameux théoréme d’optimalité lgugrogrammation dynamique a
vu le jour en 1957 et c’est lui qui I'a baptiseasai[SAK84]. En fait, les travaux de
Bellman sont intervenus peu apres que la découderi&algorithme du simplexe par
G. B. Dantzig en 1947 ait donné un grand élan@dgrammation linéaire [SAK84].
C’est certainement pour des raisons de mode gpeorammation dynamique a été
dénommée ainsi. L’adjectif d&ynamique», outre qu'il offre une image avantageuse
de cette technique, s’explique par le fait qu'igit d’'une méthode d’optimisation

séquentielle. Pour certains spécialistes en la emgatile terme « optimisation
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récursive » et été plus approprié car il resuneelexnment l'idée de I'approche.
Pour d’autres, le terme « programmation dynamigpeut paraitre un peu étrange et
est maintenant parfois utilisé dans un autre sémpe Bellman [I'a choisi dans un
souci de communication : son supérieur ne suppartde mot « recherches » ni le
mot « mathématiques », il lui a semblé que l'uiiisn du terme « programmation
dynamique » donnait a son travail une apparencelgisait a son supérieur [TIS05].
En 1962, Held et Karp [HEL62] suivirent les pasBiiman et appliquérent I'idée de
la programmation dynamique a certains problemesddimnancement a une machine.
Par la suite, White, en 1969, élabora une fornutagénérale de cette technique en

étendant son application a plusieurs domaines [RRES

3. Généralités

Le théoreme d’optimalité de Bellman, considéré wmne point de départ de la
programmation dynamique, est si simple qu’il papa@sque trivial lorsqu’on I'a bien
compris. Son importance et l'efficacité des meétisodéoptimisation séquentielles
auxquelles il a donné naissance s’accentuent aet fumesure que 'on s’apercoit que
la vraie nature de nombreux problémes est séqllentiés peuvent étre décomposés
en phases, chacune d’elles ne dépendant que d®eiseses les plus proches, et dans
les cas favorables, seulement de I'antérieure oa gestérieure. Autrement dit, Si la
fonction objectif a optimiser (appelée ausstere) satisfait cette hypothese, alors le
probleme est décomposable en phasegséniodes A chacune d’elles correspond une
solution ditesous-politiquell s’agit donc d’'un systéme qui évolue dans hags d'un
état initiale jusqu’a un état finalseen transitant par des états intermédiaires :

€11, €,... ala phase 1

€1, &,,... ala phase 2

€n-1)1 &n-1)2-.- a la phase n-1
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Le nombre d’états differe d’une phase a une auélensle probléeme en
guestion. Cette décomposition est dans la plugericds naturelle ou temporelle, c'est-
a-dire que le temps est effectivement une varialdd’évolution du systeme, par
contre, dans d’autres, elle est artificielle, e@slire que le temps n’intervient pas
explicitement dans I'évolution du systeme. La titms d’'un état de I'étape k a un état
de I'étape k+1 est appeléécision

A chaque décision u correspond une valeur de lactifum objectif qui
représente un codt a minimiser ou un profit & meéem(selon la fonction objectif).
(fig. 1.1).

Trés grossierement, c’est cette décomposition as-pooblemes qui permet de

la grande économie de calcul que procure la progaion dynamique.

H_J
Phase O Phase 1 Phase 2 Phase k Phase n-1 ®has

Fig. 1.1. Schéma général de la décomposition d’unldéme d’optimisation.

La résolution du probléme consiste alors a trouwer séquence de décisions
(Uo,Up, WU, ....,U,) dite politique optimaleréalisant la valeur optimale de la fonction
objectif. Si la valeur de cette derniére, en savant a un donné, ne dépend du passé
gu’a travers son état prédécesseur, cela veuigdeesi la prise d’'une décision a une

étape donnée ne remet pas en cause les décisienétajmes antérieures, alors la
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décomposition du probleme est possible. Cette tiondest appelédypothése de
Markov [CARS88]. Cette hypothese, qui est généralemensfaite pour les fonctions

additives, peut I'étre également pour certainestions multiplicatives ou autres.

3.1. Processus de décisions séquentiel

Si la fonction objectif satisfait I'hnypothese deaNov, on peut schématiser cette
décomposition par un modéle mathématigigeprocessus de décisions séquentiel

Un processus de décisions séquentiel est un t(yjetg) ou [CAR8S] :

» X :unensemble appelé espace des états ;

» U :un ensemble appelé espace des décisions ;

» g :une application de3»UxN dans XI{¢€} ;

N : ensemble des entiers naturels ;

€ est I'état « null » ou « vide » et g est la foastde transition du graphe ainsi
formé.

L’ensemble des états de la phase k est noté ; x(k)

x(0)={e} et pour k>0 : x(k)felX : [BIX, udU / e=g(s,u,k-1));

L’ensemble des décisions qui peuvent étre prisesphase k pour I'état e est

noteA(e,k) ; A(e,k) ={ uU: g(e,u,k¥ €};

Le nombre de phases est appedgizon [CAR88] [ROB79] du processus de
décisions séquentiel. Il peut étre fini ou infisglon le probléme a traiter. Au cas ou
I'horizon est fini, le processus de décisions sétaks est noté par le quadruplet
(X,U,g,n). ou n est I'horizon.

Le processus de décisions séquentiel est un modgleématique par lequel on
schématisera les problemes d’optimisation évolutie fait, il s’agit d'un outil

puissant permettant de représenter les problenuesmg®sables.

3.2. Sous-politique / Politique
Etant donné un processus de décisions séquentig)gdX).
On appelle sous politique d'ordre k pour I'étatde I'ensemble x(n-k)

'arrangement (e duy,...,U.1) tel que : g,uq,Us,....,k1 des décisions :
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UoJA(e,n-k)

u;[JA(e,n-k+1) avec e g(e,,n-k)
UlJA(ey,n-k+2) avec & g(e,u,n-k+1)
Ug-10A(e1,k+1) avec 1= g(&.2,U.2,k-2) [CARS8E]

D’une maniére littéraire simple, une sous-politiqueeir I'état e du systéme est
la séquence de décisions menant a I'état finalrérple I'état e.

Une politique est une sous politique d’ordre n [B38R c’est donc une sous
politique pour I'état initial g Il faut remarquer ici que le termepelitique» en
programmation dynamique substitut le termsokition» en programmation linéaire.
Ceci reflete I'aspect évolutif du probleme et leacéére dynamique des solutions
[ROB79].

3.3. Sous politique optimale / Politique optimale

L’objectif primordial des politiques admissible'sial systéme est de pouvoir les
évaluer et, par conséquent, pouvoir choisir calleest qualifiée de meilleure. Ainsi,
chaque probleme d'optimisation est caractériseé pae fonction a optimiser
(minimiser ou maximiser selon les cas) ditrction objectif» ou encore gritere ».

En général, il s’agit d’une fonction réelle F derisembleP des sous politiques dans

R".
Une sous politique p* d’ordre k est dite optimsile
Opd Py : F(p*) < F(p) i.e.: F(p*)D: gm{l F(p)} pour une fonction a
P k
minimiser;
Opd Py : F(p*) = F(p) i.e. : F(p*gD: era{< F(p)} pour une fonction a
k
maximiser;

En général : F(p*) = pE(p)};
pt P

-11-
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Ou Py est I'ensemble des sous politiques d’ordre. [ P ).

Une politique optimale est une sous politique optard’ordre n.
3.4. Hypothese de Markov

Soient (X,U,g,n) un processus de décisions sémlieht la fonction objectif
associée. @U,...,Uc1 UgUg,-.o Uy ) €t (WUg,... U1, VioViess--Vpr ) deux
politiques ayant le méme préfixeyfu,...,U.1) jusqu’a un état e de la phase k.

Si F(€ Ug,Ugs1,...,U1) est meilleure que F(&,Vie1, ..., Vi1)
alors F(4,Uy,. .., U1, Ug,Uge1,-.-,Uh.1) €St meilleure que Fguy, ..., Ucq VioViets---,Vin-1)-
Le terme « est meilleure que » désigne ici :
» «<»dans le cas de minimisation ;
» «2=»dans le cas de maximisation ;

Plus concrétement, cette propriété implique gquiesi politiques u et v ont le
méme préfixe d’'ordre k (mémes k premiéres déci3iensi a partir de I'état résultant
e de ces k premieres décisions, la sous politique,(k+1,-..,U.1) d’ordre n-k pour
I'état e est meilleure que la sous politiquev&vy.1,...,Vo.1) d’ordre n-k pour I'état e
alors u est meilleure que v.(fig. 1.2.).

La quasi-totalité des fonctions objectifs satistaitte propriété dite hypothése
de Markov [CARS88] et cette hypothése qui autoresedécomposition du probléme et,

par la suite, I'application de programmation dyngunei.

Fig. 1.2. Deux politiques ayant méme préfixe illught la propriété de Markov.

Bien qu’elle parait naturelle, cette hypothése njess justifiée pour tous les
problemes. Dans un graphe, par exemple, lorsquiencbe le plus court chemin entre
deux points : si le chemin le plus court entre Beiasse par C, alors le trongon de A

a C est le chemin le plus court entre A et C, I'lhgpothése est tout a fait satisfaite.
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Par contre, elle ne I'est pas si on cherche le long chemin sans boucle entre deux
points. En fait, si le chemin le plus long entret® passe par C, alors le trongon de A

a C n’est pas forcément le chemin le plus longeeatet C.

3.5. Principe d’optimalité / Théoréme d’optimalité

En bref, Bellman exprime ceci [ROB79]:

«Toute politigue optimale ne peut étre formée que sdes politiques
optimales»

Ceci s’exprime aussi par :

« Dans une séquence optimale de décisions, quelquéagmremiére décision
prise, les décisions subsequentes forment unessmpsgence optimale, compte tenu des
résultats de la premiére décisionSAK84]

En d’autres termes [ROB79] :

«Tout chemin optimal est constitué de portions denths elles mémes
optimales»

Pour donner une démonstration par l'absurde sinmgilebreve, on peut
s'exprimer ainsi :

S’il n’en était pas ainsi pour une portion quelcoagcelle-ci pourrait étre
remplacée par une autre meilleure, et, par conségeechemin ne serait pas optimal,

contrairement a I’hypothése.

Théoreme

Soit (X,U,g,n) un processus de décisions séquenssbcié a une fonction
objectif satisfaisant I'hypothése de Markov.

« Si la politique (ghUy,...,U¢1 Ug,U,--.,U-1 ) €St optimale, alors toute sous-

politique (e U, Uc+1,-..,Uh.1) est optimale. » [CAR88]

Preuve
Supposons que la politiquep(u, ..., U1, U, W+1,---,Ur1) €St Optimale, et que la

sous-politique (euy,Uk+1,---,Ur.1) d’ordre n-k pour I'état e ne I'est pas. i. &. existe
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une autre sous-politique, (&,Vi+1,...,Vn-1) d’ordre n-k pour I'état e qui est strictement
meilleure.

D’ou : la politique (4,Uy,...,U.1, Vi,Vk+1:---,Vn-1) €St strictement meilleure que la
politique (W,U,...,U¢1, UqUks1, .- Un1).

Par conséquent, la politiqueo(w,...,U¢1 UgUa,..-,U.1 ) N'est pas optimale.
Ce qui contredit I'nypothese. Ceci entraine quedas-politique (eVy,Vk+1,---Vn-1)
n’existe pas. Or la sous-politique (B U:1,-.-,Ur.1) €st optimale. Ce principe parait a
premiere vue simple et évident, mais une étudeohppdie fait apparaitre qu'’il s’agit
d’un outil puissant et d’'une idée subtile. Dansd€elre général, ce principe est appelé
«principe d’optimalité», dans le cadre dun horizon fini, ce principe

devient «héoreme d’optimalité»

3.6. Récurrence avant. Récurrence arriere

Dans la résolution de certains probléemes, quandrocéde par la méthode de
la programmation dynamique, deux approches soricapges [FRE82] :

Une approche descendante diteréeurrence avanp (forward dynamic
programming) dans laquelle on procede comme it partant de I'état initial du
systéme, on résout les sous-problémes d’ordres.In2l,n ; on déterminera ainsi les
sous-politiques optimales respectives d’ordres 1,8;1,n.

Ainsi, on choisira la premiere décision de la pqlie optimale, puis la seconde, et
ainsi de suite jusqu’a la n-ieme décision.

Une approche ascendante ditaégurrence arriere> (backward dynamic
programming) dans laquelle on procede comme seit partant de I'état final du
systéme, on résout les sous-problémes d’ordres.In2l,n ; on déterminera ainsi les
sous-politiques optimales respectives d’ordres..1,8;1,n; Ainsi, on choisira la
derniére décision de la politique optimale, pusvdint derniére, et ainsi de suite
jusqu’a la premiere décision.

La premiére approche est toujours applicable et gionple a modéliser, tandis
que la seconde n'est pas applicable dans les mpnekléen horizon infini et plus

complexe dans les cas stochastiques. On peut mogddifféremment par les deux
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approches dans les problemes « non ordonnés »moé&an dans les problémes

ordonnés ou partiellement ordonnés, seule la greng@pproche est faisable. Dans le
cadre de ces conditions, on peut formuler les dégarithmes généraux suivants dans
lesquels on tentera de donner une démarche absirappliquer dans la plupart des
cas:

Algorithme AVANT((X,U,g,n),F,p*,Opt)
Entrées :un PDS (X,U,g,n), une fonction objectif F

Variables :Min : un réel, u : une décision, e : un état, pune sous politique.
Sorties : une politique optimale p* =(puy,....,Ur.1), uUne solution optimale
Opt=F(p*).
Dédut
p*=l]
Opt=0
Pour k=0 a n-1
Pour tout &1 X(k)
Minw
Pour tout uJ A(e,k)
p=pK{ u}
Si F(p) < Min alors
Min=F(p)
KEU
fin si
Fin pour
Fin pour
p*= p*T{ u}
Opt= Opt+ Min
Fin pour
Ein
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Remarque
Comme on peut le remarquer, cet algorithme s’appliqux problemes de

minimisation. Dans un probléme de maximisatiomitialisation « Min =co » devrait
étre remplacée par: « Max=0 » et la comparaise®i F(p) < Min » deviendrait :
« Si F(p) > Max ».

Algorithme ARRIERK(X,U,g,n),F , p*,0Opt)
Entrées :un PDS (X,U,g,n), une fonction objectif F

Variables :Min : un réel, u : une décision, e : un état, pune sous politique.
Sorties : une politique optimale p* =(yuUy....,U,.1), une solution optimale
Opt=F(p*).
Dédut
p*=]
Opt=0
Pour k=n-1a1 pas -1
Pour tout €1 X(n-k)
Minw
Pour tout Ul A(e,n-k)
p=pK{ u}
Si F(p) < Min alors
Min=F(p)
KEU

fin si

Fin pour
Fin pour
p*=pU{u}
Opt= Opt+ Min
Fin pour
Fin
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Ces algorithmes constituent un modele général pmer certaine classe de
problemes, pour sa mise au point, on aura recausspécifications du probléme
concerné (par exemple Opt peut étre un entier ogeinselon les problemes), et aux
structures de données adéquates pour représesntdedesions, les états et les sous
politiques.

Il est clair que ces deux algorithmes sont itésatifne forme récursive pourrait
également étre tentée, elle aurait été plus apgmpon I'a évitée ici dans un souci de
simplification, on l'utilisera au moment de l'impientation des algorithmes. La
forme récursive est beaucoup plus simple a progennmais en terme de complexité

en temps, elle est plus lente que la forme itéeativ

4. Programmation dynamique en horizon illimité

Dans un probléme d’optimisation, méme en avenierd@nég, I'horizon peut
étre limité ou, au contraire, illimité. Dans le aisn horizon fini, on dit que I'horizon
est fermé dans les deux sens, a gauche et a gddates le cas d’'un horizon infini, on
distingue :

» Un horizon ouvert dans les deux sens ;
» Un horizon ouvert a gauche et fermé a droite ;
» Un horizon fermé a gauche et ouvert a droite.

Le cas le plus important, économiquement parlasitéeidemment, ce dernier,
ou: 0< n< +wo, ce qui revient a faire tendre le nombre n desplavers l'infini
[ROB79].

Dans ce cas, une politique est, bien entendu, uite iafinie de décisions, et la
valeur de la fonction objectif correspondante é&mtsda somme d’'un nombre infini de
termes (pour les fonctions additives). Il est émtdgue c’est rare que cette fonction
converge (par exemple, la somme d’'un nombre irdaicodts est un colt qui tend,
théoriquement, vers l'infini). D’ou la difficultéeddéterminer la politique optimale en
'absence d’'un moyen de comparaison. On a recouptusieurs remeédes a cette

situation :
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> Le plus souvent, on a recours a une actualisatsncdits (ou des profits) par
période. Ainsi, si pest une politique et gw,...,W,.1 les valeurs respectives
des décisions dg,pon pose [ROB79] :

W, W. W. W .
F = W, +——+ 2_+ . _+.+—" _ Etoncalcule: IImF
() Pl+r (+1)? (@1+7)° @+n™ n - 4o ®

Ou T est le taux d’actualisation(z OR.). Il est tout & fait clair que cette série

converge, ce qui permet de déterminer aisémertlitigpie optimale.
» Si I'actualisation ne se justifie pas, on consid&©B79] :

F(p) = w, +w, +...+w_, Eton calcule: lim F(p,)
no+c N

Cette valeur moyenne prend particulierement us g@squ’on a affaires a des

sous politiques cycligues, comme le cas de rentmmeht d’équipements. Pour
certains problemes, on peut combiner entre valeyenme et actualisation.

» Dans certaines situations, on considere que le road phases est fini mais
la durée de chaque phase élémentaire est infimiédsi Ainsi, les fonctions a
optimiser deviennent des équations différentiell@sl lieu des équations aux
différences) [SAK84]. Il s’agit, donc, de calcul dariations. La transposition du
principe d’optimalité dans ce contexte est désigeees le nom de « principe du
maximum ».

> Dans le cas général, on prend :
F(p)= D aw ; ou les coefficientsa,sont tels que la série précédente
i=0

converge ; par exemple =7' avedd<r<1.

5. Cas stochastique
Dans un processus de décisions séquentiel, sarigition d’'un état a un autre
est, partiellement ou entierement soumise au hasardit qu’il s’agit d’'un processus

S\

aléatoire ou « stochastique »[ROB79]. Comme dansake déterministe, a chaque

(1) Le taux d’actualisation est un terme utiliséézonomie pour évaluer les politiques. Il s’agitrdpport de
la valeur d'une unité du colt ( 1 D. A. par exempleine période a celle de la période suivante.
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décision y (transition) est associée une valeyr(wn colt ou un profit), mais aussi,
pour les transitions aléatoires, est associee totmpilité de transitionpDans un tel
processus, le terme « politique » est remplacélepéerme « stratégie », car il s'agit
d’'un ensemble de décisions face a plusieurs siR{ROB79].

Le théoréme d’optimalité s’énonce alors : « Toutatégie optimale ne peut
étre formée que de sous-stratégies optimales. sés@lution du probleme consiste
alors a déterminer une stratégie optimale. Si orsid@re le cas ou le processus est
partiellement contrélé par ’'homme, et que la déaisiumaine précede l'intervention
du hasard, (évolution de premiére espece), alaguehphase est composée de deux
périodes : la premiére comporte les décisions io@da(décisions humaines), la
seconde comporte les décisions incertaines (désisileatoires) (fig. 1.3.).

L’hypothese de Markov demeure la aussi indispdesaltétat dans lequel on
se trouve ne dépend du passé gqu’a travers sescpesg@irs immédiats ; en clair :
concernant I'évolution future, toute l'informaticur le passé est contenu dans I'état
actuel [FRE82], et c’est pour cette raison qu’ajdors, dans de telles situations,
recours aux chaines de Markov. Il ne faudra doscsxtonner si la programmation

dynamique est largement utilisée en conjonctiort & chaines de Markov.

Phase 1 Phase k Phase n-1

a1 D11 &1 D1 An-1)1 B-1)1

a2 12 &2 bz An-1)2 bn-1)2

€ A3 D13 &3 Bs An-1)3 Bn-1)3
c = c = c =
5] i) '© i) ] e
© © <
g B El |2 g D
< © = © < <
%) %) %) %) %) %)
e C c C e [
=) fe) 9 fe) =) i
%) D 0 N2} 2) Rz
O O O O O (&]
NG NG \© NG NG \©
() (@) (@) () () (|

Ou : g : 'etat certain j de la phase i gt d’état incertain j de la phase i.

Fig. 1.3. Schéma général d’un processus dynamiqlé&atoire de premiére espece.
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Bien entendu, pour un programme dynamique stochesiile seconde espéece
I'ordre des décisions humaines et aléatoires sieragtse. Et si l'intervention humaine
disparait, on aura, certes, un autre aspect.

La fonction objectif considérée prend la forme ante :

F(pn) = WotZoPo+ WitZiprt WotZoPot...+ W1+ Zn.aPh1

Ou:

v wy : la valeur de la décision humaing u
v' z¢ : la valeur de la décision aléatoire v
v" p« : la probabilité de la décision aléatoire v

Ainsi, la fonction objectif est la somme de deuwtrtes : un terme représentant
la somme des valeurs décisions certaines et uneteeprésentant I'espérance
mathématique de la variable aléatoire définie pes tlécisions aléatoires. Elle
deviendrait une espérance mathématique dans lexte@sne ou la décision humaine

ne se manifeste pas.

6. Exemples

Dans cette section, on se propose de reveniesurdtions et les termes qu’'on a
évoqués a travers ce chapitre a l'aide d’exemplastratifs comportant les divers
aspects de l'application de la technique de la famgnation dynamique. En effet, on
traitera d’abord un premier exemple de gestion tdeks ou la décomposition est
temporelle, puis un second exemple du sac a dos décomposition est artificielle.
Un troisieme exemple concernant I'ordonnancementéddes indépendantes sera

traité en détails dans le chapitre trois y compois implémentation informatique.

6.1. Un exemple de gestion des stocks
Enonce

Le tableau suivant donne, pour les quatre périgdesont I'objet de I'étude,
les quantités d’'un certain bien qu'un marchand aum@vendre, ainsi que les prix

d’'achat :
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Période i 1 2 3 4
Demande d 5 4 3 4
Prix p 10 20 15 12

Sachant que ce marchand dispose d’'une capacitéodkage de 6 unités (le
colt de stock est supposé nul), le probleme cenalstrs a déterminer une politique
optimale d’achat, c'est-a-dire qu’on cherche ard#éteer les quantités a acheter a
chaque période de maniere a minimiser le colt tbeadhat pour les quatre périodes.
On considére de plus que :

I. les achats se font en début de période ;
ii. on doit stocker les ventes de la période en cours ;

iii.  on commence et on termine avec un stock nul ;

Résolution du probleme

La décomposition de ce probléme est temporellguaire périodes, elle est
explicite dans I'énoncé, de plus, elle est, enquekorte, imposée.
Posons : ¢: la quantité restant en stock a la fin de*f&kériode ;
W la quantité achetée au début de*l¥ gériode ;
La valeur de gdécrit parfaitement I'état du systemey; est dite « variable
d’'état ».
La valeur de pcaractérise la décision prisey;ast dite « variable de décision ».
L'état initial este;= 0, I'état final est &= 0 ;
Etpour:l<k<d4ona:&xeg<6-d ; et =aqtu-d;
Ainsi,
= ala premiére période on a deux états: 0,1, ;
= a la deuxieme période on a trois états: 0, 1, 2 ;
= a la troisieme période on a quatre états: 0, 13 2

= ala quatriéme période on a trois états: 0, 1, 2
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Dans ce cadre, une politique est une séquence dixidions (b U, W, W)
représentant les quantités achetées aux différpatexies.

A chaque quadruplet fuu;, W, W) est associé une valeur de la fonction objectif
représentant le codt total d’achat.

On est donc tenu a déterminer la ou les politiqamesnales encourrant un colt
total d’achat minimal.

Le processus de décisions séquentiel ainsi définsehématisé par le réseau

suivant qui illustre I'évolution de ce systeme :

_ 5, 4 A 3
—— —— —— — — /
Phase O Phase 1 Phase 2 Phase 3 Phase 4

Fig. 1.4. Représentation du probleme dynamique éstgpn de stock.

A la premiere période « phase 0 », le stock estlmaemande est 5, la capacité
de stockage étant 6, pour satisfaire cette demamdpeut alors acheter 5 ou 6 unités,
ce qui termine la premiére phase avec un stockale Dunité respectivement. Donc il
y a deux décisions possiblesy; & 5 ; W, = 6 qui ménent le systeme aux deux états

respectifsg=0; @,=1.
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Le tableau suivant récapitule la démarche adopigelps quatre périodes. Les

lignes marquées d’un * sont celles qui correspondenr décisions optimales :

Période k Demande d | Décision Etat e, Colts cumulés
1 5 5 0 50 *

1 60 *

0 50+80=130

60+60=120 *

1 50+100=150
60+80=140 *

2 50+120=170
60+100=160 *
0 130+45=175*
150+30=180
170+15=185

1 120+60=185 *
140+45=185 *
160+30=190

2 130+75=205 *
150+60=210
170+45=215

3 120+90=210 *
140+75=215
160+60=220

0 175+48=223
185+36=221 *
205+24=229
210+12=222

RN W AR O O WA O] N W R R DN W O o B~ O W RO
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Ce tableau illustre clairement la procédure deutalians chaque phase du
probléme qui représente explicitement une péricaehdt. En se trouvant dans un état
&, la prise d’'une décision,umene le systeme économique ainsi concgu, a urggfat
avec une valeur fgu,,...,U+1) de la fonction objectif.

En lisant ce tableau du bas en haut, on déduitajgelution optimale est 221
qui correspond auF 3, ceci implique :£= 1, avec g=4 ou 4= 3.

Ceci entraine .= 0, avec b= 3

D'ou:e=1, avec y= 6.

La politiqgue optimale recherchée est donc : (633,8u bien (6,3,4,3) dont la

valeur est 221.

Remargues
v Le tableau précédent permet non seulement de nésdadprobleme donné

comportant les quatre périodes, mais aussi tous@@s problemes issus des
quatre périodes. Par exemple, la solution optirdaléa période 2 est 120 avec la
sous politique (6,3).

v’ Le tableau comporte 24 lignes, autrement dit, ofsalu 24 sous problémes pour
parvenir a la politique optimale recherchée. En, flhis’agit des 24 chemins
possibles menant dg @ e. C’est aussi le nombre de quadruplets (a,b,c,d) de
décisions qu'on a effectivement explorés. En rekiancdans une méthode
énumérative, on aurait exploré Zas possibles. (on parle ici du nombre
d'arrangements de 4 éléments (a,b,c,d) d'un ensendd 7 éléments
{0,1,2,3,4,5,p). En terme de complexite, I'écart est, évidemméaial. (ceci
pour, uniquement, quatre périodes. Quel seraitécatt pour un nombre plus
grand ?).

v On peut étendre ce probléme a un horizon infinirevenéme considérer des
demandes d'achats stochastiques en faisant inietesrprobabilités. Mais, Ia, il
faut faire appel aux outils approprié€s, et tenimpte, surtout, de I'actualisation

des prix.
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6.2. Un deuxieme exemple : probléme du sac-a-dos

Un probleme standard du sac-a-dos prend la forionlatathématique

n
suivante : Maxz C; X,
i=1

n
D> w,x; <b ; x; entier positif ; ou b est la capacité du sac-a-dos
j=1

On demande de déterminer les valeurs degalisant une solution maximale

tout en satisfaisant la contrainte donnée, c'eliteadéterminer le n-uplek{xo,....,%)
de N' représentant une politique optimale du probléme.

Pour cela, on considére b sous problemes du mépeeawec un sac-a-dos de
taille k , k=1,2,....,b-1,b. Ainsi, ce systeme n'@wlpas dans le temps, mais c’est la
capacité du sac-a-dos qui le fait évoluer.

Un état de I'étape k du systéme correspond a yplet-(k;,%,,....,)%) satisfaisant

n
la contrainte > w;x; <k.
=

L’état initial étant le n-uplet (0,0,...,0).
L’état final est le n-upletxg,x,, ....,%) satisfaisant cette contrainte pour k=b.
La décision correspond a une augmentation d'unééute la variablex;
satisfaisantw; < k.
L’équation récursive permettant d’évaluer la footobjectif F s’écrit alors :
F(k)=0si km mjin{wj}
F(k) = mi’k‘{ci +F(k-w,)}
Appliquons cette approche a I'exemple suivant :
Max 2x + 3% + 7x3

3% + 4% +8x< 14

X , % , Xsentiers positifs.

Résolution du probleme

Le tableau suivant résume les quatorze itératierla grocédure adoptée :
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Période k Décision u Etat F(K)
0 / / 0
1 / / 0
2 / / 0
3 1 (1,0,0) 2
4 1 (1,0,0) 2
2 (0,1,0) 3*
5 1 (1,0,0) 2
2 (0,1,0) 3
6 1 (1,0,0) 4%
2 (0,1,0) 3
7 1 (1,1,0) 5 *
2 (1,1,0 5*
8 1 (2,0,0) 4
2 (1,1,0) 5
3 (0,0,1) 7%
9 1 (3,0,0) 6
2 (0,2,0) 6
3 (0,0,2) 7*
10 1 (2,1,0) 7
2 (2,1,0) 7%
3 (0,0,2) 7*
11 1 (1,0,1) g *
2 (1,2,0) 8
3 (1,0,1) g
12 1 (1,0,1) 9
2 (2,2,0) 10 *
3 (0,1,2) 10*
13 1 (1,0,1) 9
2 (2,2,0) 10 *
3 (0,1,1) 10 *
14 1 (2,0,1) 11 *
2 (0,1,1) 10
3 (2,0,1) 11+

D’ou la solution optimale est 11 qui correspond @dlitique optimale (2,0,1).
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7. Conclusion

A travers I'étude théorique et les exemples abod##s ce chapitre, on peut
conclure que, malgré que la programmation dynamsqiteune méthode exacte, elle
reste trop énumerative, surtout lorsqu’il s’agétpuement de résoudre des problemes
de grande taille (auquel cas les algorithmes apg@oc’averent plus adaptés). Elle
n'est alors préconisée que dans un cadre bienndiétr Mais lorsqu’on peut tirer
profit de ses aspects fonctionnels, on se rend il s’agit d’'un veéritable outil
pour aborder certaines situations des problemegstidisation. Pour cela, nous nous
permettons de donner quelques éléments de répomsesrnant des points que je juge

tres intéressants :

Avantages
v’ Tres flexible. Il est facile d’ajouter des contrtais, d’incorporer des fonctions.

Fournit une solution globalement optimale.

v
v Fournit les solutions optimales de tous les soablpmes.
v' Permet de traiter des problémes stochastiques.

v

S’adapte a des situations ou le temps, les étatlkesetdécisions varient

continment.

Inconvénients

v" Ne s’appligue que sous les hypothéses d’additatitBamnésie.
v’ Parfois lente et donc inefficace.

v" Ne se préte pas a la réoptimisation.

Programmation dynamique et programmation linéaire

En dépit de la similitude des noms et du fait gegains problemes peuvent étre
résolus par les deux méthodes, elles sont tout diferentes a la fois par leur esprit
et par les probléemes auxquels elles sont destingéesableau suivant récapitule les

divergences qui permettent d’identifier aisemestdeux méthodes :
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Programmation dynamique Programmation linéaire
Problemes Justifiant le principe d’optimalité Linéaires
Variables Entieres ou discrétisées Méme continues
Contraintes Peu nombreuses mais quelconques Nombreuses néssdis
Fonction objectif | Quelconque mais séparée Linéaire

Enfin, on espere que [lapplication de cette tedmmiga un probléme
d’ordonnancement qu’'on développera au chapitres tqmiisse combler d’autres

lacunes et éclaircir 'aspect informatique de cttdnique.

-28-



CHAPITRE I

NOTIONS D'ORDONNANCEMNT

1. Introduction

Dans le but d'appliquer la méthode de la progratiinadynamique a un
probleme d’ordonnancement, il m’est avéré treseutilaborder dans ce chapitre
guelques notions de base relatives aux problemesdatinancement. Cette
présentation de la théorie de I'ordonnancement cotea d’'abord les généralités et la
terminologie des problemes d’ordonnancement, pmnss’intéressera aux différents
types de ces derniers ainsi qu’aux différentes auh de résolution. Le choix de
ce type de problemes s’émane de son importanceneg)xdension dans les différents
systémes économiques, industriels, informatiquel&ine part, et de la diversité des
méthodes de résolution qui se caractérisent papdiation des algorithmes approchés

qui font I'objet d’actualité ces dernieres années.

2. Géneéralités

Les problemes d’ordonnancement sont apparus autd#gras la planification
de grands projets. Le but était de gagner du tesupseur réalisation. De tels projets
sont composés de nombreuses étapes appelées udi@éches. La résolution de tels
problemes est restée empirique, en utilisant lagrdmmes de Gantt, jusqu’al958
guand les deux célebres méthodes de résolution®R@8BJA fondées sur les graphes,
ont vu le jour : la méthode américaine CPM (Crititath Method) avec sa variante
PERT (Program Evaluation and Review Technique)aemé&thode francaise MPM
(Méthode des Potentiels) de Bernard Roy. Depusspieblémes d’ordonnancement ne
cessaient de se multiplier et ont envahi ainsipas de domaines. Cette résolution
consiste a organiser dans le temps la réalisatotaches compte tenu de certaines

contraintes.
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La formulation mathématigue des problemes d’ordonement et
'implémentation informatique des algorithmes desotétion étaient I'objectif
principal visé par les spécialistes du domaine.vzgnet al. [CON67] et Baker
[BAK74] ont introduit les formulations de programticen en nombres entiers des
problémes d’ordonnancement [LIAG7].

On dit gu'on a affaire a un probleme d’ordonnanceinersque, en vue de la
réalisation d’'un objectif quelconque, il faut acqaimde multiples taches, elles mémes
soumises a un ensemble de contraintes et auxqueltesattribuées des ressources; il

s’agit de trouver un ordre d’exécution de ces tache

2.1. Taches

Une tache est une entité élémentaire d’'un certawvall (une opération ou un
ensemble d’opérations).

Exemples :

v En construction : pose des dalles, peinture, plompe..
v En informatique : exécution d’'un programme, impi@ss’'un document,...
v En transport ferroviaire : occupation d’'une partae voie par un train,...

Donc, il n'y a pas de définition formelle d’'une & mais toute considération
dépend de la nature du domaine et du probleme estiquo.

Dans un probleme d’ordonnancement, 'ensemble @gset est généralement
noté |, le nombre de taches par n et chaque té&thsotte par i et elle est décrite par
les caractéristiques suivantes :

v 1;: la date de disponibilité de tache i (date de débuplus tot) ;

v t; : date de début d’exécution de la tache i ;

v' C; : date de fin d’exécution de la tachei;

v’ p; : durée d’exécution de la tache i ;

v d : date échue de la tache i (date de fin au piuk:tdeadline) ;

v w; : poids de la tache i si elle est achevée aprdateeéchue (€d) ;
v T, : retard d’exécution de la tache i;=Tmax {G-d;,0} (Tardiness)
v E; : avance de la tache i =Bmax{d-C;,0} (Earliness)
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llestclarque OiOl: p=GC-t, r<t<C<d
On peut également, au lieu dg définir une fonctiony, de R vers R qui, a
toute date d’achévement,@ait correspondre un codt unitairg (C) si G>d;; ou un

profit unitairey (C) si G=d;; cette fonction est généralement choisie croigsantsens

large.

Exemples
vy (Ci) = WG
vy (Ci) = wT;
vy (Ci)=G

vy (Ci) =aiE + BT,

Relations entre les taches

Deux taches sont dites :
v’ successives, lorsgu’elles s’exécutent I'une apegsre ;
v’ simultanées, lorsqu’elles doivent s’exécuter siamément ;
v’ convergentes, si elles doivent précéder une tacheés ;
Dans ces trois cas, on dit que les taches dépéndantesautrement, on dit
gu’elles sontindépendantesPour les taches simultanées, on parle des prelslem

d’ordonnancement sur plusieurs machines.

2.2. Les types de problemes d’ordonnancement

i) Probléme statique / Probléme dynamique

On dit qu’on a affaire & uprobléme statiquelorsque I'on connait a I'avance
quelles seront les taches a exécuter et a partijudtle date pourra débuter chaque
tache. En revanche, si I'ensemble des taches éwlee le temps de facon non

déterministe, on dit qu’'on a affaire a probleme dynamique
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i) Probleme classique / Probleme répétitif
Dans unprobléme d’ordonnancement classigushaque tache ne s’exécute
gu’'une seule fois. Par contre, si chaque tache geuntcuter plusieurs fois, on dit

gu'’il s’agit d’un probleme d’ordonnancement répétitif

iii) Probléme préemptif / Probleme non préemptif
Si les taches sont exécutées par morceaux awercuiption, le probleme est dit
préemptif Au contraire, si elles sont exécutées sans uqéon, le probleme est dit

non préemptif

iv) Probleme d’atelier
Dans unprobleme d’ateliera m machines, les taches sont dites travaux (jobs)

Chague travail est un ensemble de m opérationseél&ines, chacune d’elles devant
s’exécuter sur une machine différente. On distingues types de problemes
d’ateliers :

v Probléme « open-shop » : si les opérations élénnesitsont indépendantes ;

v Probléme « job-shop » : si les opérations élémestal’'un méme travail sont

liées par un ordre total, non nécessairement igieafpour tous les travaux ;
v Probléme « flow-shop » : si les opérations élénmmdale chaque travail sont

liées par un ordre total,

2.3. Les contraintes

Dans la plupart des problemes d’ordonnancementtélgses a exéecuter sont
soumises a des contraintes qu’'il faut satisfairenreament de la recherche d’'une

solution optimale. On distingue trois types de caintes :

I) Les contraintes potentielles
Ce sont les contraintes de localisation temporBle.exemple : «La tache i doit
préceder la tache j» ou «La tache i doit étre @@heavant telle date.». Avec ce type

de contraintes, le probleme est gitébleme central d’ordonnancement”
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i) Les contraintes disjonctives
Lorsque deux taches ne peuvent pas étre exécutgadrae temps, on dit qu'il

y a une contrainte disjonctive que doivent satisfaes deux taches.

iii) Les contraintes cumulatives
Elles concernent I'évolution dans le temps du vauotal des moyens humains
ou matériels consacrés a I'exécution des tachesxeaple :

« cing taches a exécuter sur quatre machineseqaelhe devrait étre retardée ? ».

2.4. Les ressources

Les ressources sont les moyens requis pour I'exécdes taches. Ce sont de
deux types les ressources renouvelables et les ressource®oonables

Une ressource est renouvelable si, apres avoial&igée a une tache, elle
redevient disponible & 'achévement de cette peardutres taches. Comme le cas
d’'une machine, un processeur, une imprimante,.. ;

Une ressource est consommable si, aprés avoilédéa a une tache, elle n’est
plus disponible pour les autres taches. Comme $eddane matiere premiére, de

'argent,...

2.5. Les criteres

Le critére d’'un probléeme d’ordonnancement est lecfion économique qu’on
vise a optimiser. On l'appelle également dans ummeasens : « fonction objectif ».
C’est grace a I'évaluation de celui-ci qu’on panti@ distinguer entre les différents
ordonnancements ou solutions candidates, cargitgdaun outil numeérique permettant
d’apprécier les qualités des solutions. En génégairitere est considéré comme une
application F de I'ensemble des permutations des taches du probléme posd&Vers
qui, a chaque permutation,f},...,J,), fait associer un réel positif kfp,...,J,) et qui
exprime, en outre, l'utilisation efficace des ragses, le délai global d’exécution et le

respect du plus grand nombre de contraintes.
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La fonction objectif associée a un probleme d’ordorcement est définie par :
FObj = C%pzt F6). Les critéres les plus utilisés font interverirdurée totale, le délai
d’exécution pondérée, les retards et les colts mdards et/ou des avances
d’exécutions des taches [CARS83].
Ainsi, la résolution d’'un probléeme d’ordonnancememnsiste a déterminer une
séquence (un ordre temporel) d’exécution des taghies
v’ satisfait toutes les contraintes du probleme ;
v’ réalise une valeur optimale du critere ;

v_ assure une utilisation efficace des ressources ;

Exemples de critéres

Durée totale : G,
Dans les problémes d’ordonnancement ou on visénamiser la durée totale
d’exéecution des taches, le critere est defini [f&f.(0) =max{C}
Ou : | est 'ensemble des taches -
| est une tache et la date d’'achevement de la tache =€ + p
C’est donc la date d’exécution de la derniére t@tgeutée.

La fonction objectif s’écrit : FObj :Dnzﬂn {Gax(0)}
o

Retard global : Tyax
Dans problemes d’ordonnancement ou on vise a nsaime retard global
d’exécution des taches, le critere est défini Pat.{(0) :rinDellx{Ti}
Ou : o est une permutation des taches
i est une tache et [€ retard d’exécution de la tache i ;=Tmax{0,G-d}

La fonction objectif s’écrit : FObj :Dnzﬂn {fa{0)}
o

Somme des retards}'T;

La fonction objectif s’écrit : FObj ;quinZ{Ti}
|
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Somme pondérée des retardg w T;

La fonction objectif s’écrit : FObj ;quinZ{WiTi},
|

w; le codt unitaire (par unité de temps) de retarthdéche i si elle est achevée
en retard (> d).

Nombre de taches en retard};'u;

La fonction objectif s’écrit : FObj ;DpinE{ui}
|

U = 1 silatache i est achevée enretard (i;e.d) ;

u; =0 sinon .

Nombre pondéré de taches en retard wiu;
FObj = min Zw;u;}
il
w; le colt unitaire (par unité de temps) de retarthdéche i si elle est achevée

en retard (€ d).

Le retard moyen T =3 Ti/n

FObj = rBiln {£.T:/ n} oun estle nombre de taches.
|

La somme des co(ts des avances et des retards
FObj = rglin £ (aE + BiT)}
|

v' E; avance de la tache i (Earliness) ;
v' T, retard de la tache i (Tardiness) ;
v a; codt unitaire d’avance associé a latachei;

v B colt unitaire de retard associé a la tache i ;
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Il y a deux variantes pour ce critere : celle agtes dates échues différentes
des taches et une variante ou les taches possadendate échue commune d
(Common Due Daje Ce probléme fera l'objet de l'étude qu'on se pgmee de

développer en détails dans le chapitre trois.

2.6. Notation
Afin d’identifier d’'une maniére synthétique et pige le type du probléme
d’ordonnancement abordé, on utilise une notatitoia champst|B|y ou :
O = 0,0, : décrit les caractéristiques des machines :
o {b,P,q,R,O0, FY
b: ordonnancement sur une seule machine ;
P : ordonnancement sur plusieurs machines paraktlelentiques ;
g : ordonnancement sur plusieurs machines parsiélaniformes ;
R : ordonnancement sur plusieurs machines parakgldifférentes ;
O : il s'agit d’un probléme @pen shop ;
F : il s’agit d’'un probléme «low shop» ;
J : il s’agit d’un probléme job shop» ;
a, O{b,k}
b: le nombre de machines est variable ;
k : le nombre de machine est k (k entier positif) ;
B : 'ensemble des contraintes ;

y : le critere a optimiser.

Exemples
v 1JIC, : représente les problémes de minimisation deotange pondérée des
dates de fin des taches indépendantes sur unersaalene.
v F3r|XT, : représente les probléemes de minimisation derdanse des retards en

flow shop a 3 machines avec contrainte des datédssgenibilité.
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3. Les méthodes de résolutions

Aborder un probléme d’ordonnancement est avant powtvoir le résoudre,
c’est en fait, déterminer les séquences (les pations) d’exécution des taches qui
réalisent I'optimalité du critere et satisfont Emtraintes du probleme avec le moindre
colt d’utilisation des ressources. Cela a nécebsidboration de procédés spécifiques
a chaque classe de problemes permettant d'une gaarprouver l'existence des
solutions, d’autre part, de déterminer celles goantsqualifices de "meilleures
solutions”. Ces procédés sont, dans la plus partcds, des modeles d’optimisation
programmables : des algorithmes qui peuvent étrelgpasuite implémentés sous
formes de programmes, et ont ainsi mené a un b&irogres dans le domaine de
I'ordonnancement avec l'évolution croissante dedinateurs. La complexité et la
diversité des problemes d’ordonnancement ont imposé des années I'amélioration
et l'extension de ces procédés qui constituentatgables méthodes de résolutions
des problemes d’'ordonnancement, qui peuvent acleemsous certaines conditions
spécifiques, a donner les solutions de ces derras méthodes sont, généralement,
caractérisées par [ESQ99]:

v’ L'existence d’un modéle d’optimisation ;

v’ L’exactitude des solutions ;

v Le mode de résolution (automatique / interactif) ;

v" Le codt de résolution.

Une méthode est dite « exacte » si elle garantiptiialité des solutions

trouvées. Elle est dite « approchée » ou « hequists si on observe qu’elle fournit
empiriquement de « bonnes » solutions [ESQ99].

Parmi les méthodes exactes les plus célebresen cit

3.1. L’énumération compléte (Complete Enumeration)

Elle consiste a explorer toutes les séquenceslpesst choisir celles qui sont
optimales. Il s’agit d’'une énumération exhaustieetdus les cas (les permutations)
possibles. Or, pour un probléme non préemptif sug seule machine, on a (n!)

permutations possibles, sur m machines, on en ¥ (En termes danalyse
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combinatoire, (n!) est le nombre de permutatiomsm&nsemble contenant n éléments,
()™ est le nombre d’arrangements de m éléments dselfeble de permutations qui

contient (n!) éléments. Il est tout a fait claireqle nombre astronomique de cas
possibles justifie nettement le colt considéraldecdite méthode, méme pour les

problemes de petite taille. Elle est, évidemmeggarter.

3.2. Méthode par séparation et évaluation (BranchdaBound Method)

Cette méthode consiste a représenter les solypiossibles par un « arbre de
recherche» qu’il faut explorer du haut en bas. Erservant d’'une borne inférieure
(Lawer Bound), de la solution optimale, détermiaéepréalable, on évalue, a chaque
nceud de l'arbre, la valeur du critére pour élimiesrbranches qui dérivent d’'un nceud
plus « mauvais » que la borne inférieure et n'evgolgue celles qui améliorent cette
borne inférieure. Cette méthode permet donc deingtki nombre de cas a explorer.
Ce nombre dépend essentiellement de la qualitéa deoine inférieure adoptée au
départ. L'utilisation de cette méthode ne cesse’éiendre sur pas mal de domaines.
Elle a été utilisée pour la premiére fois danskolution du probléme du voyageur de
commerce par Eastman [EAS59], dans la programmatiomombres entiers par Land
et Doig [LANGO] et dans les problémes d’ordonnaneetypar Lomnocki [LOM65] et
Ignall et Scharge [IGN65].

3.3. Méthode de la programmation dynamique (Dynar®rogramming Method)

La méthode de la programmation dynamique est uritbadé générique pour
les problemes d’optimisation, et, en particuli€l été prouvé que c’est un outil a la
fois souple et puissant pour traiter les problediesdonnancement [ABD87]. Elle a
éte appliquée pour la premiere fois aux problen@sldnnancement par Held et Carp
[HEL62], et ensuite, par Lawer [LAW64]. Cette métleoconsiste a décomposer le
probleme posé en sous-probléemes (ou phases), patablr une équation récursive
exprimant la solution du sous-probléeme d’ordre k fenction de celle du sous-
probleme d’ordre (k-1). Ainsi, le dernier sous-gesbe serait d'ordre n, en

'occurrence, c’est le probleme a résoudre. Rappelqu'on a minutieusement
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présenté cette méthode dans le chapitre premgst pburquoi on se contente ici de

donner un exemple d’'un probléme d’ordonnancemetéad®es sur une seule machine.

Exemple

Enoncé (probléme : [IT)

n taches indépendantes doivent étre exécutéesmsansiption chacune une seule fois
sur une seule machine et toutes disponibles a ta @aEtant données les durées
d’exécution pet les dates échuesdis taches, on demande de déterminer une solution

optimale minimisant le retard moyen d’exécution tehes.

Résolution

La fonction objectif s’écrit : FObj :iDrIninE{gi(Ci)} 1={1,2,...,n}

g(C)= Ti/n; T, = max{G-d,0}

La formulation dynamique du probléme consiste dsi#rer un sous ensemble
S de | des taches déja ordonnancées et, en pdet&1, on résout récursivement les
sous-problémes d'ordres 1, 2,... , n relatifs aux ss@nsembles comprenant
respectivement 1,2,...,n taches, par [I'application d¢ene des équations
récursives suivantes:

Dans le cas de la récurrence avant :

FU)=0; FXS)=min{F*(S-{}) +9lpy) } si S#L;

La solution du probléme est F*(I)

Dans le cas de la récurrence arriéere :

FX()=0; FX(S) = min{ FX(S+{i}) + g(Ps + P ) } si S% |

La solution du probleme est E*J ; ou F*(S) est la solution optimale du sous-

probléme associé au sous ensemble =t p
iJs
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On parvient ainsi, en derniere phase, a la solutiatimale du probléme. Le
nombre de cas a explorer ainsi €5tQr, lorsque n croit,"X&< n!, il est clair que cette

méthode est nettement meilleure que I'énumératompiete.

Exemple numérique

[ 1 2 3 4
pi 2 8 9 1 3
d; 13 14 19 19 17

Pour n = 5 et les données générées aléatoiremetabtkau ci-dessus, et en
implémentant un petit programme écrit en visudid® traduisant la formulation
dynamique sus détaillée sur un PC, on a trouvé B*8=avec la séquence (5,4,1,2,3)
en récurrence avant et (1,2,4,5,3) en récurrem@@earCes deux séquences optimales
prouvent qu’un tel probléme peut avoir plusieurqueices ou politiques optimales
mais elles réalisent la méme valeur du critéresolation optimale du probleme.

Quant a la résolution manuelle de ce probleme,euh procéder exactement de
la méme maniere que pour le probleme de gestiostalkk ou celui du sac-a-dos
évoqués dans le chapitre précédent. Une phase kin@aous-probleme d'ordre Kk,
k[J[0,5]) correspond a un sous ensemble S de | deegateja ordonnancées. D'ou : a

la phase k, il y a&Cf états accessibles S pour chacune d'elles if faaltuév la solution

optimale F*(S). Chaque tache i du complément eSScest une décision qui peut étre
prise a la phase k+1. Ainsi :
v/ I'état initial estl] avec F*(1)=0;
v alaphase 1:on ab états possibles {1},{2},{Z\{5} avec F*{i}) = gi(p) ;
v  ala phase 2 : on a 10 états possibles {1,2},{113%},{1,5}.{2,3},...
avec par exemple F*{1,2}= min {F1} + gpp.2), F*2} + 91(Pu.2)}
v' ala phase 3 : on a aussi 10 états possibles }¥2234},{1,2,5},{1,3,4},...
avec par exemple :
F*{1,2,3}=min{F{1,2}+9 3(pg,2,3)),F*{1,3}*+9 2(Pp1 2,3),F*{2,3}+ 91(Pp1.2.3)}
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v I'état final est | ;
v’ chaque permutation de S est une sous-politiqueliide ;
Une politique optimale du probléme considéré egtegmment une permutation
de | réalisant le minimum de la fonction objectiFObj = min _T; / 5}

il
Rappelons encore une fois que :

g{p} = max{p-d,0} ; o{pd=max{psd,0}/5 ; = _%Sm

Ce procédé peut étre détaillé a I'aide d’une agpegar tabulation.

Remarque

En dépit de I'évolution spectaculaire des PC awdi$ années, I'inconvénient
impeccable des méthodes exactes demeure leurrcoéitnees de temps d’exécution et
d’espace mémoire requis pour leur résolution, stipour des problemes de taille plus
élevée, ou elles deviennent trés colteuses, lesitegoire méme pratiquement
impossibles a partir d'un seuil donné (théoriquetheh y a des problémes
d’ordonnancement qui nécessitent des siecles ptar résolus par une méthode
exacte!). Les méthodes exactes ne sont donc pssamgue pour des problemes de
taille assez faible. Cela ne néglige guere l'dtildes méthodes exactes, mais, au
contraire, il accentue leur importance du momeret lpn s’apercoit qu’il s’agit de la

« jauge » des meéthodes approchées qu’on ne peaisjaian passer.

3.4. Méthodes approchées ou heuristiqgues (Heurisfiethods)

On appelle méthode approchée, toute méthode ca@witwne solution dont on
ne peut garantir 'optimalité [CAR88], mais ou oaup évaluer I'écart par rapport a
I'optimum et qui permet d’apprécier empiriquemenglalité de la solution [CAR83].
On ne peut pas donner une regle globale ou oreeiurs aux méthodes approchées,
cependant, d’'une maniere générale, on peut rébapdue les méthodes approchées
s’averent trés utiles et révelent leur importammeedue :

v’ on a affaire a un probléme de taille relativemengartante ;

v’ les méthodes exactes sont pratiquement inapplEableolteuses ;
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v' on désire résoudre le probléme dans un temps rabtm;

v’ I'optimalité de la solution n’est pas primordiale ;

v/ une méthode exacte nécessite une solution appréetéeque la méthode par
séparation et évaluation pour le calcul de la borfexieure).

Ces méthodes ne sont pas efficaces pour toutefofeses, c’est pourquoi, il
est souvent indispensable de construire plusieauiens, et ce en faisant introduire
le hasard ou améliorer les solutions par des tgdesi de voisinage. Elles sont
connues actuellement sous plusieurs varianteshadétde voisinage, la relaxation
lagrangienne, le recuit simulé, ...

Une autre facon d'étudier l'efficacité d’une métboteuristique consiste a
examiner son comportement au mauvais cas [MAL9@&s lpremiers résultats
concernant la performance des heuristiques dandule mauvais cas sont dus a
Graham [GRAG66] [GRAG9].

3.5. Méthodes métaheuristiques (Metaheuristic Matisd

Rappelons qu’une heuristique constitue une métlamieochée de résolution
d'un certain type bien déterminé de problémes. EBe en clair, spécifigue a un
probleme donné. Cependant, une meétaheuristiquaurestméthode géneérale, une
démarche générique, applicable a tout type de @nodd d’optimisation combinatoire.
Elle peut étre projetée sur n’'importe quel probleete souvent inspirée d'un
phénomeéne naturel comme :

v le recuit simulénspiré de la métallurgie et la thermodynamique ;

v les coloniegle fourmis inspirées des colonies de fourmis

v' les algorithmes génétiquasspirés de la génétique.

Il s’agit, en fait, de toute une philosophie ah#trajui constitue un recueil
référentiel pour générer des heuristiques traitzartaines problématiques de la
recherche opérationnelle et I'intelligence artdite ce qui a conduit & une avancée
importante pour la résolution de nombreux probléent@sst une branche tres récente
de ces domaines qui a vu le jour ces derniéresndéxs pour faire face a certaines

situations.
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Pour terminer avec ce volet, on se contente demnepe une définition de Osman
I. (AUB) traduite de l'anglais ci-dessous :

« Une métaheuristique est un processus itératif ggue une heuristique en
combinant intelligemment différents concepts poxplerer et exploiter I'espace de
recherches en utilisant des stratégies d’approiomate structurer les informations
dans un ordre permettant de trouver efficacemensdiitions approchées .»[Osm95]

Signalons, enfin, que dans le cadre de la résoluio probleme sujet de ce
mémoire, on présentera dans le chapitre trois wemipre heuristique pour évaluer
une borne supérieure de la solution optimale difeA SSequential Exchange
Approach) et une deuxieme heuristique dite relaratie I'espace des états pour
évaluer un borne inférieure de la solution optim&e tentera alors de "rapprocher"
ces deux bornes pour améliorer la solution appec@étte deuxieme heuristique est
inspirée de la relaxation lagrangienne qui peute étonsidérée comme une
métaheuristique qui consiste a relaxer une paeseadbntraintes et a les intégrer dans

la fonction objectif a I'aide des muliplicateurs ldegrange.

4. Complexité des algorithmes de résolution

En général, on mesure lefficacité d'un algorithrp@ar une expression
mathématique C(n) qui exprime le nombre d’opératiélémentaires indispensables a
I'exécution de I'algorithme en fonction de la tailh des données en entrée tout en
considérant le pire des cas [BRUO1]. C’est le n@mbaximum d’étapes de calcul —en
fonction de n- nécessaires pour aboutir a une isalubptimale [ESQ99]. Cette
expression mathématique s’appelle « complexité’algorithme ». Si la complexité
d’'un algorithme est C(n), on dit que cet algorithest en O(C(n)). On parle ici de la
complexité temporelle (celle exprimant le tempsxd@ition en fonction de n) de
I'algorithme. On aurait pu donner une définitiom#aire de la complexité spatiale
(celle exprimant I'espace mémoire requis pour ltai®on en fonction de n) de

I'algorithme.
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Exemples
v’ Si la complexité d’algorithme résolvant un problédeetaille n est 3r4n+5,

on dit que cet algorithme est en O{84n+5), évidemment cette complexité
est polynomiale, I'algorithme est donc dipalynomial»

v' Si la complexité d’'un algorithme résolvant un peshe de taille n est’3on
dit que cet algorithme est en O)3 évidlemment cette complexité est
exponentielle, I'algorithme est donc diexponentiet

Pour évaluer la complexité d'un algorithme, on ass@ chaque probleme
d’optimisation, un probléme de décision dont laorége est oui ou non. Ainsi, a un
probleme d’ordonnancement, on associe un problemedécision concernant
I'existence d’une solution inférieure ou égale @ waleur donnée. La complexité d’'un

probléme d’optimisation est celle du probléme deisién associé.

Remarque
Notons qu’il ne faut pas se soucier des détails Ide notion

d’'«opération élémentaire» évoquée dans la définitiedessus. En fait, qu’il s’agisse
d’'une addition, d’'une affectation, d’un test ouraute qui importe n'est pas laquelle
des opérations est plus vite ou bien quel langagel, compilateur ou quelle machine
sont appropriés, mais c’est le comportement gérdgal'algorithme qui vaut, car,

lorsque n croit, c’est le terme en n qui prime.

Exemple

Pour le probléme [T , la complexité de la méthode énumérative comméte
O(n!), celle de la programmation dynamique est Q)(ie2 celle de la relaxation de
I'espace des états, qu’on verra dans le chapirg, test en O(nT) ou : n est le nombre

de taches et T Zp; , i=1,2,...,n.

Algorithme efficace
Un algorithme est digéfficaceou polynomialsi sa complexité est bornée par un

polyndme ayant la taille des données comme var[&bte01].
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Exemple

Un algorithme de complexité 3est efficace.

Afin d’aborder les problémes d’optimisation, lessialistes du domaine se
sont servis de la notion de la complexité des d&lyoes pour dresser une

classification de ces problemes.

La classe NP
Un probléme appartient a la classe NP si on pétgrohiner sa solution en un
temps polynomial. On dit qu’elle regroupe les peohés faciles (la classe P) et les

problémes difficiles (la classe NP-Complet et lesbfgmes ouverts).

La classe P

Elle regroupe les problémes les plus faciles deldsse NP. Ce sont les
problemes pour lesquels on connait au moins unridigte polynomial pour les
résoudre.

Réduction polynomiale

Soient deux problemes P1 et P2. On dit que PXéesiit a P2 si on peut
résoudre P1 en utilisant un algorithme de P2 comoos-routine. Cette réduction est
dite polynomiale si, en considérant I'appel a laissooutine de P2 comme une

opération élémentaire, I'algorithme de P1 est poyial [BRUO1].

La classe NP-Complet
Elle regroupe les problemes les plus difficileslaeclasse NP. Ce sont les
problemes tels que n'importe quel probléme dedasg# NP leur est polynomialement

réductible.

La classe NP-Difficile
Elle regroupe les problémes (pas forcément datse NP) tels que n'importe

qguel probleme de la classe NP leur est polynommiafd réductible.
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5. Conclusion

L’ordonnancement demeure un domaine tres vasigedm développement qui
est souvent décrit comme une fonction particulirelécision au sein d’'un systeme de
gestion du travail concernant la production de $jietiouvrages ou de services.
L’'objectif qu'on a visé dans ce chapitre n'est page présentation exhaustive et
minutieuse de ce domaine, mais plutot, on a temtdothner un bref apercu des notions
de base de 'ordonnancement dans le but de fad#ite introduction dans le chapitre
trois. En dépit de la complexité et la diversités geoblemes d’ordonnancement, il
existe, dans la plupart des temps, des modelege®tnthodes pour aborder ces
problémes. A I'heure actuelle, le contexte dansidééda fonction ordonnancement
s’insere est le siege de changements profondst @Geendance vers les méthodes
approchées dont la volonté de substituer les méthexactes est de plus en plus
attrayante du moment qu’elle remet en cause lesuectinfluant sur les codts, les
délais et la qualité des produits de projets. Céaet) face aux situations rencontrées
en pratique, le recours aux meéthodes exactes demaaontestable méme pour
adopter une méthode approchée. Ce sont, en bsefiripiments qui ont motivé le
choix du probleme et I'adoption de la programmat@mamique et la relaxation

lagrangienne qu’on entamera dans le chapitre suivan
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CHAPITRE Il

MINIMISATION DE LA SOMME DES COUTS
DES AVANCES ET DES RETARDS
AVEC DATE ECHUE COMMUNE SUR UNE SEULE MACHINE
PROGRAMMATION DYNAMIQUE
ET RELAXATION DE L'ESPACE DES ETATS

1. Introduction

L’optimisation combinatoire occupe une place tnéportante en recherche
opérationnelle, en mathématiques discretes et fammatique. Son importance se
justifie d’une part par la grande difficulté desiplemes d’optimisation et d’autre part
par de nombreuses applications pratiques pouvamtf@&mulées sous la forme d’un
probléme d’optimisation combinatoire. Bien que Ipsoblemes d’optimisation
combinatoire soient souvent faciles a définir, dsnt généralement difficiles a
résoudre. En effet, la plupart de ces problemgsardipnnent a la classe des problémes
NP-hard et ne possedent pas, a ce jour, de sollonithmique efficace valable pour
toutes les données.

L'objet principal de ce chapitre est la résolutiodun probleme
d’ordonnancement de taches indépendantes intikildinimisation de la somme des
codts des avances et des retards avec date éanueuoe sur une seule machine » par
une méthode exacte, la programmation dynamiqué&isant introduire une approche
de tabulation pour sauvegarder les solutions opgisndes sous-problémes résolus
récursivement afin de réduire le temps d’exécutiensuite par une méthode
approchée fondée sur I'approche SEA (Sequentiah&xge Approach), mais qui est
spécifique au probleme étudié. Cette approche ii@mnme solution approchée au

probléme qui servira comme borne supérieure. Erdim,appliquera la relaxation
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lagrangienne pour réduire I'espace des états, cedégoule a une autre solution
approchée du probleme, mais cette fois ci, il sagi’'une borne inférieure. Cette
relaxation est également propre a ce probleme. ravpat, dans les problemes
d’ordonnancement relatifs aux délais d’exécutiam,ne s’intéressait qu’a minimiser
les colts des retards, récemment, on s’est renapteoque, dans plusieurs situations
rencontrées en pratique, on devrait tenir compsecdéts des avances d’exécution des
taches par rapport a leur(s) date(s) échue(s) (atanune ou dates distinctes). Le
choix de ce type de probléemes s’émane essentieiledee cette tendance, qui est en
plein développement, pour tenter de contribuer mEgnes si rapide de ce domaine
surtout avec l'avénement des algorithmes appro@iées meétaheuristiques dont
'importance est de plus en plus considérable eett@ssent de s’étendre pour les
différents types de problemes d’ordonnancementegtdans le contexte de faire face

a des problemes « difficiles » avec un niveau raiable de ressources.

2. Présentation et historique

Les problemes d’ordonnancement traitant les avaatées retards sont connus
sous plusieurs variantes selon la forme de la fomcobjectif et la date échue
commune ou des dates échues différentes. lls érdliErdés ces dernieres années par
plusieurs chercheurs du domaine. Certains casslproblémes sont faciles et peuvent
étre résolus par des algorithmes polynomiaux, téasutsuivant les données, sont NP-
complet ou NP-dur. Mais la classification exactecde problemes reste une question
ouverte.

Ces problemes, connus souvent sous la notation E&liness / Tardiness en
anglais (A/V . Avance / Retard en francais), orit, fdans plusieurs occasions, I'objet
de publications internationales, notamment celuiomuse propose d'aborder, en
I'occurrence [LINO6] [FELO3] [IBA94] [HINO5] :

v/ Baker et Scudder (1990): établirent un compte wesdr les modéles
d’ordonnancements des problemes des colts de A/V.
v' |baraki et Nakaruma (1991) : application de laxat®n de I'espace des états.

v Hall et al. (1991) : prouve gue ce probléme esthidR}.
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v’ Lee et Kim (1995) : développérent un algorithmeégige au probléme.

v/ James (1997) : utilisation de la recherche tabou.

v Gordon et al. (2002) : étude de I'ordonnancementadbes avec date échue
commune.

v Feldmann et Biskup (2003) : élaboration de métakegues : single machine
scheduling for minimizing earliness and tardinesegities by meta-heuristic
approaches.

v Hino, Ronconi et Mendes (2005) : proposent une isggue et une méta-
heuristique.

v’ Lin, Chou, Ying (2005) : heuristiqgues de résolusiobréve publication: A
sequential exchange approach for minimizing eastirtardiness penalties of
single machine scheduling with a common due date.

Ibaraki et al. [IBA92] a publié en 1992 une étudatant I'application de la
relaxation de I'espace des états pour un probléaneilpcependant, a la différence de
celui qu’on se propose d’aborder ou les tachesinatdate échue commune, il a pris
le cas des dates échues distinctes. Deux autréedites qu’il faut absolument
souligner ici:

i) Dans I'heuristique utilisée pour évaluer une bosapérieure de la solution :
en effet, Ibaraki, a utilisé 'approche SSDP (Ssgsogee Sublimation Dynamic
Programming) [IBA92], par contre, pour notre cas,ubilisera une approche
SEA (Sequential Exchange Approach) adaptée au grablqu’on détaillera
plus loin dans ce chapitre.

ii) Dans la procédure itérative de mise a jour de fadsupérieure, Ibaraki et al.
prend I'eéquation : UB(K) = [ LB(k-1) + UB(k-1) ]2, il ‘agit, en fait, du centre
de lintervalle [ LB(k-1) , UB(k-1) ] alors qu’'enette étude, on prendra
I'équation : UB(k) =p * LB(k-1) + (1) * UB(k-1) oup est un parametre que
I'on choisira de l'intervalle ]0 , 1], on étudieles cas |11{0,25 ; 0,50 ; 0,7k
Il s’agit du « barycentre » de LB(k-1) et UB(k-Iffexctés des coefficients pu ,
1-u respectivement. (On reviendra plus loin danshapitre sur les détails de

ces points.)
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Quant aux travaux relatifs aux cas généraux ddsgmees de type A/V, on les

a énumeérés dans le tableau 3.1.

Fonction objectif

Dates
échues

Références

F(S)=x|G-d|

egales

Sundararaghavan et Ahmed 1984
Bagchi, Sullivan et Chang 1986, Kanet 198
Baker et Chadowitz 1989, Szware 1989
Hall, Kubiak et Sethi 1989, Emmons 1987

F(S) =22 |G-l

Kanet 1981

F(S)=aX E+BX T,

égales

Panwalker, Smith and Serdmann 1982
Bagchi, Sullivan et Chang 1987
Baker and Chadowitz 1989, Emmons 1987

F(S) =X (C - dY

égales

Bagchi, Sullivan et Chang 1987
De Ghosh et Wells 1989

F(S) =X (G -CY

Raghavachan et Vani 1987, Kanet 1981
Eilon and Chow dahury 1977

F(S)=XX (G - G)?

/

Kanet 1981

F(S) =aX. E? + B T}

egales

Bagchi, Sullivan and Chang 1987

F(S) =X aiE + 2 BT

égales

Bagchi 1985, Cheng 1987, Emmons 1987
Bector, Gupta et Gupta 1988, Quaddus 198
Baker et Skuder 1989, Hall et Posner 1989

-

F(S) =2 aiE + 2 BT

distinctes

Ahmadi et Baghi 1986 , Davis et Kane8719
Fry, Armstrong et Blackstone 1987
Fry et Leong 1987, Yano et Kim 1987
Fry , Leong et Rakes 1987
Chand et Schneeberger 1988
Abderrazak et Potts 1988
Ow et Morton 1988,1989

F(S) =XaiE” + BT

distinctes

Gupta et Sen 1983, Cheng 1984

Tableau 3.1. Recueil des références des problémestgpe A/V [KEN9Q].
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3. Formulation du probleme
n taches indépendantes doivent s’exécuter chaco@esuune seule fois sans

interruption sur une seule machine. On demande&tigrdiner une séquence (un ordre
d’exécution) des n taches de telle facon que lans®rdes codts des avances et des
retards soit minimum.
Notation : n: nombre de taches.

| : un ensemble de ntaches{%,2, ...., 1};

d : la date échue commune de toutes les n taches ;

Ci : date d’achevement de la tache i ;

pi : durée d’exécution de la tache i ;

E : avance de la tache i ;££max{d-G, 0} (Earliness)

T; : retard de la tache i ;¥ max {G-d , 0} (Tardiness)

a; : colt unitaire d’avance associé a la tache i ;

(i : codt unitaire de retard associé a la tache i ;

h : coefficient de la date échue commune : d=Thdu T = Y p;
il

On prendra:l{ 0.2,0.4,0.6,0.B

La fonction objectif & optimiser s’écrit : FObjmin{X (oiE + BiT)}
il

4. Résolution par la programmation dynamique

Avant d’entamer ce volet, on doit remarquer querigere a optimiser est la
somme de colts immeédiats. La propriété de Markdvdesc vérifiee. Il reste a
associer au probléeme posé un processus de décsgguentiel dont la conception

dépend de la récurrence adoptée, avant ou arriére.

4.1. Récurrence avant

Comme on I'a vue au chapitre premier, cette apga@amsiste a décomposer le
probleme posé en sous problemes (ou en phasesyaldy 2 , ...n, puis établir une
eéquation récursive exprimant la solution du sowdigémme d’ordre k en fonction de

celle du sous-probléeme d'ordre k-1. Ainsi, la sontdu sous-probléeme d’ordre n
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(derniere phase) est celle recherchée. Chaque pssen ensemble d'états du
systéme ainsi concu. Chaque état correspond ausaessemble S de | des taches déja
ordonnancées. Une décision consiste a choisirclzetdle S qui sera ordonnancée en
derniére position dans une permutation de S. Dlethombre de phases e8t 2 'état
initial estJ, I'état final est I.

Si F* est la solution optimale pour I'état S dalbrs :

F0)=0; F%S) :mmig{ F*(S-{}) +9i(Cq) }siS#£ L ;

ou:G= Xp

i0S
et gC)=0;(d-G) siG=sd; gC)=B(C—-d) siG>d;

La solution du probléme est, par conséquent, F*(I)

Remarquons que la valeur du critere pour le sooblpme associé a S est la
somme de deux termes X et Y: X H(@) est le colt de la décision prise i et
Y = F*(S-{i}) est le colt cumulé du « passé » prdaét la décision i; c’est en fait
I'application explicite du théoréme de Bellman.

Algorithme de la récurrence avant
ALGORITHME DPFwd
Entrées:I,n,p, a .8 pouri=1n;
Variables intermédiaires : S un sous-ensemble derhin, k,i, X, Y : entiers;
Sorties: F*(l) ;
Début
F*() =0
Pourk=1an
Pour tout sous-ensemble S contenant k élgtaele |
F*(S) =
Pour élémentide S
G=2'p pour iJS.
X=¢gGC)
Y = F*(S-{i})
Min= X+Y
Si min < F*(S) alors F*(S) = min
Fin pour
Fin pour
Fin pour
Fin
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Enfin, pour pouvoir déterminer la ou les séqueray@snales du probleme, on
doit garder, pour chaque sous-probleme résoluetrigr €élément de la séquence qui

est la tache i réalisant le minimumnin{ F*(S-{i}) + g i(C) }. Puis, on doit procéder a
i0s

rebours en montant du bas en haut. Parallelemié§®)aon construit une table Last(j),
j=1,2,..., 2. Ainsi, la derniére tache ordonnancée sefpait Last(?) ; et si k est la
derniere tache ordonnancée dans J; @lors i,.; = k, c'est-a-dire k est 'avant derniére

tache de la séquence optimale. Et ainsi de suite.

4.2. Récurrence arriere

Dans cette approche on doit établir une équatiomrséve exprimant la solution
du sous probleme d’ordre k en fonction du sous Iprob d'ordre k+1. Ainsi, la
solution du sous probleme d’ordre O (derniére phase celle recherchée. Chaque
phase est un ensemble d’états du systéeme ainsi.c@i@aque état correspond a un
sous-ensemble S de | des tdches non ordonnanagesiédision consiste a choisir la
tache de I-S qui sera ordonnancée en premiéreiqgrosians une permutation de S.
D’ou : le nombre de phases eSt 2’état initial est I, I'état final esfl.

Si F* est la solution optimale pour I'état S delbrs :
F*(1)=0 ; FXS) =misn{ F*(SHi}) + gi(p) }siS#1;
i

et dp)=ai(d-p) sipsd; gPE)=PBi(p—d) sip>d;

La solution du probléme est, par consequent[J*(

Remarquons que la valeur du critere pour le sooblggme associé a S est la
somme de deux termes X et Y: X Hp) est le colt de la décision prise i et
Y = F*(S+H{i}) est le colt cumulé du « futur » swemant la décision i; c’est aussi
I'application explicite du théoréme de Bellman.

Enfin, pour pouvoir déterminer la ou les séqueraysmales du probléme, on
doit garder, pour chaque sous probleme résoludmigr élément de la séquence qui

est la tache i réalisant le minimumin{ F*(S+{i}) + gi(p;) }, puis on procéde de la
i0s

méme maniere que dans la récurrence avant.
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Algorithme de la récurrence arriere
ALGORITHME DPBwd
Entrées:I,n,p,a .8 pouri=1n;
Variables intermédiaires : S un sous-ensemble dmin, k,i, X, Y : entiers ;
Sorties: F*([J) ;
Début
F*()=0
Pourk=n-1 a0 pas-1
Pour tout sous-ensemble S contenant k élgtaele |
F*(S) =0
Pour tout élément i de I-S
X = ¢p)
Y =F*(SH{i})
Min= X +Y
Si min < F*(S) alors F*(S) = min
Fin pour
Fin pour
Fin pour
Fin

Commentaires et Discussions
v' Cet algorithme est, évidemment, rédigé sous fortéeative. Une forme
récursive pourrait étre egalement tentée, ellérestsimple a programmer mais,
en revanche, elle est plus lente vu le nombre exmoel d'appels récursifs
engendrés, ce qui peut saturer la pile des appels.
v Le nombre de sous-ensembles d'un ensemble conterédéments est'2Pour
chaque sous-ensemble contenant k éléments, on howote de k itérations.

Dans chaque itération, il faut effectuer une additet une comparaison. Le

nombre total d'opérations a effectuer est donc ikcﬁ . soit n2*
k=1

(kck = nc';:ietic';_‘f =2") La complexité de cet algorithme est alors G2
k=1

Siles p, a;, B sont bornés, la taille d’'un énoncé du problema see fonction
linéaire en n et la complexité de I'algorithme @shc exponentielle.
v Dans cette méthode, on doit énuméreétats possibles, cela est évidemment

colteux en temps d’exécution et en espace meémoire.
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Tests et résultats
Les tableaux suivants donnent les résultats mogeri® instances pour chacun

des cas: n =10, 15, 20 , 25 et illustrent langlexité exponentielle en temps

d’exécutions des deux algorithmes DPFwd et DPBwd.

Les p, a;, i sont générés aléatoirement entre 1 et 9.

h=0,2
_ Temps
n Solution
DPfwd DPBwd
10 9232 142 ms 145 ms
15 11307 738 ms 754 ms
20 17187 17,27 s 19,53 s
25 22097 10,77 mn 11,34 mn
h=0,4
_ Temps
n Solution
DPfwd DPBwd
10 8769 134 ms 139 ms
15 10943 712 ms 740 ms
20 17091 17,10 s 18,78 s
25 20597 10,21 mn 11,24 mn
h=0,6
_ Temps
n Solution
DPfwd DPBwd
10 8769 132 ms 135 ms
15 10943 712 ms 725 ms
20 16461 16,78 s 17,80 s
25 20597 10,17 mn 11,07 mn
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h=0,8
_ Temps
n Solution
DPfwd DPBwd

10 8769 109 ms 125 ms
15 10943 650 ms 678 ms
20 16461 16,50 s 17,45 s
25 20597 10,02 mn 10,54 mn

D’apres ces tableaux, on conclut que la progranumatynamique devient trés
lente, voire impraticable des que n atteigne unl séterminé selon la machine
utilisée. La récurrence avant est sensiblement gpgle que la récurrence arriere.
C’est pourguoi, dans tout ce qui suit, on ne stgggera qu’a la récurrence avant.

Il faut signaler qu’on a utilisé une approche fadnulation : la solution optimale
de chaque sous-probléme résolu est sauvegardéematasble pour étre utilisée par la
suite dans la résolution de sous-problémes engeindeadernier ; on évite ainsi de
résoudre le méme sous-probléme plusieurs fois. [Het, eavant d’entamer
I'ordonnancement des taches d’'un sous-ensemblel Sodevérifie dans cette table si
F*(S) y figure, on récupere cette valeur pour liséir ultérieurement, par exemple
pour I'ordonnancement des taches dgjB(si [S|<n et [1S). D’ou le terme tabulation

introduit ici.

Exemple

Pour ordonnancer les deux sous-ensembles de t@icRe®} et {1,2,4}, on aura
besoin de F*{1,2}. On devra donc, lors de I'ordoncament de {1,2,3}, ordonnancer
'ensemble {1,2} et sauvegarder F*{1,2}. Puis, lade I'ordonnancement de {1,2,4}
on récupére cette valeur de la table.

Pour mettre en évidence la complexité exponentasleces algorithmes, on a
fixé h a 0,4 et on a représenté graphiqguementnigged’exécution de I'algorithme

avant en fonction de n dans la figure 3.1. ci-desso
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Fig. 3.1. Représentation graphique du temps d’exétian en fonction de n.

4.3. Algorithme dynamique approché

On se propose dans ce paragraphe de présentergaorithahe dynamique
approché en considérant l'algorithme avant de lag@mmation dynamique sus
detaillé, mais, pour chaque état S de cardinahky'explorera qu’'un nombre aléatoire
k, (ki<k) de décisions prises aussi aléatoirement dedesi se fait par I'ajout d'une
ligne calculant k (k; = Int(Rnd*k)+1 et la modification de la portée de bhoucle :

« pour j=1 a k » qui devient « pour j=1 sakdans I'algorithme en question.

D’une part, la solution trouvée ainsi n'est paséonent optimale, d’autre part,
I'exécution de cet algorithme peut durer aussi gtemps que celle de I'algorithme
exact. On a testé ce programme pour plusieursniossade différentes tailles et on a
trouvé que cette tentative est infructueuse dansplipart des cas. Ceci est
principalement dd a la nature de la programmatignachique ou ce n’'est pas le
nombre de décisions éligibles a chaque phase qres; « explose », mais c'est le
nombre d'états qui prime. Malgré le gain en temjexé&tution, I'obstacle majeur

demeure I'incapacité d’aborder des problemes dle f@us importante.
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Algorithme Dynamique Approché
Entrées:I,n,p,a .8 pouri=1n;
Variables intermédiaires : S un sous-ensemble derhin, k,k ,i, X, Y : entiers;
Sorties: F*(l) ;
Début
F(L)=0
Pourk=1an
Pour tout sous-ensemble S contenant k élétaele |
F*(S) =0
k=Int(Rnd*k)+1
Pour k; élémentide S
G=2'p pour iJS.

X= ¢gGC)
Y = F*( SHi})
Min= X +Y
Si min < F*(S) alors F*(S) = min
Fin pour
Fin pour
Fin pour
Ein

Voici les résultats qu'on a obtenus en comparartt agorithme avec

I'algorithme exact : n =20, h=0,4.

Algorithme dynamique Algorithme dynamique
Instances exact approché
Solution Temps Solution Temps
01 17 326 17,34 17 430 15,00
02 12 094 18,08 12 408 12,65
03 15 895 18,12 17 120 15,84
04 15 833 16,80 15 945 12,65
05 12 098 17,54 12 273 10,45
06 7 830 17,86 8 126 14,33
07 16 723 18,00 18 100 15,32
08 11 649 17,39 12 544 15,77
09 17 538 16,90 17 652 11,10
10 15 896 16,50 16 053 12,00
Moyennes 14 288 17,45 14 765 13,51

Conclusion : La qualité des solutions approchéesgvites n’est pas tellement

bonne. Résultat : cette approche n’est pas oppartun
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4.4. Regles de dominance

Les regles de dominance sont des propriétés apéesf a un probléme
d’ordonnancement qui permettent, lors de la redteerdt’'une solution optimale ou
approchée, de réduire le nombre de cas a explorer.

Un sous-ensembl® de I'ensemble de solution& d'un probleme est dit
dominant pour un critere donné s’il contient au msoune solution optimale du
probleme [ESQ99]. On dit, alors, gikeest dominé pae.

Les solutions des problemes de minimisation desi@es et des retards qu’on
se propose de traiter ici possedent trois proiéte peuvent étre considérées comme
des regles de dominance [LINO6] [FELO3] [KEN90] N5] :

Propriété 1

Dans une séquence optimale, il n'y aura pas de demgrt de la machine
séparant I'exécution de taches successives. Gdsea si, dans un ordonnancement,
la tache j suit immediatement la tache i, alorg= G + p. [KAH93] [CHE91]

On vise par « temps mort » de la machine, la dpeyelant laquelle la machine

reste inoccupeée. Il n’y a pas de taches en exétutio

Preuve

Supposons qu’il existe une séquence optinsalvec un temps mortgk > 0
pendant lequel la machine reste inoccupée entelestaches i et |.

Dou:G=GC+ Tget+p.

Soito’ la sequence obtenue demais ou j suit immédiatement i; €G + p.
D'ou :F*0) = F¥(0') + Tige * Bi;Or Tigqe >0etf > 0, dou: F*6) > F*0).
Par conséquert n'est pas optimale, ce qui contredit I'hypothe8eci justifie par
I'absurde la propriété 1.

Il est clair que cette démonstration reste valgblelque la position de ce temps
mort dans l'intervalle [0,T].
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Propriété 2

Toute séquence optimale du probléme est en formé @é&shaped) autour de
d : les taches achevées avant ou exactement &laldsont ordonnées suivant I'ordre
décroissant du rapport/@, ; tandis que celles commenc¢ant apres ou exactemnknt
date d, sont ordonnées suivant I'ordre croissantagport p3;. Ainsi, une séquence
optimale peut éventuellement contenir une tachenjangbée » (Strapped job)
n'appartenant ni au premier sous-ensemble ni aansedC’est-a-dire : elle débute
avant d et s’acheve aprés d.[BAK90] [BIS01] [HOQ91

Preuve

Soito une séquence des n taches ou i est ordonnanagtg avaoutes les deux
avant d; eb’ une séquence des n taches ou j est ordonnaneétiat toutes les deux
avant d.
On alors: F*¢) =ai * pi+aj* pj + ai * pj + F(t) puisque i précedej;

F*¢") = ai * pi +aj * pj + aj * pi + F(t) puisque j précede i ;

Dou: F*o)-F*0)=0a;*p;-a;*p;
| précéde | so est meilleure que’, i. e. F*(©) - F*(0’) <0,
c'est-a-dire : sia; *p;-o; *pi<0 i.e.:p/aj >/ q

Donc, dans une séquence optimale, les tadches ashavéant d sont ordonnées
suivant 'ordre décroissant du rapport/m;. On peut prouver de la méme maniere
gue : dans une séquence optimale, les taches délagias d sont ordonnées suivant

I'ordre croissant du rapport pp3;.

Propriété 3

Dans une séquence optimale, la premiére tacheal@datdate 0O ou bien I'une
des taches s’achéeve a la date d. [HOO91] [BIS01].

Autrement dit, pour qu'une séquence soit optimealk doit impérativement,

justifier au moins I'une de ces deux situations.
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Preuve
Supposons gu'il existe une séquence optiraadent la premiére tache débute a
la date § > 0 et qu’aucune des autres ne s’achéve a laddateci impliqgue quey
comprend une tache i qui débute avant d et s’acagnas d.
Soito’ la séguence obtenue demais ou la premiére tache débute a la date O et
0" la séquence obtenue demais ou la tache i s’acheve a la date d.
Il en résulte que F¥) est compris entre FX) et F*(o”). Ceci implique queo
n'est optimale, ce qui contredit 'hypothese. Jastifie par 'absurde la propriété 3.
Dans la méthode de la programmation dynamique quiomtilisée, les
propriétés 1 et 3 sont implicitement appliguéessque, les séquences recherchées
débutent toutes a la date O (propriété 3) et sitjimmeédiatement i, ona ;& G + p
selon I'équation récursive de la formulation dynaque (propriété 1). Pour appliquer la
propriété 2, il faut sauvegarder la derniére tdobrelonnancée dans le sous-ensemble
S, et avant d’examiner la tache j de I-S, il faisbdrd vérifier si la propriété 2 est
satisfaite, pour éliminer ainsi une des k itéragiofiet examen se fait de la maniere
suivante :
Si les taches i et j sont ordonnancées (s’achéaeat)t d, c'est-a-dire :
si(G<d et G+p <d)alors: on compare entrgop et p/a; :
Si p/a; = p/ojalors j ne peut pas succéder i (eviter cette it@rat
Si les taches i et j sont ordonnancées (débutprésal, c'est-a-dire :
si(G>d et C-p =d)alors : on compare entrgf¥ et n/f3;:
si p/a; < p/ajalors j ne peut succéder i (éviter cette iteratjon)
L’introduction de cette propriété exige donc, pobiaque itération, d’effectuer
5 tests et calculer 2 rapports, pour, en contréepaliminer une itération, ce qui est,
éevidemment, n'est pas certain : il se peut quesaattion soit inopportune, car si les
tests sont positifs, aprés quoi on sera amenésasate propriéte 2.
Bref. Cette propriété s’applique conjointement akecheuristiques ou elle est

de grande rentabilité, comme on le verra dansragoaphe suivant.
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Tests et résultats

Les tableaux suivants illustrent I'effet de I'inthaction de la propriété V-shaped

sur le temps d’exécution.

o

o

o

o

h=0,2

n DP Sans V-shaped DP Avec V-shape

10 139 ms 159 ms

15 765 ms 790 ms

20 18,15 s 19,34 s

25 10,81 mn 12,50 mn
h=0,4

n DP Sans V-shaped DP Avec V-shape

10 139 ms 159 ms

15 765 ms 790 ms

20 18,10 s 19,34 s

25 10,23 mn 11,66 mn
h=0,6

n DP Sans V-shaped DP Avec V-shape

10 132 ms 159 ms

15 712 ms 790 ms

20 16,78 s 19,34 s

25 10,17 mn 11,50 mn
h=0,

n DP Sans V-shaped DP Avec V-shape

10 109 ms 159 ms

15 650 ms 790 ms

20 16,50 s 19,34 s

25 10,00 mn 10,96 mn
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D’apres ces tableaux, on conclut gu’il est inutdlencorporer la propriété V-

shaped dans les problemes de taille assez faible.

5. Heuristique de calcul d’une solution approchée
SEA (Sequential Exchange Approach) [LINO5]
5.1. Présentation

On présente dans ce paragraphe une heuristigiisantiles trois propriétés
précédentes pour évaluer une solution approchéer@aéme qui servira de borne
supérieure dans la relaxation de I'espace des @tatsera présentée plus loin dans ce
chapitre.

Cette heuristique consiste a partitionner I'ensentides taches en deux sous-
ensembles A et B: A est I'ensemble des tachestdagbau plus toét & d, B est
'ensemble des taches s’achevant au plus tarduaedtache transitoire s (straped job)
peut éventuellement révéler : celle débutant adaat s’achevant aprés d, puis, les
taches de A et B sont ordonnancées suivant la itépy-shaped. La valeur de la
fonction objectif de la séquence ainsi obtenuerfibune premiére solution approchée
qui sera ameéliorée par permutations de taches Aretd3.

La solution approchée est notée F* telle que :

F* = Fobj(©) ou o est une permutation de[As} B obtenue suivant la propriété V-
shaped.
ou : Fobjg) :igogi(ci) et @) =0, (d-CG) siG=sd;
gC) =B (G —d) siG>d;
Remarques
> Sila derniére tache de B s’achéve en d alorsdl< fs} = [0 ) (il n'y aura pas
de tache « enjambée »)aeest donc une permutation déelB.
> Si s existe, elle est ordonnancée entre les taih8set celles de A..
» Pour évaluer une solution approchée au problémelodntrier les deux sous
ensembles A et B selon la propriété 2, puis évdmealeur du critere pour la

séquence ainsi trouvée.
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5.2. Algorithme

Etape 1.
Trier les taches de | suivant I'ordre croissantdgs A=//;B=/7;Cg=0;
Pour tout i de |
Si(p/a;, < p/B et G <d)alors
B=BLO{i}
G=GCG+p
Si non
A=K7{}
Fin si
Fin pour
Trier les taches de A et B suivant la propriété Naped.
f* = Fobj(A B)

Etape 2.
Pour toute tache i de B
Pour toute tache jde A
S=AB,;
Permuterietjdans S;
Si Fobj(S) < f* alors
f* = Fobj(S)
B=BL{I};A=AL{i};B=B-{i};A=A-{]}
Fin si
Fin pour
Fin pour
Trier les taches de A et B suivant la propriété Naped.
* = Fobj(A LB)

Etape 3.
Pour toute tache i de A
Pour toute tache jde B
S=AB;
Permuterietjdans S
Si Fobj(S) < f* alors
* = Fobj(S)
B=BO{1};A=A0{};B=B-{i};A=A-{]}
Fin si
Fin pour
Fin pour
Trier les taches de A et B suivant la propriété Waped. ;
f* = Fobj(A [/B)
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5.3. Commentaires et discussions

> Cette approche permet de déterminer une séquemrscécdees réalisant une
solution approchée du probleme en question ensambarincipalement sur la
propriété 2 et la permutation de taches entreriesrables A et B.

> La séquence initiale est obtenue de l'ordre SPTorgSRrocessing Times)
pour remédier au cas d’équité lors de I'applicatieria propriété V-shaped.

» Dans l'algorithme précédent, la tache s (strapdw), jsi elle existe, est
considérée comme derniere tache de B, ce qui réapas la démarche
générale de la méthode.

» L’amélioration que peut éventuellement apportempéamutation de taches
entre A et B découle de leur positionnement danwolavelle séquence, c’est
pour cette raison qu’on refait I'ordre par la piep¥ V-shaped.

» La solution approchée obtenue en sortie constituee borne supérieure
initiale de la solution du probléme dans la relexatle I'espace des états qui
fera I'objet du paragraphe suivant.

> La complexité de I'étape 1 est O(4n + n(n-1)/2 +cE)le de chacune de 2 et 3
2 et 3 est O(9 *#2 + n(n-1)/2 + 1). L'algorithme est donc polynoinia

5.4. Tests et résultats
Le tableau suivant illustre les résultats obteraug 10 instances
en prenant n = 25 h=0,4.

Instance Optimum UB Erreur Relative
01 32061 33432 0,04
02 12762 12900 0,01
03 7615 8238 0,08
04 1289(¢ 14066 0,09
05 23845 24438 0,02
06 21300 21641 0,02
07 30017 31650 0,05
08 9389 10299 0,10
09 17909 19322 0,08
10 15713 17002 0,08

Moyenne 18349,6 19298,8 0,05
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A partir de ce tableau, on peut conclure que dam®ntexte d’améliorer cette
solution approchée ultérieurement par la relaxatagrangienne, ces résultats sont

admissibles, du moment qu’on vise a réduire 'arrelative.

6. Relaxation de I'espace des états
6.1. Relaxation lagrangienne

La relaxation lagrangienne est une méthode sudtlisée pour calculer les
bornes inférieures (Lower Bound) des solutions dertams problémes
d’ordonnancement pour les intégrer par la suitesd#s heuristiques évaluant une
solution approchée qui devient, par ce principes arne supérieure (Upper Bound)
de la solution approchée évaluée.

Munie par ces deux bornes, la solution approchéerrgid s’améliorer
itérativement en les faisant rapprocher. Cette @y peut, dans certains cas,
converger vers la solution exacte du probleme, asuites données et le nombre
d’itérations effectuées.

La relaxation lagrangienne est également trés piilur les méthodes exactes
exigeant une borne inférieure pour explorer uneada recherche telle que la méthode
par séparation et évaluation (Branch and Bound dBth

Elle s’avére tres importante du moment qu’on s'epirque l'efficacité de
cette méthode dépend essentiellement de la qaialité borne supérieure générée par

la relaxation lagrangienne.

6.2. Relaxation de I'espace des états

En général, la relaxation lagrangienne consisteelaxer une partie des
contraintes et a les intégrer dans la fonction alfj@ I'aide des multiplicateurs de
Lagrange [CHU96]. On parle ici de la relaxationraggienne dans un cadre général
pour différents problemes d’optimisation et difidles méthodes de résolutions.
Cependant, dans ce volet, on ne s’intéresseralgu@axation de I'espace des états
géneéreés par la méthode de la programmation dynaraqgpliquée a notre probleme.

Or, on a vu que la programmation dynamique générétés (n est le nombre de
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taches), sachant que T<& 2(T :_% pi ), 'approche qu’on se propose de présenter
|

consiste a relaxer cet espace d’états dans un blesdmtemps discre{®,1,2,.,F

ou en introduisant un vectehr= (A1, A» , , ,A,)) associé aux taches et en définissant

une fonction f associée au vectaule la maniére suivante :

Pour tlJ Z :
> F(t,A) =0sit<O0;
» FO,A)=0;
> F(t,A) = ier]in{F(t-p,)\)+g(t)+)\i}sit:1,2,...,T;

F(T,A) est une somme de n termes, qui ne sont pasnfierdédistincts, de la
forme : g(C) + A; ; ceci veut dire que : de cette approche décomdeséquence de n
taches qui peut éventuellement contenir des tadpEtées (successivement ou non) ;
donc d’autres taches n’'apparaissent pas danssegftence.

En termes mathématiques, cette séquence est mgamant de n éléments de |
et ne serait une permutation de | que si chaqueetde | y apparait une et une seule
fois. Posons donc : F(R) = g(Cy) +Aa+ (Cp) +Ap + ...

On sait que dans I'expression du critere ne dgiegitre que les termes de la
forme g(C) ; il faut alors retrancher les composamegjoutée dans la formulation
dynamique ci-dessus. La résolution récursive dblproe ainsi formulé aboutit alors
en derniére itération a la borne inférieure ingiBBA\) = F(T,A) - 2 A,

Remarquons qu’'on n’a pas certainement rajouté tess\; mais on les a
retranchés tous, ceci justifie le qualificatif «@ériture» de la solution approchée
trouvee ainsi.

Si, en revanche, si chaque tache apparait uneeetaule fois dans la séquence,
cette derniere est certes, optimale puisqu’elldisede minimum (voir I'équation
récursive).

Or, quelque soit le vectew, on a : LBA) < F*(I). ( F*(I) est la solution
optimale du probleme) ; par conséquent, 'améliorabu éventuellement I'exactitude
de LB(\) dépend du choix du vectelr
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C’est pourguoi on introduit ici une approche ité&matpour trouver le meilleur

vecteurA.
On commence pa¥? = (0,0, ...,0) et pour tout entier non nul k
30 = pten P -LBAS i -1
| | z (nj _1)2
jol

Ou : A¥ est la ™ composante du’R®vecteur\.
n®™® est le nombre d’occurrences de la tiche i dasédaence obtenue dans le
calcul  de LBK*?Y). Si, & litération k, on adidl: n®= 1, alors la
séquence est optimale.
<1 - est une estimation de la solution approchéerdbl@me définie par :
©) = f(1) : solution approchée du probléme obtenue lipeeuristique SEA
détaillée dans le paragraphe précédent.
Si LBA®Y) > &1 3 ritération k-1 alors :
fO = LBAKD) + | <V 6D | )2
Si durant k itérations successives, la borne iatéd ne s’améliore pas, alors :
f9 = (D +(1-p) maLB(AY) }) 5 pO10,1]
i0[1,k-1]

En appliquant cette récursivité pour quelques aeesad’itérations, on parvient
progressivement a améliorer le vectdurce qui conduit & rapprocher LB?) de
F*(1). Selon les tests qu'on a effectués, on a mbtempiriguement que pour k = 500
on puisse trouver des résultats satisfaisants. anbre plus grand d'itérations peut
éventuellement donner des résultats meilleurs. @kpH, il se peut que, pour certains
problemes, on se retrouve dans une situation goeoth du temps dans des itérations
pratiquement inutiles, c'est-a-dire que la borriériaure ne s’améliore pas durant ces
itérations. C’est pour cette raison que cette agfran’est pas toujours convergente.

Traduisons cette approche par un algorithme a ét@ipes, qui représentera la
relaxation de l'espace des états qu'engendre lahadét de la programmation

dynamique.
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6.3. Algorithme de relaxation de 'espace des états

Algorithme Relaxation()

Entrées : f*(I), n,p, @ ,8 pouri=1n;

Variables intermédiaires A(n), LBmax ; min, k,i,t : entiers;
Sorties: LBY;

Début

T=3p ; Y= A*Y=(0,0,...,0) ;LBmax=0; L = 0;
i=1

Pourk=1a7
Pourt=1aT
F(t) = o;
Pouri=1an
Sit—p<0: min=ow;
Sit—p=0: min=g(t)+ A ;
Sit—p>0: min=F(t-p +g(t) +A;
Si min < F(t) Then F(t) = min;
Fin pour
Fin pour
LB = LBY; LB® = F(T) - T A;
Si L& > LBmax : LBmax = LB:
Si LB*Y > &Y alors
= LB*Y + Abs(f(k-1) — £2) / 2

Si non
(§2) — fk-1)

D = 0
® = p* f*Y +(1-p)* LBmax
Fin si
(f“P -BA“)(n™ -1

Z(nj _1)2

jal

Pour i=1ana® =A*" +

Fin pour
Fin

6.4. Commentaires et discussions
> On a vu que la complexité des algorithmes de dggammation dynamique
est O(n2™Y), en revanche, celle de I'algorithme de relaxashO(nT), ce qui
souligne I'écart considérable des temps d’exécatieinsoutient le choix de
cette approche.
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» Cette approche peut converger, dans certains pa8s ain certain nombre
d’itérations, vers la solution exacte du probleragyjai peut étre utilisée pour
évaluer l'efficacité d’'une heuristique. Ceci a#uisi a une itération donnée k
on aurait :JilJl : n®= 1. ce nombre d'itérations k est fonction de muss
facteurs : les données du probleme, I'heuristiqoarrfissant la borne

supérieure initiale, le parametre u et, bien entdechasard. Mais, attention,

ce n’est pas toujours le cas.

> L’effet du paramétre p révele une grande importaracal permet de choir un

positionnement deg® dans lintervalle [B*™ , f&?]. C'est en d’autres

termes, le barycentre au lieu du centre de ces d@eaxrs pour permettre ainsi

plusieurs éventualités d’amélioration.

6.5. Tests et résultats

Les tableaux suivant illustre les résultats obtgraug 10 instances
avecn=25,k=7,h=0.4

M =0.25

Instance Optimum LB Erreur Relative
01 32061 30562 0,05
02 12762 11897 0,07
03 7615 7256 0,05
04 12890 12374 0,04
05 23845 23348 0,02
06 21300 20238 0,05
07 30012 28130 0,06
08 9389 8761 0,07
09 17909 17207 0,04
10 15713 15249 0,03

Moyenne 18349,6 17502,2 0,05
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1 = 0.50
Instance Optimum LB Erreur Relative

01 32061 31400 0,02

02 12762 12108 0,05

03 7615 7350 0,03

04 12890 12374 0,04

05 23845 23560 0,01

06 21300 20600 0,03

07 30012 28325 0,06

08 9389 8806 0,06

09 17909 17283 0,03

10 15713 15340 0,02
Moyenne 18349,6 17714,6 0,04

u=0.75

Instance Optimum LB Erreur Relative

01 32061 31736 0,01

02 12762 12482 0,02

03 7615 7498 0,02

04 12890 12490 0,03

05 23845 23603 0,01

06 21300 20850 0,02

07 30012 28780 0,04

08 9389 8976 0,04

09 17909 17540 0,02

10 15713 15532 0,01
Moyenne 18349,6 17948,7 0,02
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Les résultats ci-dessus montrent I'effet du parangt sur la qualité de la

solution approchée et que le choix de ce paramipend de I'heuristique adoptée

pour le calcul de la borne supérieure initiale. Atheuristique utilisée ici, il s’avere

que le cas p = 0,75 réalise le bon résultat.

Pour montrer I'effet du paramétre p sur la qualgda solution approchée, on a

représenté graphiquement I'erreur relative en fonade p en prenant : h=0,4 ; n=25.

(fig. 3.2).

Taux d'erreur

0.05
0.04
0.03
0.02
0.01

0.1

0.3 0.5

0.7 09

Fig. 3.2. Représentation graphique du taux d’errean fonction de L.

Ce graphe montre clairement que le taux d’erreumngsrsement proportionnel

au parametre |.

Résultat : pour = 1, on obtient des résultats meilleurs.

Le tableau suivant illustre le temps d’exécutior’'adgorithme de relaxation

pour des problemes de tailles plus grandes.(k=0, {5}

h n=50 | n=100, n=20Q0 n=500 n=1000
0.2 2,47 7,60 18,01 132,06 441,43
0.4 2,47 7,53 17,89 122,43 423,50
0.6 2,45 7,50 17,76 11550 412,67
0.8 2,44 7,14 17,68 109,82 408,50
Moyenne| 2,45 7,44 17,83 119,95 421,52
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Ce tableau reflete nettement 'efficacité de laxation de I'espace des états surtout en

temps d’exécution.

7. Conclusion

On a traité dans ce chapitre le probléeme d’ordooaaent de minimisation de
la somme des colts des avances et des retardaesseule machine et avec une date
échue commune en trois principaux volets :

D’abord, par une méthode exacte, la programmatigmamhique, ou on a
introduit un procédé de tabulation qui a permigéudre des problemes de ce type
dans un temps raisonnable.

En deuxiéme lieu, on a élaboré un algorithme ap@groéondé sur I'approche
SEA qui consiste en la permutation de taches pplieation de la propriété V-shaped,
cet algorithme a donné des résultats qui peuvargidérés comme bornes superieures
initiales dans la relaxation de I'espace des états.

Enfin, on a appliqué la relaxation de l'espace é#sts au probleme en
introduisant un parameétre pour déterminer la maidlestratégie a adopter pour
améliorer la borne inférieure de la solution.

On estime que cette démarche puisse étre un cuiil @border ce type de

problemes et qu’il puisse étre généralisé et admptéutres types de problémes.
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Par le biais du travail qu’on a abordé ici, on sévplusieurs objectifs, qu'il
s’avere tres intéressant de les évaluer ici en@amigles principaux concepts qu’on a
étudiés pour donner quelques éléments de réponsajumstions qu’on considéere
pertinentes:

« En dépit de sa lenteur et de son besoin excessiéspace mémoire, la
méthode de la programmation dynamique demeure tihtos puissant et
souple pour aborder des problemes d’optimisationkdnatoires en général de
tailles assez faibles et pour tester et appréeerniéthodes approchées et
I'évolution tellement accélérée des ordinateurs rggu certes, réduire
considérablement I'effet de ses handicaps.

* En particulier, I'application de la programmatiogndmique a la résolution de
problemes d’ordonnancement fournit une alternatu autres méthodes
exactes puisqu’elle s’adapte a toutes les fonctodojsctifs et a tous types de
contraintes ou on n’ait pas besoin d’'une heuristigour déterminer une borne
inférieure de la solution comme dans la méthodes@paration et évaluation.

« La relaxation lagrangienne de [I'espace des étatsengandre la
programmation dynamique fournit un moyen trés affec pour donner une
solution approchée de bonne qualité a un proble€me@ahnancement, voire
méme, dans certains cas, pour déterminer la solatkacte du probleme, et
ce, suivant les données et le nombre d'itératidiestes.

e L'approche SEA (Sequential Exchange Approach) $igge@ au probléme
gu’'on a étudié ici, représente un procéde treslsimpi peut étre géneéralisé a
d’autres types de problémes et peut participel aunssujets d’actualités.

Dans le cadre d’'un bref constat des points esdermte la contribution apportée
par ce modeste travail, on doit citer les élémsuigants :

v Une conception abstraite et une formulation gérséralde la programmation

dynamique qu’on a projetées sur deux exemplegriitifs.



Conclusion générale

v’ La résolution d’'un probléme d’ordonnancement de thyR par la méthode
de la programmation dynamique en faisant interveme procédure de
tabulation ce qui a manifesté un gain considérableemps d’exécution.

v La démonstration mathématique des trois propri@tégsrobléeme en question
gu’on n’a pas pu, malheureusement, trouver ailleurs

v’ L'application, pour la premiére fois, de la relamatde I'espace des états au
probleme avec une approche qui est propre a ntatde @t qui a donné des
résultats appréciables dans le contexte de la mduhede solutions
approchées.

v L'introduction d’'une version spécifique de I'apphecSEA pour rechercher
la borne supérieure de la solution optimale forgl#eles trois propriétés du
probléme et la permutation de taches.

En fin, dans le cadre de situer cette contributians les sujets ayant trait au

domaine de ce travail, je me permets de soulege¥léaments suivants :

» L’évolution de la technologie pourra donner un tadle soutien a la
programmation dynamique pour remédier a ses incoents et fournira
ainsi un grand apport aux problemes d’optimisation.

» La démarche générale appliquée qui se base edsanést sur trois volets :
la programmation dynamique, 'approche SEA pouedginer une solution
approchée qui servira de borne supérieure et &xatbn de I'espace des
états pour déterminer une borne inférieure de latisa du probleme, peut
étre ameéliorée empiriquement selon le nombre ftrfae des itérations.

» Quant aux problémes d’ordonnancement traitantdésscdes avances et des
retards, malgré le progres considérable des tegbside I'ordonnancement
ces dernieres années, ils demeurent un espacastesde diverses situations
gu’on peut rencontrer en pratique et tellementéggu’on ne puisse estimer
la complexité. C’est dans de le but de fournir coetribution a de tels sujets
et de participer a I'évolution si rapide de ce dovaaju’on a abordé ce sujet.
On espere avoir donné au moins une synthese démearghe qui peut servir
d'une plate-forme pour faire face a d’'autres situest et ouvre ainsi de

nouveaux horizons dans le domaine.
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