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Introduction

La question des dérivés fractionnaires est abordée deés 1695 par Leibnitz dans une lettre
de L’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait étre la dérivée d’ordre un
demi de la fonction f, Leibnitz répond que cela méme & un paradoxe dont on tirera un jour
d’utiles conséquences. Plus de 300 ans aprés, on commence seulement a venir a bout des
difficultés.

De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler
(1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), etc. . . Différentes
approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers.
- La limite du taux d’accroisement d’une fonction se généralise sous la forme de la formule
de Grunwald-Letnikov, trés utile numériquement,

- L’intégration, opération inverse, via la formule intégrale de Liouville, méne aux formules
de Riemann-Liouville et de Caputo et de Hadamard.

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. C’est Lacroix (1879)
qui montre que pour f(t) =t* et a > 0,
dz - F(a+1)ta_%
dt? r (a + %)

Ensuite, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Weyl, Riez, Marchaud et Caputo, entre
autres, ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on définit les
dérivées et intégrales non entieres.

Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés prin-
cipalement sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev ([8], 1993), celui de Rubin ([7],
1996) ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo ([2], 2006).



Introduction

Les dérivées fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains domaines de la
physique faisant intervenir des phénomeénes de diffusion comme I’électromagnétisme, I’acoustique
ou la thermique.

On propose dans ce travail, de faire une synthése de certains travaux sur le calcul frac-
tionnaire.

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux
de la théorie de ’analyse fonctionnelle, un rappel et quelques concepts préliminaires seront
introduits comme la fonction Gamma, la fonction Béta, et la fonction de Mittag-LefHer qui
joue un role important dans la théorie de calcul fractionnaire.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons aux définitions élémentaires et notions
de base relatives au calcul fractionnaire telles que : I'intégration fractionnaire, la dérivation
fractionnaire au sense Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov et celle de Hadamard,
qui sont les plus utilisées.

Dans le troisieme chapitre de notre travail, nous présentons une généralisation récente
introduite par Udita Katugampola (2011) est la suivante, qui généralise I'intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville et 'intégrale fractionnaire de Hadamard. L’intégrale est connue
sous le nom de l'intégrale fractionnaire de Katugampola. En outre, la dérivée fractionnaire
de type Katugampola et Caputo-Katugampola, qui généralise les dérivés fractionnaires de

Riemann-Liouville et Hadamard et Caputo.



Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions et des
résultats fondamentaux de la théorie de I’analyse fonctionnelle. Nous présentons également
les fonctions Gamma, Beta, Mittag-Leffler, qui seront utilisées dans les autres chapitres.

Ces fonctions jouent un role treés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1 Espaces d’intégration, et fonctions absolument con-
tinues

Dans cette section, nous présentons des définitions d’espaces des fonctions p-intégrables,
absolument continues, et les fonctions continues et leurs modifications pondérées. Nous
donnons également les caractérisations de ces espaces modifiés qui seront utilisés plus tard.

Soit Q = [a,b] (—o0o < a < b < +00) un intervalle fini ou infini de R. Nous désignons

par LP(a,b) (1 < p < +00) ’ensemble des fonctions mesurables f sur Q avec || f|| < 400, ou

b 7
||f||p=(/ |f(t)|”dt) l<p<too
et
I = ess sup 17 (1)

a<t<b

Maintenant soit [a,b] (—oo < a < b < 4+00) un intervalle fini de R. Nous désignons par

ACa, b] 'espace des fonctions absolument continues sur [a, b], ou

f(t) e AC[a,b] & f (1) :c—l—/tgo(T)dr, ¢ (1) € L(a,b),



1.1. Espaces d’intégration, et fonctions absolument continues

et donc une fonction absolument continue f(t) a une dérivée f () = ¢ (t) presque partout
sur [a,b], et f(a) =

Pour n € N ={1,2,3,...} on note AC"|a, b] 'espace des fonctions f(t) ayan des dérivées
continues jusqu’a l'ordre n — 1 sur [a, b] tel que

[t e ACla,b] :
AC™a,b] = {f : [a,b] = R/ f"'(t) € AC'[a,b]}

En particulier, AC'[a,b] = AC [a,].
Nous utilisons également une modification pondérée de 'espace AC™[a, b], dans laquelle la
dérivée usuelle D = % est remplacée par la dérivée dite d—dérivée, définie par 6 =tD = t%
Nous désignons par ACY [a,b], (n € N, p € R), 'espace des fonctions mesurables g sur
(a,b) telles que t*g(t) a une d—dérivées jusqu’a lordre n — 1 sur [a,b] et 6" ' [thg(t)] est

absolument continu sur [a, b] :
ACY [a,b] = {f : [a,0] = R/ 6" [t'g(t)] € AC [a,b]} .
En particulier, lorsque p = 0, 'espace .ACy'[a, b] = ACY[a, b] est défini par :
AC}la,b) = {f : [a,b] = R/ 6" "g(t) € AC |a,b]}.

Sip=0etn=1,1espace ACY [a,b] coincide avec AC [a,b].
Enfin, considérons I'espace X? (a,b), (c € R, 1 < p < 00) des fonctions mesurables f sur

(a,b) pour ||ly[|x» < oo, défini par la norme,

1
b >
c ds\*
Hf”xg’:(/ \Sf(3)|p—s) < o0, pour 1 < p < o0,

et pour le cas p = oo,
[/l xee = ess sup [t°|f ()], (c€R).
a<t<b

Définition 1.1.1 Soit f : RT — C continue par mourceauz. On appelle transformé de
laplace de f définie par

—+00

F(s)=L(f (1)) (s) = f(t)edt.



1.2. Fonctions Spéciales

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.2.1 On appelle Gamma la fonction définie par
“+o0o
['(z) = / t*te7'dt, (z € C,Re(z)>0).
0

avec 771 = elz=1)Int,

Exemple 1.2.1 1. (1) = [ etdt = 1.

2.T() = 0+°° trletdt = 0+°° t~2etdt = 2 f0+°° e " dr = \/7 (posant le changement

de variable t = 72).

Lemme 1.2.1 la fonction Gamma est une fonction de classe C* surR*., (resp.holomorphe

sur le demi plan z € C,Re(z) > 0) et
+o0o
Vk € N*.Vz € R% (resp. z € C, Re(z) >0); TW(z) = / (Int)**te tdt.
0

Lemme 1.2.2 Pour tout z € C, Re(z) >0, n € N*, on a

1. T'(z+1) = =2I'(2).
2 'n) = (n—=1)!
3. T(n+3) = &hF

Preuve.
1. Représentons ['(z + 1) par U'intégrale d’Euler et intégrons par parties:

+o0 +oo
[(z+1) = / tre ldt = [t e I + z/ t*le tdt
0 0
= z2I(2).

2. 1II suffit d’appliquons 1 pour z =n — 1.

(2n)1y/7

3. Nous allons démontrer la formule I'(n + 1) = gy bar récurrence sur n € N.
"n!
1 0)!
-Pour n =0, onaF(O—|—§) = (4)0(\){% = /.



1.2. Fonctions Spéciales

-Supposons que la formule est démontrer la formule est vérifiée pour (n — 1) et con-

1 (2n—1)7

sidérons n.C-a-d que supposons que I'((n — 1) + =) = 4001 1!
n— n — !

5 , vérifie. Alors

1 1 1 1 (2(n—1)y/7
Fn+3) = @—§WW—§**”_?4mwn—m
_ (zn—l) (- )7

2 ) 40— 1)
2020~ 1) (20 — DIV
2n 2 4l-D(p — 1)
_ (2n)!ﬁ.

4nnl

Donc la formule est vériffiée pour n.

Remarque 1.2.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non en-

r 1
tiere par la formule T'(z) = ﬂ, et La transition d’un intervalle a un autre (—1,0), (=2, —-1),(=3,—1)
z

La fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatifs entiers.

Exemple 1.2.2 1) ['(-1) = F(__%:_ D = F_(%l) = —2./T.
yr-p =il T 4T

2
Graphe de la fonction I'(z).

T
IS
'
w
N

Graphe de la fonction I' d’Euler



1.2. Fonctions Spéciales

Proposition 1.2.1 Pour tout p > 0, on a

nPn!
L) = 0+ 2) ot )

Preuve. Considérons la fonction

f@%m=ién(1—%) L.

On peut facilement voir que

lim f(n,p) =T (p).

n—-+00

D’une autre part, par 'intégration par parties on obtient
n ¢ n ¢ ntp n 1 n ¢ n—1
fn,p) = / (1——> tPLdt = Kl——) —} +—/ (1——> tPdt
0 n n Plo PJo n
1 [ AN
- <1__> .
P Jo n
Encore fois, en inyégrant par parties
1 (" AN
f(n,p) = —/ (1——> tPdt
P Jo n
1 t\" et " —1) " t\"?
O e
p n) p+1lly, np(p+1)Jo n
n n—2
_ nln-1) / =LY e
n’p(p+1) Jo n
Aprés 'intégration par parties n fois, on obtient

fnp) = n(n—l)...[n—(n—l)]}/g" (1_3)”—"tp+(n_l)dt

n'p(p+1)..[p+ (n—1) n

B n! gnte "
 onp(p+ 1) p+ (n 1) [nﬂ?]o
nInP
pip+1)...(p+n)

Par conséquent
ninP
I'(p) = lim .
(p) n—toop(p+1)(p+2)...(p+n)




1.2. Fonctions Spéciales

1.2.2 La fonction Beta

Définition 1.2.2 La fonction de Beta est un type d’intégrale d’FEuler définie par

1
Bro= [ 070 0-0""d (g cC Rep)>0. Re(q) >0).
0
pour tout p,q € C, avec Re(p) >0, Re(q) >0, on a
I'(p)T ()
B(p.q) = =21
(p:q) Tt o)

Soit D = (0, +00) x (0,400), on a

+oo +00
L'(p)T(q) = ( / wp‘le‘””dw) ( / yq‘le‘ydy)
0 0
= // 2Pyt e @) dady.
D
En utilisant un changement de cordonnée, considérons les nouvelles cordonnées :

{u:x—i—y { T = uvw
€T j )
v=5 y=u(l—0)

d(z,y) vooou
— = —uww—u(l—v)=—u
d(z,y) l—v —u ( )

et

De méme que le domaine D' correspondant ¢ D dans les cordonnées u, v est
D' ={(u,v) /u>0,0<v <1}

Alors

// Pyt e dpdy = // (uv)p*1 (u(l— v))q*1 e " — uldudv
D i
= // uPT P (1 — ) e dudy
D/
+o0o 1
- / / WP P (1 — )T e dudy
0 0

+o00 1
— (/ up+q_1e_“du> / (1 — o) do
0 0

= I'(p+4q)B(p,q).

par conséquent



1.2. Fonctions Spéciales

1.2.3 Fonction de Mittag-Leffter

Définition 1.2.3 La fonction de Mittag -Leffter est définie par

+oo tk
E,(t) =) ——— .
o (1) ;F(akﬂ), a>0

et la fonction de Mittag -Leffter généralisée est défine par

+o00 tk
Eop(t) = kzzo T (ak+ )’ (o, B) > 0.

Exemple 1.2.3 1.

T (k+1) =k
2.
+o00 tk +o00 tk \/_
Ex(t) =By () =y — = = cosh V/%.
2(t) = Eza (1 Z;F(ZkJrl) l;(%)! cos
3.
f tk +2’° tk 1+§ tk+1 l(t )
Eat)=) =) 7 —=7) ————=-(e—1).
2 T(k+2) &k 2=kt ¢
4
+o0 tk +o00 tk 1+oo tk+2 .
Bist) =S —— =S N (1),
13 () %F(k—FS) %(lﬁ—Q)! t2§(k:+2)! 2 (© )

Théoréme 1.2.1 Pour a=n€eN, A€ R, ona

<%)n Ea (M%) = AB, (M").

d n
(%> tPIE, s (M) = MPTTIE, (A7)

Proposition 1.2.2 Pour a,3 >0, A€ R on a

a—8
L [P Eyp (M)] (s) = Sj — s> 0. <1




1.2. Fonctions Spéciales

Preuve. Grace a la définition de transformée de Laplace, on a

+oo
L[tPEy 5 (At)] (s) :/0 P B, 5 (M) e dt

400 +00 a\k
)
— t,B—l § ( _Stdt
/o I (ak + 5)6

k=0
+oo k +o00
A
— talﬁ»ﬁfl 7Stdt.
Yl

Posons le changement de variable st = 7, on obtient

CI B ] () = Yo it [ ke
’ =0 F(Oék‘i‘ﬁ) 0
+oo \Fg—ak—B

- ;r(akJrﬁ)F(akJrﬁ)

+oo
= 5P Z ()\s_a)k .
k=0

10



Chapitre 2

Eléments de calcul fractionnaire

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul
fractionnaire telles que : l'intégration fractionnaire de Riemann Liouville et I'intégration
fractionnaire de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sense Riemann-Liouville, Caputo,

Griinwald-Letnikov, et Hadamard, qui sont les plus utilisées.

2.1 L’intégrale de Riemann-Liouville

Fonctions définies sur [a,].
Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a, b].

Notons par (I;Jr f ) la primitive de f qui s’annule en a:

Vt € [a,b]; (I;ﬂf) (t) = /t f(r)dr.

L’itération de (I;+ f ) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a et dont

la dérivée s’annule en a. De plus , d’aprés le théoréme de Fubini.

@A = @nen- [ t ( / s dT) du
= /at(t—T)f(T)dT.

Soit n € N*. En notant (I;+ f )n la niéme itération de (I;+ f ) , une récurrence directe montre

que
(T )" (1) = ﬁ / (t— )" £ (7) dr.

11



2.1. L’intégrale de Riemann-Liouville

Si on note g = (I;Jr f )n , g est donc 'unique fonction vérifiant
VO<k<n-—1, ¢®(a)=0, ¢ =7
L’égalité ¢ = f justifie la définition suivante:

Définition 2.1.1 Soit n € N*. L’intégrale a gauche d’ordre n de f , que l’on note (I;Zf)
est définie par :

(Zo f) (1) = ! ) / (t—7)""" f(r)dr.

(n—1)"J,
Grace a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment.
C’est la propriété I' (n 4+ 1) = n!,V n € N, qui permet de généraliser la définition 2.1.1 de la

maniére suivant:

Définition 2.1.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre a > 0
de f est définie par :
1 a1
Vi€t @0 =g [ 0= ()

De méme maniere on définit U'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & droite

d’ordre o > 0 est définie par :

b
Viektls @GN0 =g [ -0

Fonctions définies sur R' et R.

Il est naturel d’étendre la définition 2.1.2 aux axes R et R. Notons ces opérateurs (Ig‘+ f )

t (If:f) :

Wioe R (50 - >/< — 1) (1)

Vi € R; (I¢ t—TO‘ Yf(r)dr.

T

—

O./

Proposition 2.1.1 /5] Pour a >0, § >0, on a

F(ﬁ) —a a+p—-1
TN,

_ patp-1
( ey (b—1) .

A SOEE
2, (za (b— )"~ 1) (t) =

12



2.1. L’intégrale de Riemann-Liouville

Preuve.

(7ot - ™)

t

ﬁ / (t = 7)° " (r — @)’ dr, posons T —a = s (t — a)
o / (= a) = s (= a)* (s (= )P (¢ — a)ds
-0 B s Blag) =TT
% (t —a)**" .

2. Méme ideé (le chengement de variable est b — 7 =s(b—1t)).

Théoréme 2.1.1 [5] Si f € L'([a,b]), alors I f existe pour tout o > 0 et I [ €

L' ([a,b]) .

Proposition 2.1.2 [5] Soit « >0, 3> 0, et f € L' ([a,b]). Alors

Preuve. On a

oI f() = TLI f () =T f (1)

220 = i [0 (i [ ) o

= @

t / ' (t—7)*" (=) f(s)dsdr,
/a t f(s) / t (t—7)*"" (1 =) drds,

['()I'(5)

I'(5)
changement de ’ordre

d’intégration

13



2.1. L’intégrale de Riemann-Liouville

Posons u = T:S, alors
T8I f(t) = / f(s)(t— )7t ( /t<1—u>“uﬁ-1du) ds,
= /f ) (t=5)""""" B (0, ) duds, | B (a 6>:FF((O;>£%)'
- @ T /f (¢ o) ds
- [
— ).
.

Lemme 2.1.1 [5] Soit o« > 0, f € L' ([0,b]), b > 0. Alors la transformée de Laplace de

["intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Ig, [ est :
L(Z5:f)(s) =s""L(f)(s).

Preuve. On oeut écrire 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville Zg, f comme

convolution de deux fonction ¢ () = ﬁto‘_l et f(t), C-a-d

Taf) () = — / (t— )" f (r)dr

T (a)

I (
- el
g

(t)= f
Alors

L(Zg:f)(s) = L(g=[f)(s)
= L(g)(s) x L(f)(s)
_ ﬁ(rla)to‘ 1) (s) x L (f) (s)

(
= s L) (s).

14



2.2. L’intégrale fractionnaire de Hadamard

2.2 L’intégrale fractionnaire de Hadamard
Soit [a, b] un intervale fini ou infinie telle que (0 < a < b < 400) et f : [a,b] — R.

Définition 2.2.1 [5]/ Soit « > 0. L’integrale fractionnaire de Hadamard a gauche (resp. a droit)

d’ordre o de f est définie par :

TN 0= [ (1gf) Foy,

D0 =g [ (o) T ar

Sia=0et b= o0, ces définitions sont données par :

FDO - | t (1 E)M IO r, (o> 0).

T

(resp.

et

(T°f) (1) = ﬁ /too (log %)a_l f(:)dr, (x> 0).

Proposition 2.2.1 [5/ Sia>0,5>0¢et (0<a<b<+00), on a

1. ( o (log 2)6_1 (1) = % (log 2)%&_1.
o (e (oed) ) 0= 2 (re)

Preuve. On a

15



2.3. Dérivées fractionnaires

t
Posons (log Z) = (log —)
a a

g (]
T T
)

Proposition 2.2.2 /5] Soit a >0, >0 et 1 <p < 0.
Si0<a<b<+oo, et feLP(a,b). Alors

QTN = TNPf (e <0).

a

JeTls = J2f (e>0).

2.3 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définition de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette section
les définitions des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-
letnikov, Hadamard et Caputo-Hadamard qui sont les plus utilisées et nous donnons cer-

taines de leurs propriétés.Telle que:

e La dérivée aux sens de Riemann-Liouville est définie & partir de I'intégrale fractionnaire

de Riemann-Liouville.

e Caputo a défini un opérateur de dérivation modifié ; une dérivée fractionnaire qui est

plus restrictive que celle de Riemann-Liouville.

e Les formules de Griinewald-Letnikov pour représenter la dérivée fractionnaire font
intervenir des limites de diférences finies d’ordre fractionnaire. Cette approche est

importante pour la discrétisation des opérateurs d’ordre non entier.

16



2.3. Dérivées fractionnaires

2.3.1 Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Ces approche dites encore a partir des primitives est sont basé sur l'intégration afin de
définir la dérivation non entiére.

2
Soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique — = o,Z}, on peut définir

dt — a?
une dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par :

& _d
dte  dt
Plus généralement, si a > 0, et n = [a] + 1 on peut poser:

a d" o

S 2 o7
dto e

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 2.3.1 Soit o > 0, et n = [o]+ 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

a gauche d’ordre o de f est définie par :
a\" 1 v [ a1
vt b, Dy f(t) = | — I f(t) = ———— t—7)" e dr.
€l Def (0= () oTH IO = s | €=
De plus on a vu que la définition 2.3.1 d’intégrale & droite était associée & :l—f. Le raison-

nement précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 2.3.2 Soit « > 0,et n = [a| + 1. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville
a droite d’ordre v de f est définie par:

welat D0 =~ ) oBr 0= ot i [ -

Si maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement et sont

appelées dérivées de Liouville.

Définition 2.3.3 Soit a > 0, et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Liouville & gauche

d’ordre o de f est définie par :
vier pof(t) - (L) ooy — & /t (t— 7" f(r)d
T - \at +  T'(n—a)dt T e

—00
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2.3. Dérivées fractionnaires

De plus, on a vu que la définition 2.3.3 d’intégrale a droite était associée a % Le

raisonnement précédent conduit donc & la définition suivante :

Définition 2.3.4 Soit a > 0,et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Liouville & droite

d’ordre o de [ est définie par :
d " — Q_l)n d" oo n—a—1
Vie R, DYf(t)=| —— I"f(t) = ——————— t— dr.
cRD ()= (-5) T IO = pi s [ e
Remarque 2.3.1 1. Pour a=0etn=1 Ona

d

D f (1) = 5 (Thef) = £ ).

2. Tout ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers:

DL f(t) = DY) = o f(t)

Vn € N*; " .
Dy f(t) =DLf(t) = (=1)" 22 /(1)
Proposition 2.3.1 [5/ Poura >0,3>0et—a>0. Ona
1. (D;a (t — a)ﬁ*) (t) = % (t—a) ™",
2 (25 0-0") (= s =)

Preuve.

1. Posons f (t) = (t —a)”", d’aprés la définition 2.3.1 et proposition 2.1.1 on a

(5) 6= = (-ass-De-a+s-2

wn—a+p—-1—(n—-1))(t—a)
— m—a+B8-Dn—a+B-2)..(8—a)(t—a) ",

—a+p-1

et d’autre coté
F'n—a+p) = m—a+-1)T'n—a+5-1), F(x+1) =2 (2)
= n—a+pf-1)(n—a+-2)T(n—a+p-2),
= n—a+pf-1)n—a+p-2)..-a)['(B—q).

18



2.3. Dérivées fractionnaires

Donc
@ _ F<B) . . . . . . foa-l
(D f) (1) = m(n atf-1)(n—a+B-2)..(B—a)t—a)
_ oot f-Dn—atf-2). B0l
m—a+pf-1)n—a+p—-2)...(f—a)l'(B—a)
)
S TE-a Y
2. De méme maniere.
|
Remarque 2.3.2 [5] Pour \=—1,a=0, on a
(Dg+t)\) (t) { F(I;\(iz-l&—)l)tA_a’ 81 Oé_)‘gé {172>--->n} : A> 1
0, si a—Xe{l,2,....,n}

Sia—Ae{l,2,..,n}f=a—-A=m=A=a—m,me{l,2,...n}.
C-a-d
(Dget*™) (£) =0, me€{1,2,...,n}

Proposition 2.3.2 /5] Soit « > 0, 5 >0, n=[a]+ 1, (1 <p<o0), on a les propriétés

suivantes:
1. Si f(t) € L? ([a, b)), alors
(DUILN) () =F(1) et (DEIPf) ()= f(1).
2. Sia>petf(t)eL”(ab])), alors
(PLzef) = (T7f) () et (DLTpf) () = (T77F) ().

3. Si f(t)e L' ([a,b]), (Ij;ﬁ f) e AC™ ([a,b]), alors

n n—ao (n—F) a
(ZDef) () = f(t)—Z(I;Ea A - +1()) (t—a)".

0" @) o

e G

(L-Dy-f) (1) = F(t) -

k

4. Si f(t) € C1([a,b]), ¢ =[a+ 8]+ 1, alors

(DDl ) () = (D7f) (1) et (DED) f) ()= (D7) (#).

1
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2.3. Dérivées fractionnaires

2.3.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur I'interversion des compositions dans la formule de définition 2.1.1

semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de Caputo.

Définition 2.3.5 Soit « > 0, n = [o] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo & gauche

d’ordre o de f est définie par :

Vtela,b], CD2‘+ (t) = Igfo‘ o (%) ft) = ﬁ/ (t— T)"*O‘*I f(n) (1) dr.

n—a«a
Définissons aussi son analogue a droite.

Définition 2.3.6 Soit a > 0,et n = [a] + 1. La dérivée fractionnaire de Caputo & droite

d’ordre o de f est définie par:

Vitelab], D f(t) =10 (_%)n f(t) = (_—”n) /t (t—7)" 7 ) (1) dr.

Remarque 2.3.3 [5] Par contre, de telles définitions ne se recollent pas correctement aux

dérivée classique:

DL ft) = [fT() - " (a)

Vn € N*,
“Dpf(t) = (=1)" (f™) - f™ (1)

Le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques par limite inférieure.
Lemme 2.3.1 [5] Soit« € R" =N etn=[a]+1.Si fe AC" ([a,b]), alors

lim DY (1) = [O().

a—n—

lim DY f(t) = (~1)" fO(0).

a—n—

Proposition 2.3.3 /5] Pour « >0, 3> 0 on a

1. (Cpgg (t— a)‘*‘l) (t) = =

2, (CD;;, (b— t)ﬁ—l) 0=t

Preuve.
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2.3. Dérivées fractionnaires

1. Posons f (t) = (t — a)/B_1 , d’apres la définition et proposition on a :

Conn=2e (§) 10 = [ G- 0 e

F(n—a)
et
(%)n (t— a)@—l = B-1)B-2)..(B-1-(n—-1)(t—a) "
= B-1D(B—-2)...(86—n)(t— a)ﬂfnfl
d’ou
D _(5_1)<6—2)-.-(5—n) t B A s 72
(“Dg 1) (1) = NCES /a(t o (= )P

posons T —a = s (t — a)

_ (ﬁ_l)(ﬁ_2>(6_n> _aﬁfafl ! _Snfaflsﬁ_n_ls

- e R UM A CE d

B VB-DBom) ey,

- F(n—a) (t ) B( 75 )

_ (6_1)(5_2)(B_n)r(n_a)r(ﬁ_n)(t_a)ﬂ—a—l
I'(n—a)T(6—n)

I'(n—a)l'(8—-n)

I'(g—a)

= |Bn—a,f—n)=

_ r (ﬁ) (t . a),é’fafl ‘

2. De méme maniére.

Remarque 2.3.4 [5] Pour \=—1,a=0, on a

LAY _yh—a ¢\ ¢ £0.1.2,...n—1
(CDg+t)\) (t) — F()\*Q‘i’l) ) ¢ { b A ) } ’ )\ > _1
0, si Ae{0,1,2,...,n—1}

C-a-d
(“Dgt™) (t) =0, m € {0,1,2,....n — 1}.
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2.3. Dérivées fractionnaires

Théoréme 2.3.1 [5] Soient « > 0 et n = [a] + 1. Si f: [a,b] — R, si f posséde (n — 1)

dérivées en a et (D;&f) existe. Alors

3
,_.

(k)
(D2 f) (1) = D [f(t) ol ><t—a>’f].

0

e
i

presque pour tout t € [a,b).

Preuve. On a par définition

1) (g, . "
_ka!<><t_a>k] - (4 I:;a[f(t)_sz!m(t_a)k]

k=0 k=0
d\" [f(t=7)"! — /" (a) "
= (= — — d
(dt) /a I'(n—a) /() ~ k! (r—a)]dr
En utilisant l'integration par partie
— ;® —
g(r) = f(n)-Y 5% F-af — £ [f(T) > a)k]
k:1:0 k=0
(t—T)" >~ (t—r)" ¢
I'(n—a) - T T(n—a+1)
On obtient:
t n—a—1 n—1 k)
- (t—1) f® (a) K
I A T L Dhe SO L
(t—7)"" t /t (t—7)"" d
= — — d
{I‘(n—a—kl)g()a CTh—arna’ D
D’ou
T g(t)] = Ti g 1)
at at dt
De méme facon pour n-fois,
o) = I g ()
at ot dtn
o d"
= InT} %g (t)
n—ao d" — f(k) ((l) k
- Ia+ dtn [f (t) - L! (t - (l)
k=0
d" d" = f® (a) "
a+ dtnf( )7 dtn [ko k?' ( CL) O
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2.3. Dérivées fractionnaires

Alors
- f<t>—: o) <t—a>’“] - () = f(t)—:iéf 9y
- (&) T
- (§) mmegro
= T

Corollaire 2.3.1 [5] Soient « > 0, n = [a] +1 et (D2 f) (), (D2 f) (t) sont ewistent,
on suppose que f*) (a) =0 pour k =0,1,....n — 1. Alors

(“Dgf) (1) = (D3 f) (1),

Proposition 2.3.4 [5] Soit a« > 0, >0, n = [a] + 1, on a les propriétés suivant:
1. Si f(t) € C1([a,b]), g = [a+ B] + 1, alors

(“Pz DL 1) (1) = (“PIr) (1), et (“DgOD) f) (6 = (“PyF) ().

2. 8i f(t) € C™([a,b]), ou f(t) € AC™ ([a,b]), alors

(Zo °D f) (1) = ()= L@ (¢ -y,

(Te oD £) (1) = f) =Y ELIO0 gk,

2.3.3 Dérivées fractionnaires de Griinwald-Letnikov

L’idée de cette approche est de généraliser la définition classique de la dérivation entiére
d’une fonction & des ordres de dérivée arbitraires.

Soit f: R — R, pour h > 0 on a:

() = Tm S (f ()~ F(E—h).

h—s0 h
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2.3. Dérivées fractionnaires

et la dérivée seconde:

h—0 h
11 1
= [ L = (=) = (7 (=)= £ (e 20)
= Jim 7 ()~ 2F (+— )+ F (£~ 20)]

plus généralement, la dérivée n’*™“de f et donnée par:

n

1
f () = Jim o ; (=D CLf (= k),

n! :n(n—l)...(n—(k—l))
K (n — k) k! '

Il est possible d’étendre C}' & k > n, en posant C}' = 0. La formule (1.45) devient alors:

Cp =

1 n
f (1) = Jim ; (=) CRf (t—kh).

La encore, on peut généraliser le terme de droite grace a la fonction Gamma, en posant pour

ae€RT—N,et k€N,
I'(a+1)
F'k+1)I'(a—k+1)

Notons cette fois que C}f # 0 méme si k > n,

«

Définition 2.3.7 Soit « > 0, La dérivée fractionnaire de Grinwald-Letnikov a gauche

d’ordre « est définie par:
1T o
vt e ROYDYF () = lim — Y (1) Cpf (t — kh).

h—s0 h©
k=0

Définissons aussi son analogue & droite.

Définition 2.3.8 Soit a« > 0, La dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov & droite

d’ordre a est définie par:

e}

1
GL mya : k ~a
Vi e R"“"DYf(t) = hhmo 7o kg O (=1)"Cpf(t+kh).
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2.3. Dérivées fractionnaires

La dérivée de Griinwald-Letnikov présente un intérét numérique évident. Si h est as-
sez petit, L’évaluation discréte de h% Yo (—1)k C f (t — kh) permet d’approximation la

dérivée fractionnaire de Liouville sur R.

Remarque 2.3.5 (Linéarité)

La diffiérentiation et ['intégration fractionnaires sont des opérateur linéaires:

D (Af(t) +ug(t) = ADf(t) + uDg (t),

pour n'tmporte quelle approche de dérivation.

2.3.4 Dérivées fractionnaires de Hadamard

d
Soit [a, b] un intervale de R, et on a la fonction f : [a,b] — Ret (5 = t%> le 0 — dérivé. et

ACY a,8] = {g s [a,b] — C 0" g(1) € ACa, b6 = 17},

Définition 2.3.9 [5] Soit a > 0 et n = [o] + 1. Les dérivées fractionnaires de Hadamard a

gauche et a droite d’ordre o de f sont définies par :

("D f) (t) = 6" (TXf) (¢) (2.3.1)

) [ ) e o

et

("D f) (1) = (=0)" (FF) (1)
- () e [ o) e e,

respectivement.

Proposition 2.3.5 [5/ Sia >0, 3> 0, alors

L (e (med) Y- 2 (eet) e

o, (#pe <log %)B_l> (t) = % (log %’)H_l . B>a



2.3. Dérivées fractionnaires

En particulaire, si B =1, on a

L. ( Dx1) () = T 51(?)@) (log 2) _a.

r(p) AN
Hyo _ —

2. (D) (t) = T a) (logt) :
Lemme 2.3.2 [5] Soit « >0 et n=[a]+ 1, si f € AC} [a,b], alors

-1

25 0 =3 DO g ) L () @

et )
b 1y D ) @) (YL (D ryeet
DE D) 0= T E ey (81)  raea ] (e) @@

En particulaire, si 0 < « < 1, alors pour f € AC [a,b],

("D3f) () =+ (J; (f)a) <log 2) T ﬁ / t <log ;) h @dr

b b\ “ 1 b —a f!
o0 ) )1
Proposition 2.3.6 [5] Soit o > 0, et 8 > 0.

Si 1 <p< oo, alors, pour f € LP (a,b)

et

DL Jaf =T et HD] Jef=T7"f
En particulaire, si 5 =m € N, alors
Opm o goef=J5"f e "D Frf=TX"f.
Proposition 2.3.7 [5] Soit o > 0, et 1 < p < o0, alors, pour f € LP (a,b)
1 gaf = f (c<0);
DL Jrf = f  (c20).

Théoréme 2.3.2 [5] Soit a >0, et f € L(a,b) et (T °f) (t) € AC} [a,b]. Alors

n n—k n—o a—k
a Hopya _ . (5 (a"' f))((l) E
(T "Dgf) (1) = f (1) ; Flo—k+1) loga .
En particulaire, si « =n € N et f € ACY [a,b], alors

n—1 k a &
(o) (1) = 7 ) - S D@ <log2) |

k!
k=0
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2.3. Dérivées fractionnaires

2.3.5 Dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard

On définie les modification du type Caputo des dérivés fractionnaire de Hadamard comme

suite :

Définition 2.3.10 Soit « > 0 et n = [a] + 1, si f € AC}, Les dérivées fractionnaires de

Caputo-Hadamard o gauche et & droite d’ordre o de f sont définies par :

(CHDL) (1) = TS (). (2.32)

ol sy / <1og )nﬁl(fg)nf(r)d% (t>a),

et

(TR f) (1) = (1) T () (2.3.3)
% /t <log%)n_a_l (T%) f@)d;, (t<b).

respectivement.
Si a € N, alors
CHDO [ (1) = 6"f (1) et CHDRf (1) = (~1)"8"f (1).

Théoréme 2.3.3 [3] Soit « >0 et n=[a]+ 1, si f € AC}. Alors

“HDLf (1) = "D [f (t) - z_: ’ ];!(a) <10g 2) ] (t).

et

CHpg f(t) = "R [f 0~ X S (1) ]<t>.

En particulaire, s10 < a <1, on a

“Dif () ="Dg [f (1) = f(a)] (1)

et
“Df(t) =Dy [f (1)~ FO] ().
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2.3. Dérivées fractionnaires

Lemme 2.3.3 [3] Soit« >0, n=[a]+1 et f € Cla,b)].
(i) Si « #0 ou o € N, alors

NDY (T ) (6) = f(t), D (T f) () = f(t).
(i) Si « € N et o # 0, alors

Dy (T ) (1) = f(t) ~ ;*i(n—jg) <log 2) -

Dy (T f) () = f(2)

IO (1)

log -
['(n—a) ©8

Lemme 2.3.4 [3] Soit o > 0, et f € AC} [a,b] ou C§ [a,b]. Alors

5 (D) 0 =10 - 3 (1o )

T (DEf) O =fO) =) 5

k=0

Proposition 2.3.8 [3] Soit a > 0, n = [a] + let > 0. Alors

£—1 f—a—1
t r t
CHpe, (log 5) = NG (log 5) ., B>a.

I'(B-a)
AN L (8) AN

CHDe [ og - = ———(log- .

b Ogt F(B—Oé) Ogt 9 5>Oé
et
£\" b\ "
CHD2“+ <10g—) =0 et CHDI?Q (10g¥> =0, (]{7:0,1,...,%—1).

a

Les dérivés fractionnaire de type Caputo-Hadamard peut étre définie sur le demi-axe
positif RT par remplacant a par 0 dans la formule (2.3.2) et b par oo dans la formule (2.3.3)
a condition que f (t) € ACY (RT) ou f (t) € C} (RT), on a

D f(t) = ﬁ /0 t (log ;)Ml 5! f) dr.
“DUf(t) = % /too (log %)nal 5"fTT)d7'.
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Chapitre 3

Généralisation de dérivée

fractionnaire de Katugampola

Dans ce chapitre , nous présentons une généralisation récente introduite par Udita
Katugampola (2011 [6]), qui généralise I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et
I'intégrale fractionnaire de Hadamard. L’intégrale est connue sous le nom de I'intégrale frac-
tionnaire de Katugampola. et en présentons aussi la dérivée fractionnaire de type Katugam-

pola, qui généralise les dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville et Hadamard.

3.1 L’intégrale fractionnaire de Katugampola
Soit [a, b], (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R.

Définition 3.1.1 [4/ Soit p > 0. L’intégrale fractionnaire généralisée "%, f d’ordre o > 0
est définie par :
-«

T = s [t @ > a

Cette intégrale est appelée l'intégrale fractionnaire & gauche.

De méme facons on peut définie 'intégrale fractionnaire a droite par ?Z;' f

11—«

b
PTY f(t) = ﬁ(a} /t (17 — tp)afl L (r)dr, t <b.
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3.1. L’intégrale fractionnaire de Katugampola

Théoréeme 3.1.1 [4] Soient a > 0, 1 < p < oo. Alors lopérateur PZ%. est borné dans
X? (a,b) et
1PZa fllxe < K LS

ot

Xt pZC

a—1
el <up _ 1) du.
P

ou
b

Q

Preuve.

1. Pour 1 <p < .
si f(t) € XP(a,b) =t 7 f () € L? (a,b)

d’ou I'inégalité de Minkowsky, on a

1
b p >
dt\ "
Pzfle = ([ e )
a § , A
I /t 1 (4 -1\" "
= Tl 21 f(r)dr| dt
(/ T/, , )
LN o N e )
—/ T “ FLE) e a
I'(a) Sy u p u) u?

1 tp pya—l __p—1 -
pal—l“(a)/a<t —7) TP f () d

g o a—1 b p %
et L)
1 INa p u® \ J u t
b b L
a per=1 o — 1\ e u pdr\’
= ¢ — | du.
[ T (O{) ( P) ) uaerl </a: |7— f(T)| - > U
donc
17Ze% fllxe < I fllxe - (3.1.1)
Ou ,
L bap—l /a c—ap—1 <'U,p — 1)&1 d 1<p< (3 1 2)
= U u, 1 <p<oo, 1.
I'(a) Jy P
2. Pour p = oo, d’aprés
[fllxee = esssup [t°[f(D)]], (ceR). (3.1.3)
] a<t<b
et
pl—a ! a—1
T 0 = s [ e ey )
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3.1. L’intégrale fractionnaire de Katugampola

on a

OO < s [ @ = (L) ol

pa—lI‘
ap—1 2 a—1

_ b P /a uc_ap—l (E) du’
['(a) J; p

t
on pose u = —. Clest équivalent a (3.1.2).
T

Corollaire 3.1.1 Soient a > 0, 1 < p < oco. Alors lopérateur PI2, est borné dans L (a, b)

et

1

Hp"z’-ggrf’ XP > P > )

xr <k|lf|

i

ot k est donné par (3.1.2) avec c = %
Théoréme 3.1.2 Soient o > 0, 1 < p < oco,et p > c¢. Pour f(t) € XP (a,b) on a
T8I f =T F (3.1.4)
Preuve. En utilisant la définition .. et théoréme de Fubinis on a

PT" 1-54— f(t) =

1 tp t p_ ol (oo _ N\ pdedr
pa+ﬁ_gp(a)r(ﬁ)/a T f(T)/T (7 = ") ( )" sPdsdr. (3.1.5)

(7= 7)
t P _ P at+pf-1 pl L s
/T (t — s”)* (s” — Tp)ﬁfl sPdsdr = (t p) /o (1—y)* "y tdy, (3.1.6)
@)@ (9)
p I'(a+8)

Selon la formule de la fonction beta [5, 6]. Par ( 3.1.6) et( 3.1.5) on obtient
5 pl—a—ﬁ t 181
TLTLI0) = e [ =) e i

= "IOf().

Si p > c, alors les opérateurs 77, ° If L et PT) 2 sont bornées dans 'espace X ?(a,b), donc

la relation (3.1.4) est vrai pour f € X? (a,b). m
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3.2. La dérivée fractionnaire de Katugampola

Théoréme 3.1.3 [4] Soient o > 0 et p > 0. Alorst € (0,T),

li (Z5-0) () = (Bu) () = 5 [ =7 F (),
lim (2. ) () = (T2]) <t>:ﬁ / <10g ;) pEiurs

3.2 La dérivée fractionnaire de Katugampola

Définition 3.2.1 La dérivée fractionnaire généraliser de Katugampola *Dy. f a gauche

d’ordre o > 0, est défini par :

ez = (05) o T

a—n—+1 n t p—1
_ tl—Pi / ™ f (i) 7dT, t>a,
I'(n—a) dt o (tP —7P)" n+

De méme facons on peut définie la dérivée fractionnaire Katugampola a droite PDy- f par

o = (-0g) e

(=1)" pott <t1—pd)n/b T f (1) dr. t<b.
e (

I'(n—a) dt TP — tp)* L
Proposition 3.2.1 Pour a,p >0, et A\ > —p, on a :

A
e (1 + —)
ng&t’\ = P pr—ar,

F(l—a—l—é)
P

Preuve. Pour a,p >0, et A > —p, on a :

A P, AN T 1
DY ¢t = £ (¢t prA=L (4P _ P n—a— d
or F(n—a)( dt) /07' ( ™) T
a—n n 1
P 1— d A (n—a)/ 2 n—a—1
EE — e A r (11— d
['(n—a) ( dt) 0 7 ™) 7
— ﬂ tlfpi =)y — o é +1
['(n—a) dt p

B( - é+1>_F(n—0z)F(1+%)
S —F<1—|—n—oz—|—%>

() g,y
_ P p <t1pi) PAtp(n—a)
r (1 +n—a+ %) dt
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3.2. La dérivée fractionnaire de Katugampola

En particulier

n n—1
tl—Pi t/\-i-p(n—oc) — [)\ +p (TL . Oz)] tl—pi t>‘+p(”_0‘_1)
d n—2
= A+pn—a)[A+pn—a—1)] (tlf’%> PAtp(n—a—2)

= MNtpn—a)A+pn—a—1]---ANp(l—a)tr o

= pv! [n—a—ké} [n—a—l—é—l}---[1—@—1—&}#\_&’)-
p P p

Enfin, nous écrivons

a—1 A

p F(1+—> A A by

Dyt = 4 [n—a—l——] ln—oﬂ———l]~~~{1—0z+—]t’\_a”.
I‘(l—l—n—a—i—%)

Car

A A
F(l#—n—a—l—é) = [n—a—l—é} {n—a—}—é—l}---{1—04+—]F(1—04+—),
P p p P P

Alors, on obtient :

A
i)
Dyt = PLppow,

Théoréme 3.2.1 [4] Soient o > 0 et p > 0. Alorst € (0,T),

lim ("D§.f) () = (D5, ><t>=r(;(%)" /Ot(t—T)”‘“‘l f () dr,

p—1 n—a)

i (2500 = (P2n) 0= s (1) [ ) e
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons certains travaux sur le calcul fractionnaire telles que :
Iintégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire au sense Riemann-Liouville, Caputo,
Griinwald-Letnikov et celle de Hadamard, nous présentons également une généralisation
récente introduite par Udita Katugampola (2011), qui généralise I'intégrale et la dérivée
fractionnaire de Riemann-Liouville, Hadamard. Ces opérateures est connue sous le nom de

I'intégrale et la dérivée fractionnaire de Katugampola.
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