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Introduction

La question des dérivés fractionnaires est abordée dès 1695 par Leibnitz dans une lettre

de L�Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait être la dérivée d�ordre un

demi de la fonction f; Leibnitz répond que cela même à un paradoxe dont on tirera un jour

d�utiles conséquences. Plus de 300 ans après, on commence seulement à venir à bout des

di¢ cultés.

De nombreux mathématiciens se sont penchés sur cette question, en particulier Euler

(1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville (1832), Riemann (1847), etc. . . Di¤érentes

approches ont été utilisées pour généraliser la notion de dérivation aux ordres non-entiers.

- La limite du taux d�accroisement d�une fonction se généralise sous la forme de la formule

de Grunwald-Letnikov, trés utile numériquement,

- L�intégration, opération inverse, via la formule intégrale de Liouville, mène aux formules

de Riemann-Liouville et de Caputo et de Hadamard.

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul di¤érentiel. C�est Lacroix (1879)

qui montre que pour f(t) = ta et a > 0;

d
1
2

dt
1
2

f (t) =
� (a+ 1)

�
�
a+ 1

2

�ta� 1
2

Ensuite, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Weyl, Riez, Marchaud et Caputo, entre

autres, ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on dé�nit les

dérivées et intégrales non entières.

Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés prin-

cipalement sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev ([8], 1993), celui de Rubin ([7],

1996) ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo ([2], 2006).
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Introduction

Les dérivées fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains domaines de la

physique faisant intervenir des phénomènes de di¤usion comme l�électromagnétisme, l�acoustique

ou la thermique.

On propose dans ce travail, de faire une synthèse de certains travaux sur le calcul frac-

tionnaire.

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux

de la théorie de l�analyse fonctionnelle, un rappel et quelques concepts préliminaires seront

introduits comme la fonction Gamma, la fonction Bêta, et la fonction de Mittag-Le­ er qui

joue un rôle important dans la théorie de calcul fractionnaire.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons aux dé�nitions élémentaires et notions

de base relatives au calcul fractionnaire telles que : l�intégration fractionnaire, la dérivation

fractionnaire au sense Riemann-Liouville, Caputo, Grünwald-Letnikov et celle de Hadamard,

qui sont les plus utilisées.

Dans le troisième chapitre de notre travail, nous présentons une généralisation récente

introduite par Udita Katugampola (2011) est la suivante, qui généralise l�intégrale fraction-

naire de Riemann-Liouville et l�intégrale fractionnaire de Hadamard. L�intégrale est connue

sous le nom de l�intégrale fractionnaire de Katugampola. En outre, la dérivée fractionnaire

de type Katugampola et Caputo-Katugampola, qui généralise les dérivés fractionnaires de

Riemann-Liouville et Hadamard et Caputo.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des notions et des

résultats fondamentaux de la théorie de l�analyse fonctionnelle. Nous présentons également

les fonctions Gamma, Beta, Mittag-Le­ er, qui seront utilisées dans les autres chapitres.

Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.1 Espaces d�intégration, et fonctions absolument con-

tinues

Dans cette section, nous présentons des dé�nitions d�espaces des fonctions p-intégrables,

absolument continues, et les fonctions continues et leurs modi�cations pondérées. Nous

donnons également les caractérisations de ces espaces modi�és qui seront utilisés plus tard.

Soit 
 = [a; b] (�1 � a < b � +1) un intervalle �ni ou in�ni de R. Nous désignons
par Lp(a; b) (1 � p � +1) l�ensemble des fonctions mesurables f sur 
 avec kfk < +1, où

kfkp =
�Z b

a

jf (t)jp dt
� 1

p

; 1 < p � +1

et

kfk1 = ess sup
a�t�b

jf (t)j :

Maintenant soit [a; b] (�1 < a < b < +1) un intervalle �ni de R. Nous désignons par
AC[a; b] l�espace des fonctions absolument continues sur [a; b]; où

f (t) 2 AC[a; b], f (t) = c+

Z t

a

' (�) d� ; ' (�) 2 L(a; b);

3



1.1. Espaces d�intégration, et fonctions absolument continues

et donc une fonction absolument continue f(t) a une dérivée f
0
(t) = ' (t) presque partout

sur [a; b]; et f (a) = c:

Pour n 2 N = f1; 2; 3; :::g on note ACn[a; b] l�espace des fonctions f(t) ayan des dérivées
continues jusqu�à l�ordre n� 1 sur [a; b] tel que
fn�1 2 AC[a; b] :

ACn[a; b] =
�
f : [a; b]! R= fn�1 (t) 2 AC [a; b]

	
En particulier, AC1[a; b] = AC [a; b] :

Nous utilisons également une modi�cation pondérée de l�espaceACn[a; b], dans laquelle la

dérivée usuelleD =
d

dt
est remplacée par la dérivée dite ��dérivée, dé�nie par � = tD = t d

dt
:

Nous désignons par ACn�;�[a; b]; (n 2 N; � 2 R) ; l�espace des fonctions mesurables g sur
(a; b) telles que t�g(t) a une ��dérivées jusqu�à l�ordre n � 1 sur [a; b] et �n�1 [t�g(t)] est
absolument continu sur [a; b] :

ACn�;�[a; b] =
�
f : [a; b]! R= �n�1 [t�g(t)] 2 AC [a; b]

	
:

En particulier, lorsque � = 0, l�espace .ACn� [a; b] = AC
n
�;0[a; b] est dé�ni par :

ACn� [a; b] =
�
f : [a; b]! R= �n�1g(t) 2 AC [a; b]

	
:

Si � = 0 et n = 1; l�espace ACn�;�[a; b] coïncide avec AC [a; b] :

En�n, considérons l�espace Xp
c (a; b) ; (c 2 R; 1 � p � 1) des fonctions mesurables f sur

(a; b) pour kykXp
c
<1; dé�ni par la norme,

kfkXp
c
=

�Z b

a

jscf (s)jp ds
s

� 1
p

<1; pour 1 � p <1;

et pour le cas p =1;

kfkX1
c
= ess sup

a�t�b
[tc jf (t)j] ; (c 2 R) :

Dé�nition 1.1.1 Soit f : R+ ! C continue par mourceaux. On appelle transformé de

laplace de f dé�nie par

F (s) = L (f (t)) (s) =
Z +1

0

f (t) e�stdt:

4



1.2. Fonctions Spéciales

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 1.2.1 On appelle Gamma la fonction dé�nie par

�(z) =

Z +1

0

tz�1e�tdt; (z 2 C;Re(z) > 0):

avec tz�1 = e(z�1) ln t:

Exemple 1.2.1 1. �(1) =
R +1
0

e�tdt = 1:

2. �(1
2
) =

R +1
0

t
1
2
�1e�tdt =

R +1
0

t�
1
2 e�tdt = 2

R +1
0

e��
2
d� =

p
� (posant le changement

de variable t = � 2):

Lemme 1.2.1 la fonction Gamma est une fonction de classe C1 sur R�+; (resp.holomorphe

sur le demi plan z 2 C;Re(z) > 0) et

8k 2 N�:8z 2 R�+ (resp: z 2 C; Re(z) > 0); �(k)(z) =
Z +1

0

(ln t)ktz�1e�tdt:

Lemme 1.2.2 Pour tout z 2 C; Re(z) > 0; n 2 N�; on a

1: �(z + 1) = z�(z):

2: �(n) = (n� 1)!:
3: �(n+ 1

2
) = (2n)!

p
�

4nn!
:

Preuve.

1. Représentons �(z + 1) par l�intégrale d�Euler et intégrons par parties:

�(z + 1) =

Z +1

0

tze�tdt = [�tze�t]+10 + z

Z +1

0

tz�1e�tdt

= z�(z):

2. Il su¢ t d�appliquons 1 pour z = n� 1:

3. Nous allons démontrer la formule �(n+ 1
2
) =

(2n)!
p
�

4nn!
; par récurrence sur n 2 N:

-Pour n = 0, on a �(0 +
1

2
) =

(0)!
p
�

400!
=
p
�:
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1.2. Fonctions Spéciales

-Supposons que la formule est démontrer la formule est véri�ée pour (n � 1) et con-
sidérons n:C-à-d que supposons que �((n� 1) + 1

2
) =

(2(n� 1))!
p
�

4(n�1)(n� 1)! ; véri�é. Alors

�(n+
1

2
) = (n� 1

2
)�(n� 1

2
) = (n� 1

2
)
(2(n� 1))!

p
�

4(n�1)(n� 1)!

=

�
2n� 1
2

�
(2(n� 1))!

p
�

4(n�1)(n� 1)!

=
2n

2n

(2n� 1)
2

(2(n� 1))!
p
�

4(n�1)(n� 1)!

=
(2n)!

4nn!

p
�:

Donc la formule est véri¢ ée pour n:

Remarque 1.2.1 La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non en-

tière par la formule �(z) =
�(z + 1)

z
; et La transition d�un intervalle à un autre (�1; 0) ; (�2;�1) ; (�3;�1) ; :::

La fonction Gamma n�existe pas pour les valeur négatifs entiers.

Exemple 1.2.2 1) �(�1
2
) =

�(�1
2
+ 1)

�1
2

=
�(1

2
)

�1
2

= �2
p
�:

2) �(�3
2
) =

�(�3
2
+ 1)

�3
2

=
�(�1

2
)

�3
2

=
�2
p
�

�3
2

=
4
p
�

3
:

Graphe de la fonction �(z):

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5

­10

­8

­6

­4

­2

2

4

6

8

10

12

x

y

Graphe de la fonction � d�Euler
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1.2. Fonctions Spéciales

Proposition 1.2.1 Pour tout p > 0; on a

� (p) = lim
n!+1

npn!

p (p+ 1) (p+ 2) :::::: (p+ n)
:

Preuve. Considérons la fonction

f (n; p) =

Z n

0

�
1� t

n

�n
tp�1dt:

On peut facilement voir que

lim
n!+1

f (n; p) = � (p) :

D�une autre part, par l�intégration par parties on obtient

f (n; p) =

Z n

0

�
1� t

n

�n
tp�1dt =

��
1� t

n

�n
tp

p

�n
0

+
1

p

Z n

0

�
1� t

n

�n�1
tpdt

=
1

p

Z n

0

�
1� t

n

�n�1
tpdt:

Encore fois, en inyégrant par parties

f (n; p) =
1

p

Z n

0

�
1� t

n

�n�1
tpdt

=
1

p

��
1� t

n

�n
tp+1

p+ 1

�n
0

+
(n� 1)
np (p+ 1)

Z n

0

�
1� t

n

�n�2
tp+1dt

=
n (n� 1)
n2p (p+ 1)

Z n

0

�
1� t

n

�n�2
tp+1dt:

Aprés l�intégration par parties n fois, on obtient

f (n; p) =
n (n� 1) :::[n� (n� 1)]
nnp (p+ 1) ::: [p+ (n� 1)]

Z n

0

�
1� t

n

�n�n
tp+(n�1)dt

=
n!

nnp (p+ 1) ::: [p+ (n� 1)]

�
tn+p

n+ p

�n
0

=
n!np

p (p+ 1) ::: (p+ n)
:

Par conséquent

� (p) = lim
n!+1

n!np

p (p+ 1) (p+ 2) ::: (p+ n)
:
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1.2. Fonctions Spéciales

1.2.2 La fonction Beta

Dé�nition 1.2.2 La fonction de Beta est un type d�intégrale d�Euler dé�nie par

B (p; q) =

Z 1

0

tp�1 (1� t)q�1 dt; (p; q 2 C; Re (p) > 0; Re (q) > 0) :

pour tout p; q 2 C; avec Re (p) > 0; Re (q) > 0; on a

B (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)
:

Soit D = (0;+1)� (0;+1) ; on a

� (p) � (q) =

�Z +1

0

xp�1e�xdx

��Z +1

0

yq�1e�ydy

�
=

Z Z
D

xp�1yq�1e�(x+y)dxdy:

En utilisant un changement de cordonnée, considérons les nouvelles cordonnées :�
u = x+ y

v = x
x+y

)
�

x = uv

y = u (1� v) ;

et

@ (x; y)

@ (x; y)
=

������ v u

1� v �u

������ = �uv � u (1� v) = �u
De même que le domaine D0 correspondant à D dans les cordonnées u; v est

D0 = f(u; v) =u � 0; 0 � v � 1g

AlorsZ Z
D

xp�1yq�1e�(x+y)dxdy =

Z Z
D0
(uv)p�1 (u (1� v))q�1 e�uj � ujdudv

=

Z Z
D0
up+q�1vp�1(1� v)q�1e�ududv

=

Z +1

0

Z 1

0

up+q�1vp�1 (1� v)q�1 e�ududv

=

�Z +1

0

up+q�1e�udu

�Z 1

0

vp�1 (1� v)q�1 dv

= � (p+ q)B (p; q) :

par conséquent

B (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)
:

8



1.2. Fonctions Spéciales

1.2.3 Fonction de Mittag-Le¤ter

Dé�nition 1.2.3 La fonction de Mittag -Le¤ter est dé�nie par

E� (t) =
+1X
k=0

tk

� (�k + 1)
; � > 0:

et la fonction de Mittag -Le¤ter généralisée est dé�ne par

E�;� (t) =
+1X
k=0

tk

� (�k + �)
; (�; �) > 0:

Exemple 1.2.3 1.

E1 (t) = E1;1 (t) =

+1X
k=0

tk

� (k + 1)
=

+1X
k=0

tk

k!
= et:

2.

E2 (t) = E2;1 (t) =
+1X
k=0

tk

� (2k + 1)
=

+1X
k=0

tk

(2k)!
= cosh

p
t:

3.

E1;2 (t) =
+1X
k=0

tk

� (k + 2)
=

+1X
k=0

tk

(k + 1)!
=
1

t

+1X
k=0

tk+1

(k + 1)!
=
1

t

�
et � 1

�
:

4.

E1;3 (t) =
+1X
k=0

tk

� (k + 3)
=

+1X
k=0

tk

(k + 2)!
=
1

t2

+1X
k=0

tk+2

(k + 2)!
=
1

t2
�
et � 1� t

�
:

Théorème 1.2.1 Pour � = n 2 N; � 2 R; on a�
d

dt

�n
E� (�t

n) = �En (�t
n) :�

d

dt

�n
t��1En;� (�t

n) = �t��n�1En (�t
n) :

Proposition 1.2.2 Pour �; � > 0; � 2 R on a

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

s���

s� � �; s > 0; j�s
�j < 1:

9



1.2. Fonctions Spéciales

Preuve. Grâce à la dé�nition de transformée de Laplace, on a

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

Z +1

0

t��1E�;� (�t
�) e�stdt

=

Z +1

0

t��1
+1X
k=0

(�t�)k

� (�k + �)
e�stdt

=
+1X
k=0

�k

� (�k + �)

Z +1

0

t�k+��1e�stdt:

Posons le changement de variable st = � ; on obtient

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

+1X
k=0

�ks��k��

� (�k + �)

Z +1

0

��k+��1e��d�

=

+1X
k=0

�ks��k��

� (�k + �)
� (�k + �)

= s��
+1X
k=0

�
�s��

�k
:

et pour j�s�j < 1; on a
P+1

k=0 (�s
��)

k
=

1

1� �s�� ; donc

L
�
t��1E�;� (�t

�)
�
(s) =

s��

1� �s�� =
s���

s� � �:

10



Chapitre 2

Éléments de calcul fractionnaire

Ce chapitre sera consacré aux dé�nitions élémentaires et notions de base relatives au calcul

fractionnaire telles que : l�intégration fractionnaire de Riemann Liouville et l�intégration

fractionnaire de Hadamard, la dérivation fractionnaire au sense Riemann-Liouville, Caputo,

Grünwald-Letnikov, et Hadamard, qui sont les plus utilisées.

2.1 L�intégrale de Riemann-Liouville

Fonctions dé�nies sur [a; b] :

Soit f : [a; b] �! R une fonction dé�nie sur [a; b] :

Notons par
�
I1a+f

�
la primitive de f qui s�annule en a:

8t 2 [a; b] ;
�
I1a+f

�
(t) =

Z t

a

f (�) d� :

L�itération de
�
I1a+f

�
permet d�obtenir la primitive seconde de f qui s�annule en a et dont

la dérivée s�annule en a. De plus , d�aprés le théoréme de Fubini.�
I1a+f

�2
(t) =

�
I1a+f

�
�
�
I1a+f

�
=

Z t

a

�Z u

a

f (�) d�

�
du

=

Z t

a

(t� �) f (�) d� :

Soit n 2 N�: En notant
�
I1a+f

�n
la nième itération de

�
I1a+f

�
; une récurrence directe montre

que �
I1a+f

�n
(t) =

1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1 f (�) d� :

11



2.1. L�intégrale de Riemann-Liouville

Si on note g =
�
I1a+f

�n
; g est donc l�unique fonction véri�ant

8 0 � k � n� 1; g(k) (a) = 0; g(n) = f:

L�égalité g(n) = f justi�e la dé�nition suivante:

Dé�nition 2.1.1 Soit n 2 N�: L�intégrale à gauche d�ordre n de f , que l�on note
�
Ina+f

�
est dé�nie par :

(Ina+f) (t) =
1

(n� 1)!

Z t

a

(t� �)n�1 f (�) d� :

Grâce à la fonction Gamma d�Euler que nous avons dé�nie précédemment.

C�est la propriété � (n+ 1) = n!;8 n 2 N; qui permet de généraliser la dé�nition 2.1.1 de la
manière suivant:

Dé�nition 2.1.2 L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à gauche d�ordre � > 0

de f est dé�nie par :

8 t 2 [a; b] ; (I�a+f) (t) =
1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1 f (�) d� :

De méme manière on dé�nit l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville à droite

d�ordre � > 0 est dé�nie par :

8 t 2 [a; b] ; (I�b�f) (t) =
1

� (�)

Z b

t

(� � t)��1 f (�) d� :

Fonctions dé�nies sur R+ et R:

Il est naturel d�étendre la dé�nition 2.1.2 aux axes R+ et R: Notons ces opérateurs
�
I�0+f

�
et
�
I�+f

�
:

8t 2 R+; (I�0+f) (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d� :

8t 2 R;
�
I�+f

�
(t) =

1

� (�)

Z t

�1
(t� �)��1 f (�) d� :

Proposition 2.1.1 [5] Pour � > 0; � > 0; on a

1:
�
I�a+ (t� a)

��1
�
(t) =

� (�)

� (�+ �)
(t� a)�+��1 :

2:
�
I�b� (b� t)

��1
�
(t) =

� (�)

� (�+ �)
(b� t)�+��1 :

12



2.1. L�intégrale de Riemann-Liouville

Preuve.

1. �
I�a+ (t� a)

��1
�
(t) =

1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1 (� � a)��1 d� ; posons � � a = s (t� a)

=
1

� (�)

Z 1

0

((t� a)� s (t� a))��1 (s (t� a))��1 (t� a) ds

=
1

� (a)
(t� a)�+��1

Z 1

0

s��1 (1� s)��1 ds

=
1

� (�)
(t� a)�+��1B (�; �)�

���� B (���) = � (�) � (�)

� (�+ �)

����
=

� (�)

� (�+ �)
(t� a)�+��1 :

2. Méme ideé (le chengement de variable est b� � = s (b� t)) :

Théorème 2.1.1 [5] Si f 2 L1 ([a; b]) ; alors I�a+f existe pour tout � > 0 et I�a+f 2
L1 ([a�b]) :

Proposition 2.1.2 [5] Soit � > 0�� > 0�et f 2 L1 ([a�b]). Alors

I�a+I
�
a+f(t) = I

�
a+I

�
a+f (t) = I

�+�
a+ f (t) :

Preuve. On a

I�a+I
�
a+f(t) =

1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1
�

1

� (�)

Z �

a

(� � s)��1 f(s)ds
�
d� ;

=
1

� (�) � (�)

Z t

a

Z �

a

(t� �)��1 (� � s)��1 f(s)dsd� ;

������ changement de l�ordred�intégration

������
=

1

� (�) � (�)

Z t

a

f(s)

Z t

s

(t� �)��1 (� � s)��1 d�ds;

13



2.1. L�intégrale de Riemann-Liouville

Posons u =
� � s
t� s ; alors

I�a+I
�
a+f(t) =

1

� (�) � (�)

Z t

a

f(s) (t� s)�+��1
�Z t

s

(1� u)��1 u��1du
�
ds;

=
1

� (�) � (�)

Z t

a

f(s) (t� s)�+��1B (�; �) duds;
����B (�; �) = � (�) � (�)

� (�+ �)

����
=

1

� (�) � (�)

� (�) � (�)

� (�+ �)

Z t

a

f(s) (t� s)�+��1 ds

=
1

� (�+ �)

Z t

a

(t� s)�+��1 f(s)ds

= I�+�a+ f (t) :

Lemme 2.1.1 [5] Soit � > 0; f 2 L1 ([0; b]) ; b > 0: Alors la transformée de Laplace de

l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville I�0+f est :

L (I�0+f) (s) = s��L (f) (s) :

Preuve. On oeut écrire l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville I�0+f comme
convolution de deux fonction g (t) = 1

�(�)
t��1 et f (t) ; C-à-d

(I�0+f) (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d�

=

�
1

� (�)
t��1

�
� f (t)

= g (t) � f (t) :

Alors

L (I�0+f) (s) = L (g � f) (s)

= L (g) (s)� L (f) (s)

= L
�

1

� (�)
t��1

�
(s)� L (f) (s)

= s��L (f) (s) :

14



2.2. L�intégrale fractionnaire de Hadamard

2.2 L�intégrale fractionnaire de Hadamard

Soit [a; b] un intervale �ni ou in�nie telle que (0 � a < b < +1) et f : [a; b] �! R:

Dé�nition 2.2.1 [5] Soit � > 0. L�integrale fractionnaire de Hadamard à gauche (resp. à droit)

d�ordre � de f est dé�nie par :

(J �
a+f) (t) =

1

� (�)

Z t

a

�
log

t

�

���1
f (�)

�
d� :

(resp.

(J �
b�f) (t) =

1

� (�)

Z b

t

�
log

�

t

���1 f (�)
�
d� :

Si a = 0 et b =1; ces dé�nitions sont données par :

(J �
0+f) (t) =

1

� (�)

Z t

0

�
log

t

�

���1
f (�)

�
d� ; (x > 0) :

et �
J �
�f
�
(t) =

1

� (�)

Z 1

t

�
log

�

t

���1 f (�)
�
d� ; (x > 0) :

Proposition 2.2.1 [5] Si � > 0; � > 0 et (0 < a < b < +1), on a

1:

 
J �
a+

�
log

t

a

���1!
(t) =

� (�)

� (�+ �)

�
log

t

a

��+��1
:

2:

 
J �
b�

�
log

b

t

���1!
(t) =

� (�)

� (�+ �)

�
log

b

t

��+��1
:

Preuve. On a

�
J �
a+f
�
(t) = 1

�(�)

R t
a

�
log

t

�

���1
f (�)

�
d� : 

J �
a+

�
log

t

a

���1!
(t) =

1

� (�)

R t
a

�
log

t

�

���1 �log �
a

���1
�

d� ;
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2.3. Dérivées fractionnaires

Posons
�
log

�

a

�
= s

�
log

t

a

�

=
1

� (�)

Z 1

0

0BB@log t

a

�
t

a

�s
1CCA
��1

1

a
e�s log

t
a

�
s log

t

a

���1
a log

�
t

a

�
es log

t
ads

=
1

� (a)

Z 1

0

s��1 (s� 1)��1
�
log

�
t

a

���+��1
ds

=
1

� (�)

�
log

�
t

a

���+��1
B (�,�) ;

����B (���) = � (�) � (�)

� (�+ �)

���� :
=

� (�)

� (�+ �)

�
log

�
t

a

���+��1
:

Proposition 2.2.2 [5] Soit � > 0; � > 0 et 1 � p � 1:
Si 0 < a < b < +1 , et f 2 Lp(a; b): Alors

J �
a+J

�
a+f = J �+�

a+ f; (c � 0):

J �
b�J

�
b�f = J �+�

b� f; (c � 0):

2.3 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs dé�nition de dérivées fractionnaires, nous présentons dans cette section

les dé�nitions des dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville, Caputo ainsi que Grunwald-

letnikov, Hadamard et Caputo-Hadamard qui sont les plus utilisées et nous donnons cer-

taines de leurs propriétés.Telle que:

� La dérivée aux sens de Riemann-Liouville est dé�nie à partir de l�intégrale fractionnaire
de Riemann-Liouville.

� Caputo a dé�ni un opérateur de dérivation modi�é ; une dérivée fractionnaire qui est
plus restrictive que celle de Riemann-Liouville.

� Les formules de Grünewald-Letnikov pour représenter la dérivée fractionnaire font
intervenir des limites de diférences �nies d�ordre fractionnaire. Cette approche est

importante pour la discrétisation des opérateurs d�ordre non entier.
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2.3. Dérivées fractionnaires

2.3.1 Dérivées fractionnaire de Riemann-Liouville

Ces approche dites encore à partir des primitives est sont basé sur l�intégration a�n de

dé�nir la dérivation non entière.

Soit f : [a; b] �! R: En s�inspirant de la relation classique
d

dt
=
d2

dt2
�aI1t ; on peut dé�nir

une dérivée fractionnaire d�ordre 0 � � < 1 par :

d�

dt�
=
d

dt
�a I1��t :

Plus généralement, si � > 0, et n = [�] + 1 on peut poser:

d�

dt�
=
dn

dtn
�a I1��t :

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville à gauche.

Dé�nition 2.3.1 Soit � > 0; et n = [�]+1: La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

à gauche d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 [a; b] ;D�a+f (t) =
�
d

dt

�n
� In��a+ f (t) =

1

� (n� �)
dn

dtn

Z t

a

(t� �)n���1 f (�) d� :

De plus on a vu que la dé�nition 2.3.1 d�intégrale à droite était associée à �d
dt
: Le raison-

nement précédent conduit donc à la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.3.2 Soit � > 0�et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

à droite d�ordre � de f est dé�nie par:

8t 2 [a; b] ; D�b�f (t) =
�
� d
dt

�n
� In��b� f (t) =

(�1)n

� (n� �)
dn

dtn

Z b

t

(t� �)n���1 f (�) d� :

Si maintenant f : R! R; les dé�nitions précédentes se généralisent directement et sont

appelées dérivées de Liouville.

Dé�nition 2.3.3 Soit � > 0; et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Liouville à gauche

d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 R; D�+f (t) =
�
d

dt

�n
� In��+ f (t) =

1

� (n� �)
dn

dtn

Z t

�1
(t� �)n���1 f (�) d� :
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2.3. Dérivées fractionnaires

De plus, on a vu que la dé�nition 2.3.3 d�intégrale à droite était associée à
�d
dt
: Le

raisonnement précédent conduit donc à la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.3.4 Soit � > 0;et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Liouville à droite

d�ordre � de f est dé�nie par :

8t 2 R;D��f (t) =
�
� d
dt

�n
� In��� f (t) =

(�1)n

� (n� �)
dn

dtn

Z +1

t

(t� �)n���1 f (�) d� :

Remarque 2.3.1 1. Pour � = 0 et n = 1: On a

D0a+f (t) =
d

dt

�
I1a+f

�
= f (t) :

2. Tout ces dérivées coïncident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers:

8n 2 N�;

8><>:
Dna+f(t) = Dn+f(t) =

dn

dtn
f(t)

Dnb�f(t) = Dn�f(t) = (�1)
n d

n

dtn
f(t)

:

Proposition 2.3.1 [5] Pour � � 0; � > 0 et � � � > 0: On a

1:
�
D�a+ (t� a)

��1
�
(t) =

� (�)

� (� � �) (t� a)
����1

:

2:
�
D�b� (b� t)

��1
�
(t) =

� (�)

� (� � �) (b� t)
����1

:

Preuve.

1. Posons f (t) = (t� a)��1 ; d�aprés la dé�nition 2.3.1 et proposition 2.1.1 on a

(D�a+f) (t) =
�
d

dt

�n
� In��a+ f (t) =

�
d

dt

�n�
� (�)

� (n� �+ �) (t� a)
n��+��1

�
;

et�
d

dt

�n
(t� a)

n��+��1
= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2)

::: (n� �+ � � 1� (n� 1)) (t� a)
��+��1

= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) (t� a)
����1

;

et d�autre coté

� (n� �+ �) = (n� �+ � � 1) � (n� �+ � � 1) ; � (x+ 1) = x� (x)

= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) � (n� �+ � � 2) ;

= (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) � (� � �) :
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2.3. Dérivées fractionnaires

Donc

(D�a+f) (t) =
� (�)

� (n� �+ �) (n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) (t� a)
����1

=
(n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) � (�)

(n� �+ � � 1) (n� �+ � � 2) ::: (� � �) � (� � �) (t� a)
����1

=
� (�)

� (� � �) (t� a)
����1

:

2. De même manière.

Remarque 2.3.2 [5] Pour � = � � 1; a = 0; on a

�
Dn0+t�

�
(t) =

8<:
�(�+1)

�(���+1)t
���; si �� � =2 f1; 2; :::; ng

0; si �� � 2 f1; 2; :::; ng
; � > �1:

Si �� � 2 f1; 2; :::; ng ) �� � = m =) � = ��m; m 2 f1; 2; :::; ng :
C-à-d �

Dn0+t��m
�
(t) = 0; m 2 f1; 2; :::; ng

Proposition 2.3.2 [5] Soit � > 0; � > 0; n = [�] + 1; (1 � p � 1) ; on a les propriétés
suivantes:

1. Si f (t) 2 Lp ([a; b]) ; alors

(D�a+I�a+f) (t) = f (t) et (D�b�I�b�f) (t) = f (t) :

2. Si � > � et f (t) 2 Lp ([a; b]) ; alors�
D�a+I

�
a+f
�
(t) =

�
I���a+ f

�
(t) et

�
D�b�I

�
b�f
�
(t) =

�
I���b� f

�
(t) :

3. Si f (t) 2 L1 ([a; b]) ;
�
I���a+ f

�
2 ACm ([a; b]) ; alors

(I�a+D�a+f) (t) = f (t)�
nX
k=1

�
In��a+ f

�(n�k)
(a)

� (�� k + 1) (t� a)k :

(I�b�D�b�f) (t) = f (t)�
nX
k=1

(�1)n�k
�
In��b� f

�(n�k)
(b)

� (�� k + 1) (b� t)k :

4. Si f (t) 2 Cq ([a; b]), q = [�+ �] + 1; alors�
D�a+D

�
a+f
�
(t) =

�
D�+�a+ f

�
(t) et

�
D�b�D

�
b�f
�
(t) =

�
D�+�b� f

�
(t) :
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2.3. Dérivées fractionnaires

2.3.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette dé�nition se base sur l�interversion des compositions dans la formule de dé�nition 2.1.1

semble aussi raisonnable pour dé�nir une dérivée fractionnaire appelée dérivée de Caputo.

Dé�nition 2.3.5 Soit � > 0; n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Caputo à gauche

d�ordre � de f est dé�nie par :

8 t 2 [a; b] ; CD�a+f (t) = In��a+ �
�
d

dt

�n
f (t) =

1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

Dé�nissons aussi son analogue à droite.

Dé�nition 2.3.6 Soit � > 0;et n = [�] + 1: La dérivée fractionnaire de Caputo à droite

d�ordre � de f est dé�nie par:

8 t 2 [a; b] ; CD�b�f (t) = In��b� �
�
� d
dt

�n
f (t) =

(�1)n

� (n� �)

Z b

t

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

Remarque 2.3.3 [5] Par contre, de telles dé�nitions ne se recollent pas correctement aux

dérivée classique:

8n 2 N�;

8<: CDna+f(t) = f (n)(t)� f (n) (a)
CDnb�f(t) = (�1)n

�
f (n)(t)� f (n) (b)

� :

Le résultat suivant montre qu�elles approchent les dérivées classiques par limite inférieure.

Lemme 2.3.1 [5] Soit � 2 R+ � N et n = [�] + 1: Si f 2 ACn ([a; b]) ; alors

lim
�!n�

CD�a+ f(t) = f (n)(t):

lim
�!n�

CD�b� f(t) = (�1)n f (n)(t):

Proposition 2.3.3 [5] Pour � � 0; � > 0 on a

1:
�
CD�a+ (t� a)

��1
�
(t) =

� (�)

� (� � �) (t� a)
����1

; � > �:

2:
�
CD�b� (b� t)

��1
�
(t) =

� (�)

� (� � �) (b� t)
����1

; � > �:

Preuve.
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2.3. Dérivées fractionnaires

1. Posons f (t) = (t� a)
��1
; d�après la dé�nition et proposition on a :

�
CD�a+f

�
(t) = In��a+ �

�
d

dt

�n
f (t) =

1

� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� :

et �
d

dt

�n
(t� a)

��1
= (� � 1) (� � 2) ::: (� � 1� (n� 1)) (t� a)��1�n

= (� � 1) (� � 2) ::: (� � n) (t� a)��n�1

d�où

�
CD�a+f

�
(t) =

(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)
� (n� �)

Z t

a

(t� �)n���1 (� � a)��1�n d� ;

posons � � a = s (t� a)

=
(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)

� (n� �) (t� a)����1
Z 1

0

(1� s)n���1 s��n�1ds

=
(� � 1) (� � 2) ::: (� � n)

� (n� �) (t� a)����1B (n� �; � � n)

=
(� � 1) (� � 2) ::: (� � n) � (n� �) � (� � n)

� (n� �) � (� � n) (t� a)����1

=

����B (n� �; � � n) = � (n� �) � (� � n)
� (� � �)

����
=

� (�)

� (� � �) (t� a)
����1 :

2. De même manière.

Remarque 2.3.4 [5] Pour � = � � 1; a = 0; on a

�
CD�0+t�

�
(t) =

8<:
�(�+1)

�(���+1)t
���; si � =2 f0; 1; 2; :::; n� 1g

0; si � 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g
; � > �1

C-à-d �
CD�0+tm

�
(t) = 0; m 2 f0; 1; 2; :::; n� 1g :
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2.3. Dérivées fractionnaires

Théorème 2.3.1 [5] Soient � � 0 et n = [a] + 1: Si f : [a; b] �! R; si f possède (n� 1)
dérivées en a et

�
D�a+f

�
existe. Alors

�
CD�a+f

�
(t) = D�a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
:

presque pour tout t 2 [a; b] :

Preuve. On a par dé�nition

D�a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
=

�
d

dt

�n
In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

=

�
d

dt

�n Z t

a

(t� �)n���1

� (n� �)

"
f (�)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(� � a)k

#
d� :

En utilisant l�integration par partie

g (�) = f (�)�
n�1X
k=0

f (k)(a)
k!

(� � a)k �! d
d�

"
f (�)�

n�1X
k=0

f (k)(a)
k!

(� � a)k
#

(t��)n���1
�(n��) �! � (t��)n��

�(n��+1)

:

On obtient:

In��a+ [g(t)] =

Z t

a

(t� �)n���1

� (n� �)

"
f (�)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(� � a)k

#
d�

=

�
(t� �)n��

� (n� �+ 1)g (�)
�t
a

�
Z t

a

(t� �)n��

� (n� �+ 1)
d

d�
g (�) d� :

D�où

In��a+ [g(t)] = In��+1a+
d

dt
g (t) :

De même façon pour n-fois,

In��a+ [g(t)] = In��+na+
dn

dtn
g (t)

= Ina+In��a+
dn

dtn
g (t)

= Ina+In��a+
dn

dtn

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

= Ina+In��a+
dn

dtn
f (t) ;

dn

dtn

"
n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
= 0:
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Alors

D�a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#
=

�
d

dt

�n
In��a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

f (k) (a)

k!
(t� a)k

#

=

�
d

dt

�n
In��a+ [g(t)]

=

�
d

dt

�n
Ina+In��a+

dn

dtn
f (t)

= In��a+
dn

dtn
f (t)

=
�
CD�a+f

�
(t) :

Corollaire 2.3.1 [5] Soient � � 0; n = [�] + 1 et
�
D�a+f

�
(t) ;

�
CD�a+f

�
(t) sont existent,

on suppose que f (k) (a) = 0 pour k = 0; 1; :::; n� 1: Alors

�
CD�a+f

�
(t) = (D�a+f) (t) :

Proposition 2.3.4 [5] Soit � > 0; � > 0; n = [�] + 1; on a les propriétés suivant:

1. Si f (t) 2 Cq ([a; b]) ; q = [�+ �] + 1; alors�
CD�a+ CD�a+ f

�
(t) =

�
CD�+�a+ f

�
(t) ; et

�
CD�b� CD�b� f

�
(t) =

�
CD�+�b� f

�
(t) ;

2. Si f (t) 2 Cm ([a; b]) ; ou f (t) 2 ACm ([a; b]) ; alors

�
I�a+ CD�a+ f

�
(t) = f (t)�

n�1X
k=0

f (k)(a)
k!

(t� a)k :

�
I�b� CD�b� f

�
(t) = f (t)�

n�1X
k=0

(�1)n�kf (k)(b)
k!

(b� t)k :

2.3.3 Dérivées fractionnaires de Grünwald-Letnikov

L�idée de cette approche est de généraliser la dé�nition classique de la dérivation entière

d�une fonction à des ordres de dérivée arbitraires.

Soit f : R �! R; pour h > 0 on a:

f 0 (t) = lim
h�!0

1

h
[f (t)� f (t� h)] :
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2.3. Dérivées fractionnaires

et la dérivée seconde:

f 00 (t) = lim
h�!0

1

h
[f 0 (t)� f 0 (t� h)]

= lim
h�!0

1

h

�
1

h
(f (t)� f (t� h))� 1

h
(f (t� h)� f (t� 2h))

�
= lim

h�!0

1

h2
[f (t)� 2f (t� h) + f (t� 2h)] :

plus généralement, la dérivée ni�emede f et donnée par:

f (n) (t) = lim
h�!0

1

hn

nX
k=0

(�1)k Cnk f (t� kh) ;

où

Cnk =
n!

k! (n� k)! =
n (n� 1) ::: (n� (k � 1))

k!
:

Il est possible d�étendre Cnk à k > n; en posant C
n
k = 0: La formule (1:45) devient alors:

f (n) (t) = lim
h�!0

1

h�

nX
k=0

(�1)k C�k f (t� kh) :

Là encore, on peut généraliser le terme de droite grâce à la fonction Gamma, en posant pour

� 2 R+ � N; et k 2 N;
C�k =

� (�+ 1)

� (k + 1)� (�� k + 1) :

Notons cette fois que C�k 6= 0 même si k > n;

Dé�nition 2.3.7 Soit � > 0; La dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov à gauche

d�ordre � est dé�nie par:

8t 2 R;GLD�+f (t) = lim
h�!0

1

h�

1X
k=0

(�1)k C�k f (t� kh) :

Dé�nissons aussi son analogue à droite.

Dé�nition 2.3.8 Soit � > 0; La dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov à droite

d�ordre � est dé�nie par:

8t 2 R;GLD��f (t) = lim
h�!0

1

h�

1X
k=0

(�1)k C�k f (t+ kh) :
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2.3. Dérivées fractionnaires

La dérivée de Grünwald-Letnikov présente un intérêt numérique évident. Si h est as-

sez petit, L�évaluation discrète de 1
h�

P1
k=0 (�1)

k C�k f (t� kh) permet d�approximation la
dérivée fractionnaire de Liouville sur R:

Remarque 2.3.5 (Linéarité)

La di¢ érentiation et l�intégration fractionnaires sont des opérateur linéaires:

D� (�f (t) + �g (t)) = �D�f (t) + �D�g (t) ;

pour n�importe quelle approche de dérivation.

2.3.4 Dérivées fractionnaires de Hadamard

Soit [a; b] un intervale de R; et on a la fonction f : [a; b] �! R et
�
� = t

d

dt

�
le ��d�eriv�e: et

ACn� [a; b] = fg : [a; b]! C : �n�1g(t) 2 AC[a; b]; � = t d
dt
g:

Dé�nition 2.3.9 [5] Soit � > 0 et n = [�] + 1: Les dérivées fractionnaires de Hadamard à

gauche et à droite d�ordre � de f sont dé�nies par :

�
HD�a+f

�
(t) = �n

�
J n��
a+ f

�
(t) (2.3.1)

=

�
t
d

dt

�n
1

� (n� �)

Z t

a

�
log

t

�

�n��+1
f (�)

�
d� ; (t > a) :

et

�
HD�b�f

�
(t) = (��)n

�
J n��
b� f

�
(t)

=

�
�t d
dt

�n
1

� (n� �)

Z b

t

�
log

�

t

�n��+1 f (�)
�
d� ; (t < b) :

respectivement.

Proposition 2.3.5 [5] Si � > 0; � > 0; alors

1:

 
HD�a+

�
log

t

a

���1!
(t) =

� (�)

� (� � �)

�
log

t

a

�����1
; � > �:

2:

 
HD�b�

�
log

b

t

���1!
(t) =

� (�)

� (� � �)

�
log

b

t

�����1
; � > �:
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2.3. Dérivées fractionnaires

En particulaire, si � = 1; on a

1:
�
HD�a+1

�
(t) =

� (�)

� (1� �)

�
log

t

a

���
:

2:
�
HD�b�1

�
(t) =

� (�)

� (1� �)

�
log

b

t

���
:

Lemme 2.3.2 [5] Soit � > 0 et n = [�] + 1; si f 2 ACn� [a; b] ; alors�
HD�a+f

�
(t) =

n�1X
k=0

�
�kf
�
(a)

� (1 + k � �)

�
log

t

a

�k��
+

1

� (n� �)

Z t

a

�
log

t

�

�n���1
(�nf) (�) d� :

et�
HD�b�f

�
(t) =

n�1X
k=0

(�1)k
�
�kf
�
(a)

� (1 + k � �)

�
log

b

t

�k��
+

(�1)n

� (n� �)

Z b

t

�
log

�

t

�n���1
(�nf) (�) d� :

En particulaire, si 0 < � < 1; alors pour f 2 AC [a; b] ;�
HD�a+f

�
(t) =

f (a)

� (1� �)

�
log

t

a

���
+

1

� (1� �)

Z t

a

�
log

t

�

���
f 0 (�)

�
d� :

et �
HD�b�f

�
(t) =

f (b)

� (1� �)

�
log

b

t

���
� 1

� (1� �)

Z b

t

�
log

�

t

��� f 0 (�)
�

d� :

Proposition 2.3.6 [5] Soit � > 0; et � > 0:

Si 1 � p � 1, alors, pour f 2 Lp (a; b)

HD�a+ J �
a+f = J

���
a+ f et HD�b� J �

b�f = J
���
b� f :

En particulaire, si � = m 2 N; alors

HDma+ J �
a+f = J

��m
a+ f et HDmb� J �

b�f = J
��m
b� f: .

Proposition 2.3.7 [5] Soit � > 0; et 1 � p � 1, alors, pour f 2 Lp (a; b)

HD�a+ J �
a+f = f (c � 0) ;

HD�b� J �
b�f = f (c � 0) :

Théorème 2.3.2 [5] Soit � > 0; et f 2 L (a; b) et
�
J n��
a+ f

�
(t) 2 ACn� [a; b]. Alors�

J �
a+

HD�a+f
�
(t) = f (t)�

nX
k=1

�
�n�k

�
J n��
a+ f

��
(a)

� (�� k + 1)

�
log

t

a

���k
:

En particulaire, si � = n 2 N et f 2 ACn� [a; b], alors�
J n
a+

HDna+f
�
(t) = f (t)�

n�1X
k=0

�
�kf
�
(a)

k!

�
log

t

a

�k
:
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2.3. Dérivées fractionnaires

2.3.5 Dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard

On dé�nie les modi�cation du type Caputo des dérivés fractionnaire de Hadamard comme

suite :

Dé�nition 2.3.10 Soit � � 0 et n = [�] + 1; si f 2 ACn� ; Les dérivées fractionnaires de
Caputo-Hadamard à gauche et à droite d�ordre � de f sont dé�nies par :

�
CHD�a+f

�
(t) = J n��

a+ �nf (t) : (2.3.2)

=
1

� (n� �)

Z t

a

�
log

t

�

�n��+1�
�
d

d�

�n
f (�)

d�

�
; (t > a) ;

et

�
CHD�b�f

�
(t) = (�1)n J n��

b� �nf (t) : (2.3.3)

=
(�1)n

� (n� �)

Z b

t

�
log

�

t

�n���1�
�
d

d�

�n
f (�)

d�

�
; (t < b) :

respectivement.

Si � 2 N; alors

CHD�a+f (t) = �nf (t) et CHD�b�f (t) = (�1)n �nf (t) .

Théorème 2.3.3 [3] Soit � � 0 et n = [�] + 1; si f 2 ACn� : Alors

CHD�a+f (t) = HD�a+

"
f (t)�

n�1X
k=0

�kf (a)

k!

�
log

t

a

�k#
(t) :

et

CHD�b�f (t) = HD�b�

"
f (t)�

n�1X
k=0

(�1)k �kf (a)
k!

�
log

b

t

�k#
(t) :

En particulaire, si 0 < � < 1; on a

CD�a+f (t) = HD�a+ [f (t)� f (a)] (t) :

et
CD�b�f (t) = HD�b� [f (t)� f (b)] (t) :
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2.3. Dérivées fractionnaires

Lemme 2.3.3 [3] Soit � > 0; n = [�] + 1 et f 2 C[a; b]:
(i) Si � 6= 0 ou � 2 N; alors

CHD�a+ (J �
a+f) (t) = f(t);

CHD�b� (J �
b�f) (t) = f(t):

(ii) Si � 2 N et � 6= 0; alors

CD�a+ (J �
a+f) (t) = f(t)�

J �+1�n
a+ f(a)

�(n� �)

�
log

t

a

�n��
:

CD�b� (J �
b�f) (t) = f(t)�

J �+1�n
b� f(b)

�(n� �)

�
log

b

t

�n��
:

Lemme 2.3.4 [3] Soit � > 0; et f 2 ACn� [a; b] ou Cn� [a; b] : Alors

J �
a+

�
CD�a+f

�
(t) = f (t)�

n�1X
k=0

�kf (a)

k!

�
log

t

a

�k
:

J �
b�
�
CD�b�f

�
(t) = f (t)�

n�1X
k=0

(�1)k �kf (b)
k!

�
log

b

t

�k
:

Proposition 2.3.8 [3] Soit � � 0; n = [�] + 1et � > 0: Alors

CHD�a+
�
log

t

a

���1
=

� (�)

� (� � �)

�
log

t

a

�����1
; � > �:

CHD�b�
�
log

b

t

���1
=

� (�)

� (� � �)

�
log

b

t

�����1
; � > �:

et
CHD�a+

�
log

t

a

�k
= 0 et CHD�b�

�
log

b

t

�k
= 0; (k = 0; 1; :::; n� 1) :

Les dérivés fractionnaire de type Caputo-Hadamard peut être dé�nie sur le demi-axe

positif R+ par remplaçant a par 0 dans la formule (2.3.2) et b par1 dans la formule (2.3.3)

à condition que f (t) 2 ACn� (R+) ou f (t) 2 Cn� (R+), on a

CD�0+f (t) =
1

� (n� �)

Z t

0

�
log

t

�

�n���1
�n
f (�)

�
d� :

CD��f (t) =
(�1)n

� (n� �)

Z 1

t

�
log

�

t

�n���1
�n
f (�)

�
d� :
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Chapitre 3

Généralisation de dérivée

fractionnaire de Katugampola

Dans ce chapitre , nous présentons une généralisation récente introduite par Udita

Katugampola (2011 [6]), qui généralise l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et

l�intégrale fractionnaire de Hadamard. L�intégrale est connue sous le nom de l�intégrale frac-

tionnaire de Katugampola. et en présentons aussi la dérivée fractionnaire de type Katugam-

pola, qui généralise les dérivés fractionnaires de Riemann-Liouville et Hadamard.

3.1 L�intégrale fractionnaire de Katugampola

Soit [a; b], (�1 < a < b < +1) un intervalle �ni sur R:

Dé�nition 3.1.1 [4] Soit � > 0: L�intégrale fractionnaire généralisée �I�a+f d�ordre � > 0
est dé�nie par :

�I�a+f(t) =
�1��

� (�)

Z t

a

(t� � � �)��1 � ��1f (�) d� ; t > a

Cette intégrale est appelée l�intégrale fractionnaire à gauche:

De même façons on peut dé�nie l�intégrale fractionnaire à droite par �I�b f

�I�b�f(t) =
�1��

� (�)

Z b

t

(� � � t�)��1 � ��1f (�) d� ; t < b:
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3.1. L�intégrale fractionnaire de Katugampola

Théorème 3.1.1 [4] Soient � > 0; 1 � p � 1: Alors l�opérateur �I�a+ est borné dans
Xp
c (a; b) et

k�I�a+fkXp
c
� k kfkXp

c
; � � c

où

k =
b���1

� (�)

Z b
a

1

uc����1
�
u� � 1
�

���1
du:

Preuve.

1. Pour 1 � p � 1:
si f (t) 2 Xp

c (a; b)) tc�
1
pf (t) 2 Lp (a; b)

d�où l�inégalité de Minkowsky, on a

k�I�a+fkXp
c
=

�Z b

a

tcp
���� 1

���1� (�)

Z t

a

(t� � � �)��1 � ��1f (�) d�
����p dtt

� 1
p

=

0@Z b

a

������ 1

� (�)

Z t

a

tc�
1
p ����1

 �
t
�

�� � 1
�

!��1
f (�) d�

������
p

dt

1A
1
p

=

 Z b

a

����� 1

� (�)

Z t
a

1

tc�
1
�

�
t

u

����1�
u� � 1
�

���1
f

�
t

u

�
t
du

u2

�����
p

dt

! 1
p

�
Z b

a

1

1

� (�)

�
u� � 1
�

���1
:
1

u��

�Z b

at

tcp
����f � tu

�����p dtt
� 1

p

du:b���1

=

Z b
a

1

b���1

� (�)

�
u� � 1
�

���1
uc

u��+1

 Z b
u

a

j� cf(�)jp d�
�

! 1
p

du:

donc

k�I�a+fkXp
c
� k kfkXp

c
: (3.1.1)

Où

k =
b���1

� (�)

Z b
a

1

uc����1
�
u� � 1
�

���1
du; 1 � p � 1; (3.1.2)

2. Pour p =1; d�aprés

kfkX1
c
= ess sup

a�t�b
[tc jf (t)j] ; (c 2 R) : (3.1.3)

et
�I�a+f(t) =

�1��

� (�)

Z t

a

(t� � � �)��1 � �f (�) d� :
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3.1. L�intégrale fractionnaire de Katugampola

on a

jtc (�I�a+f) (t)j �
1

���1� (�)

Z t

a

(t� � � �) � �
�
t

�

�c
j� cf (�)j d�

=
b���1

� (�)

Z b
a

1

uc����1
�
u� � 1
�

���1
du;

on pose u =
t

�
. C�est équivalent à (3.1.2).

Corollaire 3.1.1 Soient � > 0; 1 � p � 1: Alors l�opérateur �I�a+ est borné dans Lp (a; b)
et

k�I�a+fkXp
c
� k kfkXp

c
; � � 1

p
;

où k est donné par (3.1.2) avec c =
1

p
:

Théorème 3.1.2 Soient � > 0; 1 � p � 1;et � � c: Pour f (t) 2 Xp
c (a; b) on a

�I�a+ � I
�
a+f =

�I�+�a+ f : (3.1.4)

Preuve. En utilisant la dé�nition .. et théorème de Fubinis on a

�I�a+ � I
�
a+f (t) =

1

��+��2� (�) � (�)

Z t

a

� �f (�)

Z t

�

(t� � s�)��1
�
s� � � �

���1
s�dsd� : (3.1.5)

par le changement de variable y =

�
s� � � �

�
(t� � � �) :Z t

�

(t� � s�)��1
�
s� � � �

���1
s�dsd� =

(t� � � �)�+��1

�

Z 1

0

(1� y)��1 y��1dy; (3.1.6)

=
(t� � � �)�+��1

�

� (�) � (�)

� (�+ �)
:

Selon la formule de la fonction beta [5, 6]. Par ( 3.1.6) et( 3.1.5) on obtient

�I�a+ � I
�
a+f (t) =

�1����

� (�+ �)

Z t

a

(t� � � �)�+��1 � �f (�) d�

= �I�+�a+ f (t) :

Si � � c; alors les opérateurs �I�a+ ;� I
�
a+ et

�
aI

�+�
t sont bornées dans l�espace Xp

c (a; b) ; donc

la relation (3.1.4) est vrai pour f 2 Xp
c (a; b) :
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3.2. La dérivée fractionnaire de Katugampola

Théorème 3.1.3 [4] Soient � > 0 et � > 0: Alors t 2 (0; T ) ;

lim
�!1

(�I�0+f) (t) = (I�0+f) (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d� ;

lim
�!0

(�I�0+f) (t) = (J �
a+f) (t) =

1

� (�)

Z t

a

�
log

t

�

���1
f (�)

�
d� :

3.2 La dérivée fractionnaire de Katugampola

Dé�nition 3.2.1 La dérivée fractionnaire généraliser de Katugampola �D�a+f à gauche
d�ordre � > 0; est dé�ni par :

(�D�a+f) (t) =

�
t1��

d

dt

�n
�
�
�In���+ f

�
(t)

=
���n+1

� (n� �)

�
t1��

d

dt

�n Z t

a

� ��1f (�)

(t� � � �)��n+1
d� ; t > a;

De même façons on peut dé�nie la dérivée fractionnaire Katugampola à droite �D�b�f par

(�D�b�f) (t) =

�
�t1�� d

dt

�n
� In��b� f (t)

=
(�1)n ���n+1
� (n� �)

�
t1��

d

dt

�n Z b

t

� ��1f (�)

(� � � t�)��n+1
d� ; t < b;

Proposition 3.2.1 Pour �; � > 0; et � > ��; on a :

�D�0+t� =
���1�

�
1 +

�

�

�
�

�
1� �+ �

�

� t����:
Preuve. Pour �; � > 0; et � > ��; on a :

�D�0+t� =
���n+1

� (n� �)

�
t1��

d

dt

�n Z t

0

� �+��1 (t� � � �)n���1 d�

=
���n

� (n� �)

�
t1��

d

dt

�n
t�+�(n��)

Z 1

0

�
�
� (1� �)n���1 d�

=
���n

� (n� �)

�
t1��

d

dt

�n
t�+�(n��)B

�
n� �; �

�
+ 1

�
������B
�
n� �; �

�
+ 1

�
=
� (n� �) �

�
1 + �

�

�
�
�
1 + n� �+ �

�

�
=

���n�
�
1 + �

�

�
�
�
1 + n� �+ �

�

� �t1�� d
dt

�n
t�+�(n��):
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3.2. La dérivée fractionnaire de Katugampola

En particulier�
t1��

d

dt

�n
t�+�(n��) = [�+ � (n� �)]

�
t1��

d

dt

�n�1
t�+�(n���1)

= [�+ � (n� �)] [�+ � (n� �� 1)]
�
t1��

d

dt

�n�2
t�+�(n���2)

...

= [�+ � (n� �)] [�+ � (n� �� 1)] � � � [�+ � (1� �)] t����

= �n�1
�
n� �+ �

�

� �
n� �+ �

�
� 1
�
� � �
�
1� �+ �

�

�
t����:

En�n, nous écrivons

�D�0+t� =
���1�

�
1 + �

�

�
�
�
1 + n� �+ �

�

� �n� �+ �
�

� �
n� �+ �

�
� 1
�
� � �
�
1� �+ �

�

�
t����:

Car

�

�
1 + n� �+ �

�

�
=

�
n� �+ �

�

� �
n� �+ �

�
� 1
�
� � �
�
1� �+ �

�

�
�

�
1� �+ �

�

�
;

Alors, on obtient :

�D�0+t� =
���1�

�
1 +

�

�

�
�

�
1� �+ �

�

� t����:

Théorème 3.2.1 [4] Soient � > 0 et � > 0: Alors t 2 (0; T ) ;

lim
�!1

(�D�0+f) (t) = (D�0+f) (t) =
1

� (n� �)

�
d

dt

�n Z t

0

(t� �)n���1 f (�) d� ;

lim
�!0

(�D�0+f) (t) =
�
HD�a+f

�
(t) =

1

� (n� �)

�
t
d

dt

�n Z t

0

�
log

t

�

�n���1
f (�)

ds

�
:
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons certains travaux sur le calcul fractionnaire telles que :

l�intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire au sense Riemann-Liouville, Caputo,

Grünwald-Letnikov et celle de Hadamard, nous présentons également une généralisation

récente introduite par Udita Katugampola (2011), qui généralise l�intégrale et la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville, Hadamard. Ces opérateures est connue sous le nom de

l�intégrale et la dérivée fractionnaire de Katugampola.
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