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| nt r oducti on

Le traitement du signal consiste a élaborer, pow certaine classe de
signaux, des algorithmes permettant d’effectueoraatiquement, I'analyse et le
diagnostic, le codage, la quantification et la cogspion, la transmission ou
I'archivage.

Dans la pratique, ces taches sont assez délicatasican algorithme
universel ne peut convenir a I'extréme diversitg sieuations rencontrées.

En traitement du signal, une description fréqudlaticforme un
complément indispensable a la description temparkelts deux descriptions sont
reliées entre elles par teansformée dd-ourier (L’outil idéal pour étudier les
signaux stationnaires). En effets, I'analyse Faririer permet de connaitre les
différentes fréquences excitées dans un signadt-aelire son spectre, mais ne
permet pas de savoir a quels instants ces frégeemtecté eémises. Donc Cette
analyse donne une information globale et non lod¢&beir localiser I'information
donnée par la transformée d@®urier, Gabor a introduit la transformée de
Fourier a court termgen décomposant le signal a analyser en segmiéaita
d'une fenétre temporelle. Cette transformée posséds limites dues a
I'utilisation d'une fenétre de largeur constanteuw@ant le domaine de
représentationemps-fréquencdl est souhaitable que cette fenétre soit adaptée
en fonction des irrégularités du signal. Cela &alfabjet de notre étude dans le
premier chapitre.

L’idée d’introduire un parameétre supplémentaire fgua varier la largeur
de la fenétre par une dilatation ou une contractmonduit a l'analyse par
ondelettes (La transformée en ondelettes). La fbemge en ondelettes est un
outil récent en traitement du signal. Elle a étdisee comme un outil de
traitement du signal pour la premiere fois en 1p8BJean Morlet Elle posséde
des propriétés intéressantes pour le traitemergighal et permet de dépasser
certaines limitations de la transformée Beurier a court terme. Cela a fait
I'objet de notre étude dans le deuxieme chapitre.

Et enfin dans le troisieme chapitre, on a argumieatec une comparaison

entre la transformée d®urier a court terme et la transformée en ondelettes.



Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

CHAPITRE |

La transformée de Fourier a court terme

1) Caractéerisation d’un signal

1.1) Différents types de signaux

Il est possible de faire la distinction entre umiboe de signaux dont les
deux grands groupes sont celui des signhaux ceffags-adire déterministes
et celui des signhaux aléatoireseit-a-direnon-déterministes

L’ensemble des sighaux peut étre décomposé en glamxies familles,
celle des signaux déterministes (voir Fig.1l) etleseldes signaux non-
déterministes (voir Fig.3). Les signaux pseudadaliées sont constitués de
signaux périodigues mais dans chaque période, & yles phénoménes
aléatoires. Parmi les signaux non périodiques, istindue les signaux quasi-
périodiques, constitués d’'une superposition desasig sinusoidaux dont les
périodes ne sont pas commensurables, et les sigrasitoires, comme les

décharges de capacité par exenfipje.

a) Les signaux certains (déterministes)

Ce sont des signaux dont le modéele mathématiquenasu (voir
Fig.2), donc leur évolution en fonction du tempshaque instant peut
étre parfaitement prédite.

Un signal déterministe est généralement s@ieavect/ 7.

Les signaux déterministes sont définis :
- Soit par des fonctions réelles ou par des fonctimmsplexes.
- Soit par des distributions telles que les impulsidaDirac. Il
s’agit de signaux déterministes idéaux qui sorisgs comme
des modéles théoriques et ne peuvent étre physepnem

réalisables[2]
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Les signaux certains (Déterministes)

l l

Périodiques Non- Périodiques
Sinusoidaux Composites Pseudo-ak&atoi Quasi-périodiques ransitoires

(Somme de sinusoide)

Fig. 1 : Les signaux déterministes

v

Fig.2 : Signal périodique

b) Les signaux aléatoires (non-déterministes)

Ce sont les signaux dont le modéle mathématiqest pas
connu (voir Fig.4), donc leur évolution en foncti@u temps est
imprévisible.
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Un processus aléatoire est un phénomeéne physiqaeté&asé par des
grandeurs dont les valeurs successives sont gada®par les lois probabilistes
(c’est-a-direnon-déterministgs Le phénomeéne a une évolution imprévisible.
Un signal aléatoire met en évidence un processataite. Ce sont des signaux
a puissance moyenne finie.

Signaux aléatoires (Non-déterministes)

! !

Stationnaire Non-Stationnaire

Fig. 3 : Les signaux non-déterministes

S(t)

ML Al
IRAIRVITARED

Fig.4 : Signal aléatoire

Un signal aléatoire est dit stationnaire si sa egpisysique est
invariante par translation dans le temps.
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

La stationnarité est souvent fonction de I'échtdlmporelle (un signal peut étre
stationnaire pour des échelles de quelques miraitas plus I'étre pour des échelles

de quelques jours).

Des criteres quadratiques permettent de faire whtee aistinction entre les

signaux :

Dans le cas d’un signal a énergie finie

La puissance instantanée d’un sigs@ quelconque est :

plt) =[s(t)* = slt) (1)

On appelle énergie normalisée d’'un siga@) dans lintervalle [tt,],

I'aire décrit par la puissance instantanée :

Un signals(t) a énergie finie non nulle s’il vérifie la condiiguivante :
+00
[Istt)*dt<eo

Si s(t) est a puissance moyenne fini :

On appelle puissance moyenne d'un sigs(@l dans lintervalle [ft;],

I'expression :

Pzﬁz—:ﬂj‘s(t)‘Zdt

1
Un signal s(t) a puissance moyenne finie non nulle s'il vérifee |

condition suivante :

17 2
TLLTO?.([‘S(t)‘ dt < oo
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

1.2) Notion de continuité et de discrétisation

Cette notion permet de caractériser la fagcon dostgnal nous parvient
(voir Fig. 5).

- Un signal continu a temps continu est un sigmal@gique (Exemple
Le 220V des prises électriques).

Il N’y a que l'oscilloscope qui permette de le abkser.

- Un signal continu a temps discret est un sign@lpgut admettre des
variations continues.
C’est genéralement le cas de toute information \quiétre stockée et

traitée informatiquement.

- Un signal discret a temps continu
La variation de la luminosité du soleil, puisquilest observable que le

jour.

- Un signal discret a temps discret dont les valesuccessives ne
peuvent pas étre continues car elles varient corde® nombres entiers

(Exemple : Les gains au loto).

1.3) Mesurer — Traiter — Analyser

Si I'on parle de traitement du signal c’est qu’'gsal et traitement sont
complémentaires et que I'un ne va pas sans l'autre.

- Analyser, c’est pouvoir dégager I'information esselle contenue dans
un signal.

La nature de l'information pertinente differe selamature physique du
signal. Il est ensuite possible de reconstruiresignal en ne gardant que
I'information essentielle et en éliminant I'infortan accessoire. Cette notion

est liée au concept daitement du signal
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

L’information accessoire se présente sous la foduebruit lié aux
mesures, bruit inhérent a chaque observation. hesrtitudes attachées aux
données représentent assez bien le bruit. Cepenelgs peuvent ne pas
prendre en compte tous les bruits de mesure ca meupeuvent pas étre

estimés.
« Le bruit induit par les instruments de mesure par les

conditions atmosphériques ou autre est un phénoimgw@tant qui doit

étre pris en compte dans 'analyse autant que Ipessj1]

S(t) S(t)

—

@) !

S(t) S(t)

( C) t (d t

Fig. 5 : Continuité et discrétisation d’un signal
Les signaux peuvent étre a temps confajwou a temps discréb), ou

alors ils peuvent avoir des variations discrete®ips contingc), ou a temps
discret(d).
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

2) La transformée de Fourier

L’'observation de [I'évolution d'un signal peut nougnseigner sur son
commencement, sa fin, la durée de ses élémentst@astiques, ses discontinuités ses
changements de rythme, etc. En revanche, une espadion temporelle renseigne peu
sur les périodicités présentes dans le signal.

Une technique fondamentale pour la représentatioriréguence consiste a
décomposer le signal en une superposition de diifés fonction§3]. Cette méthode
fut généralisée en 1807 pdoseph Fournieret s’applique a I'étude de nombreux

problemes physiques.

- Les séries dd-ourier sont utilisées pour I'étude des signaux périodsque
(Exemple : les signaux carrés, rectangulaires). etc.

Ceux-ci peuvent en effet étre représentés commeuwperposition d’'une onde
sinusoidale fondamentale (dont la fréequence estléppafréquence fondamentadlet

de divers harmoniques (de fréquences multiplea di€gjuence fondamentald).

x(t)=%+2an cosnwmt + b, sinnwt (1.1)
n=1

Les amplitudes ou coefficients Beurier sont donnés par :

5 P
%:?jmnm
-T
v (1.2)
5 P 5 P
a, == Ix(t).cos(nwt) dt , b,== jx(t).sin(nwt) dt
T T
s s

- Pour les phénomeénes non-périodique, il est naresd’avoir recours a une

intégrale dd-ourier (C’est-a-dire a une somme continue)
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Cette méthode consiste a représenter le signaliparsuperposition d’ondes
sinusoidales de toutes les fréquences possibles. abgplitudes associées a ces
fréquences représentent, comme pour les sériesuteer, les importances respectives
des diverses ondes sinusoidales. Ces amplitudeseffbralors une fonction de la
fréequencef appelée spectre continu des fréequences du sig@ast la transformée

deFourier du signal.

Elle est calculée a I'aide de I'intégrale Beurier :

X(f)= jx(t)e‘z”‘“dt (1.3)

—00

0 ixn e—ZiTInf/N
n=0
Ou
N : Est le nombres de points du signal.
X(f)=TF[x(t)]: La transformée dEourier du signak(t).

Cette transformée contient la méme information lgusignal temporel, mais

elle differe dans la maniere de représenter cefitemnation (voir Fig.6)[5]

La transformée d€&ourier inverse permet de reconstruire le signal a pdes

sinusoides qui le constituent.

Elle est donnée par :

+00
x(t) = jX( f )ity (1.4)
x(t)=TF[X(f)] : L'inverse de la transformée &eurier.
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Amplitude
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2.1) Condition d’application

Pour que la transformée #eurier X( f ) d’un signalx(t) existe, le signal
X(t) doit étre de carré sommable c’est-a-dire d’éndigie.

Pour les signaux réels, cette condition est tosjoremplie
puisque la mesure est faite sur un temps fini.

L’analyse parFourier suppose implicitement que le signal est identique
a lui-méme en dehors de lintervalle de mesure.fdmaction X( f ) étant
périodique de période 1, il est d'usage de limst@n intervalle de définition a
[-1/2 , 1/3 . Dans le cas ou elle est issue d’'un échantithgen la valeur 1 de la
période doit étre remplacée pat/fe ou f. désigne la fréquence

d’échantillonnage]6]

Fig. 6 : Représentation temporelle et fréequentielle d’un &
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

2.2) Inconvénients de I'analyse de Fourier
Malgré son immense succes, cette technique a plssi@éfauts, en

particulier son manque évident de localisation terale.

En effets, l'analyse dd-ourier permet de connaitre les différentes
fréquences excitées dans un signal, c’est-a-dimespectre, mais ne permet pas

de savoir a quels instants ces fréquences onhéses

Cette analyse donne une information globale et lomale, car les
fonctions d’analyse sont des sinusoides qui ostillmdéfiniment sans
s’amortir. Cette perte de localité est un inconganipour I'étude de signaux

non-stationnaires.

TF sur 512 points TF sur 1024 points

0.6 0.20F
0.30}
g 0 I| g
() 5& j % pzof i (b)
£ ozt J ] 3 %
5 = oorof .
? f
oz i R 0.0 . —
0.60 G032 Lo« .08 o.00 &.032 0.0« a.08
Fregquence Frequence
TF sur 2048 points TF sur 4096 points
04 J T 0050 T T
il | J 0.040
B 2107 J
© 3 ool | 3 500 ! (d)
= i =
G 0.06F &, 3
E E & G020
= 0,044 =
0.02+ : ke
.00t . 6.000 . :
0.00 G.032 0.0+ 0.0 o.00 a.08 004 a2.08
Fraguenoce Fregquence

Fig. 7 : Transformée de Fourier d’'un signal a fréquence valble.
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Le signal temporel utilisé pour calculer les tramshées de Fourier de

la figure 7 est x(t) = si ZN.; .
27+0.001

La frequence de ce signal est donc variable. Leatrgudessins
représentent quatre transformées de Fourier malsub&es sur les 2premiers
points du signa(a), puis sur les 2 premiers pointgb) et sur les 2 premiers

points(c) et enfin sur le ¥ premiers pointgd).

La figure 7(a) montre I'existence d’un pic alors que la figyh montre

I'existence d’'une bande de fréquence tres mal @efin

De plus ainsi que cela a été vu sur la figure fdlgse deFourier ne
permet pas I'étude de signaux dont la fréequence \dans le temps. De tels
signaux nécessitent la mise en place d’'une andgmps-fréquenc§rz] qui
permettra une localisation de périodicités danemeps et indiquera donc si la

période varie d’'une fagon continue, si elle disfigrais réapparait par la suite.

2.3) Principe de la représentation Temps-Fréquence

Gabor dans les années 1940 découvre la premiére forme de
représentatiotemps-fréquenceSa technique consiste a découper le signal en
différentes plages de longueur fixe (Voir Fig. 8haque plage est alors étudiée
séparément des autres par I'analyse traditionmgl€ourier. L’inconvénient
majeur de ce procéde est la longueur de la plage fxée, il n'est pas possible
d’analyser simultanément des phénomeénes dont lesllés de temps sont

différentes.
Pour localiser I'information donnée par la transiée ddg-ourier,

Gabor a introduit la transformée deourier Glissanteen utilisant une

fenétre temporelle dans l'intégrale Beurier.[8]
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

2.4) Transformée de Fourier a court term@ransformée de Fourier Glissante »
On se propose de découper le sigh@ en une suite de segment de
durée finie en utilisant une fonction fenégg@) centrée a = 0, a support

compact de largeur fixe.

Le produitx(t) g(t) permet d’avoir acces a l'information fréquentiadie
signal au voisinage de= 0. Cette procédure est répétée avec des versions
translatées de la fonctigftt).

On remplacex(t) de I'équation (1.3) pax(t) g(t<) qui représente une

portion du signak(t) centrée autour de

La transformée dé&ourier a court terme kF.C.T » continue pour un
signalx(t) est définie par :
+00
Xg(t,f)= jx(t).g(t —1)e 2ty (1.5)

—00

Ou g(t—T) est la fenétre d'observation a linstant, et

Xg(T, f) est la transformée deourier d’'une portion du signal centré

autour det.

Si la fonctiong(t), est centrée g®,0) dans I'espaceemps-fréquencealors on a

+o00
jt\g(t)\zdt:o (1.6)
+o00
jf\e( f)df =0 (1.7)
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Alors la fonctiongy ¢ (t) sera localisée au voisinage (ef ), d'ot :

+ 00

j tly f (t)‘zdtzr (1.8)

—00

+00
f f[Ge ¢ (1) df = 1 (1.9)

Ou: gr,g(t)=glt-1)e”™

Gy (f) : La transformeée deourier de gy (t)

Fig. 8 : Principe de la T.F.C.T.

2.5) Propriétés de la transformée de Fourier a cotearme
D’aprés I'équation (1.5), on remarque que la transiée deFourier a
court terme &.F.C.T » transforme le signat(t) d'une seule dimension a un

signal a deux dimensions qui se représente dalan¢éemps-fréquence

- Si la fenétre de I'analysgt) a une énergie normalisée égale a 1 :
[lot)at=1 (1.10)

Alors la transformée deourier a court termeX g (T, f) est admissible
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

- Soitx et gdeux fonctions de carrée intégrable :

x,g0L2(0)

+oo +o00

X,y (t,f)= j x(t).g(t - 1) e 2™ dit = j x()g. ¢ t)dt=(x.0.¢)  (.11)

—00 —00

Donc la transformée deourier a court terme c’est le produit scalaire du signal

X(t) avec une famille dgy (t) générée & partir d’'une seule fonctig(t) de L*(R) par

translation temporelle x» et fréquentielle & »

a) Conservation de I'énergie

La transformée dBourier a court termeX 4 (T, f) est deéfinie par :

Xg(t,f)= Ix(t).g(t —1)e 12t Gt

—00

=TF[x(t)g(t - 1]

Ou : « TF » est la transformée Eaurier.

Alors I H (1, 1) dfc = [| [relx() ot - o] df |t
T\ f

On applique le théoréme @arseval:

H\ (r, 1) afer = ![{\X T)\Zdt}ﬁ

Iﬂ (v, 1) dfc = [|x() [ﬂg(t—T)\zdr]dt

t T
Page 14 .




Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Comme I'énergie de la fenétgét) est normalisée :

ﬂg(t ~1)%dr=1

Alors on trouve

m (x.f) 2 dfdr = ﬂx J4dt (1.12)

La relation (1.12) montre que le passage du domaeraporel au
domaine fréquentiel épuise toute I'information @mie dans le signa(t)

«ll N’y a pas de perte d’information ».

b) Reconstruction du signal

On veut reconstruire le signslt) a partir de sa transforméég (t, f) :

Ona:
Xg(t,f)= Ix(t).g(t ~1)e Mgt =TF[x(t)g(t - 1)]

On prend Xg(T,f)=TF[x(t).g(t—T)]et on applique la transformée
inverse aux deux cotés, on aura,

TF X4 (1, )] = x(t) gt 1)

On multiplie les deux membres équation gt — 1) et en intégrant le

long de tous le domaine temporel, on aura :

T|g(’[ —r)(Z x(t)dt = TdTTg(t —T),Xg (v, f)e'?™df

+00
doi |g]? x j dt j glt - 1) X4 (t, ) 2™ df
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

On posant : j\g(t —t)*dr=|g|* =C

Il vient

1+J?odegt— o(T.f)e' 2™

Comme gy ¢ (t) = g(t - T)eiZ]1ft

Finalement :

=C" j j gr. 1 ()X g (t, f )ohedf (1.13)

2.6) L'inégalité d’Heisenberg

Une limitation sévére pour le développement d'umalyse temps-
fréquence vient du fait qu'une fenétre ne peut ragola fois une dispersion

temporelle et une dispersion fréquentielle arbrigraient petitef9].

D’apres la figure 9, on remarque que le spectraaimpulsion est plus

large que celui d’'un signal dont le temps est {dug.

Cette dualité¢ trouve sa forme mathématique dansédalité

d’'Heisenberg
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

100 ‘ ‘ ‘ ‘ 101
80, B 1005/
[} O
S I :’-{ 100
g 40 po
< g 99.5
20| s 77
0 ‘ ‘ ‘ ‘ 99 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 100 200 300 400
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10 ‘ ‘ ‘ ‘ 2500
51 B 2000 {
o ©
S © 1500
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£ 2 1000|
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= 3 500]
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Fig. 9 : La transformée de Fourier d’'une impulsion et d’'ungnusoide

Considérons un signa(t) d’énergie finie

+oo
E= [jx{t)*dt<oo

—00

Une méthode simple pour définir la durée utileeetdrgeur de
bande utile d’'un signal consiste a considérersg&idution temporelle de
I'énergie d’un signal en définissant le moment cewliu deuxieéme ordre

normalis€, par analogie avec la notion de momelisag en statistique.

[2]
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

La durée utile est définie par :

+oo

j(t —to)x2(t)dt

(At)? === =é j (t —to)x2(t)dt (1.14)

+ 00

j x2 (t)dt

—00

1 +o00
ou:tg =2 jtxz(t)dt

to : Est le moment centré normalisé du premier ordre.

La quantitét, donne la position moyenne du signal sur l'axe des

tempsAt donne une mesure de I'étendue du signal autotyr de

D’une facon analogue, on peut définir la largeurbdade utile d’'un
signal réel en prenant comme origine des fréquelg®sition moyenne du

signal sur I'axe des fréquences :

+joofﬂx(f)\zolf »
(af ) === :é Ifﬂx(f)\zdf (1.15)
[x(e)Par
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Propriété de dérivation de la transforméd-darier :
o) - i2mfX (f)
dt
En utilisant le théoreme d®arseva) on aura :
+00 dX(t) 2 +00 +00
I ‘—‘ dt= j\iznf X(f)2df =41 I £2|X () df
—00 dt —00 —00
Pourx(t) réelon a:

oo 2 e 2
[ % dt:j($) it

—00 —00

D'our : sz\x(f)\zdf = de(t)

—00

On porte ce résultat dans I'équation (1.15) oneotiti

(af)2 =—L j (dx(t)j (1.16)

41PE ° \ dt

On applique I'inégalité d&chwartz on obtient :

+oo 2 too +00
Ttewsla < Te-opoms (40

—00 —00 —00

Page 19.



Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

En intégrant par partie

+ 00 dx(t) 1 +00 1+OO
_ U g =2+ — 2 _= 2
_j (t -to)x(t) = dt="(t—to) x (t)_oo 2_jx (t)dt
On trouve alors :
+oo +00
_ dx(t) . 1. .y .2 1
_j (t -to)x(t)= 7 dt = (t 1) X (t)_00 SE
Supposant“(t) est & décroissance rapide
l 5 +00 _
:>§(t—to).x (t) =0
Finalement :
+00
dx(t) 1
t—t t)—"dt=—-=E 1.17
_joo( 0)x(t) = Fdt=—7 (1.17)

En tenant compte des équations (I.14), (1.16) di7)] l'inégalité de
Schwartzconduit a l'inégalité dieinsenberg

(at)(af )= ﬁ |

On remarque ce produit est borné inférieurement.

Si ce produit est mferleurzt—, on ne peut pas capté le signal.
T

2.7) Les fenétres
La fenétre glissantg(t) est une fonction symétrique qui atténue les
valeurs du signal aux bords de l'intervalle d’olvs¢ion. Cette fonction vaut

généralement 1 au centre du domaine considéeréwatl@s bord$s].
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Il existe plusieurs types de fenétres. Chaque ffergétces avantages et
ces inconvénients, donc le choix de la fenétreagerdlativement au probleme

étudié. Dans notre cas la fenétre utilisée est ckedHamming

La fenétre déedammingest définie comme suit :
— 54— 21K - g
g(k+1)=054 0,46cos(m) aveck=0,...n-1 (1.18)

2.8) Le spectrogramme
C’est un outil tres répondu dans I'analyse du digoésqu’il fournit une

distribution de I'énergie du signal dans le plamps-fréquence.

Le spectrogramme est défini comme le module aLéodmng(T,f)

«transformée dEourier a court terme »

+o00 2
sp= Ix(t).g(t—T)e_izmtdt (1.19)

—00

En plus, le spectrogramme est une fonction bilieéadn réversibl§l0]

2.9) Les limites de la transformée de Fourier a ebterme

La transformée dEourier a court terme posseéde des limites dues
a l'utilisation d’'une fenétre de largeur constampeelle que soit la

fréquence a analyser.

Pour avoir une bonne résolution temporelle, on dbliser une

fenétre étroite, mais elle entraine une mauvasaugon fréquentielle.
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Chapitre | La transformé de Fourier a cotatme

Et pour avoir une bonne résolution fréquentielle,dwoit utiliser
une fenétre beaucoup plus large, mais elle entraime mauvaise

résolution temporelle.
La Fig. 10 représente un signal de deux sinus@tese impulsion.
L'utilisation du spectrogramme avec une fenétreittmous permet de détecté

'impulsion alors que l'utilisation d’'une fenétrees large nous permet de détecté les

deux sinusoides mais I'impulsion n’est pas localigég. 11)..

50

40 1

30+ f

20+ B

10 5 f

Amplitude

-10 +

-20

(0] 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
temps

Fig. 10 : Signal temporel de deux sinusoides et d'une imputs
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Fig. 11 : Spectrogramme «Fenétre de Hamming »
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Chapitre |l La transfores@ ondelette

CHAPITRE I

La transformée en ondelette

La transformée en ondelette est outil récent atetngnt du signal. Elle
a été utilisée pour la premiere fois en 1983 pae€lephysicierlean Morletsur

des applications pétrolieres en réflexion sismidulg.

L’analyse temps-fréquence toujours été un enjeu en traitement du
signal. Pour obtenir de I'information a la fois t@onelle et fréquentielle sur un
signal, il faut le décomposer sur des fonctionsiceatrées a la fois en temps et
en fréequencefl2]. Pour définir ces fonctions, il faut partir d’'ufanction L|J(t)
appeléeOndelette meresi elle est bien localisée et si elle est oscidafdlle

ressemble a une onde, mais étant localisée, estnaedetté.

1) Définition d’'une ondelette
Uneondeletteest une fonction élémentaire tres particuliereadews
réelles ou complexes, trés concentrée a la foisemps et en fréquence et

vérifie les conditions suivantes :

2oL

Pour €>0 |f|£qJDL2

(I1.1)

TqJ(t)dt =0

Ou P est la transformée deourier de
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Chapitre |l La transfores@ ondelette

Exemple: ¢(t) = -t-eXF(‘t% j

0.25 ‘ : : : i

0.2+

0.15+

0.11

0.05

-0.05

0.1+

-0.2+

-0.25

L'ondelette merd)(t) engendre les autres ondelettes defafaille,
L|Jab(t) ,a> 0etbdO par dilatation (parameétra) et par translation dans le

temps (parametrig).

A partir de cette ondeletty(t) vont se déduire toutes les fonctions

Wap(t) de lafamille :

wab(t):%w(%) a>0pb00 (1.2)

En d'autre terme, le parametke positionne l'ondelette sur I'axe du
temps, alors que le parameéti®e controle la fréquence de [l'ondelette

(contraction : haute fréquence, dilatation : bdsSguence).
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Chapitre |l La transfores@ ondelette

Si \a{ <<1 l'ondelette Y ,,(t) est trés concentrée de I'ondelette mere

Y(t) et le contenu fréquentiel sera en majorité danhdeses fréquences du

plan d’analyse.

Si|a>>1 rondelette Y,,(t) devient trés large et le contenu

fréquentiel sera en majorité dans les basses fnégealu plan d’analyse.

Fig. 11 : Dilatation et contraction de I'ondelette.

1) L’'ondeletteChapeau mexicain(Fig. 11)

W(t) = Cog 5t)e_t%

2) L’'ondelette deMorlet (Fig.12)

w(t) :%1{%1 .(1—t2)e_t%
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Remarque :
Si on fait varier le parametre de dilatatian 'ondelette gardent le méme

nombre d’oscillation.

1.5

I I I
(o] 400 800 1200 1600

0.8

-0 \\/ \/ v \/ 7

-0.6
1200 1600

A

-0.3 - B

-0.4F -

I I I
(0] 400 800 1200 1600

Fig. 12 :Le nombre d’oscillation reste le méme malgré la iadion de (a).
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Chapitre |l La transfores@ ondelette

2) Propriétés des ondelettes

Les propriétés des ondelettes sont :

L’'ondelette est une fonction de carré intégraplesatenant éLZ(D)

j\q;(t)\zdkoo (11.3)

j W(t)dt=(0)=0 (11.4)

(i.e.) La moyenne de(t) est nulle

L’ondelette doit satisfaire la condition d’admisktb

+00

j%\q;(f)\zdf <

—00

- Les ondelettes orthogonales doivent avoir unbrende moments nuls :

[tMw(t)dt=1(™(0)=0

3) Analyse multirésolution et filtres miroirs enugdrature
Le concept d’analyse multirésolution est en faiteciement lié a la
théorie des filtres miroirs en quadrature. Cegefiltintervenant de facon

explicite dans les algorithmes de décompositiommgaosition en ondelette.

L’analyse multirésolution consiste a utiliser uneanmgme étendue
d’échelle pour analyser un signal. A chaque échdd#lesignal sera remplace
par I'approximation la plus adéquate que I'on pwsg tracer. En allant des

échelles les plus grossieres vers les échelleplles fines, on accéde a des
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représentations de plus en plus précises du sigoahé. L'analyse s’effectue

donc en calculant ce qui différe d’une échelleatutre, c’est-a-dire les détails.

L’analyse multirésolution d’'une fonctiohconsiste en une hiérarchie
d’approximation f; représentant les contributions d’échellesfdgusqu’a un
certain rang j: Autrement ditf; va représenter la fonctiod jusqu'a des
détails de taille 1/2(ces approximations sont de plus en plus précites

convergent vergquand j tend vers l'infini)13]

3.1) Définition de I'analyse multirésolution

Une suite{Vi}iDZ des sous-espaces ferrr{é/;,}mz de LZ(D) est une

approximation multirésolution si les six (6) praés suivantes sont vérifiées :

) 0(jK)0Z2 | 0V = flx-21k]ov;,
i) D0Z V) OV,

i) 00z, f0OV) < f(2x)0Vj4,

+00
iv) lim v;= | v;={0},
j_,+oo o
J——OO
+00
v) lim Vv =Adhérence YV; [=L(0).
J_,+oo .

j=—oo

Il existedansV, une fonction ¢ (appeléefonctiond’ échelle}elleque
la collectiondes [g(x-k)],, SoitunebaseorthonorméedeV, .
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SoitV, le sous-espace vectoriel engendre par cette d(itst défini a

partir deV, par simple changement d’échelle :

X0V = flixjov,
Les approximations successivfes P, f

Ou R deésigne la projection orthogonale syr sont données par la
formule de projection :

P f =D f.05K)0jk
k

Avec (pj’k(x)= 2j / Z(P(Zj X = k)
Car ((p i k )kDZ est une base orthonormée\del’apres les propriétas) etvi).

3.2) Construction de la base orthonormée d’ondedett

Les ondelettes apparaissent pour caractériser l&aepts d’échelle
correspondant a l'indicg dans la fonctiorf, soit la différence d’information
entreP; f etP;,, f
Soit W le complément orthogonal 8¢ dansVj+1 :

Wj DVj :Vj+1

D’aprés les propriétés de la définition d’une asalynultirésolution, les
espacedV; verifient :
n ooz t1()ow; - fl2ixjow
i) 0j0z f(x)0Wy = f(x-k)OWg

W orthogonal &\,  pour j # '

Et Ujoz (Wj)z'—z(D)
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Chapitre |l La transfores@ ondelette

3.3) Le calcul explicite de I'ondelette mere.

Connaissant la fonction d’échelie on peut calculer une ondeletpede
la facon suivante :

Soit ¢0Vg OVq donc il existe des coeffecierttén tels que

ox)=+2> _h(n)g(2x~n) (11.5)

Car{ﬁ.cp(Zx—n)}nDz est une base orthonormée ad¢;, et les

coefficients h(n) se calculent par les produitdesces :
h(n) =v2({ ¢(x) ,@(2x-n)) (11.6)

L’équation (11.5) s’écrit également éfourier. (Voir Annexe)

o&)= ﬂb(%j«(%j (1.7)

Ol my(€)=—= > h{n)e 2" (11.8)

2 n0Z

Les fonctions{¢(x -k}, constituent une base orthonormée\e les

relations d’orthogonalités s’écriverfigrmule de Poison)

> lee+k) =1 (11.9)

kOz

ce qui eséquivalent a :

|ﬂb(€)|2+\ﬁb(€+%]2 =1 (11.10)
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Calculery sachant quep JVq revienta chercher les coefficienty(n)

verifiant :
x):\/EZg(n).cp(Zx—n) (I1.11)
Avec g(n)=+2({ w(x),@2x-n)) (11.12)

S’écrit également eRourier :

_ m{%},{%) (11.13)

oum (& \/_Zg g 2mien (11.14)

ntzZ

Les relations d’orthogonalité des fonctiopet Y sont :

> loE+k)* =1 (11.15)

kOz

> @€ +K)B(E+K)=0 (11.16)

kOz

D’ou les nouvelles conditions :

(€ +|myfe+ 1) =1 (11.17)
Mo (€)+ my € + 1 Jmo £+ 15)=0 (1.18)
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3.4) Définition d’'une fonction filtre

Une fonction filtre est une fonction étment de #(T), espace des

fonctions |-périodique de carré intégrable surlp,

A H est associée bijectivement une suite h(n)2€® vérifiant :

En terme de traitement du signal :
h : est la réponse impulsionnelle de la fonctidinefiH

et
H : est la fonction de transfert de h

a) Définition d’un opérateur de filtrage

L'opérateur de filtrage F associé a une fonctiotirdi H est une

opération linéaire de #Zz) dans P(2Z) commutant avec les translations

d’entiers pairs défini par :

(Fa),, = Z h(k-2n)a, sia,dL%(2)

Ou h est la réponse impulsionnelle de la fonctilhre fH.

L’'opérateur dual au sens dé(Z) «F* » de F est défini par :

Z(F *b),, 8y = Z(bn )'(I?a)Zn

ntz n0Z

Avec (@) et () sont dans (2).

Donc

(F*b)yy =D h(n=2k)b = h(n-2k)b, si  h(n)est réel.
kOz kOz
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La transforese ondelette
3.5) Définition des filtres miroirs en quadrature

Soient iy et F, deux opérateurs de filtrage

On dit que b et F sont des filtres miroirs en quadrature si
I'application :

(Fo.Fu):L2(2) - L*(2)x1*(22)

(an)n - [(Foa)zn ’(Flb)Zn]

Est isométrique.

(i.e.) Pour tout a, 0L?(Z)

S lal” = S (Foadyal + S |(Fib),|”

ndZ ndZ ndZ

Dans la pratique fest un filtre passe-bas et Est un filtre passe-haut

Conditions nécessaires

Soit une analyse multirésolution d€(R) de fonction d’'échellg et
d’ondelette)

A ¢ et sont associées des fonctions filtres et G de réponses
impulsionnelles h(n) et g(n) telles que :

o(x) \/_Z n).g(2x-n)

(1.19)
=2 " g(n)g(2x-n) (11.20)
Les relatior:s (1.19) et (11.20) s'écrivent Eourier comme
:rrb(%)q(%) Avec mO(E):%H(E) (11.22)
=m(% %) Avee my(€)=~G(e) (11.22)
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On dit quemy et m; sont des filtres miroirs en quadrature, s'ils fiénit

les quatre conditions suivantes :

) [mol€)? +[myle + 15)* =1

i) [y () ‘ml(2+%l =1

iii) m, (£)my +m(é+%h(5+%)

iv) my(0)=1, Carq(28)=m,(E)pE) (et ¢ n'est pas identiquement nulle).

On dit quenb(é) est une fonction filtre passe-bas (filtrant les thau
fréquences) etml(E)est une fonction filtre passe-haut (filtrant lessdes
fréquences), si on a les relations suivantes :

m,(0) =m, (1/2) =
my(1/2)=m,(0)=0

4) Construction des ondelettes de Daubechies

Le probléme de construire des ondelettes méreretgpsupport compact

(ou encore, dans le nouveau langage, des ondeiptisdes fonctiongchelle
¢ a support compact) se ramenait a la rechercheilttes f miroirs en

quadrature (a reconstruction parfaite) a répongelsionnelle finie[14]

En 1987, |I. Daubechies construisit des fonctiogsloelle orthonormales

a support compact (Supgey :[O ,2N—1] )eta régularité arbitrairement

log3
2log 2

grande (, est de class€*™ oUN(l— j ay )-[15]
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Les bases dBaubechiesont maintenant largement utilisées, parce que

la compacité du support g autorise l'usage de filtre finis dans l'algoritam

rapide des ondelettes.

L’ondelette mérap(t) et la fonction d’échelleg(t) de Daubechiessont

définies comme suit :

2N-1

olt) =2 > hlk+1)g(2t -k)

2N-1

w(t)=~2 Z g(k +1) (2t —K)

Avec

g(n)=(-1)""h(2N-n+1)

j @t)dt=1

Les coefficient$h(n)}2X™"  sont choisis tels que les fonctions :

Wi(t)= 2_%-4’(2_jt_k +1)

Forment une base orthonormée.

En plus 'ondelette mérgy & N moment nuls

jtm.w(t)dtzo Avec m=0 N-1

(11.23)

(11.24)

(11.25)

(11.26)

(11.27)
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a) Les coefficients des filtres de Daubechies.

n h(n) N h(n) n h(n)
0 | 0.3415 0 | 0.0385 0 0.0189
N =2 1 | 0.5915 1 | 0.2212 1 0.1331
2 | 0.1585 2 | 04777 2 0.3728
3 | -0.0915 3 | 0.4139 3 0.4868
0 | 0.1629 4 | -0.0112 4 0.1988
1 | 0.5055 5 | -0.2008 5 -0.1767
2 | 0.4461 6 | 0.0003 6 -0.1386
N=4 3 | -0.0198 N=8 7 | 0.0910 N =10 7 0.0901
4 | -0.1323 8 | -0.0123 8 0.0658
5 | 0.0218 9 | -0.0312 9 -.0.0505
6 | 0.0233 10 | 0.0099 10 -0.0208
7 | -0.0075 11 | 0.0062 11 0.0235
0 | 0.0789 12 | -0.0034 12 0.0026
1 | 0.3498 13 | -0.0003 13 -0.0076
2 | 05311 14 | 0.0005 14 0.0010
3 | 0.2229 15 | -0.0001 15 0.0014
4 | -0.1600 16 -0.0005
N=6 5 | -0.0918 17 -0.0001
6 | 0.0689 18 0.0001
7 | 0.0195 19 0.0000
8 | -0.0223
9 | 0.0004
10 | 0.0034
11 | -0.0008

Tableau 1 : Les coefficients du filtren de Daubechies
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n | g n | gn n | o)
0 | -0.4830 0 [ -0.0544 0 [ -0.0267
Noo| L | 08365 1 | 0.3129 1 0.1882
2 | -0.2241 2 | -0.6756 2 | -0.5272
3 | -0.1294 3 | 0.5854 3 0.6885
0 | -0.2304 4 | 0.0158 4 | -0.2812
1 | 0.7148 5 | -0.2840 5 | -0.2498
2 | -0.6309 6 | -0.0005 6 0.1959
Noa| 3 | -00280 Nog| 7 | 01287 7 0.1274
4 | 0.1870 8 | 0.0174 8 | -0.0931
5 | 0.0308 9 | -0.0441 9 | -0.0714
6 | -0.0329 10 | -0.0140 N=10| 10 | 0.0295
7 | -0.0106 11 | 0.0087 11 | 0.0332
0 | -0.1115 12 | 0.0049 12 | -0.0036
1 | 0.4946 13 | -0.0004 13 | -0.0107
2 | -0.7511 14 | -0.0007 14 | -0.0014
3 | 0.3153 15 | -0.0001 15 | 0.0020
4 | 0.2263 16 | 0.0007
| 5 | -0.1298 17 | -0.0001
N=0 16 100075 18 | -0.0001
7 | 0.0275 19 | 0.0000
8 | 0.0316
9 | 0.0006
10 | -0.0048
11 | -0.0011

Tableau 2 : Les coefficients du filtreg de Daubechies
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b) Présentation graphique des filtres h, g aingiet Q

Filtre h de Daubechies "DB2"

0.2

1 2 3 4
Fonction d échelle de Daubechies "DB2"
1.5

0.5

0.5

Filtre g de Daubechies "DB2"

2 3 4 5
Ondelette de Daubechies "DB2"

Fig. 13 : Filtres h, g, fonction d’échelle et 'ondelette m&de Daubechies

pour N = 2
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- Filtre h de Daubechies "DB4" Filtre g de Daubechies "DB4" :
1 0.6 ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘ :
104/ 05 i
02 | 0 g
0 05 i
02 S 1 S i
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 !
' Fonction d'échelle de Daubechies "DB4" Ondelette de Daubechies "DB4" :
i 19 ‘ ‘ ‘ 15 ‘ ‘ ‘ |
1 o ;
| 05! i
i 0.5 :
E 0 g
0 05| ;
05 1 |
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Fig. 14 : Filtres h, g, fonction d’échelle et 'ondelette me de Daubechies
pour N =4
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! Filtre h de Daubechies "DB6" Filtre g de Daubechies 'DB6"
0.6 ‘ ‘ 05 ‘ ‘ !
04 ;
: 0 a
0.2 i
i 05| a
v 0 :
0.2 ‘ ‘ 1 ‘ ‘ !
0 5 10 15 0 5 10 15
é Fonction d échelle de Daubechies "DB6" Ondelette de Daubechies "DB6" :
i 15 ‘ w 2 ‘ ‘ :
1 | i
05, 0 5
0 1 5
05 2 ?
;0 > 10 15 0 5 10 5 i

Fig. 15 : Filtres h, g, fonction d’échelle et 'ondelette me de Daubechies
pour N = 6
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é Filtre h de Daubechies "DB8" Filtre g de Daubechies "DB8"

1 0.6 ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘

0.4+ 05!

. 02

: 0,

r 0

i 0.5

0.2

04 T 1 T

0 5 10 15 2 0 R U
' Fonction d échelle de Daubechies "DB8" Ondelette de Daubechies "DB8"

. 15 ‘ ‘ 1 ‘ ‘

1! | 0.5+

: o -

: 0.5}

E 0.5t

.0

i 1

E 0.5 15

v 0 5 10 15 0 5 10 15

Fig.16: Filtres h, g, fonction d’échelle et 'ondelette mez deDaubechies
pour N =8
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Filtre h de Daubechies "DB10" Filtre g de Daubechies "DB10"

L 0.6 1

L 04 | 05

L 02 | 0

L0 05|

L 0.2 ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘
.0 5 10 15 2 0 5 10 1520
i Fonction d échelle de Daubechies "DB10" Ondelette de Daubechies "DB10"
| ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘

i 0.5

. 0.5

! 0

i 0.5}

0

: 1

L 05 L5

.0 5 10 15 0 5 10 15

Fig.17: Filtres h, g, fonction d’échelle et 'ondelettanére deDaubechies
pour N =10

Interprétation graphique: D’apres I'ensemble des figures (13 - 17) qui

ont été tracées, on peut tirer la constatation ante :

Les ondelettes meres construites a partir des dillret g (voir tableau 1
et 2) ont la tendance d’étre regulieres de pluples.

Donc, pour avoir une ondelette réguliere, il edénmessant d’augmenter

le nombre (N) de moment nuls.
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5) La transformée en ondelette
La transformée en ondelette est la projection dsignal x(t)

quelconque sur une famille d’'ondelettgg ,(t). [11]

L’'idée de base de cette transformée pour la plus ges auteurs est
d’obtenir une bonne localisation temporelle destémdréquences en prenant

une fenétre d’observation dont la largeur n’ess glonstante.
5.1) La transformée en ondelette continue

Grossman et Morlet ont montré que P(t) esta valeurs réelles, la
collection Y ,,(t)peutétre utilisée comme s'il s'agissait d'une base

orthonormée.

Cela signifie que tout signal d’énergie finie petdcrire comme une

combinaison linéaire d'ondelettey ,,,(t) et que les coefficients de cette

combinaison sont les produits scalaijEs]:
S- (C(a,b) = <S’Lpa'b>)a>0,bDR

Les coefficients d’ondelette€(a, b) sont donc les produits scalaires

dans L? du signal avec les fonctions d’analyse (ou ondelettanalyse)

Lpa,b(t)

c(ab)= %jm ( jt (11.28)
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Ces coefficients mesurent, en un certain sendjuetiations du signal
s(t) autour du poinb a I'échelle fournie paa.

La transformée en ondelette est un opérateur ftiméanvariant par
translation et par dilatation.

C(ab-ty)1 estlatransformée dgft —t,)

2- C(a/A b/A) est la transformée dBA s(t/A)

On peutécrire I'équation (11.28) de la maniére suivante :

C(ab)=st) D%tp(— 1) (11.29)

a

Puisque I’ondeletteIJ(t) est valeureelle on a:

w(-t)=u(t)
Alors :
C(ab)=s(t) D%m(laj (11.30)

On conclue que la transformée en ondelette peaitodtienue par filtrage

du signal s(t), en utilisant une série de filtre de réponse inipalselle
1 t
)

Une autre maniere d’écrire la transformée en ontlele
La transformée en ondelette est le produit scathirgignal s(t) avec les

fonctions d’analyses (ondelettes).

C(ab)=(sWap) aveca>0 et bOO
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En utilisant I'identité dd?arseval

<S,L|—' a,b> = <31QJ a,b>

Ou S(f): est la transformée d®urier du signals(t).

Et E]J(f) est la transformée deourier de I’ondelettep(t)

Avec

Ul a,b(f )=+a(af) g-i2nfb

Donc la transformée en ondelette peut étre écrite
+00 .
C(ab)=(SWap)=a [S(f)d(af)e™ ™t (11.31)

5.1.1) Les propriétés de la transformée en ondeletintinue
Soit une ondelette mere vérifiant les conditionsantes :

[lw()?at=1

+00 2
IMJ(_:)( df =C <400

a) Conservation de I'énergie

Il n'y a pas de perte d’énergie (i-e) :

j\s t-—TT\C 2 dadb (11.32)

—00 —00
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Preuve

Soit: Yapt) =%q{%)

Sa transformée deourier est : ) a,b(f ) = ag™i2m .L|J(af)

Les coefficients d’ondelettes s’écrivent :

C(ab)= \/ETS( f )p(af ) e'2 ™™gt

On trouve sous l'intégrale une transforméd-darier inverse :
C(ab)=vaTr[s(f )w(af )](b)

+oo( +o00
On va calcul :J = j[ﬂc \ db]

—00\ —00

Tfo TEYS(f)w(ab]) de%”‘

—00\ —00

On applique la relation d@arseva) on obtient :

o= f| Tt [Tis iy db}w

—00 \ —00

J= T S(f )\Z[T .N’(ab)‘z db]df
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+o00 2
On prend :K ={J. .‘m(ab)‘ de

a

Finalement :
+ 00 + 00
=K [|s(f)?df =K [|st)*at (11.33)

L’analyse par ondelette assure la conservatiorédergie.

b) La reconstruction du signal
La transformée en ondelette admet un inverse :

+00 +00

st)=c7t j j C(a,b).ma,b(t)digb (11.34)

a

—00 —00

Preuve :
Soit I(a) L’intégral erf de la transformée en ondelette continue :

+00

= [Clablap(id

—00

On peut I'écrire d’une autre maniere :

\/7‘[-”: 1[8 ] anb()

On a

TF wap () =4 B(af)e'>™

dou:

fjs D(af)TFHwap @) F) of

Page 48 .



Chapitre |l La transfores@ ondelette

)=[e [ S{1)/Blar)? 2

Dans le cas og(t est continu

+ 00 +00 +00

j _’;1 IJS \E]J IzmdffaT

+ 00 a +00 + 00 m(af)z
_J;o _2 J;o |2Tlft[_J:>o w ‘ daldf
+00 |7 2
On poseCzJ. qj(‘j)‘
Il vient :
+o00
[ 1 )d_’j cjs &2 g = Csft)
Finalement :
o1 4T (o dadb
j )20 | [ clablwasl) 5"

5.2) La transformée en ondelette discréte

Le traitement numérique des données nécessite skerétisation de

I'analyse en ondelette.
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Pour les applications d’analyse du signal, il d'adg remplacer une
représentation continu@, b) par une représentation discréte, on choisit de

limiter les valeurs des parameteestb de la relation (11.35) a un réseau discret.

Wap(t) =%¢(ﬂj (11.35)

a

Dans ce cas on fixe un pas de dilatabgr> 1 et unby > 0. Les
parameétres etb deviennent :
a=a, et b=nha' avecmndZ
Le parametré dépend du taux de dilatation
ou
ao : Parameétre de dilatation

b, : Parametre de translation

Alors la relation (11.35)devient :

Ymn (t):a;% .q;(agmt—nbo ) (11.36)

Dans I'espacéemps-fréquencde réseau discret est donné par :
(t.1)=(nty 2 5™t )=| [4omn(®)ct , [ £[D0(F) o (11.37)

Pour la majorité des applications, on chaoggit 2, ce qui correspond a
une échelle logarithmique de fréquence. Alors e ¢ translatiom = nby2™,

cela correspond a un réseau dyadique défini par :
(t,f) = (i 2™ 271, (1.38)

fo : est la fréquence de 'ondelette meére.
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La transformée en ondelette discréte associée awbelettes de la
relation (11.36), associé & un signas= une séquence indexée daAsdéfinie

par :

Conp = (Wrnn ) =897 j {t)wlag™e - nty i (11.39)

5.2.1) Frame d’'ondelette
Frame d’ondelette c’est une autre maniere de caldaltransformée en
ondelette discrete. Cette notion a été utiliséepdflandrin par analogie avec

les bases orthonormalgD].

On dit que la famillel’ondelette de la relation (11.36) constitue une

frame s’il existe deux constantAsetB strictement positives telles que :

OsOL?(0) CA>0B<o Alors

AP <> W, 9" < Bl (11.40)

A etB sont les bornes du frame.

Dans ce cas on peut construire des algorithmes nguneénent stables

pour reconstruire le signal a partir des coeffitdgationdelette, en particulier :

2
= A+ B Zl-l-’m,n <L|Jm,n !S>+R (11.41)
m,nZ
Avec
_ B
”R“ - O(Z - 1) H (Terme d'erreur) (||_42)
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Le terme d’erreur peut étre omis,% =1

- SiA=B, larelation (11.40) devient

A = > (W 8 (11.43)

mndZ

La frame est dite serrée

SiA=B =1, la frame devient une base orthonormale.

Les parametresyat ky sont reliés aux bornes de la framet B par la

relation suivante :

+00 2
PO j'q’(f)| df <B (11.44)
bologao_oo f

Si la frame est serrée :

|2

_oom T ]o(f)
A-bologao_'[ o df (11.45)

Si 'ondelette est a support fréquentiel strictetrpasitif

+00 2
A< 2T j'qJ(f)| df <B (11.46)
bylog &, . f

La borne de la frame d’ondeletté = calculée pourga= 2 est plus petite

gue la borne supérieur®<w, ceci conduit a une valeur % >1
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Ce phénoméne est évité par lintroduction de plusiefonctions

d’ondelettes notéesp’ qui sont des versions dilatées d’une seule onéetett

wj(t):z_%'m[z%.tj , 120N -1) (11.47)

OuN représente le nombre de voie par octave.

Les parametreg, etby sont reliés par la relation (11.44) :
+00 2
f
As 2T j'qj( Vgt <5
oga, ¢ f

" byl

Une estimation des bornes A et B de la frame et tapport sont
calculés parDaubechies[12], pour deux ondelettes «l'ondelette chapeau
mexicain et la 8" dérivée de la gaussienne » (voir tableau 3 ettd)ela pour

ap =2 et pour des valeurs tget des nombres de voies par octadvpe (
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N=1
bg A B B/A
0.25 13.091 14.183 1.083
0.50 6.546 7.092 1.083
0.75 4.364 4.728 1.083
1.00 3.223 3.596 1.116
1.25 2.001 3.454 1.726
1.50 0.325 4.221 12.986
N=2 N=3 N=4

bo A B [BIA| A B | BIA| A B | B/A
025 |27.273 | 27.278 | 1.0002 | 40.914 | 40.914 | 1.0000 | 54.552 | 54.552 | 1.0000

0.50 | 13.637 | 13.639 | 1.0002 | 20.457 | 20.457 | 1.0000 | 27.276 | 27.276 | 1.0000
0.75 9.091 | 9.093 | 1.0002 | 13.638 | 13.638 | 1.0000 | 18.184 | 18.184 | 1.0000
1.00 6.768 | 6.870 | 1.015 | 10.178 | 10.279 | 1.010 | 13.586 | 13.690 | 1.0070
1.25 4.834 | 6.077 | 1.257 | 7.530 | 8.835 | 1.173 | 10.205 | 11.616 | 1.1380
1.50 2.609 | 6.483 | 2.485 | 4.629 | 9.009 | 1.947 | 6.594 | 11.590 | 1.7580
1.75 0.517 | 7.276 | 14.061 | 1.747 | 9.942 | 5.691 | 2.928 | 12.659 | 4.3240

Tableau 3 :Estimation des bornes de la frame A et B et le rapgB/A pour quelques
valeurs de bet N basées sur 'ondelette chapeau mexicain.

N=2 N=3 N=4

by A B BIA| A B B/A| A B B/A
0.125 || 25.515 | 26.569 | 1.041 | 39.054 | 39.073 | 1.0005 | 52.085 | 52.085 | 1.0000
0.250 | 12.758 | 13.285 | 1.041 | 19.527 | 19.536 | 1.0005 | 26.042 | 26.042 | 1.0000
0.375 | 8.505 | 8.856 | 1.041 | 13.018 | 13.024 | 1.0005 | 17.362 | 17.362 | 1.0000
0.500 | 6.379 | 6.642 | 1.041 | 9.764 | 9.768 | 1.0005 | 13.022 | 13.022 | 1.0000
0.625 | 5.101 | 5316 | 1.042 | 7.808 | 7.817 | 1.0010 | 10.414 | 10.420 | 1.0005
0.750 | 3.995 | 4.686 | 1.173 | 6.251 | 6.770 | 1.0830 | 8.420 | 8.941 | 1.0620
0.875 | 1.669 | 5.772 | 3.459 | 3.563 | 7.598 | 2.1320 | 5.313 | 9.568 | 1.8010
1.000 0.163 | 9.603 | 58.929 | 1.127 | 11.894 | 10.550

Tableau 4 Estimation des bornes de la frame A et B et le ragB/A pour quelques
valeurs de pet N basées sur I'ondelette définie comnf€RIérivée de la gaussienne.
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6) Le scalogramme
Le scalogramme (spectrogramme d’ondelette) eshid&dmme le

carré du module de la transformée en ondelettefolirnit une

distribution de I'énergie dans le pleamps-échelle
Contrairement au spectrogramme I'énergie est diske avec des

résolutions différente$l7].

(@) (b)

ngquence chquence

88

» Temps \ » [emps

Fig. 18 : Résolution temps-fréquence a) TFCT et b) Transforengn ondelette

7) La relation entre le traitement du signal et lesoefficients de la
transformée en ondelette

[1 Si le signala traiter est trés régulier c’est-a-dire pratiqguetr@nstant, le

produit dex(t) et ¢, (t)estégal ary ;, (t) lintégral dans ce cas est nul

car 'ondelette est de valeur moyenne nulle (latreh 11.4).[11]
1 Si les fréquences a détecter sont trés grandegjdlette dans ce cas est
courte durée, alors le nombre de points a calamdetres élevé, c’est pour

cela qu’on utilise généralement la relation (1) bur diminuer le temps de

calcul.
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8) Les algorithmes de décomposition-recomposition

8.1) Algorithme dans le systeme de Haar

La fonctionéchelle et la fonction ondelette sont données ppetk (1]

par leséquations suivantes :

2—; Zj(k—l)stszj(k—%j
_i | _

P (t)=1-2 2 zl(k—%jstszjk (1-48)
0
R

@y (t)= ikl 2 sitDn g, (11-49)
0 Ailleur

Avecl ; =[21(k-1) , 2/K]

Les coefficients de Haar dt A d’un signalx(t) sont définies par :

d; = | x(t)w(t)dt (11-50)
:
A= x(t)@lt)dt (-
51) O
Soit d =%(A- ~A.) (11-52)
ot A= (A+A) (11-53)
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Ou I’ et I" sont les demi-intervalles de I.

Pour obtenir une méthode de calcul des coefficidatslaar d’'un signal
X(t), on procede comme suit :

Supposons que le nombre d’échantillon : N'= 2

AQ = Ix(t)dt (1-54)

Alors les coefficients d’approximation sont donpés :
1 1 0 0
=——\Ay 4t 11-55
A= W) (11-65)
Et les coefficients de détail par :

:%(Agk—l _Agk) (11-56)

Cette procédure est répétée afin d’obtenir lesficierits de Haar

(A2k 1+A2k) .
Pour j =0,...(n -] etk=1,...,2"] (11-57)

Ak]+l

s\H

dgﬂ:%(Agk_l—Agk)

L’algorithme est illustré par la forme pyramidafigy (19).

A&—»A&—>A5—>AE—-->
Nl NTE] N\ [E\

Fig. 19 : L’algorithme pyramidal
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8.2) Algorithme de la transformée en ondelettesicip
C’est un algorithme qui est basé sur les ondslaitéthogonales de I.

Daubechies et I'analyse multirésolutidr]

En remplacant les bases de Haar dans les équéllicits, (11-56) et (ll-

57) par les bases dondelettes de moments nuls upposants que

{A2 k=1,2,...n} sont donnés.

Ces coefficients sont composés des approximateindes détail%A1 : dl} on

aura .

2M
A= Z My Az
n=l (11-58)

2M

d¢ = Zgn Al ok-2
n=1

Oou A ,d] sont des séquences périodiques et de péritde=1,2,...27 et

j=1,2,...,n

Dans le cas de la reconstruction a partir d'un seefficient {A{‘} on peut

calculer Ies{Af} en appliquant les équations suivantes :

M M
Agqul = Z hoy 'A}{—k+1 + Z 92k -dr{—k+1
k=1 k=1 pour j=n,n-1,..0 (11-59)

M M
-1 _ j j
A1 = Z Pkt Anas + Z O2k-1 Ao
k=1 k=1

Donc le signal x(t) s’écrit de la maniére suivante
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i
22 g) ylit-(k-1))  (1-60)

Exemple :

Soit un vecteur de N="Zchantillons.
A partir ce vecteur, on peut créer deux vecteur’déchantillons, I'un est
obtenu en filtrant avec le filtre h et 'autre avediltre g.

On voit que le dernier niveau contient un seul éeéngFig.20).

‘Niveau O‘ Ag ‘ Aé

‘Niveau 1‘ Af ‘ All

‘Niveau 2‘ AS ‘ A%

Niveau 3| As | ds

0 0 0 1 1 2 3
Coefficientsde laT.0| A3 | ds | df |dy |df |d; |df |d;

Fig. 20 : La transformée en ondelette rapide sur un vecteude 2 échantillons
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CHAPI TRE | ||

Et ude conparative

Dans ce chapitre, nous allons faire une comparaistne la transformée
de Fourier a court terme et la transformée en ondeletteseebasant sur des

exemples numériques.

En premier lieu, on doit fixe les différents parares (tel que la largeur
de la fenétre pour la transformée Ieeurier a court terme) et (le nombre de
voies par octave, la fréquence de I'ondelette olmbre de point du signal et la
fréquence d’échantillonnage du signal et de I'oetielpour la transformée en

ondelettes).

1) Le role de la largeur de la fenétre dans la TGET

1.1) Spectrogramme

L'utilisation du spectrogramme avec des fenétréf@mintes nous
donne, soit une bonne résolution temporelle ou lm@ne résolution
fréquentielle.

Pour avoir une bonne résolution temporelle, on duliser une
fenétre étroite, mais elle entraine une mauvasgugon fréquentielle.

Et pour avoir une bonne résolution fréquentielle, doit utiliser une
fenétre beaucoup plus large, mais elle entraine mmaevaise résolution
temporelle

Afin de bien voir cela (figure 21), on a utilisé wignal (t)
définie comme la somme de trois sinusoides décdkesle temps :

s(t) = A sin(2nft, )+ A, sin(2nf,t, )+ Ag sin(27ifat,) (11.2)
Avec : A= A= A= 10 et f; = 100 Hz,f, = 200 Hz, f, = 300 Hz

Ett, 0[0 , 0.1],t,0]0.1,0.2], t,0]0.2 , 0.4]
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Armplitude
—

o
=
T

O 0.1 0.2 0.3 0.4

Fig. 21 : Signal temporel
La figure 22.a, montre une localisation temportdlsque la fenétre est étroite

et la figure 22.c, montre une localisation frégiadiat lorsque la fenétre est large.

F——————
|
| 400 }
| 2 300}
|
| = om|
| =
|
|
|
|
|
| 400
|8 4l
[
| =
| E‘; 200 ¢
L
| 100
| 0
|
- __lemps_ e

Fig. 22 : Spectrogramme du signal s(t)
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2) Choix des parametres de la transformée en ontlele

L’exploitation de la transformée en ondelette néitesun bon
choix de quelques parametres, tel que le nombreoids par octave, la
fréequence de l'ondelette, le nombre de point @maalle d’'étude) et la
fréquence d’échantillonnage du signal.

2.1) Nombre de voies par octave

Le nombre de voies par octave joue un rble importans
'analyse par ondelette. Afin de montrer cela outiasé le signal de la

relation (lll.1) avec les mémes conditions.

L’'ondelette utilisée pour le calcul du scalogrames celle de

Morlet pour un nombre de voies par octave égal a 5 fidiye 23).

a) Scalogramme pour 5 voies par octave b} Scalogramme pour 15 voies par octave!
18':' T T T T T 18':' T T T T T I
160 160 1
140 140 | 1
120 ¢ 120 ¢ 1

o 100F o 100 ¢ 1

[uk] a k]

i £

[ ] (]

w80t w30 1

|

a1l

40

EEIF ——d

a0 100 150 200 250 300 &0 100 150 200 250 300
Temps Temps

Fig. 23 : Scalogramme pour différentes voies par octaves
On remarque une bonne résolution fréquentielleeatpbrelle

dans le cas ou le nombre de voies augmente.
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2.2) La fréguence de I'ondelette
Afin d’éviter quelque probleme tel que le phénomeéde
recouvrement, la fréequenégde I'ondelette ddlorlet définie comme :

2 2T[f02 _t2

t
p(t)=|e 2-v2e 2 |
doit satisfaire la condition suivante&nf, > 5.5.
Pour cela, on va utiliser un signal :
s(t) = Asin(2nft)
Avec : - L’amplitudeA = 10

La fréquence de base du sigriat 50 Hz
La fréquence d’échantillonnadg = 1000 Hz

r-r—-————F"""""""""“""—“—""—"—"—"—"—"—"—"———— |
| 1o |
| |
I 5
2 |
I E 0 |
| £ (a) |
T
| 5¢ |
| 150 |
|0 : N |
0 0.05 0.1 2 o) |
| Temps E |
I (b) 50 |
| - |
- ————
| o 4 e 8 1o |
| = 101 | ] Temps |
= |
™ s —— |
: |
1 L
| 20 40 GO 80 100 :
e — e —

Fig. 24 : Scalogramme pour apnf, <5.5, b) 2nf, =5.5

La figure 24.a),montre une mauvaise résolutionueggjelle dans

le cas ou2nf, <5.5.
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2.3) Le nombre de point
Pour décrire completement un signal sans pé&rtiodnation, il faut I'étudier
au moins sur une périodeet le pas d’échantillonnadg doit étre trés petit.
Pour cela, on va utiliser un signal :
s(t) = Asin(2nft)
Avec : - L'amplitude A =10
- La fréequence de base 50 Hz

- La fréquence d’échantillonnagee= 1000 Hz

100 |
80|
60 | 1 (@)
40}
20|

Amplitude
o
Echelle

(
(6]

KR
o

0

I

I

I

I

I

I

I

I T
| Temps emps
I

I

I

I

I

I

I

I

I

120
100 |
80|
60 | {(b)
40}
20|

Amplitude
Echelle

Fig.25 : Scalogramme du signal sinusoidal a) Inférieurune période b) Une période
La figure 25 montre I'effet du nombre de points g résultats

de I'analyse. On remarque sur la figure 25.a, unvag résultat parce

gue I'étude n’était pas faite sur une période.
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3) Comparaison entre spectrogramme et scalogramme
3.1) Signaux stationnaires
a) On utilise ici un signal sinusoidal défini comme
suit :
s(t) = A .sin(2nf,t) + A, .sin( 27t )
Avec: A= A,=10
fy =50 Hz etf; =200 Hz
Fe= 1000 Hz et N = 200 points

|_;___aﬁgrﬁs?ﬂ_______;DD;__TJS_IEEE___]
| | | | - | I
[ak} [}
I= T 3000 n
= o
I'e Z 2000 11
1< gl g I
| & 1000 - |
-20 : : : pb .. U . . .
: 0 005 01 015 02 0 50 100150200250300350 400
| Ternps Fréguence |
: C) Spectrogramme d) Scalogramme |
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Fig.26 :La somme de deux sinusoides: a) temporel, b) sgeclr spectrogramme et d) scalogramme

On remarque que sur la figure 26.c) et 26.d) Itexise de deux
bandes paralleles a I'axe du temps. Elles sontisges autour de 50 Hz
et 200 Hz pour le spectrogramme et autour de llexhe= 20 et 50 pour

le scalogramme.
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Dans ce cas les deux méthodes se comportent noneratle

b) On utilise ici un signal sinusoidal défini commeuit :
s(t) = A .sin(2nf,t)+ A,.sin( 2mf,t ) + Ag.sin( 2t )

Avec :
f,=80Hz ,f, =200 Hz ef; =210 Hz
Fe= 1000 Hz et N = 300 points

= T asignalsy ___ b)Spectredu'signal |
| 40 . . . 12000 —————————— |
| __ 10000 11

20 =
| o T BO000 n
= =
|% 0 - Bon0 i
IE N £ o0 11
: 2 2000 1

40 : : : ) M |
I ] 0.1 0z 0.3 0.4 0 90 180 ZY0 360 450 540 I
| Ternps Fréguence |
| c) Spectrogramme dy Scalogramme |
: 50| ' ' ' ' 0 ' ' |
| = 360 + :
[
|8 2707 5 100} -
| ?‘; [ S I
= 180 F 1 L e
L B0t ]
) S S |
| 1] 003 00 009 012 100 200 300 flEIEII
e — Temps _ o lemps ———

Fig. 27 :La somme de trois sinusoides a) représentation teralle, b) Densité

spectrale, ¢) Spectrogramme et d) Scalogramme

On a pris deux fréquences trés proche, on remarglaesur la
figure 27.b), par contre sur la figure 27.c), auld’avoir trois bandes
paralléles a I'axe de temps on a que deux, maiadigure 27.d) on voit
les trois fréquences.

Donc la transformée en ondelette donne une medlleésolution

fréquentielle que la Transformée de Fourier a Coartne.
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3.2) Sighaux non-stationnaires
a) Soit le signal a étudier dont la fréquencef@sttion du
temps définie comme suit :
s(t) = Asin[2rot?)
La fréquence de ce signal est fonction du tempsis nea

modulation n’apparait pas dans le spectre (fig8tb)2

r—— ;SEnsmé ;alj,r_ser_ I _h]lEp;[re_du;gEI — _l
| . 15 . . |
| 05} = |
ls © 5 1 f
E & |
|2 2
IE e 05 1
- [ah]

L L | N N |
| 0 0.05 0.1 0 500 1000 1500
| Ttemps Fréquence |
| c) Spectrogramme d Scalogramrme |
I 1000 - - - 140 - - I
| |
| & |
I fah ]

= |
|E

= |
| |
| |
| |
L

Fig. 28 : Signal non-stationnaire a) représentation tempdeelb) Densité spectrale,

c) Spectrogramme et d) Scalogramme

La figure 28.c) et la figure 28.d) montrent d’'uagdn claire cette

modulation. Dans le spectrogramme la modulation liegaire par
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contre pour le scalogramme, elle est hyperboligae I&chelle est

logarithmique.

3.3) Les signaux bruités

Pour exploiter les deux méthodes avec des signewitéd, on a
utilisé un signal composé de deux sinusoides aumualajouté du bruit.

Si le rapport signal/bruit est tres petit, le brdvient trés grand

par contre si on fait tendre ce rapport a l'infitgesignal devient sans

bruit.
F = = 7 g signal bruité (1dw) . b)Spectre |
| 10000 . . |
| s = 5000 |
ly - 2 s |

= =
12 : |
- = 4000
12 2 I
| . & 2000 |
I 'ED N N N I:l Adl o . JIL..'. T T I
| o o1 02 03 04 0 200 400 GO0 |
| termps (=) Fréguence |
| ) Spectragramme 120 d) Scalogramme |
| ' | | - I
| 400 100 ¢ |
12 50 - 2 9 |
o - — T gl

|2 0 D 5 e
|2 40 e = = 1
| 100 - 20 E |
I [ - - ) . [ — |
I 0 o0l 002 o0 ond A0 100 150 200 250 300 |
L Termnps Temps |

——————————————————————— —

Fig. 29 :La représentation du signal avec un rapport Sigriadlit = 1
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N e |
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Fig. 30 : La représentation du signal avec un rapport Sigfuit = 2
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F ) signalbrate oy pSpectre |
| 40 - - - 10000 : : |
: = 8000} "
|§ 2 00| ||
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= = 4000} 11
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| 4 2000} {1
| -40 : : : oldlall |
| o 01 02 03 04 0 200 400 =l
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I 400 100t ] |
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= = 60} i
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= 40t {1
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Fig. 31 :La représentation du signal avec un rapport Sigriiit = 5

La figure 29 montre le comportement des deux meésgebur un
signal défini comme la somme de deux sinusoidegsédeence 50 Hz et
120 Hz respectivement. On remarque que les deuxhoués

représentent des défauts.

A chaque fois quand on augmente le rapmoghal/bruit, le
spectrogramme présente toujours des défauts, meaisrésultats du

scalogramme deviennent de plus en plus meillegtsdi31.
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Concl usi on

En traitement du signal, le critere d'efficacitéldenéthode d’analyse

réside dans une bonne lisibilité de la transformée.

La transformée en ondelettes se présente commenstrurnent

d’analyse plus riche et plus puissant que I'anadiesdeourier.

Dans cette étude, on a fait un développement tné®mour les deux
méthodes d’analyse (Fourier et ondelette), et omoané des exemples
pratigues pour monter les limites de la transfanie Fourier et la

transformée de Fourier a court terme.

Nous avons fait une comparaison entre les deux adét) en se
basant sur des signaux simulés, en prenant coraptdifiérents parametres

afin de bien exploiter la transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes semble trés pertinsatout dans

I'étude des signaux non-stationnaire.

Vu les propriétés intéressantes de la transforeméendelettes et la
pertinence de la technique et 'efficacité de®atgmes de décomposition-
recomposition, nous espérons continuer dans ceite pour étudier des

problemes liés a la technologie de pointes.
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ANNEXE (1)

L’espacel ?(0)

Soient deux fonctions ,g [ L?(0)

LZ(D) est un espace vectoriel muni d’'un produit scaldéfni par :

(f.9),= ID £ (x)g(x) dx

Ou : gest la conjugué de la fonctiam.

La norme associée a ce produit scalaire est :

I ||—[j| |dx]1

Le calcul explicite de I'ondelette mer.

a) Connaissant la fonction d’échelfe on peut calculer une ondeletpe

de la facon suivante :

Soite Vo 0 V; donc il existe des coefficients h(n) tels que :

qx) =2 h(n)g2x-n) (1)

Car (+/2¢( 2x - n)) ., est une base orthonormée dg ¥t les coefficients

h(n) se calculent par les produits scalaires :

h(n) =v2(e.g(2.-n))



ANNEXE

2

L’équation (1) s’écrit également en Fourier :

wE)=my(% %)

Avec mO(E)—TZh(n)eZT"E”

nZ

Démonstration:

On veut monter :

w&)=my(5 )¢5

Ona :(p(x):\/EZh(n)(p(Zx-n)

ntz

Alors la transformée de Fourrier de la fonctigrx) est :

®&)= j :O(p(x)e'mEX dx= j:ﬁz h(n)@2x- n)e?™ dx

nJZ

On passe au changement de variable :

On prend : y = 2x-n

Il vient alors

we)=[ N2y ez @

n0z

wE)= rmfzh(nm(y)e e

ndZ
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~envo 1 rign [ TiE
&)= 2 )™ [ gy)em™ dy

ndz

W)= 3 e 5

nZ

Sion prend :

1 -218¢EN
mo(z):ﬁZh(n)ez ¢

ndz

Alors
w&)=my(%)u %)
Les relations d’orthogonalités

Les fonctions @(x-k))5z constituant une base orthonormée dg ,Mes

relations d’orthogonalité s’écrivent (Formule dedon) :

Y fae i) =1

kOz

ce qui est equivalent a :

Imy(&)7 +[my(&+ 5) =1

Démonstration:

On veut monter :

Yleek =1 = |[m@F +|me+d) =1 0E0 R

kOz

ou : %(E)=%Zh(n)e'mz”

ndZ



ANNEXE (4

Un calcul direct donnemy(§ +k)=my (&) OkOZ

~ 2 .
On va décomposer cette somlﬁ‘cp(é + k)‘ suivant le nombre k pair et
kOz

impaire.

Il vient :

Mg+ = Y+ + Yk’ (2)

kOz k- pair k-impaire

- On prend la premiére somme «suivant les k-pairs »

Mg+ =Y e+ )

k- pair kOz

On va écrire cette somme en fonctionmg € ) :

Zp(é)znb@ w@ — 28)=my(E) 9lE)
@28+ 2k) = my (& +k) @€ +k)
Ona my(&+k)=m,(§) OkOZ

Alors (28 + 2k) = my(E) ¢lE +Kk)

Donc ‘EP(25+2|<)‘2 :|mO(E)(2‘Ep(E+k)‘2

Par passage a la somme :



ANNEXE

(5)

3 k) = mele) e+ k) = mo(€)”>] “fele + k)’

kOz kOz kOz

etona

Z ‘2p(§+k)‘2 =1

kOz

Finalement:z ‘Ep( 28 + 2k )‘2 = |mO(E)|2

kOz

- On prend la deuxieme somme «suivant les k-impaip.

Z‘&(E + k)‘zz Z‘&(E + 2k+1)‘2

k—impaire kOz

On va écrire cette somme en fonctionmgg § + 1/ 2):

EP(E):mo(Ej w@ = ®28)=my(E) 9)

2) 12
Ep(2£+2k+1):rrb(z+k+§] “{a+k+§j

Ona my(&{+k)=my(&) OkOZ

Il on ai de méme que :
1 _ 1 1
%{(E+§)+k}—%(z+§] OkOZ , Car E+EDR

Alors Ep(22+2k+1):mo(5+%) ZP(EJ’kJ’%)
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Donc [¢( 28 + 2k +1)| :‘mo(E +y2]2 ‘(p(E + 1 k]z

Par passage a la somme :

2 2

S a2z e x+1f =Y ﬂb(&}j “{a+1+kj
kOz kOz 2 2
Nk, 1V
e g
2 é 2
etona

2
=1

e+ OR =)

kOz

et

Finalement:z ‘Ep( 28+ 2k + 1)‘2 = ‘mO(E +%)

kOz

2

de I'équation (2)

m(€)° +

b) CalculerW sachant quél OO V1 revient a chercher des coefficients

g(n) vérifiant:

W(x)=+2) gn)e(2x-n)

avec g(n) =J2< Wy, @2. -n)>

s’écrit également en Fourier :

be)=m(5%w %)
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Avec my (&)= %Z g(n)e2mn

ntz

Démonstration:

On veut monter :

we)=m(%)4(%)

Ona :qJ(x):\/EZg(n)cp(Zx-n)

nZ

Alors la transformée de Fourrier de la fonctip(x) est :

nJz
On passe au changement de variable :
On prend : y = 2x-n

Il vient alors

o y+n

ORI IR e 2

ndZ 2

W)= "2 S ama e ) g,

nz

_1 ign [T -nig
WE)=—D o(n)e™ [ g y)em dy

nZ

we)= > o) e™ i 5 )

ndz
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Si on prend my(£) :%Zg(n ) g2men

ndz

Alors

#o =m(55) {35)

Les relations d’orthogonalité des fonctionget ¢ydonnent :

3Ky =1

kOz

> fae+k)B(E+k) =1

kOz

D’ou les nouvelles conditions:
Imy(8)% +|my(E+1/2)% =1
my (&)My (&) +my(&+1/2)my(§+1/2)=0

Démonstration :

On veut monter :

SluE+k) =1 = |m(E) +\ml(5+%)\2=1 DEOR

kOz

Ou : my(&)=7 > o(n) e

ndZ

Un calcul direct donnem (& +k)=m (&) OkOZ

2 . .
On va décomposer cette SOmIENJ(E +k)| suivant le nombre k pair et
kOz

impair.
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vient: > BE+K) = Y [Ek) + DJBE+k) 3)

kOz k- pair k—impaire

- On prend la premiére somme «suivant les k-pairs

S E+k) = > JbE+ %)

k- pair kOz

On va écrire cette somme en fonctionrdg ¢ ) :

Llita)=ml@ 4@ = §l28) = m(5) §e)

(28 + 2k) = my (£ +K) 9 +K)
Ona m(&+k)=m(&) OkOZ

Alors (28 +2k)=m, (&) g€ +k)

Donc |{( 28 + 2k)|* =|m, (£)? ‘EP(E + k)‘z

Par passage a la somme :

3 lpc2g+ 207 = my () fole + k) = my e fule + k)

kOz kOz kOz

etona

Y, fole i) =1

kOz



ANNEXE (10)

Finalement:z (28 + 2k)|° =|my (€)?

kOz

- On prend la deuxieme somme « suivant les k-innesi».

S lwe+k) = Y Jde+ 2K+ 1)

k-impaire kOz

On va écrire cette somme en fonctionrdg & +1/ 2):

U(E) = m{éj «@ > 0(28) =myE) )

2

0»(2&+2k+1):m{a+k+§j “{z+k+§j

Ona m(&+k)=m(§) UkOZ
Il est de méme que :

1 _ 1 1
”H{(E+E)+k}—ml(ﬁ+§j OkOz , Car E+§DR

Alors QJ(ZE+2k+1):m1(E+%) EP(EHH%)

Donc | 28 + 2k + 1) :‘ml(é +%]2 ‘q)(é + 14 k}z

Par passage a la somme :



2 2

ANNEXE (12)
PITE:ETSEVEEDY

1\ 1
et
kOz kOz 2 2

k(. 1
mfeeg) 2y

2

etona

E+%DR :Z

kOz

2
=1

1
m{e)

q;(z +%+kj

2

Finalement:z (28 + 2k +1)° =
kOz

de I'équation (3)
2
=1

m{a +§j

my(€)* +

- Pour monter :

D AE+K)DE+K) =0 = mo(&)m (&) +my(&+ 1 )m(E+1))=0

kOz

On va procéder de la méme maniére c’est-a-dire

Divisant la somme suivant les k-pairs et impaires.

- Sur les k-pairs:

®(28 +2k) = my €) @€ +K)
B( 28+ 2k) =my (€) @lE +k)

on adéjavu {



ANNEXE

(12)

. {zp(25+2k):”b(ﬁ) ¢(E +k)
B(2e+2) =my (&) glg +k)

donc @ 28 + 2k ) D 2 + 2k) = my (€) @& + k), (€) @€ +K)

Finalement( 28 + 2k ) (28 + 2k ) = my (€)M, () ¢° (€ +k)
Par passage a la somme :

D W2E+2K)B(2E+2k) =) my(E)my(€) ¢ (E+K)

kOz kOz

D w28+ 2k) D28+ 2k) = my () My (€)D ¢ (€ +K)

kOz kOz

et commeZ‘Ep(E + k)‘2 =1

kOz

donc la somme sur les k-pairs

D w28+ 2k) D28 + 2k) = my (€) my (€)

kOz

- Sur les k-impaires:

2[(22+2k+1):mo(2+%] }(&m%)

(2 + 2k +1)= m{&%] ¢{E+k+§]

on adéjavu
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EP(25+2k+1)=”b(E+%j &{a+k+%j

$<25+2k+1):m{a+%j b(a+k+§j

=

donc

W28+ 2K+ 1) T(28 + 2k +1) = mo(&%j i{&k%}m{&%j i{z+k+%j

Finalement

W28+ 2K+ 1)B(2E + 2k +1) = m{&%jm(&%j Epz(z+k+%j

Par passage a la somme :

> w28+ 2% +%)@(2§+2k+%):2 ”b(“%jml(“%j Epz(é+k+%j

kOz kOz

> 2[(22+2k+%)@(2§+2k+%): %(z+%jm(z+%jzgpz(z+k+%j

kOz kOz

et

donc la somme sur les k-impaires

2
et comme Z =1

kOz

Z EF(ZE*‘ 2k+l)$(2€+ 2k+1)= mo(2+%jml(§+1j

kOZ 2

et finalement
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(14)

Z&(E"'k)m(z+k):o N

kOz

rrb(&%jm(&%}%(z)ml@):o




