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1.1 Introduction

L'objet de ce manuscrit s'articule autour de la reconstruction tomographique, en

rapport avec l'imagerie médicale. La tomographie, étant une technique d'imagerie,

suscite un intérêt particulier dans le domaine médical depuis la découverte du rayon-

nement X. En e�et, l'imagerie médicale a connu ses débuts dès la �n du XIX e siècle avec

les premières radiographies à rayons X découverts en 1895 par le physicien allemand

Wilhelm Röntgen [Samueli 2009]. La découverte de la radioactivité naturelle, puis de

la radioactivité arti�cielle durant la première moitié du XXe siècle, et le développe-

ment par les physiciens des techniques expérimentales pour étudier les phénomènes

nucléaires, puis corpusculaires, ont permis une évolution spectaculaire de l'imagerie

médicale et particulièrement de la tomographie informatisée dans la seconde moitié du

XXe siècle.

L'imagerie nucléaire, qui nous intéresse dans ce travail, constitue une imagerie par

émission utilisée en médecine nucléaire dans un but diagnostique. Elle consiste à dé-

terminer la distribution dans l'organisme d'une substance radioactive administrée au

patient, appelée radiotraceur, en détectant le rayonnement qu'elle émet au moyen d'un

dispositif de détection adapté à un rayonnement externe. Deux modalités d'imagerie

sont couramment employées : la tomographie d'émission monophotonique (SPECT

pour Single Photon Emission Computed Tomography), pour laquelle le radiotraceur

émet des photons gamma détectés grâce à une gamma-caméra, et la tomographie à

émission de positons (PET pour Positron Emission Tomography), pour laquelle le

radiotraceur émet des positons et où l'on détecte les deux photons gamma émis en

coïncidence après annihilation du positon avec un électron. Les données acquises par

le détecteur sont reconstruites à l'aide d'un algorithme de reconstruction a�n de fournir

une estimation de la distribution tridimensionnelle du radiotraceur dans l'organisme.

L'imagerie nucléaire permet d'avoir accès de manière non invasive à des informations

sur le fonctionnement des organes et d'étudier des processus physiologiques et méta-

boliques.

La tomographie constitue un problème inverse, pour lequel on cherche à recons-

truire un objet à partir de ses projections, celles-ci étant acquises à l'aide d'un scanner.

Dans la plupart des applications de tomographie par émission, les méthodes de recons-

truction utilisées sont les méthodes analytiques [Kak 2001]. Dans le cas d'un nombre

su�sant de projections, ces méthodes permettent en e�et des reconstructions �ables.

Cependant, dans le cas d'un nombre limité de projections (applications médicales faible



1.1. Introduction 4

dose), ou d'un domaine angulaire réduit, les données disponibles pour l'inversion sont

insu�santes ; le mauvais conditionnement du problème s'accentue, et les résultats sont

entachés d'artéfacts. Dans ces situations, une approche alternative consiste à discrétiser

le problème de reconstruction, et à utiliser des algorithmes itératifs ou une formula-

tion statistique du problème a�n d'estimer l'objet inconnu. Le manque d'information

est alors compensé par l'introduction d'a priori ou de contraintes qui permettent de

converger vers une solution acceptable. À la di�érence des méthodes analytiques, les

méthodes itératives sont coûteuses en termes de temps de calcul et de ressources mé-

moires, ce qui rend leur utilisation peu usuelle.

Pour résoudre ce problème, nous proposons une méthode de régularisation, à la-

quelle nous ajoutons un terme de régularisation selon [Tikhonov 1963] qui permet de

trouver � la � solution théorique du problème inverse. Cependant, l'emploi de ce terme

"régularisant" est souvent insu�sant, surtout lorsque le nombre de données est faible.

Nous proposons ici des méthodes qui utilise la minimisation de la Variation Totale

(TV) et l'inférence bayésienne pour régulariser de problèmes inverses.

Bien que les informations (anatomiques ou fonctionnelles) que l'on recherche à tra-

vers ces di�érentes modalités sont bien souvent complémentaires, donc potentiellement

intéressantes à combiner, celles-ci sont la plupart du temps obtenues séparément en

routine clinique, ce qui les rend di�ciles à corréler entre elles. C'est pourquoi un des

dé�s de l'imagerie biomédicale est de concevoir de nouveaux systèmes d'imagerie dits

hybrides permettant d'obtenir simultanément les di�érentes informations recherchées.

Un premier pas avait déjà été franchi dans cette direction au début des années 1990

avec le développement de systèmes SPECT/TDM [Hasegawa 1990, Mariani 2010] et

TEP/TDM [Kinahan 1998, Beyer 2000] permettant de superposer et de fusionner les

données anatomo-fonctionnelles obtenues respectivement par le TDM et le SPECT ou

le TEP. L'impact diagnostique de cette avancée technologique est tel qu'aujourd'hui,

pratiquement tous les systèmes TEP installés en milieu clinique sont des systèmes bi-

modaux TEP/TDM contigus. Néanmoins, leur juxtaposition implique que l'acquisition

soit séquentielle, ce qui entraîne dans certains cas des di�cultés quant à la précision

du recalage des volumes reconstruits, en raison notamment des mouvements physio-

logiques (respiration, battements cardiaques, mouvements péristaltiques). Il convient

donc de pouvoir mettre en ÷uvre des systèmes d'acquisition multimodaux réellement

simultanés, partageant un même champ de vue, dont les avantages seraient multiples

et permettraient de corréler spatialement, en temps réel, les di�érentes informations

enregistrées moyennant des acquisitions synchronisées sur un signal physiologique.
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Malgré les évolutions constatées en imagerie médicale, il reste encore des insu�-

sances au niveau des diagnostics et de détection de certaines maladies, notamment

en cancérologie. De ce fait, notre travail s'est orienté principalement vers cet axe de

recherche, pour tenter d'apporter des réponses à ces problématiques.

1.2 Organisation du manuscrit

Notre manuscrit sera composé de trois grandes parties. Dans la première, nous

présenterons un aperçu sur la tomographie par émission, son histoire et ses avantages.

Nous dresserons également un état de l'art des systèmes d'acquisition tomographique

X et γ. Comme nous nous concentrons sur l'imagerie nucléaire, nous présenterons

ensuite le fonctionnement de la γ caméra.Nous passerons en revue les méthodes pour

l'imagerie gamma en présentant un état de l'art des algorithmes analytiques et itératifs

de reconstruction. Nous rappellerons le principe de la tomographie, et des méthodes

mathématiques permettant la reconstruction des volumes observés.

La deuxième partie sera consacrée aux méthodes itératives, en particulier l'algo-

rithme basé sur la maximisation de la vraisemblance par maximisation de l'espérance

(MLEM) (maximum likelihood expectation maximization), qui représentent le point

de départ de notre première contribution. Nous proposerons une nouvelle méthode de

régularisation par la minimisation de la Variation Totale TV. Ensuite nous utiliserons

la méthode de reconstruction et de régularisation, basée sur une inférence bayésienne.

Une approche comparative sera soulignée sur les méthodes de reconstruction, et nous

présenterons les résultats de reconstructions obtenus à partir des données simulées et

nous e�ectuerons une étude de l'in�uence de plusieurs paramètres spéci�ques à la re-

construction itérative sur la qualité des images. La dernière partie permettra d'exposer

l'intérêt de l'imagerie multimodale dans le diagnostic médical pour la localisation des

tumeurs cancéreuses. Nous présenterons une méthode de la fusion des images utilisées

dans notre travail PET/TDM ou SPET/TDM, basées sur la transformé d'ondelette,

ainsi que les implémentations. Une conclusion générale terminera ce travail et permet-

tra d'exposer les résultats de cette recherche et ouvrira une perspective de ce projet

de recherche.
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2.1 Introduction

L'imagerie médicale cherche à visualiser l'intérieur d'un organe par une cartogra-

phie qui trace les caractéristiques biologiques et physiques du corps humain. Le procédé

qui permet de réaliser cette opération est la tomographie. Cette technique a révolu-

tionné l'imagerie médicale depuis son application aux diagnostiques radiologiques en

tomodensitométrie X en 1972 par Cormack et Houns�eld [Houns�eld 1972]. Depuis,

d'autres méthodes ont été développées pour étudier des structures anatomiques ou

fonctionnelles du corps humain.

En tomographie par transmission, une source gamma est placée à l'extérieur du

corps humain et l'atténuation des photons traversant le corps est représentée. En re-

vanche, en tomographie par émission, le sujet a été injecté, a ingéré ou a inhalé un

traceur radioactif qui émet des photons. Les détecteurs collectent ensuite les photons

endogènes de l'extérieur du corps. Le rayonnement mesuré est directement lié à un mé-

tabolisme physiologique du sujet examiné. Le traceur radioactif administré détermine

le type de fonction physiologique qui est imagée. Un composé isotopique du glucose,

par exemple, peut être utilisé pour identi�er les zones d'atteinte cancéreuse, distin-

guer les lésions malignes des lésions bénignes. Il joue donc un rôle important dans le

diagnostic et la prise en charge des patients atteints de cancer.

Avant de rappeler quelques notions de base de la tomographie, nous présenterons

dans ce chapitre une analyse succincte du volume de l'espace des phases utilisé. Nous

décrirons également quelques modalités en imagerie tomographique X et γ. Ces mo-

dalités se di�érencient par les phénomènes physiques utilisés pour obtenir les images.

Nous dé�nirons ensuite la caméra d'Anger et ses caractéristiques. En�n, nous décri-

rons les di�érentes étapes d'acquisition et de reconstruction des images tomographiques

classiques, tout en exposant la géométrie d'acquisition et les modèles mathématiques

utilisés.

2.2 Les techniques d'imagerie tomographique X

2.2.1 La tomographie de transmission TDM

La tomodensitométrie (TDM), dite aussi la tomographie par transmission X est

une technique d'imagerie médicale qui consiste à mesurer l'absorption des rayons X par

les tissus, puis par traitement informatique, à numériser et à reconstruire des images

2D ou 3D de la carte d'atténuation des structures anatomiques.
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Le système de tomodensitométrie comprend une source de rayons X, un collimateur

pour délimiter le faisceau, et un détecteur.

� Source de rayons X : Une source de rayons X se compose typiquement de

trois composants : le tube à rayons X, une alimentation haute tension et une

interface de commande de la source. Le tube à rayons X est un tube à vide qui

produit des rayons X par accélérations d'électrons à partir d'une source (ca-

thode) sur une cible choisie (anode de molybdène ou de tungstène en général).

� Détection des photons X : Les rayons X émis par la source vont traverser le

patient ou le fantôme et être plus ou moins atténués selon la matière traversée.

De ce fait, un détecteur utilisé en TDM pré-clinique doit être capable de détecter

un faisceau polychromatique de rayons X, dont l'énergie maximale avoisine 50

keV. Le but du système de détection est d'absorber complètement les rayons

X incidents et de transformer leur énergie en signal électrique, de l'ampli�er,

et de la numériser.

L'ensemble du système est animé d'un mouvement de translation parallèle à l'axe de

rotation le long du corps humain et d'un mouvement de rotation de l'ensemble source

détecteur (�gure 2.1).

Figure 2.1 � Tomodensitomètre X [ScannerX ]

L'image obtenue montre des coupes du corps humain. Plus exactement, elle montre

les variations des coe�cients d'atténuation µ du faisceauX dans la coupe [Douiri 2002].

Ce coe�cient d'atténuation µ dépend notamment de la densité des tissus. On aura donc
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un contraste important entre les os (Calcium), les poumons (air), les tissus mous (eau)

et les tissus adipeux.

Un tomodensitomètre mesure l'atténuation φ par les tissus humains des rayons X

émis par une source externe (relation (2.1)).

φ = φ0 · eµx (2.1)

Les premières machines de ce genre étaient composées d'une source de rayon X col-

matée et d'un détecteur unique. A la précision de la mesure près, l'espace des phases

à l'acquisition était représenté par un simple point (extension faible en distance et

en angle). Cette acquisition est très limitée dans l'espace des phases et nécessite un

double mouvement : balayage linéaire et rotation dans le plan transverse (Figure. 2.2).

Les appareils actuels utilisent une source de rayon X la plus petite possible, mais

le détecteur a été considérablement étendu, car on réalise des faisceaux coniques avec

des détecteurs en arc de cercle dans le plan tangentiel, également étendu dans le sens

axial. On parle alors de 64, 128, 256 barrettes de détecteurs.

 
Tube émetteur 

de rayons X en 

rotation alternée 

Anneau 

Détecteurs 

Figure 2.2 � Principe de la tomographie par transmission X [Radiographie ]

Pour ces appareils, la notion d'espace des phases est plus complexe, la perte de la

symétrie cylindrique du faisceau nous oblige à introduire 2 dimensions en distance et 2

en angle. Pour les TDM actuels, multi barrettes, l'espace des phases utilisé a été élargi

dans les deux dimensions angulaires, par rapport aux appareils de première généra-

tion. Cet élargissement a permis un gain de temps considérable dans l'acquisition des
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données, au prix d'un algorithme de reconstruction un peu modi�é (faisceau conique

et acquisition hélicoïdale).

2.3 Principes de l'imagerie tomographique γ

Outre le principe physique sur lequel ils sont basés, les di�érents types de scanners

existants se distinguent par le type d'information qu'ils fournissent. Les scanners en

imagerie d'émission fournissent une information dite fonctionnelle, contrairement aux

scanners à rayons X, qui fournissent une information du type anatomique. Le principe

de l'imagerie d'émission consiste à administrer au patient un produit radioactif qui va

se �xer préférentiellement dans l'organe à étudier (c÷ur, cerveau, ...). La distribution

spatiale de la concentration de ce radioélément, souvent appelé traceur radioactif,

indique l'état fonctionnel local des tissus, tels que leur degré de perfusion sanguine

ou leur capacité à �xer le radioélément. C'est pourquoi connaître cette distribution

tridimensionnelle fournit une image fonctionnelle l'organe étudié. Au cours de l'examen

cardiovasculaire, par exemple, il est possible de déterminer et d'estimer l'étendue des

zones mal irriguées du myocarde, exacerbation qui conduit à l'infarctus. Celles-ci se

traduisent par une hypo�xation, voire une absence de �xation du traceur et donc, par

une intensité plus faible ou nulle dans l'image.

L'objectif de l'imagerie d'émission est de déterminer voire reconstruire une image

précise de la distribution spatiale du traceur radioactif. Dans ce qui suit, nous allons

écrire f(x, y, z) la concentration du traceur à un point (x, y, z) de R3. Il y a deux types

de systèmes de tomographie d'émission selon les émetteurs employés :

� La tomographie par émission monophotonique (SPECT, de l'anglais Single Pho-

ton Emission Computed Tomography), où le radioélément émet des photons

gamma dans toutes les directions de l'espace,

� La tomographie par émission de positrons (PET, de l'anglais Positon Emis-

sion Tomography), où le radioélément émet des positrons qui, par annihilation

avec un électron, créent chacun deux photons gamma émis dans des directions

opposées [Townsend 1998].

Les photons gamma émis par les radioéléments sont détectés par une caméra sen-

sible qui observe les rayons gamma émis par les atomes radioactifs. Cette caméra

appelée gamma-caméra, équipée d'un collimateur, placé en face de la caméra, le colli-

mateur est une plaque de plomb ou de tungstène percée d'un réseau régulier de trous

permettant aux photons incidents de passer dans une direction privilégiée. Les photons
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gamma non absorbés par le collimateur, ou sélectionnés par le collimateur, atteignent

la surface de la caméra, où ils sont comptés par un système électronique.

L'image produite par la gamma-caméra est une image bidimensionnelle (2D) cor-

respondant à la distribution spatiale tridimensionnelle (3D) du traceur. Lorsque tous

les trous du collimateur sont parallèles entre eux on parle alors de collimateur à trous

parallèles ; cette image constitue une projection parallèle de (x, y, z). La �gure 2.3

illustre la notion de projection parallèle. Le vecteur d'unité θ indique la direction de

propagation des photons gamma à travers le collimateur. Idéalement, seuls les photons,

émis dans la direction θ, sont détectés. En suite, nous dirons que θ est la direction de

la projection parallèle.

 

f 

Photon gamma 

émis 

Collimateur 

Gamma 

Caméra 

Projection parallèle 

de f 

Trou 

θ 

Figure 2.3 � Illustration d'une projection parallèle de f . Pour une meilleure visua-

lisation, le collimateur est représenté en transparence. Le vecteur unitaire θ indique

l'orientation des trous dans le collimateur [Wagner 2002]

Dans la suite, nous décrivons brièvement les di�érents systèmes de tomographie

d'émission, ainsi que leur évolution instrumentale.

2.3.1 Tomographie d'émission monophotonique SPECT

La tomographie d'émission monophotonique appelée, système SPECT, pour �

Single Photon Emission Computed Tomography �, a été introduite en 1963 par Kuhl

et Edwards [Kuhl 1963]. Cette imagerie consiste à déterminer la concentration des
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molécules biologiquement associées à un traceur radioactif, qui a été injecté au patient

comme le montre la �gure 2.4. Les traceurs injectés émettent, lors de la désintégration

de l'isotope radioactif, des photons γ qui sont enregistrés par un détecteur externe,

après avoir traversé les tissus environnants. Comme l'émission de photons est isotrope,

un collimateur est placé devant le détecteur pour trier la direction des photons. L'iso-

tope le plus souvent employé comme traceur radioactif est le technetium-99m, qui émet

des photons gamma d'énergie 140 keV avec une demi-vie de 6 heures, qui est utilisé

essentiellement pour les études sur le coeur.

Figure 2.4 � Principe de la tomographie d'émission SPECT [Wang 2016]

On appelle f(x, y, z) la distribution de radioactivité émise au point (x, y, z) par

unité d'angle solide, le nombre de photons enregistrés au point (x′, y′) du détecteur est

égal à :

N(x′, y′) =

∫
L

f(x, y, z)ds (2.2)

où L est la ligne donnée par la direction des canaux du collimateur et passant par

le point (x′, y′).

Le système d'acquisition comprend un collimateur en plomb percé de trous paral-

lèles, et un détecteur de rayons gamma, qui est souvent de type Anger [Anger 1958,

Anger 1964]. Le système SPECT e�ectue des acquisitions tomographiques par rotation

de la tête détectrice de 360◦ autour du patient.
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Figure 2.5 � Caméra SPECT [Ritt 2014]

2.3.2 Tomographie par émission de positrons ou PET

La tomographie par émission de positrons (PET : Positron Emission Tomography )

utilise des isotopes émetteurs de positrons β+, à demi-vie courte comme l'oxygène-15,

le carbone-11, l'azote-13 ou le �uor- 18, doivent être préparés immédiatement avant

l'injection. Ces positrons , après avoir libéré leur énergie cinétique lors d'un court

trajet autour de leur point d'émission, se désintègrent lors de leur rencontre avec un

électron en émettant deux photons γ de 511 keV à 180◦ l'un de l'autre. Ces photons

sont détectés par deux détecteurs opposés, montés en �coïncidence�, c'est-à-dire que

les photons touchant ces détecteurs ne sont réellement enregistrés que s'ils arrivent

à l'intérieur d'une courte fenêtre temporelle en tenant compte bien sûr du temps de

parcours des photons sur les deux détecteurs. Seuls les photons émis par les points se

situant dans le volume d'intercepté par la paire en coïncidence sont comptabilisés, ce

qui permet d'obtenir une information directionnelle sans utiliser de collimateur (Figure

2.6).

Appelons N ce nombre et f(x, y, z) le nombre de désintégrations de positrons par

unité d'angle solide ayant lieu au point (x, y, z), nous avons la relation suivante :

N ∝
∫
L

f(x, y, z)ds (2.3)

Cette relation est similaire à celle obtenue en tomographie par émission monophoto-

nique (SPECT). En organisant des détecteurs tout autour de l'organe, on peut donc ;

obtenir un ensemble de projections de la distribution des émissions, en changeant
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Figure 2.6 � Principe de la tomographie d'émission PET [Wang 2016]

les lignes de coïncidence et en réorganisant les données.La détermination de la direc-

tion des photons et la collimation sont faites électroniquement, et non mécaniquement

comme dans la tomographie de transmission.

L'une des principales applications de la tomographie de positrons est l'imagerie des

zones actives du cerveau, soit par la mesure du métabolisme du glucose, ou bien par

l'évaluation du débit sanguin cérébral à l'aide d'eau marquée d'15O [Brooks 1987].

Parmi les con�gurations de détecteurs existantes, qui peuvent compter les pho-

tons annihilation, la géométrie la plus employée, est un anneau circulaire qui �xe des

détecteurs discrets, chacun travaille en coïncidence avec plusieurs détecteurs opposés.

L'espace des phases acquis en TEP est considérablement plus grand qu'en SPECT.

Toutefois, cela doit être quali�é par le fait que dans TEP deux photons doivent être

détectés simultanément ; si la sensibilité du système pour un photon est ρ, la sensibilité

du système pour un événement utile sera seulement ρ2. La partie de l'espace de phase

acquise par une caméra gamma dépend du collimateur.

Les systèmes actuels de tomographie de positrons ont des résolutions plus élevées

que les systèmes SPECT. Néanmoins, ils sont plus onéreux et leur fonctionnement est

plus lourd, puisqu'ils doivent être à proximité d'un cyclotron.

2.3.3 Comparaison de deux méthodes de tomographie d'émis-

sion

Bien que la principale di�érence, entre les deux types de tomographie d'émission,

réside dans l'utilisation de traceurs di�érents aux propriétés radioactives et physiolo-
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giques, très di�érentes, il est quand même intéressant de comparer leurs performances

d'un point de vue strictement physique : résolution, sensibilité. Une telle comparaison

a été faite très rigoureusement et présentée dans [Bailey 1994]. Brièvement, nous pou-

vons dire que la résolution spatiale, pouvant être atteinte en SPECT dans les meilleurs

systèmes est d'environ 8 mm aussi bien en axial qu'en transverse, alors que celle-ci est

environ de 5 mm dans les systèmes TEP. La sensibilité de détection est aussi meilleure

en tomographie de positrons, d'un facteur 25 quand on compare la sensibilité des ca-

méras SPECT avec des systèmes TEP 2D et d'un facteur 100 quand on compare avec

des systèmes TEP 3D . Ces di�érences de sensibilité se traduisent évidemment par des

temps d'acquisition plus longs (environ 20 fois) pour un examen SPECT avec des doses

reçues beaucoup plus importantes, d'autant plus que les traceurs utilisés en SPECT

ont une durée de vie plus longue .

Ces di�érences s'expliquent en grande partie, par la présence de collimateurs en

SPECT, alors que la collimation se fait de façon électronique en PET. Quoi qu'il

en soit, l'apparition de collimateurs coniques en SPECT va permettre d'accroître les

performances de ces systèmes, beaucoup plus utilisés dans le domaine clinique, que les

systèmes actuellement utilisés essentiellement pour la recherche.

2.4 La caméra gamma ou caméra d'Anger

2.4.1 Principe

Depuis plus de cinquante ans, dans les applications médicales, la stratégie de détec-

tion la plus e�cace pour l'imagerie par rayons γ est toujours basée sur la conception

d'Anger, qui a été développée par Hal Anger [Anger 1958]. Le principe de caméra

gamma est basé sur l'utilisation d'un collimateur en plomb qui sélectionne les photons

de direction perpendiculaire à la tête détectrice de la caméra gamma, et d'un cristal

scintillateur monobloc en NaI (Iodure de Sodium) couplé à un ensemble de photo-

multiplicateurs PM (�gure 2.7). La somme des signaux convertis par les PM fournit

l'énergie des photons gamma émis par le patient. La localisation est donnée par le

codage du barycentre sur les réponses des photomultiplicateurs.

Pour chaque photon, interagissant avec le détecteur, nous obtenons donc des coor-

données de localisation et une valeur de l'énergie cédée ou perdue dans le cristal. Une

analyse d'amplitude permet de ne retenir que les photons possédant l'énergie caracté-

ristique du radio-élément injecté (par exemple 140keV pour le Tc99m) et ayant perdu
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toute leur énergie dans le cristal.

Analyseur de hauteur 

d'impulsion

Circuits de positionnement et de sommation

Computer

Y-postition 

signal

Y-postition 

signal

Patient 

Moniteur

Collimateur

Cristal

Photomultiplicateur 

PM

Figure 2.7 � Principe de la caméra d'Anger : (a) émission des rayons γ par le patient

(b) limitation aux seuls rayons colinéaires au collimateur (c) conversion, par un cristal

scintillateur, de l'énergie gamma en rayonnement visible (d) conversion de l'énergie

lumineuse en énergie électrique et ampli�cation par les photomultiplicateurs (e) circuit

électronique, numérisation, traitement et visualisation.

2.4.2 Eléments constitutifs

La �gure 2.7 illustre les principaux éléments de la caméra gamma, ainsi que les

étapes parcourues par un photon gamma de la détection à la visualisation.

2.4.2.1 Le collimateur

Un collimateur est un dispositif optique permettant d'obtenir un faisceau de rayons

de rayonnements parallèles à l'axe optique du système. Ce mot vient du latin collimatio

(viser en ligne droite), qui désigne l'action d'orienter un instrument de visée.

Un collimateur est constitué d'une plaque de plomb dans laquelle sont ménagés des

trous orientés perpendiculairement au cristal. Ils sont destinés à ne laisser passer que
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les photons utiles (photons colinéaires au collimateur). Les trous sont séparés par des

septas (cloisons).

Ces collimateurs destinés aux caméras à grand champ comportent de nombreux

trous répartis sur toute la surface de détection. Les paramètres qui dé�nissent le type

de collimateur et conditionnent ses performances sont : le nombre de trous par unité

de surface, l'épaisseur des septas, le diamètre et la profondeur des trous.

2.4.2.2 Le scintillateur

Un scintillateur est constitué d'un matériel qui émet des photons lumineux basse-

énergie quand il absorbe des rayons X ou Gamma de haute énergie. Ces scintillateurs

sont le plus souvent des cristaux semi-conducteurs ou isolants.

Dans un cristal pur, les états d'énergie des électrons faiblement liés sont détermi-

nés par la structure du cristal. Les états d'énergie admissibles se répartissent en une

structure de bande. Il y a deux bandes d'énergie continues : la bande de la valence et

celle de la conduction ; celles-ci sont séparées par un gap d'énergie interdit.

La gamma caméra utilise le cristal scintillant de NaI dopé au thallium. La masse

volumique du NaI est de 3, 67 g/cm3, son nombre atomique égal à 50, son temps de

scintillation est de 230 ns et le maximum d'émission de lumière, se situe à 415 nm.

2.4.2.3 Les photomultiplicateurs

Le photomultiplicateur (PM) est un dispositif permettant la détection de photons.

Il se présente sous la forme d'un tube électronique. Les principaux éléments d'un

photomultiplicateur sont le tube à vide, la photocathode, les dynodes, et l'anode. Dans

une photocathode, les photons de scintillation libèrent les électrons qui sont accélérés

par une di�érence de tension vers la première dynode rencontrée. L'énergie prise par

les électrons est su�sante pour libérer des électrons additionnels, quand ils frappent

la dynode.

Ces électrons sont accélérés jusqu'aux prochaines dynodes ; le processus est ré-

pété jusqu'au dernier dynode.Ainsi, l'amplitude des impulsions dépend de la tension

appliquée aux Dynodes, de leur nombre et du nombre initial d'électrons libérés par

la photocathode. Un facteur d'ampli�cation de 1010 est couramment utilisé, il peut

détecter les photons à faible énergie (60 KeV).
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2.5 Acquisition d'une image tomographique par une

caméra gamma

L'acquisition d'une image de tomographie, par un système conventionnel avec des

trous parallèles et �ns, est e�ectuée par rotations de la tête détectrice de la caméra

gamma par pas réguliers δφ allant de 0 à 360◦ autour du patient. Nous essayons d'ex-

pliquer le système d'acquisition, par l'illustration les réponses d'une source ponctuelle

sur les quatre angles 0◦, 90◦, 180◦ et 270◦ (�gure 2.8). Le système d'acquisition clas-
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Figure 2.8 � Résultats d'acquisition d'une source ponctuelle [Simonnet 2010]

sique est à deux dimensions. La première est l'axe U lié au détecteur associé à l'axe

V perpendiculaire au détecteur (comme est montré dans la �gure 2.8). Ces deux axes

constituent un repère mobile avec u étant l'abscisse le long de U . La deuxième dimen-

sion est l'angle φ de rotation de l'ensemble collimateur/détecteur.

En fait, à une direction de projection faisant un angle φ avec l'axe X, correspond

une fonction g(u, φ) qui, à chaque point de coordonnée u de la projection, est égale à

la somme des valeurs prises par la fonction ρ(x, y) (densité plane de la source radio-

active). La projection s'exprime comme suit :

g(u, φ) =

∫ +∞

−∞
ρ(x, y)dv (2.4)

La projection linéaire g consiste en un ensemble de valeurs ordonnées ; chacune corres-

pondant à un point de détection. Ces valeurs sont égales à la somme de la grandeur
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mesurée le long d'une ligne perpendiculaire à la ligne de détection, en passant par le

point correspondant.

L'ensemble des projections pour des angles allant de 0 à π forme une fonction

appelée transformée de Radon de la fonction objet ρ(x, y).

Radon[ρ(x, y)] =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
ρ(x, y)δ(x cos(φ) + y sin(φ)− u)dxdy (2.5)

Les projections obtenues par mesures expérimentales sont situées dans ce que l'on

appelle l'espace de Radon [Buzug 2008].

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes tomographiques les plus em-

ployées en imagerie X et gamma. Nous avons établi une étude comparative entre elles

en termes de espace des phases. Nous avons constaté que la TDM se caractérise par

un problème facilité avec, au départ, une source grossièrement ponctuelle de rayon-

nement (moins de 1mm). Il faut souligner que l'évolution de ces appareils a été vers

une amélioration de la qualité de l'image et a considérablement amélioré la vitesse

d'acquisition des données. En médecine nucléaire (TEP ou SPECT) le point de dé-

part est un volume des phases considérablement plus grand. L'e�cacité de la TEP se

comprend aisément quand on compare les volumes d'espace des phases sélectionnés à

l'acquisition. Nous décrivons aussi les éléments importants constituant la gamma ca-

méra. En�n, nous avons discuté la méthode d'acquisition d'une image tomographique

par une caméra gamma.
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3.1 Introduction

La reconstruction d'images en tomographie d'émission consiste à estimer, à partir

des données mesurées par les systèmes TEP et SPECT, la distribution volumique de

la concentration de radiotraceur injecté au patient. L'estimation se fait sur des coupes

axiales volumiques (coupes tomographiques 2D) ou en volume (reconstruction 3D).

Les images reconstruites permettent d'estimer par un post-traitement les paramètres

pharmacocinétiques fonctionnelles des organes ou des tissus ciblés par le radiotraceur.

De plus, des recherches ont été e�ectuées ces dernières années pour obtenir les para-

mètres pharmacocinétiques directement à partir des données mesurées par les systèmes

TEP et SPECT.

La transformation de Radon est le fondement de la Tomographie en résolvant le

problème de projection et de reconstruction à partir des projections [Radon 1917].

Dans son travail, Radon a démontré qu'un objet en 2D (3D) peut être reconstruit

exactement à partir de l'ensemble des projections 1D (2D). En imagerie médicale, la

reconstruction tomographique, appelée aussi problème inverse, est un problème mal

posé, car le nombre de projections est limité (le nombre des Lignes de réponse (LORs :

Line of Response) est �ni) et les données acquises sont bruitées. La solution n'est pas

unique et elle est instable. La paramétrisation du problème direct facilite la recherche

d'une solution sans pour autant rendre le problème bien posé.

Ce chapitre présente une bibliographie des méthodes basées sur di�érentes ap-

proches qui ont été utilisées pour résoudre le problème inverse en tomographie par

émission (ECT : Emission computed tomography ). Les plus connues sont les méthodes

analytiques et les méthodes itératives, comme illustrées à la �gure 3.1.L'intérêt de

ce chapitre consiste en l'étude des algorithmes analytiques et itératifs, du fait qu'ils

représentent les techniques les plus utilisées en ECT depuis les années quatre-vingt-dix.

3.2 Reconstruction analytique

Le problème de reconstruction tomographique analytique consiste à inverser la

transformée de Radon pour obtenir la distribution f à partir de ces projections p

[Radon 1917]. Cette transformée est au coeur de la tomographie en imagerie médicale.

La �gure 3.2 représente la projection selon un angle θ de la distribution f d'un objet

circulaire. Soit ~α = (cos θ, sin θ) et ~β = (− sin θ, cos θ). Pour chaque r, la projection

Rf(θ, r), que nous noterons aussi Rf(~α, r), est la somme des intensités d'une image le
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Figure 3.1 � Classi�cation des algorithmes de reconstruction [Hamawy 2014]

long de la ligne parallèle à l'axe Ol qui passe par le point dont les coordonnées dans

le repère (O, ~α, ~β) sont (r, θ).

3.2.1 La transformée de Radon

La transformée de Radon porte le nom de Johann Radon (1887-1956), mathémati-

cien autrichien connu pour ses travaux sur la théorie d'intégration. Plus généralement,

la transformée de Radon transforme une fonction en l'ensemble de ses intégrales sur

des hyperplans de Rn. Pour tout vecteur unitaire de Rn noté ~α et pour tout nombre réel

r, la transformée de Radon Rf ~(α, r) est l'intégrale de f sur ~α⊥ l'hyperplan orthogonal

à ~α. Elle s'écrit :

Rf ~(α, r) =

∫
~α⊥
f(r~α + ~w)d~w =

∫
~v~α=r

f(~v)d~v (3.1)

L'ensemble d'intégrales sur des lignes est donné par une autre transformée, appelée

P :

Pf(~β,~v) =

+∞∫
−∞

f(~v + `~β)d` (3.2)
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Figure 3.2 � Projection selon un angle θ d'un objet circulaire [Radon 1917]

qui est l'intégrale de f sur la ligne qui passe par l'extrémité de ~v et de direction ~β,

vecteur unitaire de Rn . Les deux transformées coïncident en R2 (voir �gure 3.3). En

particulier on a :

Pf(~β, r~α) =

+∞∫
−∞

f(r~α + `~β)d` = Rf(~α, r) (3.3)

Par la suite, nous resterons dans ce cadre simpli�é du plan réel.
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Figure 3.3 � L'intégrale de f sur la ligne en pointillés orthogonale à ~α représente

la transformée de Radon Rf(~α, r). En même temps, elle représente Rf(~α,~v), ~β étant

unitaire et orthogonal à ~α. [Radon 1917]

L'inversion de la transformée de Radon passe par la transformée de Fourier et
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s'appuie sur le théorème coupe-projection.

3.2.2 Théorème de la coupe centrale en 2D

La transformée de Fourier de la projection d'angle θ, Rf(θ, ·), ou θ étant l'angle

fait par le vecteur ~α est :

R̂f(θ, v) =

∫ +∞

−∞
Rf(θ, r)e−2iπvrdr =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(r~α,+`~β)e−2iπvrd`dr (3.4)

Soient (x, y) les coordonnées du vecteur r~α + `~β dans le repère initial xOy. Posons

vx = v cos(θ) et vx = v cos(θ). On obtient :

vr = v(x cos(θ) + y sin(θ)) = x(v cos(θ) + y(v sin(θ))) = xvx + yvy (3.5)

On e�ectue alors un changement de variable correspondant à une rotation d'angle θ,

ce qui donne :

R̂f(θ, v) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−2iπ(xvx+yvy)dxdy (3.6)

À noter que pour θ �xé et v variable, les points de coordonnée (vx, vy) se trouvent

sur la droite qui passe par l'origine et fait un angle θ avec l'axe des abscisses, donc le

terme de droite est une ligne de la transformée de Fourier de f ,

R̂f(θ, v) =
_

f (vx, vy) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−2iπ(xvx+yvy)dxdy (3.7)

L'identité 3.7 est l'expression du théorème de la coupe centrale :

En théorie, ce théorème permet de reconstruire la coupe acquise par tomogra-

phie. En supposant le milieu non atténuant et non di�usant, il su�rait de calculer

la transformée de Fourier 1D de chaque projection, de reporter les valeurs dans le

plan fréquentiel, puis d'appliquer la transformée de Fourier inverse 2D a�n d'obtenir

la coupe,

f(x, y) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f̂(vx, vy)e

2iπ(xvx+yvy)dvxdvy (3.8)

3.2.3 La rétroprojection �ltrée (FBP)

La méthode employée depuis de nombreuses années est la rétroprojection des pro-

jections �ltrées. L'algorithme fonctionne en deux étapes (Figure 3.4) :
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� �ltrage de chaque pro�l de projection (ligne du sinogramme) au moyen d'un

�ltre rampe, souvent combiné à un �ltre passe-bas pour éviter l'ampli�cation

du bruit ;

� rétroprojection dans le plan des projections �ltrées, pour les di�érents angles

mesurés.

G*(K,θ )

Image 

reconstruite
Projections

Filtrage 

G(k,θ ).|k| G*(r,θ )

I III

II

Transform
ée de Fourier

TF inverse
n

Rétro- 
projectio

Figure 3.4 � Principe de la rétroprojection �ltrée. [De Dreuille 2004]

Cette méthode consiste à remplacer dans l'équation (3.8), f̂(vx, vy) par R̂f(θ, v), et

à e�ectuer le changement de variable (vx, vy) dans (v, θ). La valeur absolue du Jacobien

étant |v|,

f(x, y) =

∫ π

0

∫ +∞

−∞
R̂f(θ, v)e2iπv(x cos(θ)+y sin(θ)) |v|dvdθ (3.9)

L'intégrale intérieure est la transformée de Fourier inverse de la transformée de Fourier

de la projection Rf(θ, v), multipliée par le �ltre rampe |v| et l'intégrale externe réalise
l'opération de rétroprojection. Cette intégrale peut être vue comme le �ltrage des

projections par le �ltre k (ici le �ltre rampe) opération qu'on notera (Rf ∗ k) pour la

suite.

f(x, y) =

∫ π

0

(Rf(θ, ·) ∗ k)(x cos(θ) + y sin(θ))dθ (3.10)

En multipliant avec le �ltre rampe, on met à 0 la moyenne du signal ce qui introduit

des valeurs négatives. Ces valeurs négatives ont pour but d'e�acer progressivement les

artéfacts en étoile laissés par les autres projections lors de l'opération d'épandage (cf.

�gure 3.5).
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Figure 3.5 � Comparaison entre la rétroprojection �ltrée et non-�ltrée

L'inversion réalisée grâce au théorème de la coupe centrale nécessite d'e�ectuer au-

tant de transformée de Fourier 1D qu'il y a d'angles de projection et une transformée

de Fourier inverse 2D. Cette méthode est plus lourde que la rétroprojection �ltrée. En

e�et, cette dernière simpli�e l'opération de �ltrage qui ne se fait plus qu'à une dimen-

sion, puis il su�t de sommer les contributions de chaque projection en rétroprojetant.

De plus, il est possible d'obtenir des approximations de l'image au fur et à mesure de

l'acquisition : lorsqu'une projection est mesurée, on peut la �ltrer et la rétroprojeter,

et ce jusqu'à la �n de l'acquisition.

3.3 Reconstruction itérative

La reconstruction itérative consiste à discrétiser l'ensemble du problème avant de

concevoir les méthodes de résolution, alors que la reconstruction analytique est basée

sur un raisonnement en variables continues, suivi d'une discrétisation. Les méthodes

itératives permettent de modéliser la distribution de l'intensité des pixels ou voxels

de l'image, la géométrie de détection ainsi que la physique de détection (atténuation,

di�usion, résolutions du détecteur).

Le principe des algorithmes d'image itératifs est basé sur six étapes principales (Fi-

gure. 3.6). Suite au processus d'acquisition ECT (projections mesurées), une première

estimation d'image est générée. Un faisceau est simulé par une projection directe pour

obtenir des données de projection simulées, qui sont ensuite comparées aux données de

projection mesurées. En cas de divergence, la première estimation d'image est mise à

jour en fonction des caractéristiques de l'algorithme sous-jacent. Cette correction des

données d'image et de projection est répétée jusqu'à ce qu'une condition prédé�nie
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Figure 3.6 � Représentation schématique des étapes principales des algorithmes

d'image itératifs. [Geyer 2015]

par l'algorithme soit satisfaite et que l'image �nale soit générée.

Il existe deux types de méthodes itératives, les méthodes algébriques et les méthodes

statistiques. Les méthodes algébriques sont les plus conventionnelles et impliquent

la résolution d'un système d'équations linéaires. Parmi les méthodes algébriques, on

peut notamment citer les méthodes ART (Algebric Reconstruction Technique ), SIRT

(simultaneous iterative reconstruction technique ), ILST (iterative least-squares tech-

nique), etc. Les méthodes statistiques, elles, reposent sur des estimations bayésiennes.

Elles permettent de prendre en compte le bruit dans les données. La plupart des mé-

thodes existantes maximisent une fonction de vraisemblance. C'est notamment le cas

des méthodes MLEM, OSEM (Ordered Subsets Expectation Maximisation ) et RAMLA

(Row-Action Maximum Likelihood Algorithm ).

3.3.1 Méthodes itératives algébriques

L'application des méthodes analytiques de reconstruction suppose que les données

acquises sont continues. En pratique, ces dernières sont échantillonnées et numérisées.
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Il existe une deuxième famille de méthodes de reconstruction tomographique, mieux

adaptées aux données discrètes : ce sont les méthodes itératives.

Les projections sont représentées discrètement sous la forme d'un système algébrique.

Le problème à résoudre consiste à déterminer le vecteur x solution de :

b = Ax (3.11)

où

� Le vecteur b contient les mesures, c'est-à-dire l'ensemble des bi, le nombre de

particules détectées par le détecteur i,

� La matrice A = ai,j contient les probabilités qu'une particule détectée par le

détecteur i ait été émise dans le voxel j, elle dépend de l'acquisition et non pas

des données donc ses valeurs ne peuvent pas être calculées une fois pour toutes,

� Le vecteur x contient les valeurs recherchées xj, représentant le nombre de

particules émises dans le voxel j.

Dans ce système, la mesure des valeurs de b est établi avec le réseau de détecteurs,

sachant que les valeurs de la matrice de probabilité A est connue, on pourrait donc

inverser l'équation matricielle (3.11), dans le but de résoudre la distribution des radio-

nucléides, c'est-à-dire générer l'image en coupe transversale x. Cependant, plusieurs

facteurs empêchant la résolution directe de l'équation ; on peut les énumérer comme

suit :

1. La taille de la matrice de probabilité A demeure plus grande, voire incalculable

de façon directe.

2. La plupart des éléments de la matrice de probabilité A sont des valeurs nulles,

connues en médecine nucléaire, ou les données sont acquises grâce à un détecteur

hautement colmaté, de sorte que seuls quelques éléments détecteurs enregistrent

des photons émis par un point radioactif donné dans l'objet.

3. Les valeurs du détecteur b sont bruitées et ne sont pas exactement connues.

En e�et, dans une image de médicament nucléaire typique, chaque élément

détecté enregistre quelques centaines de comptes, au plus dont le pourcentage

d'incertitude doit varier entre 5% et 10%.

Ces facteurs rendent di�cile le calcul direct de la matrice de probabilité A et rendent

également impossible l'inversion de l'équation de la matrice (3.11) pour résoudre la

distribution spatiale de la concentration de radionucléides x, même si nous avons soi-

gneusement mesuré le nombre de comptes enregistrés par chaque élément de détection
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xj).

Le problème est traité comme un problème d'optimisation de l'approche de la

solution encore mieux à partir des observations sans être trop sensible au bruit. Plutôt

que de chercher la solution exacte, nous préférons une solution approximative qui

minimise une distance entre les données b et la projection de la solution Ax. à titre

d'exemple, il est possible de minimiser la norme quadratique de la di�érence entre b

et Ax :

x̂ = arg min
x
‖b− Ax‖2

2 (3.12)

Souvent, la solution n'est pas unique, la fonction peut avoir plusieurs minima. Dans

ce cas, l'un d'eux peut être choisi selon un critère. Par exemple, on choisit la solution

de la norme inférieure ou de l'entropie inférieure. Mais ces solutions sont souvent

instables : une petite variation dans les données produit une grande variation dans

les résultats. Nous préférons donc les solutions � régularisées �. Par exemple, le terme

d'attache est ajouté aux données ‖b− Ax‖2
2, un pénalité pen(b) et résoudre :

x̂ = arg min
x

(‖b− Ax‖2
2 + pen(b)) (3.13)

En introduisant ce terme de prénalisation, on crée un compromis entre une solution qui

s'ajuste bien aux données et une solution qui satisfait d'autres contraintes. On préfére,

par exemple, des solutions plutôt lisses, ou celles avec des contours bien dé�nis, ou

ceux qui se rapprochent d'un certain a priori que l'on a sur le résultat. Le grand dé�

consiste donc à dé�nir le terme de régularisation.

3.3.1.1 Méthodes algébriques (ART)

L'une des méthodes les plus courantes est l'ART (Algebraic Reconstruction Tech-

nique). [Gordon 1970] a d'abord montré son utilisation dans la reconstruction d'image,

mais reste la mieux connue sous le nom de méthode de Kaczmarz en l'algèbre linéaire

numérique [Herman 2009, Natterer 2001].

Il s'agit d'une méthode itérative di�érente pour corriger les coe�cients de b en utili-

sant une projection à chaque fois. Géométriquement, nous commençons par le système

(3.11) et cherchons l'intersection des hyperplans qui véri�ent ce système. L'itération

est initialisée avec une valeur arbitraire (0 par exemple) et chaque nouvelle itération

projette l'estimation actuelle sur l'hyperplan suivant (Figure. 3.7). Ces hyperplans

peuvent être considérés comme des contraintes auxquelles la solution doit respecter.
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Figure 3.7 � Principe de l'algorithme ART. [Gordon 1970]

x
(k+1)
j = x

(k)
j +

bi − ai,jx(k)
j

‖ai,j‖2
ai,j (3.14)

où k est nombre d'itérations.

Il existe des variantes de la méthode ART telles que le SART (Simultaneous alge-

braic reconstruction technique ) qui consiste à traiter toutes les mesures d'une projec-

tion et non du rayon par rayon comme dans ART [Andersen 1984], d'autres versions

multiplicatives où la relation entre la projection donnée et la projection recalculée per-

met d'e�ectuer la correction, les versions où les contraintes de positivité doivent être

respectées ainsi que les versions qui tiennent compte du bruit.

Cependant, les méthodes algébriques présentent certains inconvénients. Elles

consistent uniquement à résoudre plusieurs systèmes d'équations linéaires et à ignorer

le bruit présent dans les données, tandis que les méthodes statistiques modélisent les

propriétés statistiques des projections mesurées et l'objet à reconstruire.

3.3.2 Méthodes itératives statistiques

En plus du modèle discret, les méthodes statistiques itératives utilisent des modèles

statistiques de mesures et d'images, et sont généralement basées sur la maximisation de

la vraisemblance. Elles sont apparues après les méthodes algébriques bien que la théorie

des estimateurs du maximum de vraisemblance existe depuis le début du XX e siècle.
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Les photons émis dans un patient suivent une loi de Poisson de la forme [Hebert 1989] :

P (X = k) = eλ
λk

k!
, k = 0, 1, 2, ... (3.15)

où λ est un paramètre

Considérons un champ de vue composé de Nj voxels et supposons que la densité

d'émission est constante dans chaque voxel j. L'intensité d'émission moyenne de l'ac-

tivité dans le voxel j est notée xj et nj est le nombre d'événements qui se produisent

réellement dans le voxel. Le nombre nj suit une distribution de Poisson sur un grand

nombre de tests, dont la moyenne est xj. Pour chaque voxel j, on cherche à estimer

les moyennes xj, j =, · · · , Nj de la distribution d'émission moyenne.

Le nombre d'évènements ayant eu lieu dans chaque élément i de détecteur est noté

bi, i = 1, · · · , Ni et les bi sont des processus de Poisson indépendants de moyenne µi.

Nous notons également ni,j le nombre d'évènements générés par le voxel j observés par

l'élément de détecteur i.Le nombre d'évènements générés par le voxel j et détectés est

noté :

n·,j =

Ni∑
i=1

ni,j, j = 1, · · · , Nj (3.16)

Donc, nous voyons que :

xj ≥ x·,j =

Ni∑
i=1

xi,j, j = 1, · · · , Nj (3.17)

On note ai,j la probabilité qu'un évènement produit dans le voxel j soit détecté

dans i. Cette probabilité est supposée indépendante des autres émissions et dépend de

la géométrie de détection.

Nous montrons ensuite que :

µi =

Nj∑
j=1

xi,j =

Nj∑
j=1

ai,jxj, j = 1, · · · , Ni (3.18)

La dernière relation est similaire au système (3.11) et peut-être résolue par exemple

à l'aide d'un algorithme MLEM (Maximum Likelihood Expectation Maximization ).

3.3.3 Maximum de vraisemblance

L'estimateur du maximum de vraisemblance est un estimateur statistique uti-

lisé pour inférer les paramètres de la distribution de probabilité d'un échantillon
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donné. Cette méthode a été proposé par le statisticien Ronald Aylmer Fisher en 1922

[Fisher 1922]. Nous cherchons les paramètres x qui sont les plus susceptibles de pro-

duire les observations (bi)i = 1, · · · , Ni simultanément. La probabilité d'observer bi
pour une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de moyenne µi est :

P (bi|µi) = e(−µi) (µi)
bi

bi!
(3.19)

La fonction de vraisemblance des données observées décrit la probabilité

que les mesures b aient été générées avec les émissions x et est donnée par :

L(b|x) =

Ni∏
i=1

P (bi|µi) =

Ni∏
i=1

e−µi
(µi)

bi

bi!
(3.20)

La prochaine étape est de savoir si le maximum de cette fonction positive existe, c'est-

à-dire trouver le paramètre x qui a la plus grande probabilité de générer les données

mesurées b. La maximisation de cette fonction de vraisemblance est fastidieuse, donc

dans la pratique, il est plus facile d'essayer de maximiser le logarithme de cette fonction.

Nous désignons par `(x) la fonction log-vraisemblance :

`(x) = ln(L(y|x)) =

Ni∑
i=1

[−µi + bi ln(µi)− ln(bi!)] (3.21)

En remplaçant (3.18) dans (3.21) on obtient :

`(x) =

Ni∑
i=1

− Nj∑
j=1

ai,jxj + bi ln

 Nj∑
j=1

ai,jxj

− ln(bi!)

 (3.22)

Tant que l'équation (3.22) est non-linéaire, elle ne nous permet pas de résoudre le

problème de maximisation. Il a donc été suggéré d'utiliser un algorithme d'optimisation

numérique pour obtenir la maximisation de la fonction de vraisemblance.

3.3.4 L'algorithme EM pour le calcul du maximum

L'algorithme espérance-maximisation (EM : Expectation-Maximization ), proposé

par Dempster et al [Dempster 1977], repris dans [Lange 1984], est un algorithme itératif

qui permet de trouver les paramètres du maximum de vraisemblance d'un modèle

probabiliste lorsque ce dernier dépend de variables latentes non observables. Cette

méthode possède de bonnes propriétés de convergence pour un coût de calcul inférieur

à celui des algorithmes d'optimisation numérique habituels. Nous allons considérer
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une particularité d'un certain nombre de problèmes statistiques : la variable que nous

observons n'est pas la variable qui nous intéresse, mais une fonction de celui-ci. Ici, les

xj sont les données complètes (pas directement observables) et les bi sont celles que le

nous observons. L'algorithme EM tire son nom du fait qu'à chaque itération il opère

deux étapes distinctes :

� La phase "Expectation" souvent désignée comme(étape E) consiste à calculer

l'espérance des données inconnues, sachant que les données observées et les

valeurs des paramètres sont déterminées à l'itération précédente.

� La phase "Maximisation" souvent désignée comme (étape M) maximise cette

vraisemblance, rendue possible en utilisation l'estimation des données inconnues

(étape "Expectation"), puis met à jour la nouvelle valeur des paramètres pour

l'itération suivante.

Nous choisissons le vecteur (n·,j)j=1,··· ,Nj comme vecteur de données complètes.

Comme nous l'avons vu précédemment, les moyennes xj et x·,j sont reliées par :

x·,j =

Ni∑
i=1

xi,j =

Ni∑
i=1

ti,jxj = xj

Ni∑
i=1

ai,j (3.23)

La fonction de vraisemblance des données complètes fait partie d'une famille exponen-

tielle et est donnée par :

P ((n·,1, · · · , n·,Nj)|x) =

Nj∏
j=1

e−x·,j
(−x·,j)n·,j

n·,j!
(3.24)

=
1∏Nj

j=1 n·,j!
exp

(log x·,1, · · · , x·,j)


n·,1
...

n·,j


 (3.25)

Au début, nous initialisons le vecteur des moyennes x à une valeur notée x(0). À chaque

itération, nous souhaitons améliorer cette estimation x(0) et obtenir le plus près possible

de la valeur x̂ qui maximise la fonction de vraisemblance. La nouvelle estimation de

x est notée pour la k-ième itération. L'étape (E) consiste alors à calculer la valeur

moyenne que prendrait n·,j si la valeur de x était x(k) et compte tenu des mesures b :

(E)nk+1
·,j = E

[
n·,j|b, x(k)

]
, pour j = 1, · · · , Nj (3.26)

On peut montrer que si Xj, j = 1, · · · , J sont des variables suivant des lois de Poisson

de paramètres respectifs aj alors la loi conditionnelle de Xj sachant les observations∑J
i=1 Xi = x∗ est une loi binomiale B(x∗, aj/

∑J
i=1 aj).
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Par conséquent, la loi conditionnelle de ni,j sachant que
∑Nj

i=1 ni,j = bi et sous

l'hypothèse que la moyenne des données complètes est x(k) est une loi binomiale

B(bi, λ
(k)
i,j /

∑Nj
i=1 x

(k)
i,j ) et

E
[
n·,j|b, x(k)

]
=

bix
(k)
i,j∑Nj

j=1 x
(k)
i,j

(3.27)

L'étape (E) devient alors :

x
(k+1)
i,j = E

[
n·,j|b, x(k)

]
= E

[
Ni∑
i=1

ni,j|b, x(k)

]
=

Ni∑
i=1

E
[
ni,j|b, x(k)

]
(3.28)

=

Ni∑
i=1

bix
(k)
i,j∑Nj

j=1 x
(k)
i,j

=

Ni∑
i=1

biai,jx
(k)
j∑Nj

j=1 ai,jx
(k)
j

(3.29)

= x
(k)
j

Ni∑
i=1

biai,j∑Nj
j=1 ai,jx

(k)
j

(3.30)

L'étape (M) consiste à maximiser l'espérance de la fonction de vraisemblance des

données complètes, dé�nie dans (3.24), a�n de calculer un nouvel estimateur de x·,j.

Maintenant, c'est la moyenne de n·,j qui a été estimée à l'étape (E). En�n :

x
(k+1)
·,j = n

(k+1)
·,j = x

(k)
j

Ni∑
i=1

biai,j∑Nj
j=1 ai,jx

(k)
j

(3.31)

et

x
(k+1)
j =

x
(k)
j∑Ni

i=1 ai,j

Ni∑
i=1

biai,j∑Nj
j=1 ai,jx

(k)
j

(3.32)

Comme le montre la �gure 3.8, chaque itération nécessite une projection vers l'avant

et une projection arrière, donc il a besoin de plus de temps de traitement que le

FBP, ce qui converge lentement et peut nécessiter 50-200 itérations. A�n d'accélérer le

processus de reconstruction à l'aide de MLEM, la maximisation des attentes des sous-

ensembles commandés (OSEM) a été proposée par Hudson et Larkin [Hudson 1994].

3.3.5 La méthode de maximisation de l'espérance par sous-

ensembles ordonnés OSEM

En optimisation mathématique, la méthode de maximisation de l'espérance des

sous-ensembles ordonnés (OSEM), est une méthode itérative proposée par Hudson et

Larkin [Hudson 1994] comme une variante rapide de l'algorithme MLEM. Dans les

applications en imagerie médicale, la méthode OSEM est utilisée pour la TEP, pour la
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Figure 3.8 � MLEM sous la forme du modèle itératif général [Wernick 2004]

SPECT et pour la TDM. Elle consiste à : diviser d'une part le vecteur de mesure b en

un nombre p de sous ensembles S1, S2, · · · , Sp qui forment une partition ; p est l'ordre

de la partition et d'autre part estimer l'image en appliquant l'algorithme MLEM sur

les sous vecteurs Sq, q = 1, · · · , p successivement :

x̂k+1
j =

x̂kj∑
i∈Sq Ai,j

∑
i∈Sq

Ai,j
bi∑J

n=1 Ai,nx̂
k
n

(3.33)

L'actualisation de l'espérance x̂kj se fait successivement à partir des données

S1, S2, · · · , Sp. Chaque étape de l'actualisation est appelée une sous-itération et un

ensemble de p sous-itérations successives forme une itération. Le temps d'exécution

d'une itération OSEM est comparable à celui d'une itération MLEM. Toutefois, l'al-

gorithme OSEM converge p fois plus rapidement pour un ordre p que l'algorithme

MLEM [Buzug 2008]. En général, la convergence se fait lors des premières itérations,

ce qui permet de réduire le temps de calcul. Pour cette raison, OSEM est l'algorithme

le plus utilisé actuellement dans la reconstruction des images en TEP que ce soit en

clinique ou en recherche [Qi 2006].

En dépit des avantages relevés de cette méthode, il apparait clairement que l'OSEM

accuse des insu�sances en termes de convergences vers la solution du maximum de

vraisemblance (MV) remarquablement biaisée ainsi que le bruitage des images, et ses
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résultats �uctuent entre les deux limites a chaque itération l'accélération du calcul

dépend essentiellement de l'augmentation de l'ordre p de la partition. L'image estimée

est bruitée et la convergence vers une solution est compromise. Le choix de p est un

facteur important dans la determination de la rapidité de calcul et la convergence vers

la solution.

Pour réduire le temps d'exécution des algorithmes MLEM et OSEM, une autre

approche a été explorée, qui consiste à paralléliser ces algorithmes pour les exécuter

sur des plates-formes de calcul parallèle comme des grappes de calcul [Beisel 2008,

Chen 1998, Herraiz 2006, Li 2005] ou sur les GPUs [Herraiz 2009, Herraiz 2011,

Kim 2011, Schellmann 2011, Zhou 2011]

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une revue de la littérature des di�érents

algorithmes utilisés ou développés pour la reconstruction des images en ECT. Nous

avons classi�é ces algorithmes selon leur nature : algorithmes analytiques, et algo-

rithmes itératifs. Nous avons noté à travers cette recherche bibliographique que les

algorithmes itératifs peuvent incorporer les facteurs physiques plus précisément que

les techniques analytiques et sont de plus en plus utilisés en clinique. En outre, l'ef-

�cacité de MLEM et OSEM a déjà été prouvée en réduisant les artéfacts d'image et

d'améliorer l'exactitude de la quanti�cation. Notre intérêt est d'obtenir une image

avec une haute résolution spatiale et en même temps dans un temps de convergence

acceptable et avec nombre de projection minimale.

Comme nous savons que le problème de reconstruction tomographique est un pro-

blème inverse c.-à-d. Estimer l'objet à partir de ses projections. Ils nécessitent une

régularisation puisque mal posés. Dans la partie suivante, pour régulariser les recons-

tructions tomographiques nous proposons une étude d'une variante de la variation

totale. La variation totale en tant qu'outil de régularisation a l'avantage de préserver

les discontinuités tout en créant des zones lisses.
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4.1 Introduction

Au cours des dernières années, la minimisation de la variation totale sous contrainte

a été appliquée dans plusieurs problèmes inverses mal posés en traitement du signal

et de l'image. Le principe est que la fonction objectif, via la variation totale, fournit

une solution adéquate à la perception visuelle humaine et les contraintes établissent

la cohérence au problème original. Dans ce chapitre, nous présenterons un cadre sous

régularisation à base de variation totale sous contrainte. Il s'agit d'une méthode ma-

thématique et numérique simple. Un tel cadre est également su�samment �exible pour

être utilisé dans diverses applications de traitement d'image.

En préservant tous les avantages du modèle de la variation totale (TV), qui permet

d'avoir des bords très précis et contient une implémentation simple basée sur un algo-

rithme du gradient, cette approche est conçue pour éviter les inconvénients du modèle

de Rudin, Osher et Fatemi (ROF) original. Dans ce chapitre, nous propose un algo-

rithme modi�é pour la technique de reconstruction MLEM, de façon à améliorer la

qualité de la reconstruction de l'image en incorporant la minimisation de la variation

totale (TV) dans l'algorithme itératif de MLEM. La minimisation rapide de la varia-

tion totale (FTV) est appliquée à l'image obtenue dans l'étape MLEM. La deuxième

étape est le résultat obtenu de la mise à jour FTV précédente. Les étapes de MLEM

et de minimisation FTV sont conduites de façon itérative, en alternance.

4.2 La minimisation de la variation totale

Le modèle de la minimisation de la variation totale introduit la norme L1 du

gradient, alors qu'antérieurement les modèles les plus fréquents étaient basés sur la

norme quadratique, comme celui introduit par l'équation de la chaleur. L. Rudin, S.

Osher et E. Fatemi [Rudin 1992] ont proposé l'espace des fonctions à variations bornées

comme l'espace des fonctions d'estimation des images. Cette section, présente l'un des

modèles les plus populaires pour réduire la variation globale proposée par ces auteurs.

Ce modèle s'est avéré e�cace pour supprimer les oscillations tout en maintenant les

discontinuités dans l'image. Récemment, ce modèle s'est propagé dans de nombreux

domaines du traitement d'images. Tout d'abord, nous allons fournir la dé�nition de la

variation totale ainsi que le modèle de Rudin-Osher-Fatemi en restauration d'images.
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4.2.1 Variation totale

Dans un premier temps, nous allons introduire la dé�nition de la variation totale

(VT) d'une image : la variation totale mesure l'amplitude totale des oscillations d'un

signal. Etant donnée une image x(v1, v2) dé�nie sur une région bornée, ouverte et

convexe Ω ∈ R2 , où ∇x est considère au sens des distributions,

VT(x) =

∫
Ω

|∇x|dv =

∫
Ω

√
x2
v1

+ x2
v2
dv1dv2 (4.1)

On dit que x est à variation bornée (VB) si x ∈ L1 et VT(x) < ∞, auquel cas on

note x ∈ V B. C'est un espace de Banach en considérant comme norme ‖ x ‖V B=‖
x ‖L1 +V T (x).

En traitement de l'image, une image à variation bornée, la formule de co-aire relie la

variation totale à la longueur de ses lignes de niveau [Evans 2015, Malgouyres 2001].

Pour γ ∈ R, dénotons Ωγ = {(v1, v2) ∈ R2|x(v1, v2) = γ}, alors la longueur de ces

courbes est reliée à la variation totale par :

VT(x) =

∫ ∞
−∞

∫
Ωγ

dsdγ (4.2)

Le terme
∫

Ωγ
ds est calculé dans le sens de la mesure de Hausdor� unidimensionnelle.

Pour le traitement d'images, [Rucklidge 1996], la distance de Hausdor� permet de

numériser une image ou encore de reconnaître une forme. L'equation (4.2) montre que

la semi-norme de la VT de l'image peut être obtenue par intégration le long de tous

les contours Ωy pour toutes les valeurs γ. Cela donne une interprétation géométrique

importante de la variation totale. Ainsi, la VT contrôle le saut dans l'image ainsi que

la géométrie des ensembles de niveau. En général, les images à variation bornée ont

des discontinuités le long des ensembles de niveau de longueur �nie.

Notez que la variation totale sur une image discrète de taille N×N , où nous devons

choisir une dé�nition discrète du gradient ∇x, devrait considérer le gradient continu
en fonction de l'interpolation de Shannon.

4.2.2 Modèle de Rudin-Osher-Fatemi (ROF)

Le modèle de Rudin, Osher et Fatemi (ROF) [Rudin 1992] suppose qu'une image

peut se décomposer en une partie oscillante, représentant la texture et le bruit, et une

partie �cartoon�. Le but de cette méthode est de trouver une image qui minimise la

longueur des contours, ce qui tend à se débarrasser du bruit, tout en restant proche

des données initiales.
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Le modèle classique de ROF dé�nit une méthode variationnelle très populaire en

restauration d'image :

min
x
VT(x), tel que

∫
Ω

(o− x)2 = σ2 (4.3)

où o est l'image observée et dégradée par un bruit gaussien de variance σ2 et de

moyenne 0. La contrainte permet une reconstruction cohérente avec le modèle de

bruit. L'intérêt de cette énergie, en tant que critère de régularité d'une image, est

qu'elle permet des discontinuités mais qu'est pénalisé par des petites oscillations lo-

cales, particulièrement adaptées aux images.

Le problème (4.3) est équivalent à une formulation sans contrainte, également introduit

dans [Rudin 1992] :

min
x
VT(x) + λ

∫
Ω

(o− x)2 (4.4)

où, λ est un multiplicateur de Lagrange qui est choisi tel que la contrainte puisse

être satisfaite. Cette équivalence entre les deux problèmes est étudiée par A. Chambolle

et P. L. Lions dans [Chambolle 1997]. Ils montrent également que la fonctionnelle de

(4.4) est strictement convexe, semi-continue pour la topologie faible de l'espace VB.

Donc, le minimum existe, est unique et peut être calculé. Grâce à sa simplicité de

réalisation, la formule sans contrainte est largement adoptée dans la plupart des appli-

cations, et nous nous restreindrons à cette formulation lorsque nous ferons référence

au modèle ROF.

Concentrons nous sur la résolution du problème (4.4). Au minimum, nous devons

avoir [Rudin 1992] :

∇ · ∇x
|∇x|

− 2λ(x− o) = div(
∇x
|∇x|

)− 2λ(x− o) = 0 (4.5)

avec la condition de bord :

∂x
∂−→n = 0 sur ∂Ω

−→n est le vecteur tangent de x sur le bord ∂Ω. Nous utilisons l'équation d'évolution

dans le processus de trouver la solution.
∂x
∂t

= div( ∇x|∇x|)− 2λ(x− o) pour t > 0

x(·, 0) = o

∂x
∂−→n = 0 sur ∂Ω

(4.6)
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Lorsqu'on annule le terme de �délité aux données en plaçant λ = 0, nous pouvons

voir le modèle ROF comme une détection et un lissage des contours a l'image du

mouvement par courbure moyenne. La contrainte utilisée empêche une trop grande

distorsion et permet d'atteindre une solution satisfaisante.

On peut remarquer que l'équation (4.6) contient des points singuliers lorsque

|∇x(v1, v2)| = 0,div( ∇x|∇x|) n'étant pas di�érentiable en ces points. Remplacer la dé-

�nition de la variation totale par ce qui suit :

VTβ(x) :=

∫
Ω

√
x2
v1

+ x2
v2+βdv1dv2 (4.7)

où β est une valeur positive assez petite. En conséquent, la di�culté de la non-

di�érentiable est supprimée et diverses techniques d'optimisation peuvent être appli-

quées pour résoudre un tel problème. Par exemple, un algorithme itératif du gradient

sera adapté :x = o, image initiale ;

xn+1 = xn + ∆t∂x
∂t
, pour ∆t > 0 avec la condition de bord

(4.8)

A�n d'assurer la convergence et diminuer la fonction objective (4.4), le pas de temps

∆t doit satisfaire la condition Courant-Friedrichs-Lewy [Rudin 1992, Marquina 2000] :

∆ ≤ ch2|∇x| (4.9)

où h est la taille du pixel et c une constante positive. Donc, la convergence est très lente,

en particulier sur des points comme |∇x| ≈ 0. Les auteurs proposent une technique

de pré-conditionnement en multipliant un terme |∇x| pour supprimer la dégénéres-

cence [Vogel 1998] ou linéariser l'équation d'Euler par un schéma de point �xe dans

[Vogel 1996].

Toutefois, en lissant le gradient, nous perdons l'avantage principal de la variation

totale : pour permettre aux discontinuités d'être restaurées avec précision. Un autre

moyen pour surmonter la non-di�érentialiste dans les régions plates est de considérer

un sous-gradient [Tadmor 2004, Tanabe 1971, Durand 2003, Chambolle 2004].

4.3 Application à la reconstruction tomographique

Notre contribution principale est d'adapter le cadre de la minimisation de la varia-

tion totale à la reconstruction tomographique.



4.3. Application à la reconstruction tomographique 43

La reconstruction tomographique consiste à inverser l'opérateur A dé�ni sur un

espace de Hilbert H (RN2
dans le cas discret, S(R2) dans le cas continu) à valeurs

dans l'espace des projections P (respectivement RKL et S([0, π]×R). Le modèle général

considéré est

b = Ax+ n (4.10)

avec n un bruit de Poisson. L'objectif est ainsi de chercher x ∈ H à partir d'une

observation b ∈ P .

4.3.1 Reconstruction Itérative + ROF

En général, les images médicales telles que les images ECT ne contiennent pas

beaucoup de micro-textures signi�catives, les oscillations étant dues au bruit dans les

hautes fréquences, où au phénomène de Gibbs associé à la méthode de Fourier.

Une extension directe du modèle ROF en tomographie est d'intégrer la variation

totale comme un terme de régularisation sans contrainte dans la méthode de recons-

truction directe (4.10). Plus précisément, le problème est formulé par :

min
x∈H

λ||Ax− b||+ VT(x) (4.11)

L'algorithme du gradient conjugué est souvent utilisé pour résoudre ce problème. Pour

éviter la dégénérescence de la variation totale au point ‖ ∇x ‖= 0, nous utilisons la

dé�nition régularisée de la variation totale 4.7 par un paramètre de régularisation β :

VTβ(x) =

∫
Ω

√
‖ ∇x ‖2 +β (4.12)

Cette formulation a été introduite dans [Bronstein 2002, Jonsson 1998] et elle se

repose sur l'e�cacité de l'opérateur de Radon discret.

4.3.2 Le modèle développé

Dans ce travail, l'objectif est de mettre en place une nouvelle approche de la recons-

truction par régularisation. Comme nous l'avons mentionné dans les chapitres précé-

dents, dans lesquels nous avons soulevé la question du bruit, ou nous sommes amenés

à introduire un �ltre passe-bas dans ces méthodes analytiques, empêchant aussi de re-

construire une image �able. Dans les méthodes itératives existantes, le travail implique

un calcul important nécessitant plus de temps.
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Puisque, la méthode de reconstruction itérative MLEM ne dépend pas directement

d'une transformée de Fourier inverse, nous suggérons la minimisation de la variation

totale pour améliorer ses performances. Cette variation permet donc de supprimer les

oscillations, tout en respectant les contours.

Certains travaux [Chan 2006, Chan 1998]ont montré qu'il est possible d'améliorer

la qualité de l'image reconstruite à partir d'un faible nombre de projections en tomo-

densitométrie, par le biais de la minimisation VT. Cependant, cela n'a pas été étudié

auparavant pour les algorithmes de reconstruction, basés sur TEP et SPECT pour la

tomographie avec un nombre limité de projections. Il y a plusieurs raisons pour les-

quelles la minimisation TV peut fournir des résultats favorables dans la reconstruction

de MLEM.

En utilisant la minimisation de TV à travers le processus MLEM, nous nous as-

surons à ce que les zones sous-échantillonnées et les bords contrastés soient présents,

ce qui accélère la convergence dans ces zones et permet à l'ensemble de converger à

peu près au même taux. Pour intégrer la minimisation TV avec MLEM, nous avons

utilisé l'image de sortie après quelques itérations MLEM, traitée par un algorithme de

minimisation TV et transférée de nouveau l'image traitée dans l'algorithme MLEM

pour plus d'itérations. Dans ce travail, nous utilisons la FTVd (Fast Total Variation

Regularized Deconvolution) [Wang 2008] illustrée par l'équation (4.13).

4.3.2.1 La minimisation rapide de la variation totale (FTV : Fast Total

Variation)

La régularisation TV est l'une des normes les plus populaires pour le traitement

d'images dans le cas de problèmes inverses. Équation (4.10) Compte tenu des données

de projection b et de la matrice de probabilité A, l'image x0 est reconstruite à partir

du modèle suivant :

min
x

n2∑
i=1

‖Dix‖+
µ

2
‖Ax− b‖2

2, (4.13)

où Dix ∈ R2 indique le gradient discret en position i de l'image x ,
∑
‖Dix‖

dé�nit la variation total (TV) discrète de l'image x et le paramètre µ est utilisé pour

équilibrer les deux termes. Ce modèle est aussi généralement appelé le modèle TV/L2

. Dans cette étude, nous appliquons FTV à isotrope TV dans le cas où ‖ · ‖ = ‖ · ‖2.

Pour transférer Dix du terme non di�érencié ‖ ·‖2, nous avons e�ectué un changement

de variable wi ∈ R2 à chaque pixel i comme suit :
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min
w,x

∑
i

‖wi‖2 +
µ

2
‖Ax− b‖2

2, s.t. wi = Dix (4.14)

Il est à noter que le but principal de l'introduction de w est de permettre la division

de l'opérateur. En outre, FTV vise à obtenir une version non contrainte de l'équation

(4.14) précédente, pour faciliter le calcul, nous adoptons di�érentes méthodes pour

traiter la contrainte wi = Dix dans ses di�érentes versions. Le système de pénalité

quadratique simple a été approuvé par [Courant 1943] en donnant le modèle d'approche

suivant (4.15) :

min
w,x
QA(x,w, β) (4.15)

avec le paramètre de pénalité β su�samment grand, où

QA(x,w, β)
.
=

∑
i

‖wi‖2 +
β

2

∑
i

‖wi − Dix‖2
2 +

µ

2
‖Ax − b‖2

2. (4.16)

Lorsque l'une des deux variables x et w est �xée, la minimisation de la fonction sur

l'autre variable a une formule de forme fermée avec une grande stabilité numérique et

une faible complexité de calcul pour un β donné, conduisant ainsi à un autre système

de minimisation [Wang 2008].{
wk+1 ← arg minwQA(xk,w, β)

xk+1 ← arg minxQA(x,wk+1, β)
(4.17)

Pour rendre la solution x de (4.15) très proche de la solution du modèle original

(4.13), β doit être un grand nombre positif [Wang 2008]. Il a été montré que pour tout

β �xé, l'algorithme de solution (4.15) en minimisant x et w alternativement à une

convergence plus lente lorsque β est grand et plus vite quand β est petit.

Comme alternative au schéma de continuation, la nouvelle version de la pénalité

quadratique est augmentée par l'addition du terme Lagrangien. Cela signi�e que les

fonctions suivantes augmentent la fonctionnalité de Lagrange.

LA(x,w, χ)
.
=

∑
i

(‖wi‖ − χT
i (wi −Dix) (4.18)

+
β

2
‖wi −Dix‖2) +

µ

2
‖Ax− b‖2
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Nous avons la solution de cadre itérative comme suit.{
(wk+1, xk+1)← arg minw,x LA(x,w, χk)

χk+1 ← χk − β(wk+1 −Dxk+1)
(4.19)

L'apparition de mises à jour itératives, pour le multiplicateur χ, évite explicitement

que β se dirige vers l'in�ni et assure la convergence de (4.19) vers la solution du modèle

TV original (4.14). 
wk+1 ← arg minw LA(xk,w, χk)

xk+1 ← arg minx LA(x,wk+1, χk)

χk+1 ← χk − β(wk+1 −Dxk+1)

(4.20)

Pour déduire le modèle [Goldstein 2009], les auteurs ont utilisé la méthode itérative

de Bregman et l'équivalence de split Bregman, en associant la méthode de direction

alternante (ADM : Alternating Direction Method ) [Boyd 2011]. Pour certaines condi-

tions, on a recours à [Esser 2009, Wu 2010].

4.3.3 Technique proposée

La motivation, nous incitant à la formulation de FTV, est due au fait que des

deux variables x et w sont �xées, minimisant aussi la fonction de l'autre, qui présente

une formule de forme fermée avec une faible complexité algorithmique, et une grande

stabilité numérique. Nous appelons la nouvelle cible de réduction la minimisation de

la FTV. La technique de reconstruction FTV-MLEM peut être conçue, l'algorithme

FTV-MLEM est similaire à MLEM+TV, excepté le remplacement de la minimisation

TV par celle de FTV [Wang 2008, Boudjelal 2017]. L'algorithme proposé combine entre

MLEM et FTV. Ceci implique ce qui suit : L'algorithme MLEM peut être régularisé

en ajoutant un terme de pénalité dans le dénominateur :

En utilisant la méthode [Green 1990], un algorithme MLEM régulé par TV (FTV-

MLEM) peut être obtenu :

xk+1
j =

xkj∑Ni
i=1 ai,j + β ∂FTV (xk)

∂xkj

Ni∑
i=1

ai,j
bi∑Nj

l=1 ai,lxl
(4.21)

Le processus global est implémenté en deux étapes, en combinant l'algorithme de

reconstruction itératif MLEM avec le problème de minimisation FTV (4.21). L'image
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initiale pour l'étape MLEM est calculée en utilisant la technique BP. Le MLEM met

à jour l'image estimée en projetant l'image initiale sur l'espace du sinogramme.

Ensuite, la di�érence entre le sinogramme estimé et celui donné est rétroprojetée

sur le domaine de l'image. Cette di�érence est ensuite soustraite de l'image initiale pour

obtenir une image corrigée. La minimisation FTV est appliquée à l'image obtenue à

l'étape MLEM. La deuxième estimation de l'étape MLEM est le résultat obtenu à

partir de la mise à jour FTV précédente. Les étapes de MLEM et minimisation FTV

s'exécutent itérativement d'une manière alternée.

4.4 Etudes de simulation

4.4.1 TEP Simulation Setup

Dans cette section, nous présentons nos résultats à partir de données TEP simu-

lées. La matrice de Radon, décrite dans le Chapitre précédent est �xe et produit des

sinogrammes de taille 256 × 256. Nous corrompons les sinogrammes avec du bruit

de Poisson de di�érents niveaux. A�n de créer des images bruitées, par le biais de

corruption du bruit de Poisson, nous appliquons la commande imnoise de MATLAB

imnoise(sinogram, poisson). Cette commande agit de la façon suivante : pour une

image de double précision, les valeurs de pixel d'entrée sont interprétées comme des

moyennes d'une distribution de Poisson mise à l'échelle par un facteur de 10−12. Par

exemple, si un pixel d'entrée a la valeur 5.5×10−12 alors le pixel de sortie correspondant

sera généré à partir d'une distribution de Poisson avec la moyenne de 5.5 et ensuite

redimensionné à sa gamme originale de 1012. Le facteur 1012 est �xé pour représenter

le nombre maximal de photons détectables. Nos sinogrammes simulés ont une inten-

sité de [0, 1] et pour créer di�érents niveaux de bruit, nous devons redimensionner le

sinogramme initial avec un facteur approprié avant d'appliquer imnoise, puis le redi-

mensionner avec le même facteur, c'est-à-dire Noisy Sinogram = scale ∗ imnoise (
sinogram
scale

, poisson ).

Pour simuler des sinogrammes réalistes avec un niveau de bruit plus élevé, nous

utilisons 1013 comme facteur d'échelle, voir (Figure 4.1).

Pour évaluer la qualité des images reconstruites, nous choisissons le Signal-to-Noise

Ratio (SNR) comme mesure de qualité. Le SNR est dé�ni comme

SNR = 10 log10

(
‖x‖2

‖x− x̂‖2

)
(4.22)
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Figure 4.1 � L'image fantôme comprend 2 disques de rayon r1 = 26 et r2 = 11 pixels.

Son sinogramme a 192 angles et 192 rayons avec un bruit faible et élevé.

où x et x̂ désignent respectivement l'image originale et l'image reconstruite. Dans

ce qui suit, nous évaluons d'abord la technique de reconstruction proposée (4.21) par

rapport à la régularisation de la variation totale pure sur l'image (β = 0) pour une

image synthétique de deux cercles et pour di�érents niveaux de bruit,

4.4.2 Reconstruction de l'image à partir de données TEP si-

mulées corrompues par un bruit poisson additif

D'emblée, nous analysons les résultats numériques obtenus pour les données TEP

simulées. Figure 4.1 montre un fantôme simulé de deux disques avec un rayon di�érent

et des sinogrammes bruités et sans bruit, les deux bruits haut et bas correspondent au

bruit de Poisson, les deux algorithmes de reconstructions sont appliqués à di�erentes

valeurs de parametres β, pour obtenir le mellieur résultat possédant une valeur de

SNR la plus élevée.

Tout d'abord, nous évaluons l'algorithme proposé pour reconstruire une image à

partir du sinogramme corrompu par le bruit de Poisson de bas niveau avec SNR =
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18.5246, voir Figure 4.1.c. L'algorithme de reconstruction proposé avec régularisation

totale conjointe de l'image et du sinogramme (soit β > 0) est comparé à l'algorithme

MLEM standard (soit β = 0).

Nous avons calculé l'image reconstruite pour β = 2−3, 2−4, 2−5, 2−6, 2−7, 2−8. Nous

constatons que l'image optimale reconstruite en termes du meilleur SNR = 18.72 , ob-

tenue pour β = 2−5, voir Figure 4.2. La méthode proposée de reconstruction est mise en

test en appliquant la régularisation de la variation totale sur l'image et le sinogramme

avec la prise en compte de la même plage de β = 2−3, 2−4, 2−5, 2−6, 2−7, 2−8. Dans ce

cas, la reconstruction optimale a été obtenue pour β = 2−5 avec SNR = 18.72dB. La

Figure 4.2 donne une liste complète des paramètres testés et SNR pour les images

reconstruites correspondantes. Les résultats ne révèlent pas de di�érence signi�cative

entre l'algorithme avec ou sans régularisation de la variation totale sur le sinogramme,

à la fois visuelle et aussi en termes de SNR. Il est à mentionner qu'en cas de faible

bruit, avec une régularisation additionnelle de la variation totale, on obtient relative-

ment les mêmes résultats avec un léger avantage pour la méthode de régularisation en

terme de SNR.

La régularisation TV sur le sinogramme prend de l'importance dans l'algorithme de

reconstruction lorsque le bruit dans la corruption du sinogramme est augmenté. Le si-

nogramme avec bruit de haut niveau est montré dans la �gure 4.1.d et a SNR = 8.68 dB.

Nous avons également testé la méthode proposée pour β = 2−3, 2−4, 2−5, 2−6, 2−7, 2−8.

Les résultats sont présentés dans la �gure 4.3.

Le SNR le plus élevé est obtenu lorsque β = 2−5, cf. Figure 4.3.b. bien qu'il soit

di�cile de distinguer une di�érence entre les cas de β, nous observons que la pénali-

sation supplémentaire sur le sinogramme produit de meilleurs résultats en termes de

la valeur SNR, voir �gure 4.3.

La �gure 4.4 montre les pro�ls horizontaux des images reconstruites à partir du

sinogramme corrompu par le bruit de Poisson de bas niveau dé�ni dans la �gure4.4(a),

pour chaque poids de régularisation, de β (en rouge) comparé avec le pro�l de l'image

original (en bleu) et l'image reconstruite avec l'algorithme MLEM standard (en vert).

L'e�et de la régularisation de variation total (FTV) est bien visible. De même, la �-

gure 4.5(b-e) a�che le pro�l horizontal des reconstructions à partir du sinogramme

corrompu par le bruit de Poisson de haut niveau 4.5(a), rendant compte de struc-

tures plus grosses et mieux contrastées. Les pro�ls de lignes FTV-MLEM sont plus

près d'être sans bruit. La méthode expérimentale annule également les pixels aériens

en redistribuant leurs valeurs aux pixels du fantôme. FTV-MLEM a reconstruit le
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Figure 4.2 � images reconstruites du fantôme Disques par di�érents algorithmes avec

80 itérations pour di�erent β

pro�l idéal plus e�cacement que les autres méthodes, et l'image produite était une

approximation proche de l'image fantôme originale.
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Figure 4.3 � images reconstruites du fantôme Disques par di�érents algorithmes avec

80 itérations pour di�erent β avec 30% de bruit

4.5 Conclusion

L'algorithme de reconstruction développé dans ce chapitre est destiné à améliorer

les images ECT reconstruites. Basé sur le MLEM classique, l'algorithme expérimental

utilisant la contrainte de minimisation TV améliore e�cacement les performances de
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Figure 4.4 � Pro�ls de régions d'intérêt (ROI), tracés pour les images reconstruites

du fantôme Disques par di�érents algorithmes pour di�èrent β sans bruit

MLEM dans la convergence et l'accumulation d'erreurs. Des résultats prometteurs ont

été obtenus lorsque l'algorithme a été utilisé pour reconstruire le fantôme disques avec

di�érentes ROI.

L'analyse des algorithmes et les résultats des simulations numériques permettent de

dégager les approches à privilégier en fonction des priorités. Sur le fantôme de disques,

l'algorithme de la FTV-MLEM présente des SNR améliorés par rapport aux autres

méthodes classiques pour les sinogrammes de di�érents niveaux de bruit.

Nous remarquons que le modèle à variation bornée est particulièrement adapté à la

reconstruction d'images tomographiques. Sans doute, la variation totale n'est pas tout

à fait adéquate pour les images naturelles. Mais nous avons deux raisons pour justi�er

son utilisation en tomographie. D'abord, l'imagerie par scanner contient encore peu de
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Figure 4.5 � Pro�ls de régions d'intérêt (ROI), tracés pour les images reconstruites

du fantôme Disques par di�érents algorithmes pour di�èrent β avec 30% de bruit

zones texturées, ce qui permet d'e�ectuer la minimisation de la variation totale pour

supprimer les oscillations présentes dans les régions homogènes tout en préservant les

structures. Ensuite, l'information importante et basique dans ce type d'image est la

localisation et la taille des organes, qui est reliée à la forme des ensembles de niveau

des images. Sous certaines conditions, la régularisation par la variation totale peut

reconstruire exactement les ensembles de niveau. Les défauts de perte de contraste et

de détails peuvent être particulièrement évités par un petit nombre d'itérations.

L'algorithme proposé produit une image, qui est une approximation proche de

l'original, améliore sa qualité et réduit le bruit et les artefacts.
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5.1 Introduction

L'algorithme de tomographie est un problème inverse mal posé et une stratégie

de régularisation est nécessaire [Demoment 1989], permettant d'apporter des solutions

à cette problématique en ajoutant un terme de pénalité à la "fonction de coût" à

minimiser. Il existe deux catégories principales de techniques de régularisation : les

approches classiques et les approches bayésiennes. Dans la première, les inconnues

sont modélisées comme une fonction déterministe, et dans la seconde, les inconnues

sont modélisées comme un processus aléatoire. Les techniques classiques utilisent des

termes de pénalité quadratique (Tikhonov, par exemple), de type entropique. Indépen-

damment de ce choix, le point crucial est l'évaluation du paramètre de réglage lié au

terme de régularisation. Dans un cadre non linéaire, cette tâche devient très di�cile,

et généralement, elle est surmontée par des techniques supervisées et empiriques. Les

techniques bayésiennes utilisent des informations statistiques a priori.

Le but de ce chapitre est d'éviter un succès limité avec les méthodes de régularisa-

tion existantes, car ces méthodes sont incapables de préserver deux propriétés con�ic-

tuelles des images ECT, à savoir, le lissage spatial dans une région et une transition

nette aux frontières de la région. Ce chapitre est consacré à la solution de ces pro-

blèmes, et il propose une méthode de reconstruction régularisée basée sur le théorème

de Bayes combinée à l'algorithme de maximisation de vraisemblance-maximisation

(B-MLEM)[Boudjelal 2018], pour produire des images, et peut e�ectivement réduire

le bruit tout en préservant le bord de l'image et également les caractéristiques ou les

textures. Ceux-ci peuvent avoir d'importantes applications, au-delà de la reconstruc-

tion d'images ECT.

5.2 Modélisation du problème inverse

Le modèle direct d'acquisition des observations doit être déterminé, pour résoudre

tout problème inverse, c'est-à-dire une relation liant l'inconnue recherchée, notée x, aux

données observées, notées b. Cette relation est transcrite, d'un point de vue algébrique,

pour reconnaître du mécanisme d'observation en une équation du type :

b = Ax, (5.1)

où A décrivant ce mécanisme d'observation en fonction de x.

Notez que cela suppose de déterminer la nature de l'inconnu. En fonction de ce
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dernier et du mécanisme d'observation, la relation A peut être explicite ou non, linéaire

ou non, etc. Dans le cas de la reconstruction d'image, l'inconnue est une carte spatiale

bidimensionnelle, qui peut avoir un sens physique dans toutes les coordonnées spatiales

(par exemple, reconstruire la distribution spatiale des propriétés physiques d'un objet

inconnu) ou non (par exemple : segmentation d'image). Une fois que l'inconnu est

dé�ni avec précision, il s'agit de le relier à des données observables.

5.3 Modélisation des informations a prior i

5.3.1 Introduction d'information a prior i

Puisqu'aucun dispositif expérimental n'est complètement exempt d'incertitude, il

est souvent plus réaliste d'envisager un modèle direct de la forme :

b = Ax+ n, (5.2)

où n modélise le bruit de mesure. Dans le cas des problèmes inverses, dits �mal

posés�, une légère perturbation des données b peut conduire à des erreurs signi�catives

sur la solution x̂. Puisque nous n'avons pas une seule solution, la résolution d'une

équation de ce type pose en fait des problèmes. Pour ces raisons, il est nécessaire,

dans la plupart des problèmes inverses dans la pratique, d'introduire des informations

a priori, à �n de restreindre toutes les solutions acceptables. Dans ce contexte, les

méthodes les plus couramment utilisées pour l'introduction de l'information préalable

sont les suivantes.

� Contrainte déterministe : de toutes les solutions acceptables, on choisit celles

qui obéissent à une contrainte dé�nie au préalable. Celle-ci peut être une li-

mitation de l'espace à une sous-zone (par exemple, le sous-espace de valeurs

positives) ou une réduction de la dimension.

� Régularisation : la plupart des méthodes visant, à résoudre l'équation (5.2)

cherchent à minimiser une distance d entre b et Ax (exemple : d(b, Ax) =

||b − Ax||2. L'idée principale de la régularisation est d'accéder à la solution

exacte à partir de données que l'on sait imparfaites. On considère admissible

toute solution x, telle que Ax est à une faible distance de b et, parmi ces

solutions, on choisit celle qui est compatible avec une certaine information a

priori f(x). Dans ce cas, on cherche à minimiser un critère du type :

J(x) = d(b, Ax) + λf(x), (5.3)
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A�n de trouver une solution qui réalise un compromis (contrôlé par le paramètre

λ), entre l'attache aux données et la sincérité à l'information a priori.

5.3.2 Approche bayésienne

L'approche bayésienne est une approche probabiliste basée sur la règle de Bayes

qui, dans le contexte des problèmes inverses, peut être exprimée comme suit : Soit X

une variable aléatoire et B est un ensemble de données de mesures b. La règle de Bayes

permet d'écrire

p(X|F ) =
p(B|X)p(X)

p(B)
, (5.4)

En supposant que toutes les distributions de probabilité sont de densité, cela permet

de déterminer la densité a posteriori :

p(x|b) =
p(b|x)p(x)

p(b)
, (5.5)

où, p(b) est l'évidence et est une constante par rapport à l'inconnu x, p(b|x) est la

probabilité et dérive directement du modèle direct et de la loi de probabilité assignée

pour le bruit n, p(x) est la loi a priori et modélise toutes les informations a priori sur

l'inconnu x.

Dans l'approche bayésienne, l'information a priori est introduite par la détermina-

tion de cette loi a priori p(x). La di�culté réside dans le choix de cette loi a priori.

En outre, nous pouvons souligner deux remarques importantes :

� Il est presque impossible que, dans un problème physique réel, on n'ait aucune

information sur l'objet recherché, autre que le modèle représentant le processus

physique d'acquisition des données.

� Il est presque impossible que, dans un problème physique réel, on ait une in-

formation a priori sur l'objet qui soit exactement représenté par une loi de

probabilité.

Le premier point montre qu'il est possible de déterminer la loi a posteriori dans

la plupart des problèmes. Le deuxième point est la critique majeure à l'encontre des

méthodes utilisant l'approche bayésienne. Cependant, le choix volontaire d'une loi a

priori permet d'être conscient de la représentation choisie, et donc d'interpréter de

façon judicieuse les résultats obtenus.

Une fois la loi a priori dé�nie, toute l'information disponible sur l'inconnue est

alors contenue dans la loi a posteriori p(x|b). L'approche bayésienne est, en ce sens,
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très générale et donne comme solution une loi de probabilité. Remarquons alors que

dans la majeure partie des cas, minimiser un critère, tel que (5.3) équivaut à choisir

une solution qui maximise une loi de probabilité a posteriori.

5.3.3 Choix de l'a priori

Ce chapitre, axé sur la résolution de problèmes inverses où l'inconnue recherchée

est une image. La particularité d'une image est son caractère visuel, c'est-à-dire la

propriété d'interpréter les résultats obtenus par une vision globale de l'image estimée,

sans parfois même tenir compte des valeurs des pixels. Ceci est dû au fait que, dans

un grand nombre de cas, l'intérêt principal de la solution obtenue réside dans la forme

des objets la constituant.

5.3.4 Calcul d'un estimateur a posteriori

Comme énoncé précédemment, l'approche bayésienne consiste à construire une loi

de probabilité a posteriori des inconnues, en connaissant les données observées. Cette

loi contient alors toutes les informations disponibles sur les inconnues. Cependant, il

n'est pas envisageable de calculer complètement la loi a posteriori. On se contente alors

souvent d'un estimateur ponctuel, qui sera le résultat �nal. La plupart du temps, cet

estimateur est le maximum a posteriori, c'est-à-dire la valeur des inconnues qui maxi-

mise la loi a posteriori. Pour la plupart des problèmes inverses traités dans ce travail,

nous proposons d'utiliser une alternative à ces estimateurs classiques de maximum

a posteriori, en calculant l'estimateur de la moyenne a posteriori. Nous déterminons

alors, dans chaque cas, les lois conditionnelles nécessaires à l'implémentation d'un

algorithme d'échantillonnage de Gibbs approprié [Robert 1996].

5.4 Inférence bayésienne pour les problèmes inverses

L'approche bayésienne est basée sur la construction d'une loi a posteriori qui est

la loi de probabilité des variables inconnues conditionnellement aux données. Cette loi

est traditionnellement obtenue à partir de probabilités, résultant d'un modèle direct

reliant l'inconnue aux données, et d'une loi a priori représentant les informations que

nous avons sur l'inconnu avant même que les données soient connues. Le choix d'une

telle loi a priori est un problème sensible et peut avoir un impact signi�catif sur les

caractéristiques de la a posteriori. Plus précisément, quand on mène à la sélection des
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a priori dits � impropres � qui ne sont pas des lois de probabilité, il peut arriver que

la loi a posteriori soit aussi impropre et manipulée que la loi de probabilité est alors

impossible.

5.4.1 Estimateurs au sens du maximum a posteriori (MAP)

5.4.1.1 Critère d'estimation au sens du MAP

L'image obtenue à partir le critère au sens du MV qui considère que la solution est

la plus probable, est généralement bruitée et risque même d'être biaisée si les mesures

sont incomplètes comme dans le cas des acquisitions TEP. Le critère d'estimation au

sens du maximum a posteriori (MAP) considère que la solution est aussi probabiliste

et essaie de régulariser la solution MV en imposant un a priori sur celle-ci. Le critère

MAP est formulé par

xMAP = arg max
x

PX=x|B=b (5.6)

où xMAP est la distribution du traceur qui maximise la densité de probabilité de

la variable aléatoire X sachant que les mesures b de la variable aléatoire B ont été

e�ectuées. La règle de Bayes (5.4) permet d'écrire

xMAP = arg max
x

PB|XPX
PB

= arg max
x

PB|XPX (5.7)

La solution est estimée à partir de la combinaison des informations fournies par les

mesures PB|X et les informations a priori PX disponibles sur la variable aléatoire X.

Compte tenu du logarithme de cette dernière équation, nous obtenons

xMAP = arg max
x

(
log(PB|X) + log(PX)

)
(5.8)

= arg max
x

(
LB|X + log(PX)

)
(5.9)

Il est donc noté que le critère MAP est composé de deux termes ; le premier LB|X
est simplement le critère MV et le deuxième log(PX) est un terme régulateur qui pé-

nalise les solutions inappropriées. Le MAP est équivalent donc au MV régularisé. La

plus grande di�culté pour le critère MAP est la détermination de l'a priori PX . Des

auteurs ont utilisé des images anatomiques obtenues par TDM ou par IRM comme

a priori [Ardekani 1996, Baete 2004, Comtat 2001, Ouyang 1994, Shidahara 2012,

Somayajula 2011]. Cependant, cette approche produit parfois des images biaisées, car

la nature de l'information provenant de deux modalités d'imagerie est di�érente. Par
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exemple, des contours obtenus par IRM peuvent ne correspondre à aucun contour de

l'imagerie fonctionnelle TEP. L'approche usuelle est l'utilisation des a priori géné-

riques qui auront tendance à lisser les images pour pénaliser le bruit et réduire leur

variance.

Pour trouver les propriétés locales des structures, plusieurs auteurs ont utilisé des

densités de Gibbs pour a priori. La forme générale des distributions de Gibbs est

PX=x =
1

Z
exp (−βU(x)) (5.10)

où Z est la constante de normalisation de la probabilité, β est un paramètre de pon-

dération qui module la tangente de la distribution autour des maxima et U(x) est la

fonction de l'énergie de Gibbs. Cette fonction est la somme des fonctions potentielles

sur l'ensemble des cliques :

U(x) =
∑
q∈Q

Vq(x) (5.11)

où Q est l'ensemble des cliques. L'énergie U(x) est généralement dé�nie sur des cliques

d'ordre 2 comme suit :

U(x) =
i=J∑
i=1

∑
j>i,j∈qj

Vi,j(xi − xj) (5.12)

Les fonctions potentielles Vi,j(xi − xj) ont la propriété d'augmenter en fonction de la

di�érence de la densité de distribution entre les voxels voisins i et j. Par conséquent,

l'énergie U(x) augmente pour les images présentant une grande variation d'intensité

entre les voxels voisins ce qui diminue la probabilité de réalisation a priori de ces

images. L'équation (5.8) devient donc

xMAP = arg max
x

(
LB|X − βU(x)

)
(5.13)

Notez que le terme d'a priori βU(x) permet la régularisation de la solution au sens du

maximum de vraisemblance. C'est un terme important qui assure un compromis entre

la résolution souhaitée (degré de lissage) et le rapport signal-bruit accepté.

Plusieurs fonctions potentielles Vi,j(xi−xj) ont été utilisées dans la littérature pour
permettre un lissage de la distribution du traceur à l'intérieur d'un organe toute en

préservant les changements brusques de la distribution entre les frontières de ces di�é-

rents tissus [Ardekani 1996, Green 1990, Hebert 1989, Leahy 2000, Mumcuoglu 1996,

Mumcuoglu 1994]. La plupart de ces fonctions sont des fonctions croissantes de la

variation d'intensité |xi − xj|. En prenant Vi,j(xi − xj) = (xi − x2
j), on obtient l' a

priori de Gauss-Markov qui a tendance à pénaliser des images ayant des contours
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avec des variations brusques. Pour augmenter la probabilité de détection de ces

contours, Bouman et Sauer [Bouman 1996] ont proposé l'utilisation du modèle p-

gaussien Vi,j(xi − xj) = (xi − xj)p où 1 < p < 2.

Le superparamètre β est un facteur de pondération entre l'exactitude de l'es-

timation et les mesures exprimées par la fonction énergétique U(x). Un facteur

β nul permet d'obtenir la probabilité maximale d'une solution qui est une solu-

tion non biaisée mais bruitée (variance élevée). L'augmentation de β donne plus

de poids à la fonction énergie U(x). Le paramètre β est sélectionné manuellement

en fonction de l'expérience utilisateur pour obtenir la solution souhaitée. De plus,

des méthodes automatiques ont été étudiées dans la littérature pour calculer β

[Higdon 1997, Mumcuoglu 1996, Mumcuoglu 1996].

5.4.1.2 Algorithme de reconstruction proposé

Comme nous l'avons décrit au chapitre précédent, le problème de tomographie

d'émission est un problème inverse mal posé. Il est généralement à résoudre avec l'algo-

rithme de maximisation de l'espérance (EM). Les résultats dérivés par l'utilisation de la

maximisation de la fonction de vraisemblance peuvent être insatisfaisants et bruyants

à des temps d'acquisition plus courts, avec des doses de radionucléides faibles. Pour

contourner ce problème, les auteurs de [Fraley 2007] ont introduit l'estimation MAP

à partir d'une analyse bayésienne dans la reconstruction de l'image. Selon le théorème

de Bayes, la proportionnalité existe entre une distribution a posterior et un temps de

probabilité a priori :

p(x|b, A) ∝ p(b|A, x)p(x) (5.14)

La distribution normale multivariée pour la modélisation (5.14) prend la forme sui-

vante :

p(b|A, x, β) = N (b|Ax, β−1IM) (5.15)

Dans l'équation (5.15), la variance et la matrice d'identité M×M sont respectivement

dénotées par IM et β−1. Cette expression est connue comme la fonction de vraisem-

blance, avec une forme logarithmique fournie par :

ln p(b|A, x, β) =
M

2
ln

β

2π
− β

2
ED(x) (5.16)
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L'équation suivante est utilisée pour calculer la fonction de la somme des erreurs en

quadrature :

ED(x) =
M∑
i=1

(bi − Aix)2 (5.17)

Le maximum de vraisemblance (ML) permet le calcul de x, que l'on peut obtenir

comme [Bishop 2006]

xML = (ATA)−1AT b (5.18)

Ceci permet l'expression du minimum correspondant du critère des moindres carrés

comme :

min
x
‖b− Ax‖2

F (5.19)

La formulation d'une solution e�cace de x dans le contexte du problème inverse de

la reconstruction d'image ECT nécessite souvent une régularisation. Par exemple, la

di�érence quadratique entre les paramètres des sommets adjacents peut être régularisée

par une construction d'un a priori.

Dans une matrice Γ avec N colonnes et un nombre égal de lignes et de paires

de sommets adjacents, chaque ligne aura 1 et −1 à l'emplacement du premier et du

deuxième sommet de la paire, respectivement. L'expression de la totalité des di�érences

au carré entre R1 pour chaque paire de sommets prend la forme de wT1 ΓTΓw1, avec la

matrice G représentée comme :

G =

[
ΓTΓ 0

0 ΓTΓ

]
(5.20)

Cette matrice permet la construction de l'a prior comme :

p(x|α) = N (x|0, (αG)−1) (5.21)

où l'hyperparamètre α représente la précision de chaque coe�cient. On part du principe

que β et α sont connus, la probabilité a posteriori sera :

p(x|b, A, α, β) = N (x|m,S−1) (5.22)

Dans ce qui précède, m = βS−1AT b et S = βAT +αG sont spéci�és dans [Bishop 2006].

Selon le théorème de Bayes, la proportionnalité existe entre le postérieur (5.22), le

produit de la fonction de vraisemblance (5.15) et le précédent.

p(x|b, A, α, β) ∝ p(b|x,A, β) · p(x|α) (5.23)
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De même, le logarithme naturel du produit peut être obtenu en fonction de la somme

du logarithme de probabilité et de logarithme d'a priori :

ln[p(b|x,A, β) · p(x|α)] = −β
2
‖b− Ax‖2 − α

2
xTx+

M

2
ln(

β

2π
) +

P

2
ln(

α

2π
) (5.24)

La probabilité a posteriori maximale correspond à la minimisation de la fonction

quadratique :

min
x
β‖b− Ax‖2

F + α‖x‖2
E (5.25)

où la solution régularisée présumée est désignée par x. Le théorème de Bayes spéci�e

que le postérieur à travers tous les inconnus, b compris α et β, peut être obtenu à partir

de :

p(x, α, β|b) = p(x|b, α, β)p(α, β|b) (5.26)

L'introduction de distributions a priori sur α et β est nécessaire dans le contexte

du traitement entièrement bayésien du modèle d'inversion d'imagerie TEP. La maximi-

sation de la fonction de vraisemblance marginale permet d'établir des valeurs dé�nies

pour α et β [Bishop 2006]. Plus précisément, les valeurs α et β peuvent être obtenues

directement en maximisant le terme p(b|α, β), à condition que les valeurs αMAP et

βMAP représentent les sommets de la distribution a posteriori. Cela permet d'appli-

quer le calcul à la procédure de preuve :

p(b|α, β) =

∫
p(b|x, β)p(x, α)dx = (

β

2π
)
M
2 (

α

2π
)
P
2

∫
eE(x)dx (5.27)

Dans ce qui précède, l'échantillon de vecteur b de (5.14) est donné par M , tandis

que l'échantillon de vecteur x de l'équation (5.14) est donné par P . Cela conduit à :

E(x) = E(m) +
(x−m)T

2
S(x−m) (5.28)

Et aussi

E(m) =
β

2
‖b− Am‖2 +

α

2
mTm (5.29)

Dans l'équation (5.29), m et S−1 ont le même symbolisme que dans (5.22). La

quantité γ peut être exprimée comme [Wu 2016]

γ =
P∑
j=1

µj
µj + α

(5.30)
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où µj +α présente les valeurs propres de la matrice S, et une règle de réestimation

est donnée par α :

α =
γ

mTm
(5.31)

De même, β réorganise l'expression sous la forme

β =
M − γ
‖b− Am‖2

(5.32)

Puisque γ dépend de α et β, alors que le vecteur moyen m dépend de la sélection

des hyperparamètres α et β, les équations (5.31) et (5.32) représentent des solutions

implicites pour α et β. Par conséquent, un processus itératif implique l'atteinte de

m en fonction de la sélection des premiers α et β suivie de l'évaluation de (5.30),

(5.31) et (5.32)) peuvent être répétés par la suite jusqu'à ce qu'ils convergent pour

l'établissement d'une réestimation de α et β sur la base des valeurs obtenues.

L'implémentation de l'algorithme MLEM déduit par Bayes peut s'écrire sous la

forme [Green 1990, Boudjelal 2018].

xk+1
j = [fB−MLEM(xk)]j

=
xkj∑

iAij + ∂m

∑
i

Aij
bi∑

mAimx
k
m

=
xkj

(1 + ∂m∑
i Aij

)
∑

iAij

∑
i

Aij
bi∑

mAimx
k
m

=
1

(1 + ∂m∑
i Aij

)

xkj∑
iAij

∑
i

Aij
bi∑

mAimx
k
m

=
1

(1 + ∂m∑
i Aij

)
[fMLEM(xk)]j (5.33)

L'implémentation de l'algorithme est en deux étapes, en combinant l'algorithme

de reconstruction itératif MLEM avec la régularisation bayésienne. L'image initiale

pour l'étape MLEM est calculée en utilisant la technique BP. Le MLEM met à jour

l'image estimée en projetant l'image initiale sur l'espace du sinogramme. Ensuite, la

di�érence entre le sinogramme estimé et celui donné est rétroprojetée sur le domaine

de l'image. Cette di�érence est ensuite soustraite de l'image initiale pour obtenir une

image corrigée. La régularisation bayésienne est appliquée à l'image obtenue à l'étape

MLEM. La deuxième estimation de l'étape MLEM est le résultat obtenu à partir de
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la mise à jour de régularisation précédente. Les étapes de MLEM et régularisations

bayésiennes s'exécutent itérativement d'une manière alternée.

5.5 Les applications de la méthode proposée et résul-

tats

5.5.1 Simulation des données (con�guration)

Pour évaluer la performance globale de l'algorithme proposé, nous avons e�ectué

des simulations sur ordinateur en utilisant des données simulées avec 256× 256 pixels

carrés (Fig.5.1. a). Nous avons utilisé le projecteur de Fessler [Fessler 2016] pour si-

muler les projections. Ensuite, un bruit Poisson est rajouté pour modéliser les erreurs.

Nous avons également testé l'algorithme sur un fantôme. Le fantôme est composé des

carrés. Le fantôme avait des valeurs de pixel comprises entre 0 et 255, et le nombre de

comptes s'élevait à 4× 105.

Le sinogramme simulé des fantômes était distribué suivant une loi de Poisson, les

pourcentages des facteurs de coïncidence retardés étaient �xés à 30% et les e�ets de dis-

persion étaient ignorés. Le bruit de Poisson est généralement généré séparément pour

créer des sinogrammes bruités (Fig.5.1. c). Tous les codes des expériences suivantes

sont implémentés dans MATLAB R2013a et exécutés sur un ordinateur de bureau avec

processeur Intel Core i5-6600 à 3.30 GHz 3.31 GHz et 8 Go de mémoire.

(a) carrés
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Figure 5.1 � L'image fantôme de taille 256 × 256 pixels comprend des carrés. Son

sinogramme a 192 angles et 192 rayons avec et sans bruit.
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5.6 Résultats et discussion

Nous présentons les di�érents résultats de reconstruction de méthode proposée.

Nous comparons ici les résultats obtenus avec les méthodes de reconstruction conven-

tionnelles à ceux obtenus avec l'approche bayésienne variationnelle appliquée au fan-

tôme de carrés, du point de vue qualité de reconstruction et temps de calcul.

Dans cette étude, l'algorithme expérimental de MLEM basé sur Bayes (B-MLEM)

a été comparé au MLEM conventionnel [Shepp 1982]. 80 itérations ont été appliquées

à l'algorithme MLEM, utilisé dans la méthode basée sur la régularisation. Toutes les

images ont été dimensionnées à 256× 256 pixels. Nous avons appliqué notre technique

au fantôme des carrés en reconstruisant les projections erronées fantômes. La Figure

5.2 montre des images reconstruites. Comme nous pouvons le constater, la qualité

visuelle de l'image reconstruite du fantôme en utilisant l'algorithme proposé est com-

parable à celle utilisant l'algorithme MLEM. En e�et, comparé à l'algorithme MLEM,

l'algorithme expérimental a mieux préservé les arêtes.

       Original Image                                                MLEM, SNR=6.72dB                                         B-MLEM, SNR=13.82dB

Figure 5.2 � Images reconstruites du fantôme Carrés par les algorithmes B-MLEM

et MLEM classique avec 80 itérations

Les données de projection étaient moins bruyantes, et la reconstruction était plus

précise. La méthode a pu montrer les régions d'intérêt (ROI : Region Of Interest),

dont la plus petite n'était pas montrée par le MLEM conventionnel. Une visualisation

sensible et �able des ROIs est importante pour le diagnostic médical et le pronostic.

L'e�cacité de l'élimination du bruit par l'algorithme proposé était importante. Par

rapport à l'autre méthode, la méthode proposée génère un pro�l d'intensité supérieur

tout en préservant les bords. En confrontant les deux méthodes, elles parviennent

toutes les deux à mieux visualiser les régions d'intérêt ; en revanche, la petite tumeur

n'a été visualisée de manière e�cace que par notre méthode proposée.

De plus, cette méthode nous a permis d'avoir la forme et la localisation des dif-

férents tissus avec meilleure précision et résolution grâce à notre algorithme proposé.
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Notons que, dans la plupart des cas, la méthode B-MLEM réussit à retrouver avec une

meilleure exactitude les di�érents ROIs comparés à la méthode MLEM conventionnelle,

mais elle n'est pas plus rapide dans la mesure ou les comptes sont plus élevés.

La �gure. 5.3 présente les pro�ls reconstruits le long d'une ligne traversant le centre

de la tumeur, elle con�rme l'e�cacité de notre méthode proposée B-MLEM par rapport

à la méthode MLEM conventionnelle, notamment lorsque la tumeur est de petite taille.

Ces résultats vont ainsi dans le sens des constatations faites sur les images obtenues.
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Figure 5.3 � Pro�ls des régions d'intérêts (ROI), tracés pour les images reconstruites

du fantôme Carrés par les algorithmes B-MLEM et MLEM classique

A�n de tester la sensibilité de méthode bayésienne vis-à-vis du bruit de mesure,

nous avons bruité des données avec un bruit de Poisson indépendant, les pourcentages

de bruit étaient �xés à 0% , 20% et 40%. Bien sûr, ceci n'est pas une modélisation

réaliste du bruit pouvant contaminer des données expérimentales acquises en situation
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contrôlée. Dans ce cas, le bruit n'est pas forcément Poisson, où le processus de bruitage

intervient en deux temps : d'une part lors de l'acquisition du champ incident et en

l'absence d'objet et, d'autre part, lors de l'acquisition du champ total en présence

de celui-ci ; le champ di�racté étant alors obtenu, en faisant la di�érence entre ces

deux champs. Cependant ce bruit permet tout de même de montrer la robustesse des

méthodes développées face à un bruit de mesure que l'on peut quanti�er (cf. �gures

5.4 (a, b et c).
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Figure 5.4 � Images reconstruites du fantôme Carrés par les algorithmes B-MLEM

et MLEM classique avec di�érents niveaux de bruit
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5.7 Conclusion

Ce chapitre a permis d'exposer notre nouvelle méthode de régularisation, basée

sur l'inférence bayésienne pour améliorer le contraste et réduire le bruit dans les

images ECT reconstruites. Nous avons également développé un algorithme d'optimisa-

tion pour trouver la solution du maximum de vraisemblance. La méthode d'inférence

bayésienne utilise uniquement des probabilités pour représenter l'incertitude dans le

processus de sélection des paramètres de régularisation optimale, elle fournit une es-

timation �able de la solution idéale automatiquement. Des simulations ont validé les

méthodes proposées. Les résultats ont montré que la méthode proposée peut produire

des images de meilleure qualité par rapport à la méthode MLEM conventionnelle. Des

résultats prometteurs ont également été obtenus lorsque l'algorithme a été utilisé pour

reconstruire un fantôme avec des ROI de tailles variables. Notre méthode peut être

mise en place dans la recherche clinique et médicale.



Chapitre 6

Approche comparative des

algorithmes de reconstruction

tomographique

Sommaire
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6.2 Évaluation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

6.2.1 Génération de données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6.2.2 Comparaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

6.3 Résultats et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

6.3.1 Reconstructions à projections de données synthétiques . . . . . . 75

6.3.2 Reconstructions à projections de données réelles . . . . . . . . . . 88

6.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90



6.1. Introduction 71

6.1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est d'établir une approche comparative de nos résultats

obtenus grâce à nos méthodes proposées, en les confrontant avec les méthodes exis-

tantes. Le but étant de développer les techniques mises en place pour l'amélioration

de la qualité des images reconstruites.

Les résultats obtenus pour chacun de ces éléments ainsi qu'une discussion de ces

résultats sont présentés respectivement aux sections. Une analyse et une synthèse plus

complètes des résultats sont présentées. Bien que les résultats aient été présentés de

façon séquentielle pour chacun de ces thèmes de recherche, l'analyse et la discussion

de ces thèmes sont réalisées ici en parallèle a�n de mettre à l'avant-plan les liens et les

interdépendances entre le choix des paramètres du modèle (c.-à-d. matrice système) et

le choix de l'algorithme de reconstruction d'images qui utilise ce modèle pour obtenir

l'image. Les travaux de recherche reposent sur une modélisation en 3D de la fonction

de réponse de scanners TEP. Ce choix a été fait dans le but d'obtenir un modèle plus

�dèle à la réalité et ainsi obtenir des images reconstruites de meilleure qualité. La

modélisation en 3D apporte deux di�cultés techniques d'implantation, soit la taille

importante de la matrice système et le temps de calcul supplémentaire associé à l'étape

de reconstruction d'images. Dans ce chapitre, nous utilisons des coupes en 2D à partir

des images en 3D pour faciliter les calculs.

La discussion présentée dans cette section fera état de cette dualité entre la qualité

de l'image obtenue et les performances de l'algorithme de reconstruction d'images.

Nous discuterons d'abord plus particulièrement l'impact des travaux de recherche sur

la qualité des images reconstruites. Nous aborderons ensuite les aspects relatifs à la

performance de l'algorithme de reconstruction d'images, soit la vitesse d'exécution et

les ressources mémoires utilisées. En�n, nous terminerons en tentant d'établir quelle

pourrait être la meilleure combinaison possible de matrice système (i.e. modélisation)

et d'algorithme ayant le potentiel de former la méthode de reconstruction idéale pour

un contexte d'utilisation clinique ou préclinique.

6.2 Évaluation

Cette section explique comment les données synthétiques sont générées et décrit en

détail comment les algorithmes sont comparés, nous détaillerons les méthodes d'éva-

luation utilisées pour générer les résultats de performance.
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6.2.1 Génération de données

L'impact de nos méthodes sur la reconstruction de données ECT est illustré sur

deux fantôme numériques simulés. La �gure 6.1 montre le fantôme Ho�man de si-

mulation du cerveau [Ho�man 1990] et un fantôme réel d'une coupe horizontale au

niveau du coeur [Archive ]. Le fantôme de cerveau Ho�man apporte une simulation

anatomiquement précise de la distribution de radioisotopes que l'on trouve dans le

cerveau normal. Le fantôme permet l'étude qualitative et quantitative des e�ets de

l'atténuation de di�usé en tomographie à émission de photon unique (SPECT), ou

bien en tomographie à émission de positron (PET). Récemment, un Toolbox Matlab

The Michigan Image Reconstruction Toolbox (MIRT) a été développé à l'Université

du Michigan par Je� Fessler [Fessler 2010] pour la reconstruction d'image. C'est ce

code que nous allons utiliser pour générer les données et les images de référence de ce

fantôme.

(a) Fantôme Hoffman       (b). Fantôme réel

Figure 6.1 � Fantôme de tête Ho�man 256 × 256 de référence, (À gauche)

[Ho�man 1990]. Fantôme réel 256× 256 de référence (À droite) [Archive ].

Le nombre attendu de comptages pour chaque LOR est calculé par une méthode

de simulation analytique simple qui inclut le bruit additif. Les mesures sont générées

à partir du nombre attendu de comptages par un générateur aléatoire de Poisson. De

cette manière, nous prenons en compte le temps d'acquisition et l'activité.

Nous créons également le fantôme de référence, de taille 256× 256 pixels. Il consti-

tuera la vérité de ce que nous sommes censés reconstruire. La �gure 6.1 montre les

images du fantôme synthétique et un cas réaliste d'objet tomographique.
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6.2.2 Comparaison

Dans ce qui suit, nous décrivons les algorithmes qui font l'objet d'une comparaison

et décrivons la procédure de comparaison exacte.

6.2.2.1 Algorithmes

Nous comparons nos approches de reconstruction (à savoir B-MLEM et FTV-

MLEM) à :

� Reconstruites par méthode utilise un �ltre moyen non local (NLM) pour post-

�ltrage MLEM (NLM-MLEM)

� Reconstruites par méthode MLEM standard (MLEM),

B-MLEM B-MLEM est une version régularisée de l'algorithme MLEM par l'uti-

lisation d'une approche bayésienne. (voir chapitre 4).

FTV-MLEM FTV-MLEM est une version régularisée de l'algorithme MLEM

par l'utilisation de Variation Totale (VT) (voir chapitre 3).

NLM-MLEM Est l'algorithme MLEM avec par une pre-�ltrage (�ltrage au

niveau de projection) par moyennes non (NLM : locales Non-Local Means ) qu'est

introduit en 2005 [Buades 2005]. Le meilleur résultat est obtenu pour MLEM avec

pre-�ltrage, qui reconstruit presque correctement l'ensemble du spectre de l'objet de

départ.

MLEM L'algorithme du Maximum Likelihood Expectation Maximisation

MLEM standard, déjà détaillé dans le chapitre 2.

6.2.2.2 Plani�cation des reconstructions

A�n d'évaluer les performances des algorithmes proposés de façon précise, nous

créons di�érentes con�gurations pour nos reconstructions, à la fois au niveau des pa-

ramètres de l'algorithme, mais aussi de l'image reconstruite et des données. Les divers

paramètres que nous faisons varier sont :

� Le nombre de comptes utilisés dans l'acquisition de données, à savoir successi-

vement 2·104, 2·105 et 2·106. Nous évaluons ainsi comme prévu nos algorithmes

dans le cadre de reconstructions à faible nombre de comptes ;
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� le type de fantôme reconstruit, à savoir un fantôme réel et un autre synthétique ;

� le bruit dans les données, que nous choisissons est Poisson, La �gure 6.2 illustre

les bruits additifs appliqués aux projections b, a�n d'évaluer la robustesse de

l'algorithme, i.e. leur capacité à restituer correctement les détails, en dépit du

changement de niveau de bruit.

� Autre critère de comparaison, c'est le nombre d'itérations utilisées dans la re-

construction, à savoir successivement 20, 40 et 60.

Le choix correct de tels paramètres de régularisation est toujours un problème non

résolu en général.
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Figure 6.2 � Illustration du bruit Poisson, appliqué aux données simulées du fantôme

6.2.2.3 Techniques d'évaluation sur régions d'intérêt

En plus de visualiser la qualité empirique des reconstructions, nous quanti�ons pré-

cisément nos résultats au travers deux métriques. Tout d'abord, nous mesurons, pour

toutes les reconstructions, l'erreur quadratique moyenne (MSE), et pour les données

réelles, nous mesurons le rapport signal à bruit crête (Peak Signal Noise Ratio :PSNR).

Ces rapports sont dé�nis respectivement comme suit :

MSE =
1

MN

M∑
j=1

N∑
i=1

(xj,i − x′j,i)2 (6.1)

Nous en déduisons le rapport PSNR :

PSNR = 10 log10

2552

MSE
(6.2)

La valeur de niveau de gris de l'image de test est notée x, avec x′ étant la même

valeur dans l'image reconstruite.
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Figure 6.3 � Identi�cation sur le fantôme de Ho�man, des trois régions d'intérêt

ROI1, ROI2 et ROI3

Cette erreur est calculée sur trois régions d'intérêt (ROI), nommées respectivement

ROI1, ROI2 et ROI3, qui englobent des régions d'intérêt ROIs représentant des tu-

meurs avec di�érentes tailles. Chacune de ces régions, rectangulaires, est visualisée sur

le fantôme, sur la �gure 6.3.

Nous dé�nissons également trois coupes, nommées respectivement CUT1, CUT2

et CUT3, a�n de visualiser la capacité de récupération des détails, notamment les

contrastes et les bords francs. Sur la �gure 6.4, nous visualisons les droites caractérisant

ces pro�ls.

6.3 Résultats et discussion

Dans cette section, nous présentons les résultats de la reconstruction pour les don-

nées synthétiques et réels. Les simulations ont été e�ectuées pour plusieurs niveaux de

bruit di�érents.

6.3.1 Reconstructions à projections de données synthétiques

Intéressons-nous dans un premier temps aux reconstructions à partir des projec-

tions de données synthétique. Les �gures 6.5, 6.6 et 6.7 illustrent les reconstructions,

respectivement pour 2 × 104, 2 × 105 et 2 × 106 comptes. Nous montrons les images

reconstruites à di�érent nombre de comptes, a�n d'apprécier visuellement la qualité
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Figure 6.4 � Identi�cation sur le fantôme de Ho�man, des trois coupes CUT1, CUT2

et CUT3, dé�nis pour la comparaison des reconstructions 2-D

des reconstructions pour chaque algorithme. Ce critère empirique doit satisfaire les

points suivants :

� L'image doit être relativement "lisse" et discriminée aux mieux les di�érentes

structures visibles sur l'image de référence ;

� Les artéfacts doivent être les plus ténus possibles.

Nous observons donc qu'un nombre trop élevé de comptes 2× 106 qui a pour e�et

systématique de trop lisser l'image reconstruite, de gommer les structures trop petites

ou faiblement contrastées et d'engendrer un étalement des grandes structures bien

contrastées les unes sur les autres : c'est l'e�et "d'aplatissement" de la régularisation.

Plus le nombre de comptes élève, plus les artéfacts de reconstruction sont réduits.

Nous remarquons notamment l'invisibilité de la petite tumeur dans la région ROI3

pour des directions particulières. Il s'agit de l'artéfact occasionnant la plus grande

dégradation des images du fantôme Ho�man dans nos reconstructions, certainement

due à l'insu�sance du nombre de comptes qui engendre une mauvaise localisation des

structures haute fréquence de la ROI1.

Dans les �gures 6.5, 6.6 et 6.7, nous constatons que cet artéfact est malheureuse-

ment persistant, quelle que soit la méthode de reconstruction utilisée, avec néanmoins

une intensité variable. Étant assez contrastés, ils sont probablement même entretenus

par la régularisation par inférence bayésienne.
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Figure 6.5 � Reconstructions du fantôme Ho�man, à partir nombre de comptes =

2×104 avec des projections non bruitées, réalisées avec les di�érents nombre d'itérations

N

Idéalement, nous aurions pu tenir compte du bruit de modélisation dans nos re-

constructions. Si l'on connaissait la "vérité terrain", la quanti�cation de ce bruit, et

sa compensation, nous seront accessibles. Mais celui-ci n'est pas estimable en pra-

tique, car la vérité est naturellement inconnue. Il est donc �nalement naturel de ne
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pas chercher à compenser le bruit de modélisation.
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Figure 6.6 � Reconstructions du fantôme Ho�man, à partir nombre de comptes =

2×105 avec de projections non bruitées, réalisées avec les di�érents nombres d'itérations

N.

Un autre moyen d'éradiquer totalement ces artéfacts serait d'utiliser un nombre

plus important d'itérations. Or, la con�guration à 60 itérations est celle mettant en jeu

le plus grand nombre d'itérations dans notre étude. Notre campagne de reconstructions
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Figure 6.7 � Reconstructions du fantôme Ho�man, à partir nombre de comptes =

2×106 avec de projections non bruitées, réalisées avec les di�érents nombre d'itérations

N.

pour l'étude de nos algorithmes de reconstruction n'est donc pas exhaustive, voire non

optimale, car elle ne permettra pas de déterminer le nombre idéal de comptes pour

s'a�ranchir totalement de cet artéfact. L'astuce consisté à étudier les performances de

divers algorithmes de reconstruction indépendamment (voir chapitres 4 et 5).
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Notre objectif est de démontrer que nos algorithmes sont plus robustes en qualité

des images reconstruites que les autres algorithmes, pour un faible nombre de comptes,

aussi bien pour détecter les tumeurs avec di�érentes tailles, surtout la petite tumeur

dans la région ROI3, que pour d'autres perturbations telles que l'ampli�cation du

bruit.Dans ces conditions "extrêmes" de reconstruction, nous pourrons quand même

faire des déductions intéressantes sur la capacité des algorithmes testés à reconstruire

un objet de qualité identique même si elle est médiocre, mais avec moins de données.

Les conclusions tirées à travers de cette étude comparative seront utilisées pour

l'extrapolation des résultats au comportement des algorithmes de reconstruction dans

le cadre d'un plus grand nombre d'itérations ou d'une con�guration di�érente, permet-

tant notamment de détecter clairement la tumeur de la région ROI3. Revenons aux

�gures 6.5, 6.6 et 6.7. Nous observons qu'à faible nombre d'itérations typiquement 20

itérations, les reconstructions avec FTV-MLEM et B-MLEM, bien qu'assez bruitées,

permettent toujours de discriminer les structures, même peu contrastées, avec une

relative e�cacité pour B-MLEM, tandis que la reconstruction avec MLEM et NLM-

MLEM méthodes semblent détruire plus fortement l'intégrité générale de l'objet. Ces

observations ne sont valables que pour 2×106 et 2×105 comptes, car à 2×104 comptes,

la qualité des reconstructions est trop dégradée.

Les �gures 6.8, 6.9 et 6.10 illustrent les régions d'intérêt ROI1, ROI2 et ROI3

agrandies. Elles montrent un comportement globalement équivalent des algorithmes

aux di�érents nombres d'itérations, notamment la forte dégradation de la qualité à

104 comptes, alors qu'au-dessus les reconstructions se sont montrées assez robustes

malgré une qualité décroissante à mesure que le nombre de données diminue.

Il ressort clairement de ces résultats que l'algorithme B-MLEM proposé est plus

e�cace pour générer des images plus lisses avec un biais et des écarts minimaux,

et a réussi la préservation des bords par rapport aux autres algorithmes examinés.

Un examen détaillé avec un nombre de comptes élevé a révélé que les algorithmes

de reconstruction di�éraient ; par exemple, les algorithmes FTV-MLEM et B-MLEM

proposés préservaient e�cacement les bords des di�érentes tumeurs avec une relative

supériorité de cette dernière, alors que les artefacts étaient plus susceptibles de se

produire dans l'algorithme MLEM et NLM-MLEM que dans nos algorithmes proposés.

Passons aux comparaisons des pro�ls de coupes. Les �gures 6.11, 6.12 et 6.13 re-

groupent les graphes des pro�ls CUT1, CUT2 et CUT3. Pour les pro�ls CUT1 et

CUT2, illustrant des structures bien contrastées, nous observons que la récupération
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Figure 6.8 � Zoom sur les ROI de la reconstruction fantôme de Ho�man obtenue avec

divers algorithmes avec 2× 104 comptes
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Figure 6.9 � Zoom sur les ROI de la reconstruction fantôme de Ho�man obtenue avec

divers algorithmes avec 2× 105 comptes

des détails est globalement équivalente pour les 4 algorithmes pour un nombre de

comptes élevé, particulièrement sur la coupe CUT2. Nous distinguons néanmoins, dans

la coupe CUT1, un meilleur comportement de FTV-MLEM, qui retrouve plus e�ca-

cement les contrastes des structures en créneau, en a�chant des valeurs crête à crête

plus importantes. Cela est particulièrement visible pour 2×104 et 2×105 comptes. Les

structures mises en évidence par le pro�l CUT3 étant extrêmement peu contrastées,

leur récupération est beaucoup plus complexe par les algorithmes MLEM et NLM-

MLEM.
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Figure 6.10 � Zoom sur les ROI de la reconstruction fantôme de Ho�man obtenue

avec divers algorithmes avec 2× 106 comptes

Nous l'observons d'ailleurs sur ces �gures, où nos Algorithmes FTV-MLEM et B-

MLEM se démarquent assez visiblement de l'algorithme MLEM et NLM-MLEM, en

a�chant les meilleurs contrastes sur tous les pro�ls pour la plupart des con�gurations,

avec une relative supériorité de l'algorithme FTV-MLEM.

Au regard de l'approche comparative des diverses con�gurations, l'analyse de don-

nées quantitatives est établie par la réalisation d'un ensemble des courbes qui re-

présentent les erreurs quadratiques moyennes (MSE) pour chaque région d'intérêt en

fonction du nombre d'itérations, illustrées par les �gures 6.14, 6.15 et 6.16. Le pre-
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Figure 6.11 � Pro�ls de coupes CUT1, CUT2 et CUT3, tracés pour les reconstruc-

tions Ho�man fantôme correspondant avec les 4 algorithmes de reconstruction avec un

nombre des comptes=2× 104.

mier constat permet de con�rmer que les reconstructions par l'algorithme MLEM se

distinguent des autres par des valeurs d'erreur MSE trop importantes.

Une "bonne" reconstruction possède alors une erreur MSE faible par rapport à la

référence, et dans ce cas l'MSE permet de con�rmer que cette image reconstruite est

bien capable d'expliquer la reconstruction avec précision. Ce critère va donc évaluer

quantitativement la qualité d'une reconstruction.

L'analyse de ces courbes montre alors que le meilleur compromis entre erreur MSE
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Figure 6.12 � Pro�ls de coupes CUT1, CUT2 et CUT3, tracés pour les reconstruc-

tions Ho�man fantôme correspondant avec les 4 algorithmes de reconstruction avec un

nombre des comptes=2× 105.

et accord aux données au travers de nombre d'itérations est obtenu par l'algorithme

B-MLEM, et ce de façon assez systématique quelle que soit la région d'intérêt considé-

rée. L'algorithme FTV-MLEM atteint également de bons niveaux en ce qui concerne

l'erreur MSE, mais avec un accord aux données plus faible. En ce qui concerne les

algorithmes, nous trouvons que l'erreur MSE est la plus faible pour les algorithmes
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Figure 6.13 � Pro�ls de coupes CUT1, CUT2 et CUT3, tracés pour les reconstruc-

tions Ho�man fantôme correspondant avec les 4 algorithmes de reconstruction avec un

nombre des comptes=2× 106.

B-MLEM et FTV-MLEM, comparée à l'algorithme MLEM standard.

L'algorithme de reconstruction cherche donc toujours à minimiser un écart aux

données, mais entaché d'incertitudes puisqu'il n'y a plus unicité de la solution. Pour

contrôler cette dérive et reconstruire "le bon objet", la régularisation oriente la re-

construction vers une solution plus plausible. Comment expliquer alors qu'à faible
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Figure 6.14 � Graphes donnant l'erreur quadratique moyenne (MSE) dans la région

d'intérêt ROI1
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Figure 6.15 � Graphes donnant l'erreur quadratique moyenne (MSE) dans la région

d'intérêt ROI2
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Figure 6.16 � Graphes donnant l'erreur quadratique moyenne (MSE) dans la région

d'intérêt ROI3

nombre d'itérations, la solution trouvée puisse engendrer des résidus inférieurs ? La

réponse pourrait se trouver dans la régularisation. En e�et, nous utilisons la variation

totale, dont l'une des propriétés est de favoriser la continuité par morceaux des objets,

donc par extension de conserver des bords francs entre les structures. Ainsi, là où les

données échouent à retrouver les hautes fréquences spatiales de l'objet, c'est la régula-

risation qui pourrait potentiellement se charger de "combler" les trous dans le spectre

de l'objet, et par voie de conséquence dans les données.

6.3.2 Reconstructions à projections de données réelles

Nous nous intéressons maintenant aux reconstructions à partir des projections de

données réelles. La �gure 6.17 représente les images de la reconstruction, obtenue après

60 itérations du processus de données réelles. Les images reconstruites, montrant que

même les petits détails sont reconstruits précisément par nos algorithmes, avec une

valeur de PSNR supérieure à 33 dB avec B-MLEM, qui indique une assez bonne

qualité d'image.

Nos algorithmes B-MLEM et FTV-MLEM sont donc mieux conditionnés, ce que

nous avons déjà pu constater sur les reconstructions en voyant que l'image reconstruite
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Figure 6.17 � Images reconstruites à partir des projections de données réelles par

di�érents algorithmes.

garde une meilleure cohérence avec l'objet original à mesure que le nombre de comptes

décroît (cf. Figures. 6.5, et 6.6).

Nos résultats quantitatifs sont donc directement liés à ces con�gurations et à l'objet

reconstruit, sans nuance vis-à-vis de la variabilité éventuelle de certains paramètres,

tels que le nombre de comptes et niveau de bruit. Néanmoins, nos comparaisons entre

les algorithmes standard et régularisés mettent clairement en avant les avantages de

notre algorithme B-MLEM en termes de qualité de reconstruction, dans cette expé-

rience particulière. Nous le verrons d'ailleurs dans les reconstructions à fantôme réel,

qui attesteront de la reproductibilité de nos conclusions dans des conditions d'expé-

rience di�érentes.
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6.4 Conclusion

En somme, l'approche comparative des deux méthodes proposées à celles des mé-

thodes classiques permet donc de les considérer comme des méthodes performantes

pour une grande classe d'images de tomographie synthétique et réelle, compte tenu

des résultats obtenus qui ont mis en évidence leur e�cacité dans la réduction du bruit

sans détériorer la résolution de l'image. Ceci est possible par le choix judicieux de

valeurs optimales pour les paramètres de régularisation. L'association de l'algorithme

de reconstruction classique "MLEM" et les approches de résolution par régularisation

des problèmes inverses, conduit à une reconstruction tomographique de haute réso-

lution. Notons qu'à partir de nombre d'itérations précis (50 itérations), il n'y a pas

d'amélioration de performances, en matière de MSE. Cela assure le compromis entre

la complexité du modèle et un temps de calcul raisonnable.

Il est à remarquer également, qu'en termes de préférence, la méthode B-MLEM

par rapport à celle FTV-MLEM, est notamment meilleur du fait qu'elle nécessite un

nombre de comptes plus faible. En dépit de ces avantages mentionnés, les deux mé-

thodes proposées présentent certains inconvénients tels que : l'encombrement de la

structure, surtout pour la con�guration "FTV-MLEM", vu le nombre d'opérations

e�ectué. Cependant, le choix de l'une ou l'autre de deux con�gurations doit être ef-

fectué en tenant compte de ses avantages et inconvénients, qu'elles o�rent les objectifs

souhaités.

Pour conclure, ces deux méthodes pourraient faire l'objet d'une contribution scien-

ti�que et médicale, notamment dans le domaine du diagnostic médical de certaines

pathologies, telles que les tumeurs cérébrales, et leurs applications dans les recherches

cliniques.
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7.1 Introduction

De nos jours, les di�érents appareils d'imagerie médicale fournissent une multitude

d'informations sur l'anatomie et le fonctionnement général des organes humains, dans

un système d'imagerie unimodal. Mais sont souvent di�ciles à corréler entre elles, car

obtenues séparément à des moments di�érents. Le dé� actuel est de concevoir des

systèmes d'imagerie multi-modaux permettant l'acquisition simultanée d'informations

liées au métabolisme en rapport avec l'anatomie humaine.

La combinaison de l'imagerie nucléaire in vivo, avec la tomodensitométrie par

rayons X (TDM) dans les mêmes spécimens, fournit une vue multi-dimensionnée des

modi�cations moléculaires, fonctionnelles et anatomiques associées. Pour enrichir da-

vantage les études d'imagerie préclinique, les chercheurs ont commencé à l'imagerie

duale TEP ou SPECT pour suivre deux maladies apparentées ou des objectifs phar-

macologiques. Cependant, l'utilisation combinée des traceurs TEP et SPECT ont été

expérimentés sur les mêmes espèces animales. Elle a posé une problématique du fait

que l'interaction des émissions de TEP génère du bruit dans les résultats SPECT

[Chapman 2012].

Toutefois, la fusion d'images demeure un problème très important dans les do-

maines du traitement d'images. Elle consiste à apparier des images provenant de di�é-

rentes vues ou des capteurs, voire même des images acquises à des moments di�érents

[Zitova 2003]. Lors de la correspondance des images provenant de di�érents capteurs,

on parle donc d'une fusion multimodale d'images. Dans le domaine médical, la fusion

d'images peut être utilisée pour aligner les images du même patient, acquises à des

moments di�érents, pour une meilleure prise en charge de l'évolution de sa maladie et

des traitements prodigues. De plus, la fusion d'images peut être utilisée pour apparier

des images d'un patient avec celles d'un Atlas anatomique à des �ns de comparaison,

et obtention de données complémentaires du patient.

La question de la fusion multimodale sera traitée dans ce chapitre, en faisant appel

aux modalités TEP, SPECT et TDM. Pour ce faire, nous mettrons en application

une méthode de fusion basée sur la transformée d'ondelette. Les résultats obtenus

permettront de localiser et dé�nir les tumeurs cancéreuses avec plus de précision.
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7.2 L'intérêt de l'imagerie multimodale

De toute évidence, aucune des méthodes d'imagerie ne peut fournir toutes les infor-

mations requises individuellement. En e�et, les informations que chacune d'entre elles

fournit sont complémentaires et donc particulièrement intéressantes, voire essentielles

à combiner. Si l'on prend par exemple le cas de l'imagerie TEP et SPECT, les systèmes

commerciaux (cliniques) qui sont actuellement vendus sont presque tous équipés d'un

TDM, car l'information anatomique (TDM) est essentielle à la lecture de l'informa-

tion fonctionnelle (TEP et SPECT) [Townsend 2004]. Le but de ces imageurs hybrides

est de faciliter la fusion des images obtenues respectivement avec les deux modalités,

simultanément ou séquentiellement, les données morphologiques servant de support

à l'information fonctionnelle. De plus, les données TDM sont utiles pour améliorer

et quanti�er les images TEP. En e�et, l'atténuation, la di�usion ou l'e�et de volume

partiel peuvent être corrigés sur les données TEP à partir des données TDM. Il en est

de même pour la reconstruction en TEP, qui peut béné�cier d'informations a priori.

L'imagerie qui nous concerne plus directement est l'imagerie pré-clinique, elle utilise

des modalités anatomiques (TDM, IRM) combinées avec d'autres modalités fonction-

nelles (TEP, SPECT, Optique, IRMf), ou même des modalités fonctionnelles com-

binées entre elles. La Figure 7.1 présente dans ses grandes lignes les champs d'ap-

plication des di�érentes modalités d'imagerie pré-clinique. La tendance est actuelle-

ment au développement des systèmes hybrides TEP/IRM [Mackewn 2006, Lucas 2006,

Schlyer 2006, Catana 2006, Pichler 2006] , SPECT/IRM [Azman 2007], SPECT/TDM

[Hasegawa 1990, Mariani 2010] et TEP/TDM [Kinahan 1998, Beyer 2000]simultanés,

l'IRM et TDM permettant de réaliser des images avec un très bon contraste et une

haute résolution spatiale sans avoir recours à des rayonnements ionisants. Avec l'épa-

nouissement de l'imagerie optique (luminescence, bioluminescence), sont récemment

apparus de nouveaux systèmes hybrides TEP/Optique [Prout 2004, Peter 2005b] et

SPECT/Optique [Peter 2005a] simultanés.

7.3 Dé�nitions

7.3.1 L'imagerie hybride TEP/TDM

Typiquement, les examens TEP et TDM sont e�ectués séquentiellement (TDM puis

TEP), à des moments di�érents, sur des systèmes indépendants généralement contigus.

En outre, l'acquisition de TEP nécessite une moyenne de vingt minutes et produit des



7.3. Dé�nitions 95

 

Anatomique          Physiologique         Métabolique     Moléculaire 

Imagerie optique 

IRM 

Ultrasound 

X-ray TDM  

Spectroscopie RM

IRMf

TEP/SPECT 

Figure 7.1 � Les champs d'application des di�érentes modalités d'imagerie pré-

clinique [Nicol 2010]

images moyennées dans le temps, alors qu'une acquisition TDM ne prend que quelques

dizaines de secondes et fournit des images qui peuvent être décrites comme instanta-

nées. Ainsi pour accéder à la fusion sur un même support des informations anatomiques

et fonctionnelles, on a au préalable recours à un recalage des images TEP et TDM re-

construits. Ce recalage est relativement trivial et correct quand il s'agit des structures

�xes comme le crâne, parce que les déformations appliquées sont rigides (rotation,

translation, mise à l'échelle). Toutefois, lorsque les volumes imagés contiennent des

structures mobiles et déformables comme les poumons ou les organes de l'abdomen, le

recalage doit nécessairement être �exible, ce qui introduit une incertitude sur l'exac-

titude des informations fusionnées. De plus, dans ces conditions, il est extrêmement

di�cile de tenir compte des mouvements physiologiques tels que la respiration.

En 1991, le premier concept d'imageur hybride TEP/TDM a été proposé par Town-

send [Townsend 1991] (cf. Figure 7.2), et se compose d'un système rotatif embarquant

sur un même support une TEP, une source de rayons X et un détecteur à gaz sur le

même support. Cependant, ce concept a été rapidement abandonné pour des raisons

d'encombrement au pro�t de systèmes hybrides contigus dans lesquels le patient passe

d'une modalité à l'autre par translation du lit. Cette approche a l'avantage de cou-

plage des imageurs commerciaux standard dont les performances respectives ne sont

pas limitées par leur mutualisation.
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Rotation 

Figure 7.2 � Le premier concept de TEP/TDM [Townsend 1991]

7.3.2 L'imagerie hybride SPECT/TDM

Pour la correction d'atténuation des images SPECT, l'utilisation conjointe des

imageries SPECT et TDM depuis longtemps a été suggérée proposée [Malko 1986]. Ce

principe est basé sur l'utilisation de la carte d'atténuation X-photon pour corriger les

images SPECT de l'atténuation des tissus gamma-mou, améliorant ainsi le rapport de

signal au bruit pour les installations les plus profondes.

Les caméras hybrides SPECT/TDM permettent l'acquisition, au cours d'un seul

examen, des images fonctionnelles et anatomiques fusionnées, permettant aux médecins

nucléaires d'avoir une image quantitativement corrigée avec un support anatomique,

ce qui rend possible l'amélioration de la qualité de l'interprétation.

Les systèmes SPECT/TDM de moyen et haut de gamme ont démontré leur in-

térêt pour di�érents types de pathologie, lié à la disponibilité d'images anatomiques

pour améliorer la précision diagnostique [Roach 2006, Tagliabue 2007]. Dans l'explo-

ration des tumeurs neuroendocrines, dans le cadre de l'imagerie parathyroïdienne

[Even-Sapir 2003, van der Ploeg 2007], thyroïdienne [Hillel 2006, Yamamoto 2003] ou

pour la détection du ganglion sentinelle, l'information anatomique permet une loca-

lisation très précise des anomalies de �xation et peut être utilisée par le chirurgien
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le cas échéant. En scintigraphie osseuse, cette technique a également prouvé son inté-

rêt dans la distinction entre lésions bénignes ou malignes dans les lésions vertébrales,

en spéci�ant mieux l'atteinte osseuse [Even-Sapir 2005]. Lorsque la caméra est équi-

pée d'un TDM avec une faible résolution spatiale, le clinicien dispose d'images lui

permettant une localisation approximative de la lésion visualisée sur l'image SPECT,

nécessitant parfois un examen complémentaire en radiologie pour compléter le diag-

nostic. En plus,en raison de leur faible vitesse de rotation, ces systèmes sont inadaptés

pour les acquisitions avec apnée. Cependant, les données TDM re�ètent le �ou observé

sur les données SPECT dû aux mouvements physiologiques.

7.4 Méthode de détection des tumeurs

Cette partie a pour objet la description de la méthode de détection des tumeurs et

nodules dans des images scannées de di�érentes modalités fusionnées entre elles.

7.4.1 Description générale de l'algorithme

L'organigramme de la méthode proposée pour la détection des tumeurs dans les

images médicales est présent par la �gure 7.3 qui illustre schématiquement le traitement

de di�érentes modalités d'imagerie médicale.

Fusion

Fusion

PET/TDM

SPECT/TDM

TDM Tumeur
reconstruction

PET 

reconstruction

reconstruction

TDM 
Projecions

Projecions

Projecions
    SPECT  SPECT 

PET 

Figure 7.3 � Schéma de l'algorithme de détection des tumeurs dans les images médi-

cales
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7.4.1.1 Étape 01 : La reconstruction

Les données acquises en tomographie, quel que soit le système d'imagerie, corres-

pondent à la projection de l'objet à reconstruire sur un détecteur, qui a au plus deux

dimensions. Le but de la reconstruction tomographique est de reconstituer des coupes

de l'objet imagé à partir de l'ensemble de ses projections. Un empilement de coupes

tomographiques permettent ensuite d'obtenir une représentation de l'objet imagé.

Nous utilisons la méthode B-MLEM, pour reconstruire les images TDM et la mé-

thode FTV-MLEM, pour reconstruire les images fonctionnelle TEP et SPECT.

7.4.1.2 Étape 02 : La Fusion par ondelettes

Dans cette étape, nous utilisons un algorithme basé sur les ondelettes [Alfano 2007],

pour fusionner deux images médicales multimodales co-enregistrées en essayant d'en

extraire des informations saillantes.

Le schéma de fusion complet est représenté sur la �gure 7.4.

Image I

Image I

DWT

DWT

Image Rouge

Image Vert

Image Blue

Carte de Décision

DWT

DWT

DWT

Vérification de 
la cohérence

IDWT

IDWT

IDWT

Image fusionnée 
rouge

Image fusionnée 

vert

Image fusionnée 

blue

 

Figure 7.4 � Schéma de fusion utilisé [Alfano 2007]

L'ensemble du processus peut être organisé en cinq étapes, décrites ci-dessous,
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supposant que les deux sources sont des images en niveau de gris.

1. L'image 2 est colorée au moyen d'une palette de couleurs (Color Look-up Table

CLUT). Ensuite, les transformées d'ondelettes discrètes (DWT) 2-D décom-

posent l'image 1 et l'image 2 avec ses canaux RVB.

2. Les variances des coe�cients sont calculées et comparées comme suit :

var
(K)
S (W ) =

1

|W |
∑

(i,j)∈W

a(K)
S (i, j)− 1

|W |
∑

(i,j)∈W

a
(K)
S (i, j)

2

(7.1)

où S est l'image source, W la taille de fenêtre et K le niveau de décomposition.

3. En ce qui concerne les coe�cients de détail, les sommes des modules de coef-

�cients contenus dans une fenêtre glissante de taille W sont calculées comme

suit :

mod
(K)
S (W ) =

∑
(i,j)∈W

|d(K)(i, j)| (7.2)

où d est la matrice des coe�cients de détail. La carte de décision est complétée

en prenant en considération tous les pixels centraux des fenêtres avec le module

maximum.

4. Une véri�cation de cohérence de la carte de décision est e�ectuée, c'est-à-dire

une fenêtre glissante de taille W fait dé�ler, a�n d'éviter la présence de bruit.

Seulement dans ce cas, l'algorithme retourne la valeur d'un tel pixel dans la

carte de décision.

5. Les canaux RVB de l'image fusionnée décomposée sont des coe�cients d'extrac-

tion des décompositions ondelettes de l'image 1 et des canaux RVB de l'image

2 selon la carte de décision véri�ée. Ensuite, des transformations DWT inverses

en 2-d sont appliquées aux canaux RVB résultants ; �nalement les images ob-

tenues sont composées en une seule, a�n de produire l'image fusionnée �nale

RVB.

7.4.1.3 Décision

La dernière étape de la fusion est l'étape décisive là où l'on choisit une seule hypo-

thèse parmi les hypothèses de l'ensemble de discernement. Ce choix n'est pas simple

de l'ensemble des deux parties, ce qui signi�e que même après la fusion, l'ambiguïté ne

peut pas être parfaitement levée. En imagerie médicale la décision visuelle du médecin

ou du radiologue est la meilleure. Il est responsable de ses décisions.
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7.5 Les simulations

Pour expérimenter cet algorithme, on a recours aux systèmes hybrides TEP/TDM

et SPECT/TDM. Le fantôme est placé au centre du champ de vue commun. Ses

fréquences respiratoires et cardiaques sont celles dé�nies dans le protocole, soit respec-

tivement 2 et 10 Hz.

Les acquisitions TEP et TDM ont été réalisées successivement d'après le protocole

dé�ni précédemment. Pour rendre possibles de telles simulations, les projections sont

lancées individuellement, en parallèle sur les di�érents processeurs disponibles.

Pour établir cette fusion, nous commencerons d'abord par la reconstruction de deux

coupes synthétiques, acquises simultanément du même patient, avec deux modalités

di�érentes : une image TEP ou SPECT en 2D fonctionnelles, et une autre TDM

statique en niveaux de gris. Par la fusion de deux images, TEP/SPECT et TDM, de

taille respectivement 128× 128 et 512× 512, nous obtiendrons une image hybride de

taille 512× 512.

Nous avons implémenté nos algorithmes de reconstruction pour les deux modalités

sur un PC en utilisant le langage de programmation Matlab (The Math Works, Inc.,

Natick, MA) (2013a).

7.5.1 Les images TDM

Un certain nombre de manipulations sont nécessaires à opérer sur les données, avant

la reconstruction itérative par l'algorithme B-MLEM. La taille des images reconstruites

est de 512× 512× 578 voxels (taille du voxel : 60µm3 ). (voir Fig. 7.5a)

7.5.2 Les images TEP/TDM

Les informations données par les images TDM concernent l'anatomie, alors que

celles de TEP elles portent sur la physiologie et le métabolisme. Pour l'intégration de

ces informations, les deux images sont donc fusionnées. La Figure 7.5 montre les images

TEP/TDM du fantôme RIDER, obtenues à partir de la base de données synthétique

[Armato 2008], permettant d'appréhender quantitativement l'acquisition acculée des

appareils et celle du traitement de l'image. Nous constatons une parfaite corrélation

entre les deux images reconstruites, qui nécessiterait un recalage pour meilleure fusion.

Les résultats obtenus de la fusion illustrent des images représentant un bon recalage

des données TEP et TDM, comme illustré par les �gures 7.5c.
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Les images TEP, normalisées, permettent de véri�er l'évaluation de la résolution sur

un objet plus complexe qu'une source ponctuelle, et permettant également de localiser

avec une grande précision des tumeurs de di�érente taille.

Coupes TDM Coupes TDM Coupes TDM 

(a) L'image TDM [Archive ]

Coupes TEP Coupes TEP Coupes TEP 

(b) L'image TEP [Archive ]

Fusion Fusion Fusion 

(c) L'image Fusionnée TEP/TDM

Figure 7.5 � Fusion des coupes TEP/TDM de Fantôme RIDER

Dans le but de démontrer les performances et les capacités de ce scanner, combiné

dans un contexte d'utilisation réel, une acquisition TEP/TDM a été réalisé sur des
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patients vivants. La source de rayons X a été opérée à 50kV/20µA avec une �ltration

additionnelle de 500µm d'aluminium a�n de limiter la dose absorbée par le patient

lors de la prise de données simultanées. Les résultats obtenus après reconstruction

sont indiqués dans la �gure 7.6 ci-dessous.

Les Figures 7.6a et 7.6b présentent une superposition des coupes au niveau du c÷ur

en TDM et en TEP. Les données simultanées ont été acquises sur une durée totale de

60 minutes en TEP, et pendant 20 minutes de manière simultanée. Les données TEP

ont été sommées sur la durée totale de 60 minutes, pour avoir une statistique plus

importante et normalisée. La �gure 7.6c représente les reconstructions TEP et TDM

du patient, fusionnées au niveau du c÷ur. On distingue l'apex du c÷ur très clairement

sur l'image fusionnée. Le coeur est également visible en TDM.
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Coupes TDM Coupes TDM Coupes TDM 

(a) L'image TDM [Archive ]

Coupes TEP Coupes TEP Coupes TEP 

(b) L'image TEP [Archive ]

TEP/TDM TEP/TDM    TEP/TDM

(c) L'image Fusionnée TEP/TDM

Figure 7.6 � Fusion des coupes TEP/TDM

7.5.3 Les images SPECT/TDM

Les modalités d'imagerie morphologique, telles que TDM, o�rent une grande sensi-

bilité pour la détection des tumeurs cancéreuse. Les principaux avantages de l'imagerie

des radionucléides, tels que le TEP ou le SPECT, sont une spéci�cité élevée qui peut
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être utilisée ; pour mieux caractériser les lésions, ainsi qu'une meilleure di�érenciation

du tissu cicatriciel et de la tumeur résiduelle, après la chirurgie (�gure 7.7) . L'imagerie

par radionucléides est également utile pour la détection des tumeurs.

(a) L'image TDM [Archive ] (b) L'image TDM [Archive ]

(c) L'image SPECT [Archive ] (d) L'image SPECT [Archive ]

(e) L'image SPECT/TDM (f) L'image SPECT/TDM

Figure 7.7 � Fusion des coupes SPECT/TDM

L'impact du SPECT/TDM hybride sur la performance de l'imagerie fonctionnelle

n'a pas été prouvé techniquement à ce jour, de fait du manque de données de re-

cherche à ce niveau. En dépit de l'absence d'études cliniques démontrant la supé-

riorité du SPECT/TDM par rapport aux modalités d'imagerie réalisées séparément,

on peut supposer que l'imagerie hybride pourrait augmente la précision diagnostique

et conduite à une utilisation plus fréquente des techniques d'imagerie fonctionnelle,

comme le montre en Figure 7.7 ou les tumeurs sont nettement visible.
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7.5.4 Les images TEP/TDM et SPECT/TDM

Au regard de l'absence totale d'études synthétiques ou réelles portant sur des pa-

tients avec les trois modalités ensemble (TDM/TEP/SPECT) nous nous sommes ef-

forcés de se pendre sur l'étude prospective de Franzius et al [Franzius 2006], qui l'on

évaluer l'utilisation clinique de SPECT/TDM chez 19 patients atteints d'une variété

de tumeurs, y compris le neuroblastome et le phéochromocytome (52). SPECT/TDM

avait une sensibilité de (93%) similaire à celle de (99%) obtenue par TEP/TDM. Il a

été démontré que la TEP/TDM présentait une résolution spatiale plus élevée et ren-

voyait un diagnostic �nal dans les 30 minutes. La SPECT/TDM a été compromise par

un temps d'examen plus long et le besoin d'imagerie retardée (24 h après l'adminis-

tration du traceur). Cependant, aucune supériorité de TEP/TDM sur SPECT/TDM

n'a été observée.

7.5.4.1 Évaluation de performances

L'évaluation des images fusionnées TEP/TDM démontre une résolution spatiale

élevée et une faible di�usion par rapport à la SPECT/TDM (�gure 7.8).
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(a) L'image TEP/TDM (b) L'image TEP/TDM

(c) L'image SPECT/TDM (d) L'image SPECT/TDM

Figure 7.8 � Images TEP/TDM et SPECT/TDM de la ventilation pulmonaire au

cours de l'obstruction lobaire inférieure. [Borges 2011]

Les résultats obtenus ont montré que la qualité d'image du TEP est supérieure à

celle du SPECT, pour l'évaluation de la distribution d'activité des tumeurs. Le TEP

présente des coe�cients de récupération du contraste plus élevés que le SPECT. Les

estimations de doses basées sur la TEP étaient plus précises que les estimations de

doses basées sur la SPECT, avec des sous-estimations, allant respectivement de 45

à 11% pour le TEP et de 75 à 58% pour le SPECT. Padia et al ont démontré que

la TEP/TDM présentait une résolution spatiale superieur à celle de SPECT/TDM.

L'absorption quantitative dans les régions d'intérêt non traitées a montré une di�usion

signi�cativement réduite avec TEP/TDM versus SPECT/TDM.

7.6 Conclusion

L'imagerie hybride SPECT/TDM et TEP/TDM constitue désormais en routine

un outil diagnostique de première importance chez les patients présentant un cancer.
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Ces équipements, qui permettent de corréler directement les images fonctionnelles

et anatomiques, améliorent considérablement les performances de l'imagerie médicale.

L'imagerie hybride permet de localiser précisément les foyers scintigraphiques et, le plus

souvent, de véri�er immédiatement s'ils se projettent sur des lésions d'allure tumorale.

À la lumière de résultats qui a été mentionnée précédemment, la méthode utilisée

o�re largement la possibilité d'améliorer l'information acquise dans les études pré-

cliniques in vivo avec un gain de temps relativement appréciable, tout en soutenant

l'exploration simultanée de fonctions physiologiques et moléculaires connexes, telles

que la perfusion, la neurotransmission, le métabolisme, l'apoptose, l'angiogenèse, et

ce dans des conditions identiques. Les équipements de TEP/TDM et SPECT/TDM

disponibles sur le marché, peuvent être d'une utilité pour des applications diverses

telles que la neurologie, l'oncologie et l'imagerie cardiaque.
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8.1 Conclustion

L'objectif principal de ce travail de recherche est, d'une part étudier les méthodes

de reconstruction tomographique, à partir d'un nombre limité de projections, d'autre

part les techniques de reconstruction rapide pour obtenir des images de haute qualité,

à partir des données fortement sous-échantillonnées. L'intérêt suscité est l'amélioration

quantitative et qualitative des images de reconstruction, par les méthodes proposées.

Tout au long de ce travail, nous avons, tout d'abord, présenté succinctement une

analyse du volume de l'espace des phases utilisées, après avoir rappelé les notions

de base à ce sujet. Nous avons également décrit quelques modalités en imagerie to-

mographique X et γ,qui se di�érencient par les phénomènes physiques utilisés pour

obtenir les images. La caméra d'Anger ainsi que ses caractéristiques ont été abor-

dées,en expliquant les di�érentes étapes d'acquisition et de reconstruction des images

tomographiques classiques, et exposant la géométrie d'acquisition et les modèles ma-

thématiques utilisés. Un passe en revue des bases théoriques de la tomographie était

nécessaire pour mieux appréhender le contexte, en l'occurrence les méthodes de re-

construction analytiques et itératives. Les méthodes analytiques, de type �ltrage ré-

troprojection (FBP), sont largement utilisées dans les systèmes d'imagerie médicale,

qui permettent d'avoir des reconstructions rapides avec une qualité acceptable. Néan-

moins, elles sont sensibles au bruit de mesures et au nombre de projections, et ont

tendance à ampli�er le bruit de mesure à faible dose. Pour les méthodes itératives,

en particulier les méthodes algébriques (ART, SIRT et SART), ont été proposées au

début du développement de la tomodensitométrie du fait de la lenteur et du faible

dans l'acquisition des données. Aujourd'hui, elles sont de plus en plus intéressantes,

notamment pour la tomographie à faible dose. Cependant, nous avons constaté que

les méthodes de reconstruction statistiques (MLEM, OSEM) itératives peuvent être

une bonne alternative à ces techniques conventionnelles. Le principal problème de ces

méthodes réside dans la nécessité d'une amélioration de leurs performances en termes

de temps de calcul et d'espace de mémoire requis, pour une meilleure utilisation.

Remarquons que,pour l'amélioration des performances des algorithmes de recons-

truction, nous avons proposé des méthodes pour la régularisation d'algorithme de re-

construction, notamment la méthode FTV-MLEM itérative, basées sur la minimisation

de Variation Totale (TV), tout en gardant tous les avantages du modèle de la variation

totale, qui permet de reconstruire des bords précis, avec une implémentation simple ba-

sée sur un algorithme du gradient. Cette approche vise à éviter les insu�sances posées
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par le modèle ROF original. Nous avons obtenu ainsi un résultat de meilleure qualité

que les algorithmes classiques, pour un coût de calcul raisonnable et une application

clinique. Nous avons montré qu'un petit nombre d'itérations permet d'atteindre une

solution visuellement satisfaisante même si ce n'est pas la solution exacte du problème

d'optimisation. En suit, nous avons présenté une nouvelle technique de régularisation

de l'image basée sur le théorème de Bayes combinée à l'algorithme de maximisation de

vraisemblance−maximisation (B−MLEM). En outre nous traitons de la détermination

des valeurs des paramètres de régularisation. Le bruit est modélisé dans le domaine

de la projection oú les variables aléatoires de Poisson indépendantes modélisent e�ca-

cement les données, ECT. Les résultats de la simulation ont indiqué que la méthode

B−MLEM fournissait des résultats de reconstruction et de résolution e�caces, dépas-

sant ceux obtenus par les méthodes classiques de MLEM et de pré−reconstruction
avancée.

Les résultats obtenus, avec leur interprétation, ont été comparés à d'autres tra-

vaux de recherche. Pour valider les approcher proposées, les calcules ont été établis

sur les paramètres : l'erreur quadratique moyenne (MSE), le rapport signal à bruit

crête (PSNR) et le rapport signal sur bruit (SNR). Bien que le paramètre (l'oeil hu-

main), reste toujours le meilleur juge en traitement d'image, et par traçage de pro�le

d'une région d'intérêts (ROI) c'est-à-dire le niveau de gris de chaque point ou pixel

traversé par la ligne. Nous illustrons l'intérêt des techniques développées pour amé-

liorer la qualité des images reconstituées. Nous présentons ainsi les résultats obtenus

par simulation, nous pouvons noter que les deux algorithmes proposés décrits o�rent

des performances supérieures aux méthodes classiques. La méthode "B-MLEM" né-

cessite un nombre d'itérations de calcul inférieur par rapport à "FTV-MLEM". La

méthode de régularisation bayésienne donne les meilleurs résultats de reconstruction.

La contrainte de régularisation TV est moins e�cace pour les images réelles que la

méthode de régularisation de Bayes. Cependant, les erreurs de reconstruction sont si-

tuées sur les limites de toutes les images reconstruites lorsque le nombre de projections

est faible et que le niveau de bruit est élevé.

L'étude des systèmes multimodaux combine les deux ensembles de données

d'images fournissent une localisation anatomique précise des tumeurs. Au lieu d'une

seule image, nous observons deux images obtenues par la TEP et par SPECT, des-

quelles nous extrayons des valeurs numériques. Cela permet aussi de réduire les pos-

sibilités d'erreurs de lecture. La combinaison des deux techniques (TEP) et SPECT,

paraissent prometteuses et pourraient assurer une haute résolution. Avec le dévelop-
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pement de systèmes SPECT/TDM et TEP/TDM permettant de superposer et de

fusionner les données obtenues respectivement par le TDM et le SPECT ou le TEP.

8.2 Perspectives

En dé�nitive, ce travail o�re la possibilité d'améliorée, grâce aux méthodes propo-

sées, comparées aux méthodes classiques. Plusieurs pistes permet être explores, dans

la continuité du travail, que l'on peut résume comme suit :

� Extension de nos méthodes de tomographie en tomographie 3D, nos méthodes

de FTV-MLEM et B-MLEM sont appliquées en tomographie 2D dans cette

thèse, elles peuvent être facilement étendues à la tomographie 3D. Il ne devrait

pas y avoir de problèmes méthodologiques, par contre il faudrait travailler sur

l'implantation e�cace sur des calculateurs parallèles de type GPU.

� Optimisation de l'implantation de nos algorithmes sur GPU ou l'implantation

de nos algorithmes sur multi-GPUs. Notre reconstruction itérative est plus cou-

teuse que les approches de type FBP. L'implantation actuelle de nos algorithmes

sur GPU n'est pas optimale. Pour béné�cier au maximum de la performance de

GPU, il nécessite d'optimiser la gestion de mémoire locale, constante et global.

� Accélération de la reconstruction FTV-MLEM et B-MLEM par les méthodes OS

(acronyme anglais, ordered sets) [Hudson 1994] et [Kamphuis 1998] et les mé-

thodes "patch-work " [Van Slambrouck 2010]. Les méthodes OS consistent à ré-

organiser les projections en sous-groupes ordonnées par exemple avec des projec-

tions parallèles. Cela permet d'accélérer la reconstruction de facteur de nombre

de sous-groupe lorsque les sous-groupes ordonnées sont optimaux. Quant à la

méthode " patc-hwork", elle utilise di�érents modèles adaptés à la zone recons-

truite.
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ملخص 

 (SPECT)  والتصوير المقطعي انبعاث فوتون واحد المحوسب (PET) نوعين من التصوير المقطعي بالإصدار: التصوير المقطعي بالإصدار البوزيتروني

قد غيرت بشكل كبير الطريقة التي تجري بها البحوث المتعلقة بالمجال الطبي. إعادة بناء التصوير المقطعي  من بيانات الإسقاط هي مشكلة معكوسة وتستخدم 

الآن على نطاق واسع في التصوير الطبي. ومع وجود عدد محدود من الإسقاطات ، فإن البيانات ليست كاملة ، وتصبح المشكلة أكثر سوءًا ، وتظهر النتائج 

آثارا مهمة. من الضروري الحصول على شروط إضافية للحصول على حل فريد ومستقر: هو تسوية المشكلة.  تقدم هذه الاطروحه مقاربات معكوسة منتظمة 

جديدة لأعاده البناء في التصوير المقطعي بالإصدار .  تظهر نتائج هذه الدراسة أن الخوارزميات المقترحة  يمكن أن تحسن كفاءة إعادة البناء ، الدقة المكانية 

(CT ,  PET  ، )ونسبه الاشاره إلى الضوضاء مع التقدير الكمي المرضي للصور.    وعلي الرغم من ان المعلومات التي نسعى اليها من خلال الطرائق ،

 ,SPECTغالباً ما تكون ممزوجة بشكل مثير للاهتمام ، ويتم الحصول عليها بشكل عام بشكل منفصل في الروتين السريري ، مما يجعل من الصعب ربطها 

ببعضها البعض. يستخدم الآن التصوير الهجين (CT / PET  ، SPECT/ CT)بشكل روتيني كأداة تشخيصية للمرضى المصابين بالسرطان. هذه الأجهزة 

، التي ترتبط بشكل مباشر بالصور الوظيفية والتشريحية ، تحسن بشكل كبير من أداء التصوير الطبي وتحدد بدقة الأورام. 

كلمات مفتاحية: التصوير المقطعي بالإصدار. مشكلة معكوسة.  إعادة بناء التصوير المقطعي ، تسوية، استدلال بايزي، التغير الكلي. 

 

Résumé

Résumé : Les techniques, comme tomographie d'émission monophotonique (SPECT), et la tomographie

à émission de positons (PET), ont modi�é de façon considérable la recherche et l'approche médicale. La reconstruction

tomographique à partir de données de projections est un problème inverse largement utilisé en imagerie médicale. Avec

un faible nombre de comptes, les données disponibles pour l'inversion ne sont pas complètes, le mauvais conditionnement

du problème s'accentue, et les résultats montrent des artefacts importants. Il est alors nécessaire d'ajouter des conditions

supplémentaires pour obtenir une solution unique et stable : c'est la régularisation du problème. Ce travail de thèse

présente des nouvelles approches inverses régularisées pour la reconstruction en tomographie d'émission. Les résultats

de cette étude montrent que les algorithmes proposés permettent d'améliorer l'e�cacité de reconstruction, la résolution

spatiale et le rapport signal-sur-bruit avec une quanti�cation satisfaisante des images. Bien que les informations que

l'on recherche à travers les modalités SPECT, TEP et TDM, sont bien souvent complémentaires, donc potentiellement

intéressantes à combiner, celles-ci sont la plupart du temps obtenues séparément en routine clinique, ce qui les rend

di�ciles à corréler entre elles. L'imagerie hybride SPECT/TDM et TEP/TDM constitue désormais en routine un

outil diagnostique de première importance chez les patients présentant un cancer. Ces équipements, qui permettent

de corréler directement les images fonctionnelles et anatomiques, améliorent considérablement les performances de

l'imagerie médicale et localiser précisément les tumeurs.

Abstract : The two types of emission imaging : positron emission tomography (PET) and single-photon

emission computerised tomography (SPECT) have signi�cantly changed the manner in which translational research

is being conducted in the medical �eld. Tomographic reconstruction from projection data is an inverse problem and

now widely used in medical imaging. With a limited number of projections, the data available for inversion are not

complete, the problem becomes more ill-conditioned, and the results show signi�cant artifacts. It is then necessary to add

additional conditions to obtain a unique and stable solution : it is the regularization of the problem. This thesis presents

new regularized inverse approaches for reconstruction in emission tomography. The results of this study show that the

proposed algorithms allow to improve the reconstruction e�ciency, the spatial resolution and the signal to noise ratio

with a satisfactory quanti�cation of the images. Although the information we seek through these di�erent modalities

are often complementary, and therefore potentially interesting to combine, they are mostly obtained separately in

clinical routine, which makes them di�cult to correlate with each other. Hybrid imaging (SPECT/CT, PET/CT) is

now routinely used as a diagnostic tool for patients with cancer. These devices, which directly correlates functional and

anatomical images, signi�cantly improves the performance of medical imaging and precisely locates tumors.

Key words : Emission tomography ; PET ; SPECT ; CT ; Inverse problem ; Tomographic reconstruction ;

Regularization ; Bayesian ; Total Variation.

Mots clés : Tomographie d'émission ; TEP ; SPECT ; TDM ; problème inverse ; reconstruction tomographique ;

r�gularisation ; bay±ienne ; Variation totale
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