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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la suite.

H Espace de Hilbert.
L∞(Ω) {u : Ω→ R mesurable et ∃C : |u(x)| ≤ C > 0 p.p sur Ω}.
‖u‖L∞ inf{C > 0 : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
C(Ω) Espace des fonctions continues sur Ω.
D(A) Domaine de définition d’un opérateur borné A.
R(A) Image de A qui est noté aussi par ImA.
(X, d) Espace métrique .
< ., . > Le produit scalaire.
↪→ On écrit X ↪→ Y pour signifier que X est inclus dans Y

et que l’injection canonique de X dans Y est continue.
p.p Presque partout.
∂vF Dérivée directionnelle de F dans la direction v.
dF Dérivée au sens de Fréchet qui est noté aussi par F ′.
dGF Dérivée au sens de Gâteaux.
s.c.i Semi continue inférieur.
s.c.s Semi continue supérieur.
f.s.c.i Faiblement semi continue inférieur.
f.s.c.s Faiblement semi continue supérieurement .
(PS) la condition de Palais-Smale.
(AR) la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz.
AC(I) les fonctions absoluments continues sur un intarvalle I.
∆u′(xj) u′(x+

j )− u′(x−j ) = lim
x→x+i

u′(x)− lim
x→x−i

u′(x).

iii



Introduction générale

Les méthodes variationnelles sont utilisées dans la modélisation de certains problèmes non
linéaires issus des réseaux de neurones biologiques, de la mécanique élastique, des problèmes
anisotropes, etc. Au cours de la décennie précédente, les méthodes variationnelles ont été ap-
pliquées aux problèmes aux limites des équations différentielles ordinaires et partielles, et dans
les problèmes impulsifs que nous avons étudie, etc,... Récemment, l’équation différentielle im-
pulsive a été étudiée dans de nombreux travaux classiques, par exemple [13], [14], [18], [20].
L’étude de l’équation différentielle impulsive via des méthodes variationnelles a été initiée par
Nieto et O’Regan [17], Tian et Ge [23]. L’étude de l’impulsivité du équation différentielle se-
cond ordre avec dépendance de dérivée (équations différentielles ordinaires) via les méthodes
variationnelles ont été initiées par Nieto [16], Il a récemment étudié le problème aux limites de
Dirichlet linéaire amorti suivant avec impulsions :




−u′′(x) + g(x)u′(x) + λu(x) = σ(x), p.p x ∈ [0, T ],
∆u′(xj) = dj, j = 1, 2, . . . , p,
u(0) = u(T ) = 0,

où λ, dj ∈ R, σ ∈ C[0, 1], l’auteur a introduit une formulation variationnelle pour le problème de
Dirichlet linéaire amorti avec impulsions et le concept de solution faible pour un tel problème .
Nous n’oubliez pas de mentionner que Xiao et Nieto [25] ont considéré les problèmes aux li-
mites non linéaires suivants pour les équations différentielles impulsives du second ordre




−u′′(x) + g(x)u′(x) + λu(x) = f(x, u(x)), p.p x ∈ [0, T ],
−∆u′(xj) = Ij(u(xj)), j = 1, 2, . . . , p,
u(0) = u(T ) = 0,

où T > 0, 0 = x0 < x1 < · · · < xp < xp+1 = T , f : [0, T ] × R → R est continu, g ∈ C[0, T ], et
Ij : R→ R, j = 1, 2, . . . , p, sont continus, et ∆u′(xj) = u′(x+

j )− u′(xj), pour u′(x±j ) = lim
x→x±j

u′(x).

Le but de ce mémoire est l’étude d’existence et multiplicité des solutions pour un problème aux
limites de second ordre impulsif avec dépendance de dérivée. On basé pour preuvé le résultat
sur un théorie du point critique ainsi que la théorie du minimisation, le lemme du Col et théo-
rème de point selle.
Ce mémoire était divisée en trois chapitres, comme suite :
Le premier chapitre est préliminaire qui contient quelque outils de base qui sont utilisés par la
suite.
Nous avons dévisé le chapitre par des sections contient des opérateurs sur les espaces de ba-
nach comme la continuité et la compacité, injection continue et compact et les propriétés de
semi-continuité de fonctionnelles, la théorie de point critique et les valeurs propres et vecteurs
propres d’opérateurs compacts.
Nous avons donné aussi un rappel sur l’espace Lp et lemme de compacité, enfin les conditions

1
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de (PS) et le principe de lemme du Col.
Dans le chapitre deux, nous avons présenté des résultats d’existence de solution pour problème
aux limites de seconde ordre impulsif avec dépendance de dérivée suivant :




−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = f(x, u(x)), p.p x ∈ [0, T ].
−∆u′(xi) = Ii(u(xi)), i = 1, 2, ..., p,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0

où λ est un paramètre, T > 0, g ∈ C[0, T ], f ∈ C([0, T ]× R,R) et Ii : R→ R, i = 1, 2, . . . , p, sont
continus, 0 = x0 < x1 < · · · < xp < xp+1 = T , ∆u′(xi) = u′(x+

i )−u′(x−i ) = lim
x→x+i

u′(x)− lim
x→x−i

u′(x),

α ≥ 0, β > 0 (où β = 0).
Nous utilisons des structures variationnelles et quelques théorèmes de minimizations impor-
tantes (on obtenue que la fonctionnelle est coercive et f.s.c.i).
En dérnier chapitre, dans un premier résultat, nous présentrons un application du lemme du
Col (Montain pass lemma) pour étudie la multiplicité des solutions. Pour obtenir les résul-
tats, nous avons utilisé les conditions d’Ambrosetti-Rabinowitz et vérifié la condition de Palais-
Smale (PS) ainsi que les conditions géométriques pour une fonctionnelle appropriée.
Pour obtenir la deuxième résultat, nous avons présenté un application du théorème point selle,
pour démonter l’existence de l’ifinité des solutions pour une fonctionnelle appropriée.
Enfin, nous avons présenté des exemples illustratifs des problèmes aux limites de second ordre
impulsifs qui ont été étudiés à la fin de chacun des deuxième et troisième chapitres.
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CHAPITRE 1

QUELQUE OUTILS D’ANALYSE
FONCTIONNELLE.

Sommaire
1.1 Que signifie une équation différentielle impulsive ? . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Espaces de Banach et de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Quelques outils de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3.1 Les opérateurs linéaires bornés sur les espaces de banach . . . . . . . . . . 4
1.3.2 Continuité et compacité des opérateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3.3 Les injections canoniques(continue et compact) . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.4 Faiblement semi-continue inférieurement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.5 Opérateurs différentiables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3.6 Différentiabilité au sens de fréchet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3.7 Différentiabilité au sens de Gâteaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3.8 Espace de Lebesgue Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.4 Théorie des points critiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4.1 Points et valeures critiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4.2 Suite minimisante et infimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.5 Valeurs et vecteurs propres d’opérateurs compacts . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5.1 L’opérateur adjoint et auto-adjoint . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.5.2 Valeurs et vecteurs propres d’opérateurs linéaires auto-adjoints compacts 13

1.6 La condition de compacité de Palais-Smale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.6.1 Lemme de Col (Mountain Pass Lemma) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1 Que signifie une équation différentielle impulsive ?

Une équation différentielle impulsive est une équation différentielle qui contient des im-
pulsions ou des sauts dans la fonction dérivée. Plus précisément, une équation différentielle
impulsive peut être écrite sous la forme :

u′′(x) = f(x, u(x)), x ∈ [0, T ],

avec des conditions initiales u(0) = u0, et des conditions d’impulsion de la forme :

u(x+)− u(x−) = I(x, u(x)), x ∈ [0, T ],

3



1.2 Espaces de Banach et de Hilbert

où u(x+) et u(x−) représentent les limites droite et gauche de la fonction u à l’instant x, et
I(x, u(x)) est une fonction donnée. Cette condition signifie que la fonction u subit un saut à
l’instant x, et le saut est déterminé par la fonction I.

1.2 Espaces de Banach et de Hilbert

Définition 1.1. (Espaces de Banach) Un espace vectoriel normé est dit complet si toutes les
suites de Cauchy de l’espace vectoriel convergente. Espaces vectoriels normés complets sont
appelés espaces de Banach.

Pour définir un espace de Hilbert, nous avons besoin de la notion d’espace de produit sca-
laire (voir [8]).

Définition 1.2. (Produit scalaire) Un produit scalaire sur un espace vectoriel X est une forme
sesquilinéaire définie positive, à savoir une fonctionnelle 〈., .〉 : X×X → C, telle que pour tous
x, y, z ∈ X et λ ∈ C,

(a) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉
(b) 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉
(c) 〈y, x〉 = 〈x, y〉
(d) 〈x, x〉 ≥ 0, et 〈x, x〉 = 0⇐⇒ x = 0.

Proposition 1.1. [8] Le produit scalaire est continu.

Démonstration - Soit xn → x et yn → y, alors comme yn sont bornés, nous avons

|〈xn, yn〉 − 〈x, y〉| ≤ |〈xn − x, yn〉|+ |〈x, yn − y〉|
≤ ‖xn − x‖‖yn‖+ ‖x‖‖yn − y‖ → 0

Il s’ensuit que la prise de limites commute avec le produit scalaire

lim
n→+∞

〈xn, yn〉 = 〈 lim
n→+∞

xn, lim
n→+∞

yn〉.

Définition 1.3. (Espaces de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace de produit scalaire qui
est complet comme un espace métrique, et noté H .

1.3 Quelques outils de base

1.3.1 Les opérateurs linéaires bornés sur les espaces de banach

Soient X et Y, deux espaces de Banach normés, A un opérateur linéaire, tel que D(A) = X
et R(A) ⊂ Y (image de A).

Théorème 1.1. [6] L’opérateur A est borné, si est seulement si, il existe une constante c > 0, telle que

‖Ax‖ ≤ c‖x‖,

pour tout x ∈ X.

Université de M’sila 4 KOUDRI Chaima



1.3 Quelques outils de base

Définition 1.4. (Convergence faible) On dit qu’une suite (xn) ∈ X converge faiblement vers x,
si

pour tout f ∈ X ′ , 〈f, xn〉 −→ 〈f, x〉,
et on écrit xn ⇀ x.

Proposition 1.2. [3] Soit (xn) une suite de X. On a

1. Si xn −→ x, alors xn ⇀ x.

2. Si xn ⇀ x, alors (xn) est bornée et ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Proposition 1.3. [3] Lorsque X est de dimension finie, une suite (xn) converge faiblement, si et seule-
ment si, elle converge fortement.

Définition 1.5. (Espace dual)[5] L’ensemble des fonctionnelles linéaires continues définies sur
un espace vectoriel normé constitue un espace vectoriel. On l’appelle dual de l’espace X et on
note X

′
.

On munit X
′

de la norme

‖f‖X′ = sup
x∈X,‖x‖≤1

| 〈f, x〉 |, ∀f ∈ X ′ .

X
′

muni de cette norme est un espace de Banach et on a l’inégalité

|〈f, x〉| ≤ ‖f‖X′‖x‖X , ∀f ∈ X ′ , ∀x ∈ X.

Définition 1.6. (Réfléxivité) Soit X un espace de Banach et soit i l’injection canonique de X
dans X

′′
. On dit que X est réflexif, si i(X) = X

′′
, où X

′′
est le bidual de X.

Définition 1.7. (Séparabilité) Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est séparable si X
admet une partie dénombrable et dense.

Théorème 1.2. [3] Un espace de Banach X est réflexif, si et seulement si sa boule fermée est faiblement
compacte.

Corollaire 1.1. [3] Si X est un espace de Banach réflexif, alors toute suite bornée (xn) ⊂ X avec
‖xn‖ ≤M contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément x ∈ X vérifiant ‖x‖ ≤M.

1.3.2 Continuité et compacité des opérateurs

On va considérer des opérateurs T de X dans Y et on va donner une définition concernant
les propriétés de la continuité de T.
La notion plus simple est la suivante

Définition 1.8. L’opérateur T : X → Y est dit continu en x, si pour toute suite (xn) ⊂ X qui
converge vers x, T (xn) converge vers T (x).
T est dit continu sur Ω ⊂ X si T est continu en tout point x ∈ Ω.

Définition 1.9. Un opérateur T : X → Y est dit compact s’il est continu et a la propriété. Pour
toute suite (xn) bornée dans X, la suite (T (xn)) admet une sous suite convergente.
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1.3 Quelques outils de base

1.3.3 Les injections canoniques(continue et compact)

L’injection définissent les relations qui existent entre différents espaces fonctionnels. Ils sont
très importants dans l’analyse moderne et les problèmes aux limites.

Définition 1.10. Soient X et Y deux espaces de Banach. On dit que X est injecté dans Y et on
écrit X ↪→ Y, si pour tout x ∈ X on a x ∈ Y et ‖x‖Y ≤ c‖x‖X , où la constante c ne dépend pas
de x ∈ X. On définit l’opérateur d’injection i : X → Y, qui nous permet de considérer le même
élément x ∈ X comme un élément de Y.
X ↪→ Y est équivalent à dire que l’opérateur d’injection i : X → Y est un opérateur linéaire
continu.
Si ‖x‖Y ≤ c‖x‖X , pour tout x ∈ X alors ‖i(x)‖Y ≤ c si ‖x‖X ≤ 1.

Définition 1.11. Si X ↪→ Y et l’opérateur d’injection i : X → Y est un opérateur compact,
alors on dit que X est injecté de manière compacte dans Y , et on écrit X ↪→↪→ Y. La compacité
de l’opérateur i : X → Y est équivalent à dire que tout sous-ensemble borné de X est un
sous-ensemble compact de Y.

1.3.4 Faiblement semi-continue inférieurement

Définition 1.12. 1. Une fonctionnelle f : X → R est dite faiblement semi-continue inférieu-
rement (f.s.c.i.) au point x0, si pour chaque suite (xn) ⊂ Ω telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≤ lim inf
n→∞

f(xn).

2. On dit que f est faiblement semi-continue supérieurement (f.s.c.s.) au point x0, si pour
toute suite (xn) ⊂ Ω, telle que xn ⇀ x0, on a

f(x0) ≥ lim sup
n→∞

f(xn).

Exemple 1.1. Soit la fonctionnelle J définie sur un espace de Hilbert H comme suit

J : u→ ‖u‖2,

alors J est faiblement semi-continue inférieure (f.s.c.i.). En effet, soit (un), telle que un ⇀ u, on
montre que

‖u‖2 ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖2.

On a

‖un − u‖2 = (un − u, un − u)

= ‖un‖2 − 2(un, u) + ‖u‖2 ≥ 0,

et commeH′ = H et un ⇀ u, donc

∀u ∈ H : (un, u)→ (u, u) = ‖u‖2.

Alors
‖un‖2 ≥ ‖u‖2, ∀n ∈ N,

il résulte que
‖u‖2 ≤ lim inf

n→+∞
‖un‖2.

Remarque 1.1. Si f est faiblement continue en x0, alors f est (f.s.c.s.) et (f.s.c.i.) et inversement.
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1.3 Quelques outils de base

1.3.5 Opérateurs différentiables

Dans la suite on donne quelques définitions et propriétés fondamentaux conciste l’opéra-
teurs différentiables. Soient X et Y deux espaces de Banach, U un ouvert de X.

1.3.6 Différentiabilité au sens de fréchet

Définition 1.13. (La dérivée au sens de Fréchet) Soit u ∈ U et F : U → Y. On dit que F est
différentiable au point u s’il existe une application linéaire continue A ∈ L(X, Y ), telle que si on
considère

R(h) = F (u+ h)− F (u)− A.h, pour h ∈ X, petit.

Alors
R(h)

‖h‖ → 0 lorsque ‖h‖ → 0,

c’est-à-dire
∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que si ‖h‖X ≤ δ, alors ‖R(h)‖Y ≤ ε‖h‖X .

Si une telle application A ∈ L(X, Y ) existe, elle est forcément unique. On note par

A = dF (u).

Elle est appelée différentielle (au sens de Fréchet) de F en u, ou encore application linéaire
tangente à F en u. En l’absence de précision supplémentaire différentiable signifiera dans la
suite différentiable au sens de Fréchet.

Exemples 1.1. 1. Si F (u) = c. Alors F Fréchet différentiable et

dF (u) = 0, ∀u.

2. Si A ∈ L(X, Y ) A(u+ h)− A(u) = A.h et donc dA(u) = A, ∀u ∈ X.
3. La fonctionnelle F : H → R+ telle que

F (u) =
1

2
‖u‖2 =

1

2
〈u, u〉,

est Fréchet différentiable et
dF (u)h = 〈u, h〉.

4. La fonctionnelle F : H → R+

F (u) = ‖u‖,
est Fréchet différentiable pour u 6= 0 et

dF (u)h =
〈u, h〉
‖u‖ .

On a ensuite toutes les propriétés classiques.

Proposition 1.4. [19]
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1.3 Quelques outils de base

i) Soit F et G deux applications de U vers Y . Si F et G sont différentiables en u ∈ U. Alors ∀λ, µ réels
λF + µG est différentiable en u, et

d(λF + µG)(u) = λdF (u) + µdG(u).

ii) Soit X, Y et Z trois espaces de Banach, U un ouvert de X, et V un ouvert de Y . Soit F : U → Y et
G : V → Z, tels que F (U) ⊂ V. Si F est différentiable en u et G est différentiable en v = F (u),
alors G ◦ F est différentiable en u et

d(G ◦ F )(u) = dG(v) ◦ dF (u), v = F (u),

c’est-à-dire
d(G ◦ F )(u)h = dG(v)[dF (u)h].

La différentielle de G ◦ F est donc la composition des applications linéaires continues dF (u) et
dG(v), pour v = F (u).

Définition 1.14. (Dérivée directionnelle) Soit F : U → Y, u ∈ U. Soit v ∈ X, v 6= 0. On appelle
dérivée directionnelle en u de F dans la direction v, notée ∂vF (u), la limite lorsqu’elle existe.

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
.

La notion de dérivée directionnelle est donc une extension de la notion de dérivée partielle. Si
F est Fréchet différentiable, alors pour tout v ∈ X la dérivée directionnelle dans la direction v
est donnée par

∂vF (u) = dF (u)v.

En effet,
F (u+ tv) = F (u) + dF (u)(tv) +R(tv).

Donc
F (u+ tv)− F (u)

t
= dF (u)(v) +

R(tv)

t
,

R(tv)

t
→ 0, lorsque t→ 0.

1.3.7 Différentiabilité au sens de Gâteaux

Définition 1.15. (Différentiabilité au sens de Gâteaux) On dit que F : U → Y est Gâteaux
différentiable en u (G-différentiable en u), s’il existe une application linéaire continue A de X
vers Y, c’est-à-dire A ∈ L(X, Y ), telle que pour tout v ∈ X, la dérivée directionnelle de F en u
dans la direction v existe et est égale à A(v), c’est-à-dire

∂vF (u) = lim
t→0

F (u+ tv)− F (u)

t
= A(v), t→ 0, ∀v ∈ X.

On vérifie alors que, si une telle application A existe, elle est unique. On note

A = dGF (u).
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1.3 Quelques outils de base

Proposition 1.5. [19] Si F est Fréchet différentiable en u, elle est Gâteaux différentiable en u et

∂GF (u) = dF (u).

La réciproque est fausse en général, même en dimension finie.

Remarque 1.2. La G-différentiabilité n’implique pas la continuité de F.

Exemple 1.2. Soit F : R2 → R,

F (x, y) =

{
3, si y = x2

0, si y 6= x2.

est G-différentiable à (0, 0), mais n’est pas continue à (0, 0), (alors que bien entendu la différen-
tiabilité au sens de Fréchet l’implique).
Tandis que, si on sait que F est C1 au sens de Gâteaux, alors F est Fréchet différentiable sur U
et les deux notions coïncident et on a

Théorème 1.3. [19] Soit F : U → Y une application G-différentiable (U ouvert de X). On suppose que
l’application v 7→ dGF (v) est continue sur U. Alors F est Fréchet différentiable sur U et

dF (v) = dGF (v), ∀v ∈ U.

Démonstration - Soit r ∈]0, 1] tel que Br(u) ⊂ U . Puisque dGF : U → X
′

est continue à u,
pour chaque ε > 0 il existe δ ∈]0, 1] tel que

‖dGF (u+ tv)− dGF (u)‖ < ε pour ‖v‖ < δ, |t| < 1. (1.1)

D’autre par, pour chaque v ∈ Br(0) la fonction

t ∈ [0, 1] 7→ (dGF (u+ tv), v),

est la dérivée de la fonction
g(t) = F (u+ tv) t ∈ [0, 1].

Par conséquent
1∫

0

(dGF (u+ tv), v)dt = g(1)− g(0) = F (u+ v)− F (u).

Donc

F (u+ v)− F (u)− (dGF (u), v) =

1∫

0

(dGF (u+ tv)− dGF (u), v)dt. (1.2)

Soit

R(u, v) =

1∫

0

(dGF (u+ tv)− dGF (u), v)dt.

D’après (1.1), pour tout v ∈ Bδ(0), nous avons que

‖R(u, v)‖ ≤
1∫

0

‖dGF (u+ tv)− dGF (u)‖‖v‖dt

≤ ε‖v‖.
Pour cette raisonR(u, v) = o(‖v‖) quand ‖v‖ → 0. Ensuite, (1.2) montre que dGF (u) est le dérivé
de Fréchet de F à u.
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1.3 Quelques outils de base

Remarque 1.3. En pratique, il est plus facile de vérifier la différentiabilité au sens de Gâteaux.
Si on veut prouver que F est C1, il suffit donc de prouver qu’elle est Gâteaux différentiable,
puis de vérifier que la différentiable dGF est continue.

1.3.8 Espace de Lebesgue Lp

Dans la suite, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.16. Soit p ∈ N avec 1 ≤ p <∞, on définit

Lp(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et
∫

Ω

|f(x)|pdx < +∞}.

est sa une norme définie par

‖f‖Lp =

(∫

Ω

|f(x)|pdx
) 1

p

.

Définition 1.17. On pose

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, mesurable et ∃C : |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

On note
‖f‖L∞ = inf{C : |f(x)| ≤ C, p.p sur Ω}.

Théorème 1.4. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[3] Soit (fn) une suite de fonctions
de L1. On suppose que
(a) (fn(x))→ f(x) p.p Sur Ω.

(b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω), telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p Sur Ω. Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, n→∞.

Théorème 1.5. [3] L’espace Lp est réflexif pour 1 < p <∞, et son dual est Lq tel que
1

p
+

1

q
= 1.

Théorème 1.6. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[3] Soit f et g ∈ L2(Ω). Alors, nous avons que
∫

Ω

|fg| ≤
(∫

Ω

|f |2
) 1

2
(∫

Ω

|g|2
) 1

2
.

Théorème 1.7. (Inégalité de Hölder)[3] Soit 1 ≤ p ≤ +∞, on note q l’exposant conjugué,
1

p
+

1

q
= 1.

Suppose que f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 ≤ p ≤ +∞. Alors,
1. fg ∈ L1(Ω) et

2.
∫

Ω

|fg| ≤
(∫

Ω

|f |p
) 1
p
(∫

Ω

|g|q
) 1
q

= ‖f‖p‖g‖q.

Théorème 1.8. (Théorème de Rellich)[3] Si Ω est un ouvert borné régulier de classe C1, alors de toute
suite bornée de H1(Ω) on peut extraire une sous-suite convergente dans L2(Ω) on dit que l’injection
canonique de H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte.
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1.4 Théorie des points critiques

Définition 1.18. (fonctions absolument continues) Soit I un intarvalle borné. On dite qu’une
fonction u est absolument continue AC(I) si :
∀ε > 0,∃δ > 0 tel que pour toute suite finie d’intervalles disjoints

(
]ai, bi[

)
i=0,1,...m

de I on a :

m∑

i=0

|bi − ai| < δ =⇒
m∑

i=0

|u(bi)− u(ai)| < ε.

Remarque 1.4. toute fonctions absolument continue est continue .

1.4 Théorie des points critiques

1.4.1 Points et valeures critiques

Définition 1.19. Soit J une fonctionnelle différentiable de X vers R. Un point u ∈ X est dit
critique pour J ssi

dJ(u) = 0.

Définition 1.20. On appelle valeur critique, de la fonctionnelle J , de classe C1 définie sur X , un
nombre c ∈ R, tel qu’il existe u ∈ X , tel que

J(u) = c, dJ(u) = 0.

Proposition 1.6. [19] Soit X un espace de Banach, et J une application de X vers R, soit u ∈ X. On
suppose que

J(u) = inf
v∈X

J(v),

c’est-à-dire
J(u) ≤ J(v), ∀v ∈ X.

Alors, si J est Gâteaux-différentiable en u, on a

dGJ(u) = 0.

Démonstration - Sous l’hypothèse de ce proposition, supposons sans perte de généralité que
u0 est un point minimum (sinon considérons la fonction −J au lieu de J).
Comme u0 ∈ U et U est ouvert, il existe un nombre réel positif r tel que la boule ouverte Br(u0)
est contenu dans U.
Maintenant, soit h ∈ X \ {0}. Alors, pour chaque t tel que

|t| ≤ r

‖h‖ , on a, J(u0 + th) ≥ J(u0),

et ainsi par le Gâteaux différentiabilité de J à u0, nous avons

dGJ(u0)(h) = lim
t→0+

1

t
[J(u0 + th)− J(u0)] ≥ 0.

Il s’ensuit également que dGJ(u0)(−h) ≥ 0, i.e., dGJ(u0)(h) ≤ 0, par linéarité de dGJ(u0).
Par conséquent dGJ(u0)(h) = 0, pour tout h ∈ X en effet. Ainsi dGJ(u0) = 0.
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1.5 Valeurs et vecteurs propres d’opérateurs compacts

Définition 1.21. Soit u0 ∈ X. On dit que u0 est un minimum local pour J si il existe δ > 0 tel
que

J(u0) ≤ J(v), ∀v ∈ B(u0, δ), v 6= u0.

On a alors

Proposition 1.7. [19] Soit u0 ∈ X, un minimum local de J. Alors si J est Gâteaux différentiable en u0,
alors

dGJ(u0) = 0.

Pour les fonctionnelles convexes (ou espaces convexes), un résultat classique est donné par
le théorème suivant

Théorème 1.9. [5] Soit C un ensemble convexe fermé de X , Banach réflexif.
Soit J : C → R ∪ {+∞}. On suppose
(i) J coercive et J 6= +∞, c’est-à-dire

lim
‖u‖→+∞

J(u) = +∞.

(ii) J (s.c.i) pour la convergence faible. Alors il existe u ∈ C, tel que

J(u) = inf
v∈C

J(v) (< +∞).

Si de plus J est Gâteaux-différentiable en u, alors dGJ(u) = 0.

1.4.2 Suite minimisante et infimum

Définition 1.22. (Suite minimisante) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X −→
]−∞,+∞] est une suite (xn) telle que

lim
n−→+∞

J(xn) = inf
x∈X

J(x)

Théorème 1.10. [19] Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X , telle que
1. J est (f.s.c.i),

2. la suite minimisante de J est bornée sur X,
alors J atteint son infimum sur X .

1.5 Valeurs et vecteurs propres d’opérateurs compacts

1.5.1 L’opérateur adjoint et auto-adjoint

Définition 1.23. Soit H un espace de Hilbert, X un espace de Banach, et X ′ le dual de X . On
note par (., .) à la fois produit scalaire de H et de la dualité entre X et X ′ i.e. la fonctionnelle
bilinéaire sur X ′ ×X , défini par
(v′, v) = v′(v) pour tout v′ ∈ X ′, v ∈ X.
Propriétès 1.1. ([11]) Pour chaque opérateur linéaire borné A : H → X , il existe un unique
opérateur linéaire borné A′ : X ′ → H tel que (A(u), v′) = (u,A′(v′)) pour tout u ∈ H et v′ ∈ X ′.
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1.6 La condition de compacité de Palais-Smale

Définition 1.24. L’opérateur A′ donné par la proposition ci-dessus est appelé opérateur adjoint
de A.

Définition 1.25. Un opérateur linéaire borné A : H → H est dit auto-adjoint si A = A′, c’est-à-
dire,

(A(u), v) = (u,A(v)), ∀u, v ∈ H.

Définition 1.26. Un opérateur linéaire A : H → H est dit positif A ≥ 0 si

(A(u), u) ≥ 0 pour tout u ∈ H.

Théorème 1.11. [6] Si A est un opérateur compact, le sous-espace propre Xλ associé à la valeur propre
λ 6= 0 de A est de dimension finie.

Théorème 1.12. [6] Soit A un opérateur compact sur X alors pour tout ε strictement positif, il ne reste
dans le plan complexe (ou sur la droite réelle ) en dehors d’un disque |λ| ≤ ε qu’un nombre fini de valeur
propre de A.

1.5.2 Valeurs et vecteurs propres d’opérateurs linéaires auto-adjoints com-
pacts

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur auto-adjoint compact sur H . On connaît déjà
beaucoup de choses sur les valeur propres et les vecteur propres d’un tel opérateur. Entre autres

Théorème 1.13. [6] Si A est non nul, il admet au moins une valeur propre non nulle.

Théorème 1.14. [6] Tout opérateur linéaire compact A a toutes ses valeurs propres réelles et appartient
dans [m,M ], où

m = inf
‖x‖=1

(Ax, x), M = sup
‖x‖=1

(Ax, x).

Si M est non nul, c’est la plus grande valeur propre de A, si m est non nul, c’est la plus petite valeur
propre de A

Corollaire 1.2. ([6]) Si A est un opérateur linéaire auto-adjoint compact sur H , on a ‖A‖ = |λ1|, où
λ1 est la plus grande (en module) valeur propre de A, en particulier, cela est vrai pour tout opérateur
auto-adjoint dans un espace euclidien (i.e. espace de Hilbert de dimension finie)

1.6 La condition de compacité de Palais-Smale

Définition 1.27. [7] Soit E un espace Banach et J : E → R une fonctionnelle de classe C1. On
dit que J satisfait la condition de Palais-Smale, notée (PS), s’il y a une suite (un) dans E telle
que

(J(un)) bornée, et J ′(un)→ 0,quand n→ +∞ (1.3)

admet une sous-suite convergente.
Toute suite satisfaisante (1.3) est appelée suite de Palais-Smale.
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1.6 La condition de compacité de Palais-Smale

1.6.1 Lemme du Col (Mountain Pass Lemma)

Lemme 1.1. (Lemme du Col)[19]. Soit E un espace de Banach réel et J ∈ C1(E,R) satisfait la condi-
tion de Palais-Smale (PS), avec J(0) = 0. Supposons que

(a) Il existe ρ > 0 et α > 0 tels que J(u) ≥ α pour tout u ∈ E avec ‖u‖ = ρ ;

(b) Il existe u1 ∈ E, ‖u1‖E > ρ tel que J(u1) < 0.
Alors J admet une valeur critique c ≥ α. De plus, c peut être caractérisée par

On définit

Γ = {γ ∈ C1([0, 1], E) | γ(0) = 0, γ(1) = u1}. (1.4)

Alors

c = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

J(γ(t)) ≥ α (1.5)

est une valeur critique de J(u).

FIGURE 1.1 – Présentation du Col de la montagne.
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CHAPITRE 2

L’ÉXISTENCE DU SOLUTION D’UN
PROBLÈME AUX LIMITES DE SECOND
ORDRE IMPULSIF PAR LA MÉTHODE

VARIATIONNELLE.
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Dans ce chapitre, nous discutons l’existence des solutions pour
une classe d’équations de second ordre impulsive avec dépendance de dérivée.
Pour obtenir nos résultats nous utilisons la méthode variationnelle et le théo-
rème de minimisation, et nous choisissons comme exemple l’article voir[35] qui
a été publié par les auteurs JIAN LIU, ZENGQIN ZHAO en 2014. C’est un bon
exemple pour étudé l’existence de solutions à un problème aux limites de se-
cond ordre impulsif .

2.1 Position du problème

Notre objectifs dans ce chapitre et d’obtenir au moins une solutions aux problème suivant :



−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = f(x, u(x)), p.p x ∈ [0, T ].
−∆u′(xi) = Ii(u(xi)), i = 1, 2, ..., p,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0

(2.1)
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2.1 Position du problème

où λ est un paramètre, T > 0, g ∈ C[0, T ], f ∈ C([0, T ]) et Ii : R → R, i = 1, 2, . . . , p, sont
continus, 0 = x0 < x1 < · · · < xp < xp+1 = T , ∆u′(xi) = u′(x+

i )−u′(x−i ) = lim
x→x+i

u′(x)− lim
x→x−i

u′(x),

α ≥ 0, β > 0 (où β = 0).

2.1.1 Les espaces appropriés de notre problème

Nous présentons maintenant l’espace de Hilbert H1
0 (0, T ) qui convient à l’étude de notre

problème. Soit l’espace H telle que :

H := H1
0 (0, T ) =

{
u : [0, T ]→ R|u est absolument continue, u′ ∈ L2(0, T ) et u(0) = 0

}
,

associé au produit scalaire :

(u, v) =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx,

et muni de la norme :

‖u‖ =
(∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx
)1/2

,

et l’espace de hilbert H2(0, T ) qui définie comme :

H2(0, T ) = {u : [0, T ]→ R|u, u′ sont absoluments continues, u′′ ∈ L2(0, T )}.

On considère maintenant l’espaces de lebesgue L2(0, T ) qui définie par :

L2(0, T ) =
{
u mesurable :

T∫

0

u2(x)dx < +∞
}
,

avec la norme associée :

‖u‖L2 =




T∫

0

|u(x)|2dx




1
2

.

Soit l’espace des fonctions définie et continue sur [0, T ], i.e,

C[0, T ] = {u : [0, T ]→ R, telle que u continue },

muni sa norme usuelle :
‖u‖∞ = sup

x∈[0,T ]

|u(x)|.

2.1.2 Les valeurs propres de problème linéaire

Nous rappelons d’abord quelques résultats de base consiste les valeur propre du problème
linéaire qui définie comme suivant :




−u′′(x) = λu(x), x ∈ [0, T ],
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,
α ≥ 0, β > 0,

(2.2)
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2.1 Position du problème

Proposition 2.1. Les valeur propre λ pour le problème (2.2) est définie comme :

λk =
(kπ − γ

T

)2

,

si β = 0, alors :

λk =
(kπ
T

)2

, k = 0, 1, ...,

Démonstration - En effet : on résoudre l’équation caractéristique :

−r2 = λ =⇒ r = ∓i
√
λ,

on obtenu la solution de cette problème comme :

u(T ) = C1 cos(
√
λT ) + C2 sin(

√
λT ), C1, C2 ∈ R,

on applique les conditions aux limits on trouve :
{
u(0) = 0

αu(T ) + βu′(T ) = 0
=⇒

{
u(T ) = β sin(

√
λT )

α sin(
√
λT ) + β

√
λ cos(

√
λT ) = 0 (∗)

Soit γ telle que :

cos(γ) =
α√

α2 + β2λ
et sin(γ) =

β
√
λ√

α2 + β2λ
,

si on divise l’équation (∗) sur
√
α2 + β2λ alors on obtient :

(∗) =⇒ α√
α2 + β2λ

sin(
√
λT ) +

β
√
λ√

α2 + β2λ
cos(
√
λT ) = 0

=⇒ cos(γ) sin(
√
λT ) + sin(γ) cos(

√
λT ) = 0

=⇒ sin(γ +
√
λT ) = 0

=⇒ (γ +
√
λT ) = kπ

=⇒ λ = λk =

(
kπ − γ
T

)2

, k = 1, 2, ...,

Dans le cas particulier (où β = 0) :
{
u(0) = 0

αu(T ) = 0
=⇒

{
u(0) = sin(

√
λT ) = 0

sin(
√
λT ) = 0 (∗∗).

Alors d’apres l’équation (∗∗), on a :

(∗∗) =⇒
√
λT = Kπ =⇒ λ = λk = (

kπ

T
)2, k = 1, 2, ...,
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2.2 Construction variationnelle de notre problème

2.1.3 L’hypothése de base

Nous supposons que :

λ > −mλ1

M
, ou m = min

x∈[0,T ]
eG(x),M = max

x∈[0,T ]
eG(x), et G(x) = −

∫ x

0

g(s)ds.

Telle que λ1 est la premiére valeur propre de problème linéaire précedent.

Remarque 2.1. De nombreuses recherches portent sur la recherche de la première valeur propre,
en raison de son importance, et pour plus d’informations, par exemple, voir les références,
[4], [35], [2], et [1].

2.2 Construction variationnelle de notre problème

Pour obtenir la solution faible de le problème on multiple la première équation par eG(x), on
obtient

−(eG(x)u′(x))
′
+ λeG(x)u(x) = eG(x)f(x, u(x)).

Multipliez maintenant par v ∈ H, les deux côtés, on a donc,

−(eG(x)u′(x))
′
v(x) + λeG(x)u(x)v(x) = eG(x)f(x, u(x))v(x). (2.3)

Intégrer (2.3) sur l’intervalle [0, T ], et on utilisant les conditions aux limites,

u(0) = 0, et αu(T ) + βu′(T ) = 0,

on obtient,
∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ T

0

eG(x)u(x)v(x)dx−
p∑

i=1

eG(xi)Ii(u(xi))v(xi) +
α

β
eG(T )u(T )v(T )

=

∫ T

0

eG(x)f(x, u(x))v(x)dx.

Remarque 2.2. on montre que :pour tout u, v ∈ H et x ∈ [0, T ] :

−
∫ T

0

eG(x)u′′(x)v(x) dx =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x) dx−
p∑

i=1

eG(x)Ii

(
u(xi)

)
v(xi) +

α

β
eG(x)u(T )v(T ).

En effet u, v ∈ H1
0 (0, T ), donc on a :

−
∫ T

0

eG(x)u′′(x)v(x) dx = −
∫ x−1

0

eG(x)u′′(x)v(x) dx−...−
∫ x−p

x+p−1

eG(x)u′′(x)v(x) dx−
∫ T

x+p

eG(x)u′′(x)v(x) dx.

En utilisant l’intégration par parties, nous avons

−
∫ x−1

0

eG(x)u′′(x)v(x) dx = −
[
eG(x)u′(x)v(x)

]x−1
0

+

∫ x−1

0

eG(x)u′(x)v′(x) dx

= −eG(x−1 )u′(x−1 )v(x−1 ) + eG(0)u′(0)v(0) +

∫ x−1

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx,
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2.2 Construction variationnelle de notre problème

et en utilisant les conditions aux limites, nous avons

−
∫ x−1

0

eG(x)u′′(x)v(x) dx = −eG(x−1 )u′(x−1 )v(x−1 ) +

∫ x−1

0

eG(x)u′(x)v′(x) dx,

et on a aussi :

−
∫ x−2

x+1

eG(x)u′′(x)v(x) dx = −
[
eG(x)u′(x)v(x)

]x−2
x+1

+

∫ x−2

x+1

eG(x)u′(x)v′(x) dx

= −eG(x−2 u′(x−2 )v(x−2 ) + eG(x+1 )u′(x+
1 )v(x+

1 ) +

∫ x−2

x+1

eG(x)u′(x)v′(x) dx,

jusqu’à

−
∫ x−p

x+p−1

eG(x)u′′(x)v(x) dx = −
[
eG(x)u′(x)v(x)

]x−p
x+p−1

+

∫ x−p

x+p−1

eG(x)u′(x)v′(x) dx

= −eG(x−p )u′(x−p )v(x−p ) + eG(x+p−1)u′(x+
p−1)v(x+

p−1) +

∫ x−p

x+p−1

eG(x)u′(x)v′(x) dx,

et

−
∫ T

x+p

eG(x)u′′(x)v(x) dx = −
[
eG(x)u′(x)v(x)

]T
x+p

+

∫ T

x+p

eG(x)u′(x)v′(x) dx

= −eG(T )u′(T )v(T ) + eG(x+p )u′(x+
p )v(x+

p ) +

∫ T

x+p

eG(x)u′(x)v′(x) dx,

et comme,

∆u′(x1)v(x1) =
(
u′(x+

1 )− u′(x−1 )
)
v(x1), ...,∆u′(xp)v(xp) =

(
u′(x+

p )− u′(x−p )
)
v(xp).

En utilisant la condition impulsive et les conditions aux limites dans le problème, on obtient
donc :

∆u′(x1)v(x1) + ∆u′(x2)v(x2) + ...+ ∆u′(p)v(p) =

p∑

i=1

∆u′(xi)v(xi)

= −
p∑

i=1

Ii

(
u(xi)

)
v(xi),

et comme
αu(T ) + βu′(T ) = 0 =⇒ u′(T ) = −α

β
u(T ).

Alors par substitution on a
∫ x−1

0

eG(x)u′(x)v′(x) dx+

∫ x−2

x+1

eG(x)u′(x)v′(x) dx+

∫ x−p

x+p−1

eG(x)u′(x)v′(x) dx+

∫ T

x+p

eG(x)u′(x)v′(x) dx

=

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x) dx,

enfin, on trouve

−
∫ T

0

eG(x)u′′(x)v(x) dx =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x) dx−
p∑

i=1

eG(x)Ii

(
u(xi)

)
v(xi) +

α

β
eG(x)u(T )v(T ).
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2.2 Construction variationnelle de notre problème

2.2.1 La fonctionnelle d’Euler-Lagrange

Pour tout u ∈ H1
0 (0, T ) on définie la fonctionnelle J par

J(u) =
1

2
A(u, u)−

p∑

i=1

eG(xi)

∫ u(xi)

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(x)F (x, u(x))dx, (2.4)

telle que F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)dx et A est un opérateur définie par,

A(u, v) =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ T

0

eG(x)u(x)v(x)dx+
α

β
eG(T )u(T )v(T ).

Proposition 2.2. La fonctionnelle J est continuement différentiable. La dérivée de Fréchet de J sous la
forme :

〈J ′(u), v〉 =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ T

0

eG(x)u(x)v(x)dx+
α

β
eG(T )u(T )v(T )

−
p∑

i=1

eG(xi)Ii(u(xi))v(xi)−
∫ T

0

eG(x)f(x, u(x))v(x)dx.

(2.5)

Démonstration - Étape 1 : On preuve J est Gâteaux-différentiable pour toute v ∈ H1
0 (0, T ),

nous avons

J(u+ tv)− J(u) =
1

2

[ T∫

0

eG(x)
(

(u+ tv)′
)2

dx+ λ

T∫

0

eG(x)(u+ tv)2dx+
α

β
eG(x)(u+ tv)2

]

−
p∑

i=1

eG(xi)

∫ u+tv

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(x)F (u+ tv)dx− 1

2

[ ∫ T

0

eG(x)(u′)2dx

+ λ

∫ T

0

eG(x)(u)2dx+
α

β
eG(x)(u)2

]
+

p∑

i=1

eG(xi)

∫ u

0

Ii(x)dx+

∫ T

0

eG(x)F (u)dx

J(u+ tv)− J(u) =
t2

2

T∫

0

eG(x)(v′)2dx+ t

T∫

0

eG(x)u′v′dx+ λ
(t2

2

T∫

0

eG(x)(v)2dx+ t

T∫

0

eG(x)uvdx
)

+
α

β
eG(x)

[1

2
t2v2 + tuv

]
−

p∑

i=1

eG(xi)
[ ∫ u+tv

0

Ii(x)dx−
∫ u

0

Ii(x)dx
]

−
T∫

0

eG(x)
[
F (u+ tv)− F (u)

]
dx,

alors d’apres le théorème d’accroissement finis :

F (u+ tv)− F (u) = t

∫ T

0

f(u+ tθv)v dx,
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2.2 Construction variationnelle de notre problème

et ∫ u+tv

0

Ii(x) dx−
∫ u

0

Ii(x) dx = tv(xi)Ii(u(xi) + θv(xi)),

où 0 < θ < T , et puis

J(u+ tv)− J(u) =
t2

2

T∫

0

eG(x)(v′)2dx+ t

T∫

0

eG(x)u′v′dx+ λ
(t2

2

T∫

0

eG(x)(v)2dx+ t

T∫

0

eG(x)uvdx
)

+
α

β
eG(x)

[1

2
t2v2 + tuv

]
−

p∑

i=1

eG(xi)v(xi)t
[
Ii(u(xi) + θv(xi))

]

− t
T∫

0

eG(x)
[
f(u+ tθv)v

]
dx

J(u+ tv)− J(u)

t
=
t

2

T∫

0

eG(x)(v′)2dx+

T∫

0

eG(x)u′v′dx+ λ
( t

2

T∫

0

eG(x)(v)2dx+

T∫

0

eG(x)uvdx
)

+
α

β
eG(x)

[1

2
tv2 + uv

]
−

p∑

i=1

eG(xi)v(xi)
(
Ii(u(xi) + θv(xi))

)

−
T∫

0

eG(x)
(
f(u+ tθv)v

)
dx.

Soit t −→ 0, alors :

〈J ′(u), v〉 =

∫ T

0

eG(x)u′v′dx+ λ

∫ T

0

eG(x)uvdx+
α

β
eG(x)uv −

p∑

i=1

eG(xi)Ii(u)v −
∫ T

0

eG(x)f(x, u)vdx.

Étape2 : On montre que J ′ est continue, alors soit (un) ⊂ H1
0 (0, T ) avec un → u, quand n→ +∞,

donc par le théorème de convergence dominé de lebeusge on obtient :

lim
n→+∞

∫ T

0

eG(tx)u′n(x)v′(x)dx =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx,

et

lim
n→+∞

λ

∫ T

0

eG(x)un(x)v(x)dx = λ

∫ T

0

eG(x)u(x)v(x)dx,

lim
n→+∞

∫ T

0

eG(x)f(x, un(x))v(x)dx =

∫ T

0

eG(x)f(x, u(x))v(x)dx,
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2.2 Construction variationnelle de notre problème

par conséquent, nous avons pour tout v ∈ H1
0 (0, T ) :

〈J ′(un)− J ′(u), v〉 =

T∫

0

eG(x)u′nv
′dx+ λ

T∫

0

eG(x)unvdx+
α

β
eG(x)unv −

p∑

i=1

eG(xi)Ii(un)v −
∫ T

0

eG(x)f(x, un)vdx

−
T∫

0

eG(x)u′v′dx− λ
T∫

0

eG(x)uvdx− α

β
eG(x)uv +

p∑

i=1

eG(xi)Ii(u)v +

∫ T

0

eG(x)f(x, u)vdx

=

T∫

0

(u′n − u′)v′dx+

T∫

0

(un − u)vdx+
α

β
eG(x)(un − u)v −

p∑

i=1

eG(xi)Ii(un − u)v

−
∫ T

0

eG(x)f(x, un − u)vdx,

et d’aprés la continuté de f en passe a la limite 〈J ′(un)−J ′(u), v〉, quand n→ +∞, nous obtenons
que J ′(un)→ J ′(u), quand n→ +∞. Donc J ′ est continue.

Définition 2.1. On dit que u ∈ H1
0 (0, T ) est une solution faible du problème étudie , si pour tout

v ∈ H1
0 (0, T ), on a

〈J ′(u), v〉 =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ T

0

eG(x)u(x)v(x)dx+
α

β
eG(T )u(T )v(T )−

p∑

i=1

eG(xi)Ii(u(xi))v(xi)

−
∫ T

0

eG(x)f(x, u(x))v(x)dx = 0.

2.2.2 Solution classique et faible

Lemme 2.1. [35] Si u ∈ H est une solution faible de notre problème, alors u est une solution classique .

Démonstration - Par la définitions de la solution faible

〈J ′(u), v〉 = 0

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ T

0

eG(x)u(x)v(x)dx+
α

β
eG(T )u(T )v(T )−

p∑

i=1

eG(xi)Ii(u(xi))v(xi)

−
∫ T

0

eG(x)f(x, u(x))v(x)dx = 0.

(2.6)

Pour i ∈ {0, 1, 2, . . . p}, on choisit v ∈ H avec v(x) = 0 pour chaque x ∈ [0, xi]∪ [xi+1, T ]. Ensuite
nous avons :

∫ xi+1

xi

eG(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ xi+1

xi

eG(x)u(x)v(x)dx =

∫ xi+1

xi

eG(x)f(x, u(x))v(x)dx.

L’exprission au dessus implique :
∫ xi+1

xi

(
− (eG(x)u′(x))′ + λeG(x)u(x)− eG(x)f(x, u(x))

)
v(x)dx = 0
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2.2 Construction variationnelle de notre problème

Par la définition de la dérivée faible,on trouve :

−(eG(x)u′(x))
′
+ λeG(x)u(x) = eG(x)f(x, u(x)), p.p x ∈ (xi, xi+1). (2.7)

i.e.
−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = f(x, u), p.p x ∈ (xi, xi+1).

Il reste de montre que u satisfait la conditions aux limite et impulsive dans la premiére équation
que nous avons étudie on multiple par v ∈ H, v(T ) = 0 et intégrer entre 0 et T alors l’équation
(2.6) implique que :

∫ T

0

(
(eG(x)u′(x))

′
+ λ

∫ T

0

eG(x)u(x)−
∫ T

0

eG(x)f(x, u)
)
v(x)dx−

p∑

i=1

eG(xi)Ii(u(xi))v(xi) = 0

=⇒
p∑

i=1

eG(xi)Ii(u)v = 0.

Alors on fait des étapes pour obtenue le résultat :

p∑

i=0

∫ xi+1

xi

eG(x)u′(x)v′(x)dx+λ

∫ T

0

eG(x)u(x)dx−
∫ T

0

eG(x)f(x, u(x))dx−
p∑

i=1

eG(xi)Ii(u(xi))v(xi) = 0,

en utilise l’intégration par partie sur :

p∑

i=0

∫ xi+1

xi

eG(x)u′(x)v′(x)dx,

On trouve donc,

p∑

i=0

∫ xi+1

xi

eG(x)u′(x)v′(x)dx =

∫ x−1

0

eG(x)u′(x)
′
v′(x)dx+

∫ T

x+p

eG(x)u′(x)
′
v′(x)dx+

p−1∑

i=1

∫ x−i+1

x+i

eG(x)u′(x)v′(x)dx

= −
∫ x−1

0

eG(x)
(
u′(x)

)′
v(x)dx+ eG(x−1 )u′(x−1 )v(x−1 )−

∫ T

x+p

eG(x)
(
u′(x)

)′
v(x)dx

− eG(x+p )u′(x+
p )v(x+

p ) +

p−1∑

i=1

[
−
∫ x−i+1

x+i

eG(x)
(
u′(x)

)′
dx+ eG(x−i+1)u′(x−i+1)v(x−i+1)

− eG(xi)
+

u′(x+
i )v(x+

i )
]

= eG(x1)u′(x−1 )v(x−1 )− eG(xp)+u′(x+
p )v(x+

p ) +

p−1∑

i=1

[
eG(x−i+1)u′(x−i+1)v(x−i+1)

− eG(x+i )u′(x+
i )v(x+

i )
]
−

p∑

i=1

eG(xi)Ii(u(xi))v(xi) = 0.

Pour simplifier on pose :ai = eG(xi)v(xi)

= [a2u
′(x−2 )− a1u(x+

1 )] + [a3u
′(x−3 )− a2u(x+

2 )] + ...+ [a1u
′(x−1 )− apu(x+

p )] = 0

= −a1∆u′(x1)− a2∆u′(x2)− a3∆u′(x3)− ...− ap∆u′(xp) = 0
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−
p∑

i=1

ai∆u
′(xi) = 0,

alors on obtient

−
p∑

i=1

∆(eG(xi)u′(xi))v(xi) =

p∑

i=1

(eG(xi)I(xi))v(xi).

Donc, on a :
−∆u′(xi) = Ii(u(xi)), i = 1, 2, . . . , p,

par suite u satisfait les conditions impulsives et aussi les conditions aux limits :

u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0.

Enfin, en résulte que u est une solution classique de notre problème.

Remarque 2.3. Puisque le terme non linéaire f est continue, alors une solution faible du pro-
blème (2.1) est une solution classique.

2.3 Quelques lemmes nécessaires

Lemme 2.2. [35] H1
0 (0, T ) s’injecte de manière continue dans C[0, T ], i.e., Il existe δ > 0 tel que si

u ∈ H , alors

‖u‖∞ ≤ δ‖u‖,
où ‖u‖∞ = max

x∈[0,T ]
|u(x)|.

Démonstration - Pour tout u ∈ H1
0 (0, T ), et d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

|u(x)| = |
∫ x

0

u′(s)ds|

≤
∫ x

0

|u′(s)|ds ≤
∫ T

0

|u′(x)|dx

≤
(∫ T

0

1

eG(x)
dx
)1/2(∫ T

0

eG(t)|u′(x)|2dx
)1/2

≤
√
T

m
‖u‖.

D’où,

‖u‖∞ ≤
√
T

m
‖u‖.

Ainsi, nous pouvons choisir δ =

√
T

m
telle que le lemme soit vérifié.

Remarque 2.4. On sait que l’injection canonique de H1
0 (0, T ) dans C(0, T ), est compact d’apres

le théorème de Rellich ( voir chapitre 1), et on a




un ⇀ u, dans H1
0 (0, T ),

un → u, dans C[0, T ],
un(x)→ u(x), p.p dans (0, T ).
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Lemme 2.3. L’injection de H1
0 (0, T ) dans l’espace L2(0, T ) est continue.

Démonstration - Soit u ∈ H , on a d’apres lemme 2.2

|u(x)|2 ≤ T

m
‖u‖2

∫ T

0

|u(x)|2dx ≤ T

m

∫ T

0

‖u‖2dx

∫ T

0

|u(x)|2dx ≤ T

m
‖u‖2

∫ T

0

dx

∫ T

0

|u(x)|2dx ≤ T 2

m
‖u‖2.

Alors

‖u‖L2 =

(∫ T

0

|u(x)|2dx
)1/2

≤ T√
m
‖u‖.

Remarque 2.5. la norme dans l’espace H et de l’espace usuelle H1
0 (0, T ) sont équivalentes, i.e, :

il exist α, β ∈ R, telles que :

α‖u‖H1
0 (0,T ) ≤ ‖u‖ ≤ β‖u‖H1

0 (0,T ),

où : ‖u‖H1
0 (0,T ) =

(∫ T

0

(u′(x))2dx
) 1

2
.

Démonstration - Soit m = min
x∈[0,T ]

eG(x),M = max
x∈[0,T ]

eG(x), pour tout u′ ∈ H on a :

m ≤ eG(x) ≤M

m(u′(x))2 ≤ eG(x)(u′(x))2 ≤M(u′(x))2,

on intégre chaques membres :

m

∫ T

0

(u′(x))2dx ≤
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx ≤M

∫ T

0

(u′(x))2dx,

alors on trouve le résultat :

m‖u‖2
H1

0 (0,T ) ≤ ‖u‖2 ≤M‖u‖2
H1

0 (0,T ).

Lemme 2.4. [35] Il existe deux constantes θ2 > θ1 > 0 telles que si u ∈ H , alors

θ1‖u‖2 ≤ A(u, u) ≤ θ2‖u‖2.
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Démonstration - Premiérement lorsque λ ≥ 0, on obtient les résultats suivants par lemme 2.3

A(u, u) =

∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+ λ

∫ T

0

eG(x)(u(x))2dx+
α

β
eG(T )u2(T )

≤
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+ λM

∫ T

0

(u(x))2dx+
α

β
eG(T )u2(T )

≤
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+
λM

λ1

∫ T

0

eG(x)

m
(u′(x))2dx+

α

β
eG(T )u2(T )

≤ (1 +
λM

λ1m
)

∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+
Mα

β
‖u(x)‖2

∞

≤ (1 +
λM

λ1m
+
Mαδ2

β
)‖u‖2.

et

A(u, u) =

∫ T

0

eG(t)(u′(x))2dx+ λ

∫ T

0

eG(x)(u(x))2dx+
α

β
eG(T )u2(T )

≥
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx

= ‖u‖2.

ainsi ,θ1 = 1, θ2 = 1 +
λM

λ1m
+
Mαδ2

β
.

Deuxiément lorsque 0 > λ > −mλ1/M , en utilisant lemme 2.3 (l’inégalité de Poincaré), on a

A(u, u) =

∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+ λ

∫ T

0

eG(x)(u(x))2dx+
α

β
eG(T )u2(T )

≥
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+ λ

∫ T

0

eG(x)(u(x))2dx

≥
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+ λM

∫ T

0

(u(x))2dx

≥
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+
λM

λ1

∫ T

0

(u′(x))2dx

≥
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+
λM

λ1m

∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx

= (1 +
λM

λ1m
)‖u‖2,

et

A(u, u) =

∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+ λ

∫ T

0

eG(x)(u(x))2dx+
α

β
eG(T )u2(T )

≤
∫ T

0

eG(x)(u′(x))2dx+
α

β
eG(T )u2(T )

≤ (1 +
Mαδ2

β
)‖u‖2,
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ainsi, θ1 = 1 +
λM

λ1m
, θ2 = 1 +

Mαδ2

β
.

Lemme 2.5. [35] La fonctionnelle J est continue, et faiblement semi-continue inférieurement.

Démonstration - Par la continuité de f et Ii (i = 1, 2, . . . , p), il est facile de vérifier que la
fonctionnelle J est continue, continûment différentiable (voir preuve de proposition 2.2). Pour
montrer que J est faiblement semi-continue inférieurement, soit {un} une suite convergente
faiblement vers u dans H , alors d’après (f.s.c.i) de la norme (voir exemple 1.1 dans chapitre 1),
on a

‖u‖ ≤ lim inf
n→∞

‖un‖,

et comme {un} converge uniformément vers u dans [0, T ] (d’apres l’injection compacte de
H1

0 (0, T ) dans C[0, T ]), donc quand, n→∞, nous avons

lim inf
n→∞

J(un) = lim inf
n→∞

(1

2
‖un‖2 +

λ

2

∫ T

0

eG(x)(un(x))2dx+
α

2β
eG(T )u2

n(T )

−
∫ T

0

eG(x)F (x, un)dx−
p∑

i=1

eG(xi)

∫ un(xi)

0

Ii(x)dx
)

≥ 1

2
‖u‖2 +

λ

2

∫ T

0

eG(x)(u(x))2dx+
α

2β
eG(T )u2(T )

−
∫ T

0

eG(x)F (x, u)dx−
p∑

i=1

eG(xi)

∫ u(xi)

0

Ii(x)dx

= J(u).

Ainsi, par Définition (1.12), J est faiblement semi-continue inférieurement.

2.3.1 Théorème de minimisation

Théorème 2.1. [15] : Soient X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X , telle
que

1. lim
‖x‖−→+∞

J(x) = +∞ ( coercivité uniforme)

2. J est (f.s.c.i),

alors J est bornée inférieurement sur X et atteint sa borne inférieure en un point x0. De plus, si J est
Gâteaux différentiable en x0, alors Grad J(x0) = 0.

2.4 Les résultats principaux d’existences

Nous établissons maintenant nos résultats d’existence dans les deux theorémes suivant.
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2.4.1 Première résultat d’existence

Théorème 2.2. [35] Supposons que λ > −mλ1

M
, f et Ii, (i = 1, 2, . . . , p) soient bornés, et de plus

f(x, 0) 6≡ 0, alors l’équation (2.1) admet au moins une solution classique.

Démonstration - Soit C > 0, Ci > 0, i = 1, 2, . . . , p, telle que

|f(x, u)| ≤ C, |F (x, u) ≤ C|u| ∀(x, u) ∈ [0, T ]× R,
|Ii(u)| ≤ Ci, ∀(x, u) ∈ [0, T ]× R, i = 1, 2, . . . , p.

Pour tout u ∈ H, et par les deux lemmes 2.4 et 2.2, on a :

J(u) =
1

2
A(u, u)−

p∑

i=1

eG(xi)

∫ u(xi)

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(x)F (x, u(x))dx

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −

p∑

i=1

eG(xi)

∫ u(xi)

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(x)F (x, u(x))dx

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −

p∑

i=1

eG(xi)Ci|u(xi)| −
∫ T

0

eG(x)F (x, u(x))dx

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −

p∑

i=1

eG(xi)Ci|u(xi)| − CM
∫ T

0

|u(x)|dx

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −

p∑

i=1

eG(xi)Ci‖u‖∞ − CMT‖u‖∞

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −M

p∑

i=1

Ci‖u‖∞ − CMT‖u‖∞

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −M

p∑

i=1

Ciδ‖u‖ − CMTδ‖u‖,

ce qui implique que lim inf
‖u‖→∞

J(u) = +∞, donc J est coercive.

Ainsi J admet un minimum, qui est un point critique de J , alors le problème (2.1) admet au
moins une solution.

Exemple 2.1. On prend T > 0, x1 ∈ (0, T ), g(x) = x, a(x), b(x) ∈ C([0, T ],R), c ∈ R, α ≥ 0,
β > 0. On Considère l’équation




−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = a(x) sinu(x) + b(x), p.p x ∈ [0, T ],
−∆u′(x1) = c cosu(x1),
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,

(2.8)

quand λ =
−mλ1

M
> −eT 2/2λ1, d’après le théorème 2.2, alors l’équation (2.8) admet une solution

.
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2.4.2 Deuxième résultat d’existence

De manière analogue on a le résultat suivant :

Théorème 2.3. [35] Supposons que λ > −mλ1/M, f et Ii (i = 1, 2, . . . , p), satisfait les conditions
sous-linéaire, et de plus f(x, 0) 6≡ 0, alors (2.1) admet au moins une solution classique.

Démonstration - Comme (fx, 0) 6≡ 0 il ya a > 0, δ1 ≤ 1 et, ∀(x, u) ∈ [0, T ]× R

|f(x, u)| ≤ a, |u| ≤ δ1 ≤ 1, ∀x ∈ [0, T ], (2.9)

et b > 0, δ2 ≥ 1, et γ ∈ [0, 1), alors d’apres la sous linéarité on a :

|f(x, u)| ≤ b|u|γ, |u| ≥ δ2 ≥ 1, ∀x ∈ [0, T ], (2.10)

alors on trouve d’apres (2.9) et (2.10)

|f(x, u)| ≤ a+ b|u|γ, ∀(x, u) ∈ [0, T ]× R. (2.11)

De la même manière avec Ii(u), on prend ai, bi > 0, δ1i ≤ 1, δ2i ≥ 1 et γi,∈ [0, 1) , i =
1, 2, . . . , p, on trouve :

|Ii(u)| ≤ ai + bi|u|γi , ∀(x, u) ∈ [0, T ]× R. (2.12)

En utilisant lemme 2.2 et 2.4 et les mêmes méthodes que dans la preuve ci-dessus,

J(u) ≥ 1

2
θ1‖u‖2 −

p∑

i=1

eG(xi)(ai|u|+
bi

γi + 1
|u|γi+1)−

∫ T

0

eG(x)(a|u|+ b

γ + 1
|u|γ+1)

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −M

p∑

i=1

(ai‖u‖∞ +
bi

γi + 1
‖u‖γi+1

∞ )−MT (a‖u‖∞ +
b

γ + 1
‖u‖γ+1

∞ )

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −Mδ

p∑

i=1

(ai‖u‖+
bi

γi + 1
‖u‖γi+1)−MTδ(a‖u‖+

b

γ + 1
‖u‖γ+1),

et comme −‖u‖ ≥ −|u‖γ+1 alors :

≥ 1

2
θ1‖u‖2 − ‖u‖γ+1

[
Mδ

p∑

i=1

(ai +
bi

γi + 1
) +MTδ(a+

b

γ + 1
)
]
,

alors enfin Il existe η > 0 telle que

J(u) ≥ 1

2
θ1‖u‖2 − η‖u‖γ+1,

avec :

η = Mδ

p∑

i=1

(ai +
bi

γi + 1
) +MTδ(a+

b

γ + 1
).

Ce qui implique que lim inf
‖u‖→∞

J(u) = +∞, ainsi J est coercive. Ainsi, d’après Lemme 2.7, et Théo-

rème 1.1, (voir [15]), J admet un minimum, qui est un point critique de J , alors (2.1) admet au
moins une solution.
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Exemple 2.2. On prend T > 0, x1 ∈ (0, T ), g(x) = x,, a(x), b(x) ∈ C([0, T ],R), c, d ∈ R, α ≥ 0,
β > 0. On Considère l’équation :




−u′′(t) + λu(x) + g(x)u′(x) = a(x) 3

√
u(x) + b(x) sinu(x), p.p x ∈ [0, T ],

−∆u′(x1) = c 5
√
u(x1) + d cosu(x1),

u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,

(2.13)

Si on prend λ = −mλ1

M
> −eT 2/2λ1, alors d’après le théorème 2.3, l’équation (2.13) admet une

solution.
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CHAPITRE 3

ÉTUDE LA MULTIPLICITÉ DES SOLUTIONS
D’UN PROBLÈME AUX LIMITES DE SECOND

ORDRE IMPULSIF AVEC DÉPENDANCE DE
DÉRIVÉE.
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3.3 Les résultats d’existences et multiplicités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.1 L’existence et multiplicités par lemme de Col . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3.2 L’existence d’infinité des solutions par théorème de point selle . . . . . . . 38

Dans le dernier chapitre, nous discutons la multiplicité des solu-
tions pour une classe d’équations de second ordre impulsive par le lemme du
Col et théorème de point selle. Pour obtenir nos résultats, nous choisissons
comme exemple l’article [35] qui a été publié par les auteurs JIAN LIU, ZENG-
QIN ZHAO en 2014. C’est un bon exemple pour étudie la multiplicité des solu-
tions à un problème aux limites de second ordre impulsif .

3.1 Introduction

Nous considérons le même problème précédent (2.1),



−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = f(x, u(x)), p.p x ∈ [0, T ].
−∆u′(xi) = Ii(u(xi)), i = 1, 2, ..., p,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,

où λ est un paramètre, T > 0, g ∈ C[0, T ], f ∈ C([0, T ]) et Ii : R → R, i = 1, 2, . . . , p, sont
continus, 0 = x0 < x1 < · · · < xp < xp+1 = T , ∆u′(xi) = u′(x+

i )−u′(x−i ) = lim
x→x+i

u′(x)− lim
x→x−i

u′(x),

α ≥ 0, β > 0 (où β = 0).
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3.2 Quelque lemmes utilisée

Lemme 3.1. (Lemme du col de montagne).[35], [19]
Soient E un espace de Banach et J ∈ C1(E,R) satisfont la condition de Palais-Smale. Supposons qu’il
existe x0, x1 ∈ E, et un voisinage ouvert borné Ω de x0 tel que x1 6∈ Ω et

max{J(x0), J(x1)} < inf
x∈∂Ω

J(x).

Alors il existe une valeur critique de J ; c’est-à-dire qu’il existe u ∈ E tel que J ′(u) = 0 et J(u) >
max{J(x0), J(x1)}.
Lemme 3.2. (le théorème du point selle).[35]
Soit E un espace de Banach réel de dimension infinie. Soit J ∈ C1(E,R) une fonctionnelle paire qui
vérifie la condition de Palais-Smale, et J(0) = 0. Supposons que E = V ⊕ X , où V est de dimension
infinie, et J satisfait que

(i) il existe γ > 0 et ρ > 0 tels que J(u) ≥ γ pour tout u ∈ X avec ‖u‖ = ρ,
(ii) pour tout sous-espace de dimension finie W ⊂ E il y a R = R(W ) telle que J(u) ≤ 0 on

W \BR(W ).
Alors J possède une suite illimitée de valeurs critiques.

Lemme 3.3. [35] Pour la fonctionnelle F : M ⊆ X → [−∞,+∞] avec M 6= ∅, min
u∈M

F (u) = α a une

solution lorsque les conditions suivantes sont remplies :
(i) X est un véritable espace de Banach réflexif ,

(ii) M est borné et faiblement fermé séquentiellement, c’est-à-dire que, par définition, pour chaque suite
un dans M telle que un ⇀ u comme n→∞, on a toujours u ∈M ,

(iii) F est semi-continu séquentiellement inférieur faible sur M .

Théorème 3.1 (théorème de Mazur). [15] Si uk est une suite dans un espace normé X tel que
uk ⇀ u, il existe une suite de combinaisons convexes :

vk =
k∑

i=1

αkiui,
k∑

i=i

αki = 1, αki ≥ 0 (k ∈ N∗),

tel que vk −→ u in X .

3.2.1 Condition d’Ambrosetti-Rabinowitz

Le rôle de Ambrosetti-Rabinowitz est d’assurer la bornité des suites de Palais-Smale de
la fonctionnelle d’Euler-Lagrange .Ceci est très crucial dans les applications de la théorie des
points critiques. Cependant, bien que (AR) une condition tout à fait naturelle, elle est quelque
peu restrictive et élimine de nombreuses non-linéarités.
Maintenant, nous introduisons la condition de (AR) bien connue :

Définition 3.1. Soit E un espace Banach et J : E → R une fonctionnelle de classe C1(E,R). On
dit que J satisfait la condition de (AR), s’il existe µ > 2 et r > 0 tels que

0 < µF (x, u) ≤ f(x, u)u, ∀u ∈ R \ {0}, x ∈ [0, T ].

La condition de (AR) est pratique non seulement pour s’assurer que la suite de Palais-Smale de
la fonctionnelle J est bornée mais aussi pour garantir que la fonctionnelle J a une géométrie du
col de montagne.
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3.3 Les résultats d’existences et multiplicités

Nous rapellons d’abord la fonction d’Euler-Lagrange associée au problème (2.1)

J(u) =
1

2
A(u, u)−

p∑

i=1

eG(xi)

∫ u(xi)

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(x)F (x, u(x))dx, (3.1)

telle que F (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)dx et A est un opérateur définie par,

A(u, v) =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ T

0

eG(x)u(x)v(x)dx+
α

β
eG(T )u(T )v(T ).

Proposition 3.1. la fonctionnelle J est continuement différentiable. La dérivée de Fréchet de J sous la
forme :

〈J ′(u), v〉 =

∫ T

0

eG(x)u′(x)v′(x)dx+ λ

∫ T

0

eG(x)u(x)v(x)dx+
α

β
eG(T )u(T )v(T )

−
p∑

i=1

eG(xi)Ii(u(xi))v(xi)−
∫ T

0

eG(x)f(x, u(x))v(x)dx.

(3.2)

3.3.1 L’existence et multiplicités par lemme du Col

Théorème 3.2. [35] Supposons que la condition (AR) soit satisfaite, λ > −mλ1/M, et qu’il existe
δi > 0, µ > 2, i = 1, 2, . . . p, telle que

∫ u

0

Ii(x)dx ≤ δi|u|µ, Ii(u)u ≥ µ

∫ u

0

Ii(x)dx > 0, u ∈ R \ {0}.

Alors le problème impulsif admet au moins deux solutions classiques.

Pour preuver le théorème nous besoin à les deux lemmes suivant

Lemme 3.4. [35] Supposons que la condition de (AR) soit vérifiée. De plus, nous supposons

Ii(u)u ≥ µ

∫ u

0

Ii(x)dx, u ∈ R \ {0}.

Alors la fonctionnelle J satisfait la condition de Palais-Smale.

Démonstration - Montrons que la fonctionnelle J satisfait la conditions de (PS).
Soit {uk} une suite dans H telle que J(uk) soit bornée et J ′(uk) → 0, comme k → +∞, alors
nous prouvons que {uk} possède une sous-suite convergente fortement dans H.
Montrons d’abord que {uk} est bornée.
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Par la condition d’(AR) et Ii(u)u ≥ µ

∫ u

0

Ii(x)dx, nous avons

µJ(uk)− J ′(uk)uk =
µ

2
A(uk, uk)− µ

p∑

i=1

eG(xi)

∫ uk(xi)

0

Ii(x)dx− µ
∫ T

0

eG(x)F (x, uk)dx

− A(uk, uk) +

p∑

i=1

eG(xi)Ii(uk(xi))uk(xi) +

∫ T

0

eG(x)f(x, uk)ukdx

= (
µ

2
− 1)A(uk, uk)− µ

p∑

i=1

eG(xi)

∫ uk(xi)

0

Ii(x)dx+

p∑

i=1

eG(xi)Ii(uk(xi))uk(xi)

− µ
∫ T

0

eG(x)F (x, uk)dx+

∫ T

0

eG(x)f(x, uk)ukdx

= (
µ

2
− 1)A(uk, uk)−

p∑

i=1

eG(xi)
(
µ

∫ uk(xi)

0

Ii(x)dx− Ii(uk(xi))uk(xi)
)

−
∫ T

0

eG(x)
(
µF (x, uk)dx− f(x, uk)ukdx

)
.

Alors d’apres la condition d’Ambrosetti-Rabinowitz et lemme 2.4 on obtenue :

µJ(uk)− J ′(uk)uk ≥ (
µ

2
− 1)θ1‖uk‖2 + C1 + C2

≥ (
µ

2
− 1)θ1‖uk‖2.

Où :

C1 =

p∑

i=1

eG(xi)
(
µ

∫ uk(xi)

0

Ii(x)dx− Ii(uk(xi))uk(xi)
)
,

et

C2 =

∫ T

0

eG(x)
(
µF (x, uk)dx− f(x, uk)ukdx

)
.

Ce qui implique que {uk} est bornée.
Il existe donc une sous-suite de {uk} (notée à nouveau par simplicité {uk} ), telle que {uk}
converge faiblement vers un certain u dans H , alors le la suite {uk} converge uniformément
vers u dans [0, T ]. Ainsi

(J ′(uk)− J ′(u))(uk − u)→ 0,
∫ T

0

eG(x)(F (x, u)− f(x, u))(uk − u)dx→ 0,

[Ii(uk(xi))− Ii(u(xi))](uk(xi)− u(xi))→ 0,
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comme k → +∞. Ainsi on a

(J ′(uk)− J ′(u))(uk − u)

= J ′(uk)(uk − u)− J ′(u)(uk − u)

=

∫ T

0

eG(x)(u′k(x)− u′(x))2dx+ λ

∫ T

0

eG(x)(uk(x)− u(x))2dx+
α

β
(uk(T )− u(T ))2

−
p∑

i=1

eG(xi)[Ii(uk(xi))− Ii(u(xi))](uk(xi)− u(xi))

−
∫ T

0

eG(x)(f(x, uk)− f(x, u))(uk(x)− u(x))dx

= A(uk(x)− u(x), uk(x)− u(x))−
p∑

i=1

eG(xi)[Ii(uk(xi))

− Ii(u(xi))](uk(xi)− u(xi))−
∫ T

0

eG(x)(f(x, uk)− f(x, u))(uk(x)− u(x))dx

≥ θ1‖uk − u‖2 −
p∑

i=1

eG(xi)[Ii(uk)(xi)− Ii(u(xi))](uk(xi)− u(xi))

−
∫ T

0

eG(x)(f(x, uk)− f(x, u))(uk(x)− u(x))dx,

alors ‖uk − u‖ → 0 pour k → +∞. C’est-a-dire {uk} converges fortement u dans H .Alors la
fonctionnelle J satisfait (PS).

Lemme 3.5. [35] Soit M̄ = max
x∈[0,T ],|u|=1

F (x, u), m̄ = min
x∈[0,T ],|u|=1

F (x, u). Supposons que la condition

de (AR) soit vérifiée. Alors, pour tout x ∈ [0, T ], les inégalités suivantes sont vérifiées.

(i) F (x, u) ≤ M̄ |u|µ, si |u| < 1,

(ii) Pour tout sous-espace de dimension finie W ∈ H et tout u ∈ W , il existe des constantes A,B > 0,

telles que
∫ T

0

F (x, u)dx ≥ m̄Bµ‖u‖µ − AT .

Démonstration - On suppose que les conditions de (AR) soit vérifiée, alors pour tout x ∈
[0, T ], on a

0 < µF (x, u) ≤ f(x, u)u, ∀u ∈ R \ {0}, x ∈ [0, T ].

Si |u| ≥ 1 alors, on intégre entre 1 et |u|,
∫ |u|

1

µ

s
ds ≤

∫ |u|

1

f(x, s)

F (x, s)
ds

ln |u|µ − ln(1)µ ≤ lnF (x, |u|)− lnF (x, 1)

ln |u|µ ≤ ln
(F (x, |u|)
F (x, 1)

)

F (x, |u|) ≥ F (x, 1)|u|µ.
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Si |u| ≤ 1

∫

[

|u|1µ
s
ds ≤

∫ 1

|u|

f(x, s)

F (x, s)
ds

− ln |u|µ ≤ lnF (x, 1)− lnF (x, |u|)
1

|u|µ ≤
F (x, 1)

F (x, |u|)
F (x, |u|) ≤ F (x, 1)|u|µ.

Alors, on trouve les deux inégalités

F (x, u) ≤ F (x, 1)|u|µ si 0 < |u| ≤ 1,

F (x, u) ≥ F (x, 1)|u|µ si |u| ≥ 1,

en utilisant les hypothèses, on obtient :

F (x, u) ≤ M̄ |u|µ si |u| ≤ 1. (3.3)

F (x, u) ≥ m̄|u|µ si|u| ≥ 1. (3.4)

Comme les réeles, M̄ > 0 et m̄ > 0, et depuis F (x, u) − m̄|u|µ est une fonction continue sur
[0, T ]× [−1, 1], donc, il existe une constante A > 0 telle que

F (x, u) ≥ m̄|u|µ − A ∀(x, u) ∈ [0, T ]× [−1, 1], (3.5)

Par intégration l’équations (3.5) sur [0, T ], on trouve :

F (x, u) ≥ m̄|u|µ − A ∀(x, u) ∈ [0, T ]× R. (3.6)

Il est bien connu que pour tout sous-espace de dimension finie W ⊂ H1
0 (0, T ) et tout u ∈ W, il

existe une constante B > 0 telle que

‖u‖p =
(∫ T

0

|u(x)|pdx
) 1
p ≥ B‖u‖, p ≥ 1.

Alors, pour tout u ∈ W, et d’après (3.6) il exists une constante B > 0, telle que

∫ T

0

F (x, u(x))dx ≥ m̄‖u‖µµ − AT

≥ m̄Bµ‖u‖µ − AT.

Remarque 3.1. Il ya une autre démonstration base sur variation de la fonction

(0,+∞) 3 ξ 7→ F (x, uξ−1)ξµ.

Pour plus détait voir l’article [32]
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Démonstration - (du théorème 3.2).
Étape1 : Nous allons montrer qu’il existe ρ > 0 tel que la fonctionnelle J possède un minimum
local

u0 ∈ Bρ = {u ∈ H : ‖u‖ < ρ}.
Nous affirmons que Bρ est bornée et faiblement fermé séquentiellement.
En fait, soit {un} ⊆ Bρ et {un}⇀ u comme n −→∞. Par théorème de Mazur, il existe une suite
de combinaisons convexes

vn =
n∑

j=1

αnjuj,
n∑

j=1

αnj = 1, αnj ≥ 0, j ∈ N

tel que vn −→ u dans H . {vn} ⊂ Bρ et u ∈ Bρ, depuis Bρ est un ensemble convexe fermé.

Notant que J est une fonctionnelle faiblement semi-continue inférieurement séquentielle-
ment sur Bρ et que H est un espace de Banach réflexif. Alors par le lemme 2.2 nous pouvons
savoir que J a un minimum local u0 ∈ Bρ, c’est-à-dire J(u0) = min

u∈Bρ
J(u).

Dans la suite, nous allons montrer que J(u0) < inf
u∈∂Bρ

J(u).

Choisissez ρ suffisamment petit pour que

θ1

2
ρ2 −M

p∑

i=1

δiρ
µ −MM̄ρµδµT > 0.

Pour tout u = ρω, ω ∈ H avec ‖ω‖ = 1 on a ‖u‖ = ‖ρω‖ = ρ‖ω‖ = ρ, ainsi u ∈ ∂Bρ. D’après le
lemme 2.4 et (i) du lemme 3.5, on a

J(u) = J(ρω)

=
1

2
A(ρω, ρω)−

p∑

i=1

eG(xi)

∫ ρω(xi)

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(x)F (x, ρω(x))dx

≥ θ1

2
ρ2 −

p∑

i=1

eG(xi)

∫ ρω(xi)

0

Ii(x)dx−M
∫ T

0

M̄ |ρω|µdx

≥ θ1

2
ρ2 −M

p∑

i=1

δi|ρω|µ −MM̄ρµ
∫ T

0

|ω|µdx

≥ θ1

2
ρ2 −M

p∑

i=1

δiρ
µ −MM̄ρµδµT,

on obtient ainsi J(u) > 0 = J(0) ≥ J(u0) pour u ∈ ∂Bρ, ce qui implique J(u0) < inf
u∈∂Bρ

J(u).

Étape2 : Nous allons montrer qu’il existe u1 avec ‖u‖ > ρ, tel que J(u1) < inf
u∈∂Bρ

J(u). D’après le

lemme 2.4, la condition de croissance sous-linéairité de Ii, i = 1, 2 . . . , p, et (ii) du lemme 3.5,
on a

J(u) =
1

2
A(u, u)−

p∑

i=1

eG(xi)

∫ u(xi)

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(x)F (x, u(x))dx

≤ 1

2
θ2‖u‖2 −m(m̄Bµ‖u‖µ − AT ) ≤ 0.
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Par conséquent, nous pouvons choisir u1 avec ‖u1‖ suffisamment grand pour que J(u1) < 0.
Ensuite nous avons

max{J(u0), J(u1)} < inf
u∈∂Bρ

J(u).

montre que u satisfait la condition de Palais-smale. Ainsi, d’après le lemme 3.1 il existe un point
critique û. Donc, u0 et û sont deux points critiques de J , et ce sont aussi des solutions classiques
de notre problème (2.1)

Exemple 3.1. prendre T > 0, x1 ∈ (0, T ), g(x) = x, a(x) ∈ C([0, T ], (0,+∞)), c > 0, µ = 3,
δ1 = 1/6, α ≥ 0, β > 0. On considére le problème





−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = 2a(x)(eu
2 − e−u2)u5 + 4a(x)(eu

2 − e−u2)u3,
p.p x ∈ [0, T ],
−∆u′(t1) = cu5(x1),
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,

(3.7)

où λ = −mλ1

M
> −eT 2/2λ1, alors, selon le théorème 3.2, l’équation (3.7) a au moins deux solu-

tions classiques.

Remarque 3.2. Étude de l’existence et de la multiplicité des solutions utilisant le lemme du
col pour certaines problémes aux limites, que ce soit sur un domaine borné ou non, est en
diffusion chez de nombreux chercheurs, où supposons que le membre non linéaire est vérifié
la condition de Ambrosetti-Rabinowitz (AR) en afin de prouver la condition de Palais-Smale
(PS), et de plus d’informations, vous pouvez regarder les références voir les références, [4], [32]
[10] et [26].

3.3.2 L’existence d’infinité des solutions par théorème de point selle

Théorème 3.3. [35] Supposons que la condition de (AR) soit vérifiée, λ > −mλ1/M , et il existe δi > 0,

µ > 2, i = 1, 2, . . . p, telle que
∫ u

0

Ii(x)dx ≤ δi|u|µ, Ii(u)u ≥ µ

∫ u

0

Ii(x)dx > 0, u ∈ R \ {0}..
En outre, f(x, u) et Ii sont impaire par rapport à u, alors le problème impulsif (2.1) a une infinité de
solutions classiques.

Démonstration - On considère encore une fois la fonctionnelle J qui est définie précédem-
ment, et on vérifie que J satisfait toutes les conditions du lemme 3.2 . La preuve sera divisé en
trois étapes.
Ètape1 : J satisfait la condition (PS).
Soit {uk} une suite dans H telle que J(uk) bornée et lim

k→∞
J ′(uk)→ 0.Montrons que ukest bornée

par la condition de (AR) et Ii(u)u ≥ µ

∫ u

0

Ii(x)dx,

µJ(uk)− J ′(uk)uk ≥ (
µ

2
− 1)θ1‖uk‖2.

Ce qui implique que uk est bornée. Il existe donc une sous-suite de {uk} , converge faiblement
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vers un certain u dans H , alors la suite {uk} converge uniformément vers u dans [0, T ]. Ainsi

(J ′(uk)− J ′(u))(uk − u) ≥ θ1‖uk − u‖2 −
p∑

i=1

eG(xi)[Ii(uk)(xi)− Ii(u(xi))](uk(xi)− u(xi))

−
∫ T

0

eG(x)(f(x, uk)− f(x, u))(uk(x)− u(x))dx,

alors ‖uk − u‖ → 0 pour k → +∞. C’est-a-dire {uk} converges fortement u dans H. Alors la
fonctionnelle J satisfait (PS), et évident que J(0) = 0.
Par la défintion de J et comme f(x, u) et Ii sont impaire par rapport à u, (i.e., f(x,−u) =
−f(x, u), Ii(−u) = −Ii(u)), pour tout (x, u) ∈ [0, T ]× R, il est évident que J est une fonction-
nelle paire. En effet
Si on pose s = −v, ds = −dv. Donc,

F (x,−u) =

∫ −u

0

f(x, v)dv

= −
∫ u

0

f(x,−s)ds

=

∫ u

0

f(x, s)ds = F (x, u), (car f est impaire).

Aussi, on pose L(u) =

∫ u

0

Ii(s)ds, alors on a

L(−u) =

∫ −u

0

Ii(s)ds = −
∫ u

0

Ii(−v)dv

=

∫ u

0

Ii(v)v = L(u).

De plus, on a

J(−u) =
1

2
‖ − u‖2 + λ

∫ T

0

eG(x)(−u(x))2dx+
α

2β
(−u)2(T )−

p∑

i=1

∫ −u(xi)

0

eG(xi)Ii(x)dx

−
∫ T

0

eG(xi)F (x,−u(x))dx

=
1

2
‖u‖2 + λ

∫ T

0

eG(x)u(x)2dx+
α

2β
u2(T )−

p∑

i=1

∫ u(xi)

0

eG(xi)Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(xi)F (x, u(x))dx

= J(u).

Étape2 : J satisfait la première condition géometrique

Pour toute u ∈ H , nous savons que ‖u‖ ≤ 1

δ
implique ‖u‖∞ ≤ 1 par lemme 2.2, donc quand
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‖u‖ ≤ 1

δ
, on a l’inégalité suivante par lemme 2.4 et (i) du lemme 3.5,

J(u) =
1

2
A(u, u)−

p∑

i=1

eG(xi)

∫ u(xi)

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(t)F (x, u(x))dx

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −M

p∑

i=1

δi|u|µ −
∫ T

0

eG(t)F (x, u(x))dx

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −M

p∑

i=1

δi‖u‖µ∞ −
∫ T

0

eG(t)F (t, u(x))dx

≥ 1

2
θ1‖u‖2 −M

p∑

i=1

δiδ‖u‖µ −MM̄Tδµ‖u‖µ.

Ainsi nous pouvons choisir u avec ‖u‖ suffisamment petit pour que J(u) ≥ γ > 0. Ainsi J
satisfait la condition (i) du lemme 3.2. Dans la suite, il s’agit de vérifier la condition (ii) du
lemme 3.2.
Ètape3 :J satisfait la deuxième condition géométrique
En fait, on peut obtenir l’inégalité suivante par lemme 2.4 (ii) du lemme 3.5,

J(u) =
1

2
A(u, u)−

p∑

i=1

eG(xi)

∫ u(xi)

0

Ii(x)dx−
∫ T

0

eG(x)F (t, u(x))dx

≤ 1

2
θ2‖u‖2 −m

∫ T

0

F (t, u(x))dx

≤ 1

2
θ2‖u‖2 −m(m̄Bµ‖u‖µ − AT ).

En notant que µ > 2, l’inégalité ci-dessus implique que J(u) → −∞ comme ‖u‖ → ∞ avec
u ∈ W . Par conséquent, il existe R = R(W ) telle que J(u) ≤ 0 sur W \ BR. D’après le lemme
3.2, la fonctionnelle J possède une infinité de points critiques, c’est-à-dire le problème impulsif
(2.1) a une infinité de solutions classiques.

Exemple 3.2. prendre T > 0, x1 ∈ (0, T ), g(x) = x, a(x), b(x) ∈ C([0, T ], (0,+∞)), c > 0, µ = 3,
δ1 = 1/4, α ≥ 0, β > 0. On considére l’équation




−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = a(x)u5(x) + b(x)u7(x), p.p x ∈ [0, T ],
−∆u′(x1) = cu3(x1),
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0,

(3.8)

quand λ = −mλ1

M
> −eT 2/2λ1, l’équation (2.1) admet une infinité de solutions classiques d’après

le théorème 3.2.
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Conclusion

Dans ce travail, on a étudié un problème aux limites de second
ordre impulsif par des méthodes variationnelles ainsi, la théorie des points cri-
tiques. Dans le premier chapitre, on a donné quelques outils de base, qui sont
nécessaires pour ce travail, comme la thorie des points critiques, la différentia-
bilité d’un opérateur dans l’espace de Banach et un lemme Connue sous le nom
lemme du Col.
En second but notre objectif était de montrer l’existence de solutions pour une
classe d’équation de second ordre impulsive par théorème de minimisation et
nous donne deux résultat.
En fin, on a étudié l’existence et la multiplicité de solutions pour le problèmes
aux limites impulsif précedent par le lemme du Col et théorème du point selle.

41



Bibliographie

[1] D. BOUAFIA, JOHN R. GRAEF, AND T. MOUSSAOUI. Existence of solutions
for a perturbed second order problem on the half-line via Ekeland variational prin-
ciple.Communications in Applied Analysis, 22, No. 3 (2018), 383-399.

[2] D. BOUAFIA, T. MOUSSAOUI, AND D. O’REGAN. Existance of Solutions for
a Second Order Problem on The Half-Line Via Ekeland’s Variational Principle.
Discuss. Math. Differ. Incl. Control Optim. 36 (2016), 131-140.

[3] H. BREZIS. Analyse fonctionnelle, théorie et applications. Masson, Paris (1983).
[4] M. BADIALE , E. SERRA. Semilinear Elliptic Equations for Beginners Existence

Results via the Variational Approach. Springer-Verlag London Limited (2011).
[5] S. FORMINE ET A. KOLMOGOROV. Elément de la théorie des fonctions et de

l’analyse fonctionnelle. Traduction français, Edition Mir. Moscou (1977).
[6] V. TRENOGUINE. Analyse fonctionnelle. Traduction française, Edition, Mir.

Moscou (1985).
[7] Y. JABRI. The Mountan Pass Theorem Variants, Generalizations and Some Ap-

plications. Cambridge University Press, New York. (2003).
[8] J. MUSCAT. Functional Analysis, an Introduction to Metric Spaces, Hilbert

Spaces, and Banach Algebras. Springer, Cham Heidelberg, New York, Dor-
drecht, London 18,(2014).

[9] G. A. AFROUZI, A. HADJIAN, V. D. RǎDULESCU, Variational analysis for
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Résumé

Le but de cette mémoire est d’étudier quelque théorème des points crtiques et minimisation et
la méthode variationnel et en précisement le lemme du col de montagne et théorème du point
selle pour étudier l’existence et multiplicité des solutions à un problème aux limites de second
ordre impulsif avec dépendance de dérivée sous la forme :





−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = f(x, u(x)), p.p.x ∈ [0, T ].
−∆u′(xi) = Ii(u(xi)), i = 1, 2, ..., p,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0

Mots clés : Point critique. Méthode variationnelle. Existence de solution. Seconde ordre.
Impulsif. Lemme de Col. Théorème de point selle. Condition de Palais-Smale. Dépendance de
dérivée. Fonctionnelle d’énergie.

Abstract
The purpose of this memoiry is to study some theorem of critical points and minimization and
the variational method and in particular the lemma of the mountain pass and theorem of the
saddle point to study the existence and multiplicity of solutions to an impulsive second-order
boundary value problem with derivative dependence in the form :





−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = f(x, u(x)), p.p.x ∈ [0, T ].
−∆u′(xi) = Ii(u(xi)), i = 1, 2, ..., p,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0

Key words : Critical point. Variational method. Existence of solutions. Second order. Impulsive
differential equation. Montain pass lemma. Saddle point theorem. Palace-Smale Condition.
Derivative dependence. Energy functional.
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


−u′′(x) + λu(x) + g(x)u′(x) = f(x, u(x)), p.p.x ∈ [0, T ].
−∆u′(xi) = Ii(u(xi)), i = 1, 2, ..., p,
u(0) = 0, αu(T ) + βu′(T ) = 0
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