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Introduction générale

L’étude des équations aux dérivées partielles "EDP" est l’un des sujets de grande importance
dans l’analyse non linéaire, développé ces dernières années, car elles modélisent des phéno-
mènes physique, mécanique, biologie et économie. Bien que la résolution des EDP non linéaires
par les méthodes variationnelles.
De nombreuses tentatives pour résoudre les équations faisant intervenir différents types d’opé-
rateurs d’ordre non entier peuvent être trouvées dans la littérature par exemple la dérivée frac-
tionnaire de Caputo, le gradient fractionnaire et le Laplacien et le p-Laplacien fractionnaires.

L’un de ces opérateurs, c’est le Laplacien fractionnaire (−∆)s :

(−∆)su(x) = C(N, s) lim
ε→0+

∫
RN\B(x,ε)

u(x)− u(y)

|x− y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN

avec s ∈]0, 1[, cet opérateur et plus généralement les opérateurs pseudo différentiels qui font
partie du domaine de l’analyse harmonique et des équations aux dérivées partielles pendant
longtemps, l’intérêt pour ces opérateurs a augmenté constamment au cours des dernières an-
nées voir [15].

Très récemment, un nouvel opérateur non local et non linéaire a été considéré, à savoir pour
p ∈]1,+∞[, s ∈]0, 1[ et u suffisamment régulier :

(−∆)spu(x) = 2 lim
ε→0+

∫
RN\B(x,ε)

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dy, ∀x ∈ RN

Cet opérateur coïncide, jusqu’à une certaine constante de normalisation selonN et s, avec le La-
placien fractionnaire linéaire (−∆)s dans le cas p = 2 voir ([4], [12]). Cet opérateur, connu sous
le nom de p-Laplacien fractionnaire, conduit naturellement à l’étude du problème singulier non
linéaire non local :  (−∆)spu = f(x)

uγ
dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

Une caractéristique typique de cet opérateur est la non-localité, au sens que la valeur de (−∆)spu(x)
en tout point x ∈ Ω dépend non seulement des valeurs de u sur l’ensemble Ω, mais sur tout RN .
Dans ce travail, nous sommes concentrés sur la partie théorique de l’opérateur p-Laplacien
fractionnaire. D’autres résultats importants permettant l’approfondissement de l’étude de cet
opérateur seront par ailleurs rappelés voir ([12], [15], [24]).

Ce travail est réparti principalement en, plus d’une introduction, quatre chapitres. Dans le
premier chapitre on donne les définitions et les notations qui seront utilisés dans la suite du

i



travail. Le deuxième chapitre est consacré à la l’étude de la théorie des espaces fractionnaires
que nous aurons besoin par la suite et nous avons abordé quelques caractéristiques d’opéra-
teur non-linéaires p-Laplacien fractionnaire. Dans le troisième chapitre on présente l’opéra-
teur p-Laplacien fractionnaire en donnant quelques leur propriétés. Dans le dernier chapitre on
donne un résultat d’existence d’une solution faible pour une équation faisant intervenir l’opé-
rateur p-Laplacien fractionnaire et un terme singulier. Enfin, cette thèse est clôturée par une
bibliographie.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES ET QUELQUES OUTILS DE
BASE

D ans ce chapitre, on présente quelques définitions et rappels des résultats nécessaires pour
la suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires des espaces

fonctionnels.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces Lp(Ω)

Dans ce que suit, Ω désigne un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.1. (Voir[8]) Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, on pose

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ R, f mesurable et

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞
}
.

On note

‖f‖Lp =

[∫
Ω

|f(x)|pdx
] 1
p

On peut vérifier facilement que ‖ ‖Lp définit une norme sur l’espace vectoriel Lp(Ω) ce qui
montre que Lp(Ω) est un espace normé.

Définition 1.2. (Voir[8]) On pose

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R, f est mesurable. ∃C > 0 tell que |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω} .
L∞ (Ω) est une espace normé quand le muni par la norme :

‖f‖L∞ = inf {C, |f(x)| ≤ C p.p. sur Ω}

Définition 1.3. Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞, on pose

Lploc(Ω) = {f : Ω −→ R, f est mesurable/f.χK ∈ Lp(Ω), ∀K compact ⊂ Ω} .

Théorème 1.1. (Voir[8])

8



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 9

1. L’espace Lp(Ω) est de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

2. L’espace Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞,

3. L’espace Lp(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞.

Notation Soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l’exposant conjugués de p c’est à dire :
1
p

+ 1
p′

= 1 où p
′
= p

p−1

Proposition 1.1. (Inégalité de Hölder) (Voir[8]) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′
(Ω) avec p ∈ [1,+∞[

alors f.g ∈ L1(Ω) et : ∫
Ω

|fg| dx ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp′

Proposition 1.2. (Inégalité de Hölder généralisé) (Voir[8]) Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′
(Ω) avec

p ∈ [1,+∞[ et soit r > 0 tel que : 1
p

+ 1
p′

= 1
r
, on a :

‖fg‖Lr ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp′

Proposition 1.3. (Inégalité de Young) (Voir[8]) ∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0, supposons que : 1 < p <∞

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp
′

L’écriture fn(x)→ f(x) p.p sur Ω, signifie que la suite fn(x) converge vers f(x) presque partout sur Ω.

Théorème 1.2. (Convergence dominée de Lebesgue) (Voir[8]) Soit (fn) une suite des fonctions de
L1(Ω). On suppose que :

1. fn(x)→ f(x) p.p sur Ω,

2. il existe une fonction g ∈ L1(Ω) telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p.sur Ω 1.
Alors,

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0

Théorème 1.3. (Convergence dominée de Lebesgue inverse) (Voir[8]) Soit (fn) une suite de Lp(Ω),
tels que : ‖fn − f‖Lp → 0. Alors, il existe une sous suite extraite (fnk) telle que :
i) fnk(x)→ f(x) p.p sur Ω,
ii) |fnk(x)| ≤ h(x) ∀k et p.p sur Ω avec h ∈ Lp(Ω).
Le résultat suivant introduite quelques propriétés topologiques des espaces de Lebesgue.

Définition 1.4. (la convergence faible et forte) (Voir[1]) Soit (xn)n≥1 une suite de l’espace vec-
toriel normé (E, ‖.‖E) et soit E ′ son dual topologique 2. On dit que (xn) converge faiblement
dans E s’il existe un élément x ∈ E tel que :

∀f ∈ E ′ , lim
n→+∞

f(xn) = f(x) ou (〈f, xn〉 → 〈f, x〉)

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (fn).
2. l’espace des formes linéaire et continues sur E, E

′
= L (E,R).

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 10

Notation On notera (xn) ⇀ x dans E, c’est à dire la convergence faible dans E. On notera
de même (xn)→ x dans E, c’est à dire la convergence forte dans E ( la convergence en norme).

Théorème 1.4. (Fubini) (Voir[8]) Soient Ω1 et Ω2 deux ouverts de RN , on suppose que F ∈ L1(Ω1 ×
Ω2), alors pour presque tout x ∈ Ω1 :

F (x, y) = L1
y(Ω2) et

∫
Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1)

De même, pour presque tout y ∈ Ω2 :

F (x, y) = L1
x(Ω1) et

∫
Ω1

F (x, y)dy ∈ L1
y(Ω2)

De plus on a : ∫
Ω1

dx

∫
Ω2

F (x, y)dy =

∫
Ω2

dy

∫
Ω1

F (x, y)dx =

∫
Ω1

∫
Ω2

F (x, y)dxdy

Lemme 1.1. (lemme de Fatou) (Voir[8]) Soit (fn)n une suite des fonctions de L1(Ω) telle que :
1. Pour chaque n, fn(x) ≥ 0 p.p sur Ω,
2. sup

∫
Ω
fn(x)dx < +∞.

Pour chaque x ∈ Ω on pose

f(x) = lim
n→+∞

inf

∫
Ω

fn(x)dx

alors f ∈ L1(Ω) et : ∫
Ω

f(x)dx ≤ lim
n→+∞

inf

∫
Ω

fn(x)dx

1.1.2 L’espace W 1,p(Ω)

Soit Ω un ouvert de RN , on note par D(Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ et de support
compacte inclus dans Ω.

Définition 1.5. (Voir[8]) L’espace de Sobolev W 1,p(Ω) est définie par :
W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω), ∃gi ∈ Lp(Ω), tel que :

∫
Ω
u ∂ϕ
∂xi
dx = −

∫
Ω
giϕdx, ∀ϕ ∈ D(Ω), ∀i ∈ 1.n

}
En particulier, pour p = 2, on pose :

H1(Ω) = W 1,2(Ω)

pour u ∈ W 1,2(Ω), on note

∂u

∂xi
= gi et ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, . . . ,
∂u

∂xN

)
.

∇u est appelé la dérivé au sens faible de g. L’espace W 1,p(Ω) est muni de la norme :

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖∇u‖Lp .

(ou parfois, si 1 < p <∞, de la norme équivalente ‖u‖W 1,p = [‖u‖pLp + ‖∇u‖pLp ]
1
p ).

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 11

Proposition 1.4. (Voir[8]) L’espaceH1(Ω) est un espace de Hilbert quand le muni par le produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (∇u,∇v)L2

La norme associée :
‖u‖H1 = [‖u‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2 ]

1
2

est équivalent de la norme de W 1,2(Ω).
Voici quelques propriétés topologiques de l’espace de Sobolev W 1,p(Ω).

Proposition 1.5. (Voir[8])

1. L’espace W 1,p(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

2. L’espace W 1,p(Ω) est réflexif pour 1 < p <∞ et séparable pour 1 ≤ p <∞,

3. L’espace H1(Ω) est espace de Hilbert séparable.

1.1.3 Injections de Sobolev

Le but de cette section est de découvrir quelques injections continues et compactes concer-
nant aux espaces de Sobolev, et rappelons qu’un opérateur linéaire T entre deux espaces vec-
toriels topologiques (par exemple normé) E et F est dit compact si l’image par T de toute par-
tie bornée de E est pré compacte (adhérence compacte) dans F . Plus précisément Pour toute
suite (xn) une suite bornée dans E, on peut extraire une sous suite un = (T (xnk)) de la suite
un = T (xn) converge dans F . Si E s’injecte continument dans F , le caractère compacte de cette
injection entraine que toute suite faiblement convergente est fortement convergente dans l’es-
pace d’arrivée.

Définition 1.6. (Voir[8])

1. E s’injecte d’une manière continue dans F , signifie que E ⊂ F et l’injection canonique
j : E → F est continue et on le note par E ↪→ F .

2. E s’injecte d’une manière compacte dans F , signifie que E ⊂ F et l’injection j : E → F
est compacte et on le note par E ↪→c F .
Si 1 ≤ p ≤ N , l’exposant de Sobolev de p est définie par :

p∗ =
NP

N − P

où

1

p∗
=

1

P
− 1

N

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 12

Théorème 1.5. (Voir[8]) Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On suppose que Ω est un ouvert de classe C1, borné, ou bien
Ω = RN

+ :

1. Si 1 ≤ p < N , alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗
(Ω),

2. Si p = N , alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[,

3. Si p > N , alors W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Théorème 1.6. (Rellich-Kondrachov) (Voir[8]) On suppose que Ω borné de classe C1. On a

1. Si p < N , alors W 1,p(Ω) ↪→c L
q(Ω), ∀q ∈ [1, p∗[ ,

2. Si p = N , alors W 1,p(Ω) ↪→c L
q(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[ ,

3. Si p > N , alors W 1,p(Ω) ↪→c C(Ω).

1.1.4 L’espace W 1,p
0 (Ω)

Définition 1.7. (Voir[8]) Étant donné 1 ≤ p < ∞, on désigne par W 1,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω)

dans W 1,p(Ω), c’est à dire

W 1,p
0 (Ω) = D(Ω)

W 1,p(Ω)

On note
H1

0 (Ω) = W 1,2
0 (Ω)

L’espaceW 1,p
0 (Ω) est muni de la norme induite parW 1,p(Ω), l’espaceH1

0 (Ω) est muni du produit
scalaire induit par H1(Ω).

Proposition 1.6. (Voir[8]) L’espace W 1,p
0 (Ω) est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif

pour 1 < p <∞. L’espace H1
0 (Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.1. Lorsque Ω = RN . On sait queD(RN) est dense dans W 1,p(RN) et par conséquent

W 1,p
0 (RN) = W 1,p(RN)

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans l’espace
W 1,p

0 (Ω).

Théorème 1.7. (Voir[8]) Soit u ∈ W 1,p(Ω), alors u ∈ W 1,p
0 (Ω) si et seulement si u = 0 sur ∂Ω.

Proposition 1.7. (Inégalité de Poincaré) (Voir[8]) Soit Ω un ouvert borné, alors il existe une constante
C (dépendant de |Ω| et p) telle que :

‖u‖Lp ≤ C ‖∇u‖Lp , ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞)

Autrement dit, sur W 1,p
0 (Ω) la quantité ‖∇u‖Lp est une norme équivalente à la norme usuelle de

W 1,p(Ω).

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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1.2 Quelques inégalités utilisés

Lemme 1.2. (Voir[18]) Soit 1 < p <∞ et g : R→ R une fonction croissante. On pose

G(t) =

∫ t

0

g
′
(τ)

1
pdτ

alors

|a− b|p−2 (a− b)(g(a)− g(b)) ≥ |G(a)−G(b)|p

Démonstration. On observe d’abord que l’on peut supposer a > b sans perte de généralité. Alors

|a− b|p−2 (a− b)(g(a)− g(b)) = (a− b)p−1(g(a)− g(b))

= (a− b)p−1

∫ a

b

g
′
(τ)dτ

= (a− b)p−1

∫ a

b

G
′
(τ)pdτ

≥
(∫ a

b

G
′
(τ)dτ

)p
alors

|a− b|p−2 (a− b)(g(a)− g(b)) ≥ |G(a)−G(b)|p

Soient a, b > 0, on a :
• Si 1 < p < 2 (Voir[19])〈

|b|p−2 b− |a|p−2 a, b− a
〉
≥ 2−1(|b|p−2 + |a|p−2) |b− a|2 (1.1)

• Si p ≥ 2 (Voir[19]) 〈
|b|p−2 b− |a|p−2 a, b− a

〉
≥ 22−p |b− a|p (1.2)

Soient A,B ⊂ RN avec A est borné et dist(A,Bc) = d > 0, alors :(Voir[4])

|x− y| ≥ C(A,B)(1 + |y|), x ∈ A, y ∈ Bc (1.3)

1.3 Dérivés d’une fonctionnelle et points critiques

1.3.1 Dérivé au sens de Gâteaux

Définition 1.8. (Voir[16]) Soit E un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et I : Ω→ R
une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Gâteaux (G-différentiable) en u ∈ Ω,
s’il existe A ∈ E ′ (A linéaire et continue), noté par I ′G(u) tel que, pour tout v ∈ E, où I(u + tv)
existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle DI(u) existe c’est à dire :

lim
t→0

I(u+ tv)− I(u)

t
= 〈A, v〉

Si I est différentiable au sens de Gâteaux en u.

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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1.3.2 Dérivé au sens de Fréchet

Définition 1.9. (Voir[16]) Soit E un espace de Banach, Ω ⊆ E un ensemble ouvert et I : Ω→ R
une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Fréchet en u ∈ Ω, s’il existe A ∈ E ′

tel que :

lim
‖v‖→0

I(u+ v)− I(u)− Av
‖v‖

= 0

où
I(u+ v)− I(u) = Av + o(‖v‖).

Si I est différentiable, alors A est unique et on note I ′ = A. L’ensemble des fonctions différen-
tiables sera noté C1(Ω,R).

Proposition 1.8. (Voir[16]) Soit Ω un ouvert d’un espace de Banach E. Soit I : Ω → R une fonction-
nelle Gâteaux différentiable dans un voisinage de u ∈ Ω, alors si l’application u 7→ I

′
G(u) est continue

au voisinage de u. Alors I est Fréchet différentiable et on a

I
′

G(u) = I
′
(u)

Remarque 1.2. L’importance de la proposition 1.8 réside dans le fais qu’il est souvent techni-
quement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gâteaux et ensuite de prouver qu’il est
continue, plutôt que de prouver directement la différentiabilité au sens de Fréchet.

1.3.3 Points critiques

Définition 1.10. (Voir[16]) Soit Ω un ouvert d’un espace de Banach E. Supposons que I ∈
C1(Ω,R).
On dit que u ∈ Ω est un point critique de I , si :

I
′
(u) = 0

• Si u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I .
• Si c ∈ R, alors on dit que c est une valeur critique de I , s’il existe u ∈ Ω tel que

I(u) = c et I
′
(u) = 0

• Si c n’est pas valeur critique, alors on dit que c est une valeur régulière de I .

1.4 Fonctions convexes

Définition 1.11. (Voir[9]) On dit qu’une partie C de X est convexe si :

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈]0, 1[, λx+ (1− λ)y ∈ C
Lorsque C est convexe et J : C → R est une fonctionnelle. On dit que J est convexe si :

∀x, y ∈ C, ∀λ ∈]0, 1[, J(λx+ (1− λ)y) ≤ λJ(x) + (1− λ)J(y)

On dit que J est strictement convexe si :

∀x, y ∈ C, avec x 6= y ∀λ ∈]0, 1[, J(λx+ (1− λ)y) < λJ(x) + (1− λ)J(y)

Proposition 1.9. (Voir[9]) Soit J : C → R convexe. Alors, pour tous points x1, x2, x3 de C avec
x1 < x2 < x3 :

J(x2)− J(x1)

x2 − x1

≤ J(x3)− f(x1)

x3 − x1

≤ J(x3)− J(x2)

x3 − x2

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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1.5 Quelques théorèmes utilisés

Définition 1.12. (Voir[9]) Une suite minimisante d’une fonctionnelle J : X →] − ∞,+∞] est
une suite (xn), telle que

lim
n→+∞

J(xn) = inf
X
J

Définition 1.13. (Voir[9]) Soit J : X → R ∪+∞. On dit que J est coercive si et seulement si :

lim
‖u‖X→+∞

J(u)

‖u‖
= +∞

Définition 1.14. (Voir[9]) Une fonctionnelle J : X → R est faiblement semi-continue inférieu-
rement (f.s.c.i.) au point x0 si pour toute suite (xn) ⊂ X telle que xn ⇀ x0, on a

J(x0) ≤ lim
n→+∞

inf J(xn)

Théorème 1.8. (Voir[9]) Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X , telle
que

1. lim
‖x‖X→+∞

J(x)
‖x‖ = +∞,

2. J est faiblement semi continue inférieurement.

Alors J est bornée inférieurement sur X et atteint sa borne inférieure en un point x0. De plus, si J est
Gâteaux différentiable en x0, alors J ′(x0) = 0.

Théorème 1.9. (Théorème du point fixe de type Schauder) (Voir[27]) Soit K un sous ensemble non
vide, compact et convexe d’un espace de Banach E et supposons T : K → K une application continue.
Alors T admet un point fixe.

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



CHAPITRE 2

ESPACE DE SOBOLEV FRACTIONNAIRE
W s,p(Ω)

D ans ce chapitre, on s’intéresse à introduire les espacesW s,p(Ω) et un opérateur qui concerne
de ces espaces. Ainsi, on introduit quelques injections de type Sobolev prouvés dans cet

espace.

2.1 Définitions et généralités

Soit Ω un ouvert éventuellement non régulier de l’espace euclidien RN et p ∈ [1,+∞[. Pour
toute s > 0. Dans la littérature, les espaces fractionnaires de type de Sobolev sont également ap-
pelés espaces Aronszajn, Gagliardo ou Slobodeckij, par les noms de ceux qui les ont introduits.
(Voir[6, 14, 25]).

Définition 2.1. (Voir[15]) Soit Ω un ouvert de RN , et soient 0 < s < 1 et p ∈ [1,+∞[, on définit
l’espace de Sobolev fractionnaire W s,p(Ω) par :

W s,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) : |u(x)−u(y)|

|x−y|
N
p +s
∈ Lp(Ω× Ω)

}
(2.1)

muni de la norme suivante :
‖u‖W s,p = (‖u‖pLp + [u]ps,p)

1
p (2.2)

où le terme [u]s,p est la semi norme de Gagliardo défini par :

[u]s,p =
(∫

Ω

∫
Ω
|u(x)−u(y)|p

|x−y|N+sp dxdy
) 1
p (2.3)

Définition 2.2. (Voir[15]) Pour s < 0 et p ∈]1,+∞[, on définit W s,p(Ω) comme dual de W−s,q
0 (Ω)

par :
W s,p(Ω) = (W−s,q

0 (Ω))
′

où 1
p

+ 1
q

= 1

Proposition 2.1. (Voir[26]) Soit Ω un ouvert de RN , et soient 0 < s < 1 et p ∈ [1,+∞[, on a alors :

16
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1. L’espace W s,p(Ω) est séparable et Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞,

2. L’espace W s,p(Ω) est réflexif et uniformément convexe pour 1 < p <∞.

Exemple 2.1. x 7−→ |x|α ∈ W s,p(Ω), où Ω =]0, 1[ avec sp < 1 en effet :
On pose I = |x|α avec α = 1,

I =

∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|p

|x− y|sp+1dxdy

=

∫ 1

0

∫ 1

0

|x− y|p−sp−1 dxdy

=

∫ 1

0

[∫ y

0

(y − x)p−sp−1 dx+

∫ 1

y

(x− y)p−sp−1 dx

]
dy

=

∫ 1

0

[
− 1

p− sp
(y − x)p−sp

]y
0

+

[
1

p− sp
(x− y)p−sp

]1

y

dy

=

∫ 1

0

1

p− sp
yp−sp +

1

p− sp
(1− y)p−spdy

=

(
1

p− sp

)(
1

p− sp+ 1

)[
yp−sp+1

]1
0
−
(

1

p− sp

)(
1

p− sp+ 1

)[
(1− y)p−sp+1

]1
0

=
1

(p− sp) (p− sp+ 1)
+

1

(p− sp) (p− sp+ 1)

=
2

(p− sp) (p− sp+ 1)

<∞

Proposition 2.2. (Voir[15]) Soit Ω un ouvert de RN , et soient p ∈ [1,+∞[ et 0 < s ≤ s
′
< 1. Alors :

W s
′
,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω)

est continue. C’est à dire, il existe une constante C1(N, s, p) ≥ 1 tel que :

‖u‖W s,p ≤ C1(N, s, p) ‖u‖
W s
′
,p , ∀u ∈ W s

′
,p(Ω)

• En particulier : W s
′
,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω).

Proposition 2.3. (Voir[15]) Soient p ∈ [1,+∞[ et s ∈]0, 1[, soit Ω un ouvert de RN de classe C0,1, de
frontière borné. Alors :

W 1,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω)

est continue. C’est à dire, il existe une constante C2(N, s, p) ≥ 1 tel que :

‖u‖W s,p ≤ C2(N, s, p) ‖u‖W 1,p , ∀u ∈ W 1,p(Ω)

• En particulier : W 1,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω).

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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Définition 2.3. (Voir[2]) Soit Ω un ouvert de RN et soient 0 < s < 1 et p ∈ [1,+∞[. Alors l’espace
W s,p

0 (Ω) est défini par :

W s,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W s,p

0 (RN) : u = 0 dans RN\Ω
}

Théorème 2.1. (Voir[12]) Pour 0 < s < 1, l’espace C∞0 (RN) est dense dans W s,p(RN).

Définition 2.4. (Voir[12]) Soit Ω un ouvert borné de RN on pose : W s,p
0 (Ω) = C∞0 (Ω) dans

W s,p(Ω).
Et alors d’après le théorème 2.1 on a :W s,p

0 (Ω) = W s,p(Ω), mais en général pour Ω ⊂
6=

RN ,

W s,p(Ω) 6= W s,p
0 (Ω).

Théorème 2.2. (de type Poincaré) (Voir[26]) Soit Ω un ouvert borné de RN , et soient s ∈]0, 1[ et
p ∈ [1,+∞[, alors il existe λ tel que :

‖u‖Lp ≤ λ [u]s,p , ∀u ∈ W
s,p
0 (Ω)

Par conséquent si Ω est borné alors [.]s,p est un norme de W s,p
0 (Ω) équivalent à ‖.‖W s,p .

Définition 2.5. (Voir[15]) Soit Ω un ouvert de RN et soient s /∈ N avec s > 1 et p ∈ [1,+∞[.
L’espace W s,p(Ω) est défini par :

W s,p(Ω) =
{
u ∈ W [s],p(Ω); Dαu ∈ W s−[s],p(Ω) ∀α, |α| = [s]

}
où [s] désigne la partié entière de s.
• C’est un espace vectoriel, on le muni de la norme :

‖u‖W s,p =

‖u‖p
W [s],p +

∑
|α|=[s]

‖Dαu‖p
W s−[s],p

 1
p

• Si s = [s], alors l’espace W s,p(Ω) est coïncide avec l’espace de Sobolev classique.
• (W s,p(Ω), ‖.‖W s,p) est un espace de Banach.

Définition 2.6. (Voir[2]) Soit Ω un ouvert de RN et soient 0 < s < 1 et p ∈ [1,+∞[. Alors l’espace
W s,p
loc (Ω) est défini par :

W s,p
loc (Ω) =

{
u ∈ Lp(K) : [u]s,p <∞

}
, pour tout K b Ω

2.2 Injections de type Sobolev

Dans cette section, on montre les résultats des injections continue et compact dans l’espace
W s,p(Ω) avec 0 < s < 1. On commence par quelques résultats important qu’on vas les utiliser
dans les preuves (Voir[12]).

Lemme 2.1. (Voir[12]) Soit q ∈ [1,+∞[, soit f : RN → R fonction mesurable. Pour tout N ∈ N, soit :

fn(x) = max {minf(x), N,−N} , ∀x ∈ RN

alors :
lim

N→+∞
‖fN‖Lq = ‖f‖Lq

Maintenant on a prés a prouver les théorèmes principale de cette section concernant les injections conti-
nue et compact.

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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Première cas : sp < N

Théorème 2.3. (Voir[12]) Soit q ∈ [1,+∞[, soit f : RN → R, Alors il existe un constant positif
C = C(N, s, p) tel que, pour toute fonction mesurable à support compact : f : RN → R on a :

‖f‖p
Lp∗
≤ C

∫
RN

∫
RN

|f(x)− f(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

avec p∗ = p∗(N, s) : exposant critique fractionnaire, qui égale NP
N−sp c’est à dire :

W s,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p, p∗]

Théorème 2.4. (Voir[12]) Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp < N . Pour toute fonction mesurable
à support compact et f : RN → R, il existe C = C(N, s, p) tel que :

‖f‖Lq ≤ C ‖f‖W s,p , ∀q ∈ [p, p∗]

avec p∗ = Np
N−sp

c’est à dire :
W s,p(RN) ↪→ Lq

∗
(RN), ∀q ∈ [p, p∗]

Deuxième cas : sp = N

Théorème 2.5. (Voir[12]) Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp = N . Alors il existe un constant
C = C(N, s, p) > 0, pour tout fonction mesurable à support compact f : RN → R on a :

‖f‖Lq ≤ C ‖f‖W s,p , ∀q ∈ [p,+∞[

c’est à dire :
W s,p(RN) ↪→ Lq(RN), ∀q ∈ [p,+∞[

Théorème 2.6. (Voir[12]) Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp = N , et soit Ω un ouvert de RN .
Alors il existe un constant C = C(N, s, p,Ω) tel que, pour tout f ∈ W s,p(Ω), on a :

‖f‖Lq ≤ C ‖f‖W s,p , ∀q ∈ [p,+∞[

c’est à dire :
W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [p,+∞[

Corollaire 2.1. (Voir[12]) Sous les hypothèses de théorème 2.6, si on suppose de plus que Ω est borné,
alors

‖f‖Lq ≤ C ‖f‖W s,p , ∀q ∈ [1,+∞[

avec C = C(N, s, p,Ω)
c’est à dire :

W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ∈ [1,+∞[

Troisième cas : sp > N

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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Théorème 2.7. (Voir[12]) Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp > N . Alors il existe un constant
C = C(N, s, p,Ω), on a :

‖f‖
C

0,N− sp ≤ C ‖f‖W s,p , ∀f ∈ W s,p(RN)

c’est à dire :
W s,p(RN) ↪→ L∞(RN)

plus précisément
W s,p(RN) ↪→ C

0,N− s
p

b (RN)

Corollaire 2.2. (Voir[12]) Soit Ω un ouvert de RN de classe C0,1, de frontière borné, et soient p ∈
[1,+∞[ et s ∈]0, 1[ tel que sp > N , alors il existe un constant C = C(N, s, p,Ω), on a :

‖f‖
C

0,N− sp ≤
(
C ‖f‖pLp +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

, ∀f ∈ W s,p(RN)

c’est à dire :
W s,p(Ω) ↪→ L∞(Ω) ∩ C0,N− s

p (Ω) = C
0,N− s

p

b (Ω)

Théorème 2.8. (Voir[7]) Soit Ω un ouvert de RN de classeC0,1, de frontière borné, et soient p ∈ [1,+∞[
et s ∈]0, 1[ et N ≥ 1. Alors :

1. Si sp < N alors W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compact ∀q ≤ Np
N−sp ,

2. Si sp = N alors W s,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compact ∀q < +∞,
3. Si sp > N alors W s,p(Ω) ↪→ C0,α

b (Ω) est compact ∀α ≤ s− N
p

.

2.3 Prolongement d’une fonction de W s,p(Ω)

Comme il est bien connu lorsque s est un entier (c’est à dire le cas ou W s,p(Ω) est l’espace de
Sobolev classique). Les résultats du prolongement sont assez important dans les applications.

Définition 2.7. (Voir[4]) Soit Ω un ouvert borné de RN . L’espace W̃ s,p(Ω) est défini par :

W̃ s,p(Ω) =

{
u ∈ Lploc(R

N) : ∃Ω c U, ‖u‖W s,p(U) +

∫
RN

|u(x)|p−1

(1 + |x|)N+ps
dx <∞

}
avec ∫

RN

|u(x)|p−1

(1 + |x|)N+ps
dx <∞

Définition 2.8. (Voir[4]) Soit Ω est infini. L’espace W̃ s,p
loc (Ω) est défini par :

W̃ s,p
loc (Ω) =

{
u ∈ Lploc(R

N) : u ∈ W̃ s,p(Ω
′
) pour tout Ω

′ ⊆ Ω
}

Lemme 2.2. (Voir[4]) Soit Ω est borné et soient ϕ ∈ W s,p
0 (Ω) et u ∈ W̃ s,p(Ω). Alors

ϕ 7→ (u, ϕ) =

∫
RN×RN

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy

est fini et appartient à W−s,p′ (Ω).

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



2.3. PROLONGEMENT D’UNE FONCTION DE WS,P (Ω) 21

Démonstration. Soit Ω c U , tel que

‖u‖W s,p +

∫
RN

|u(x)|p−1

(1 + |x|)N+ps
dx <∞ (2.4)

et écrire

(u, ϕ) =

∫
U×U

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy

+

∫
U×Uc

(u(x)− u(y))p−1ϕ(x)

|x− y|N+ps
dxdy

−
∫
Uc×U

(u(x)− u(y))p−1ϕ(y)

|x− y|N+ps
dxdy

=

∫
U×U

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy

+ 2

∫
Ω×Uc

(u(x)− u(y))p−1ϕ(x)

|x− y|N+ps
dxdy

(2.5)

depuis supp(ϕ) ⊂ Ω. L’intégrale dans U × U est fini et continue en ce qui concerne la forte
convergence de ϕ ∈ W s,p

0 (Ω) depuis u ∈ W s,p
0 (U).

On observe pour x ∈ Ω, on a

∫
Uc

|u(x)− u(y)|p−1

|x− y|N+ps
dy ≤ C

(
|u(x)|p−1

∫
Uc

1

|x− y|N+ps
dy +

∫
Uc

|u(y)|p−1

|x− y|N+ps
dy

)

≤ C

(
|u(x)|p−1 +

∫
RN

|u(y)|p−1

|x− y|N+ps
dy

) (2.6)

On utilisé 1.3 avec A = Ω et B = U . Le côté droit de 2.6 appartient à Lp
′
(Ω) depuis Ω

est délimité et u ∈ Lp(Ω). Donc le deuxième terme dans2.5 est continue par rapport à Lp(Ω)
convergence de ϕ. Il est donc également continue en W s,p

0 (Ω).
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CHAPITRE 3

OPÉRATEUR P-LAPLACIEN FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, on introduit l’opérateur p-Laplacien fractionnaire avec des résultats de cet
opérateur.

3.1 Définitions et motivations

Définition 3.1. (Voir [22, 21]) Soient p ∈]1,+∞[ et s ∈]0, 1[, alors on définit le p-Laplacien fac-
tionnaire par :

(−∆)spu(x) = 2P.V.

∫
RN

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dy, ∀x ∈ RN

avec

P.V.

∫
RN

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dy = lim

ε→0+

∫
RN\B(x,ε)

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dy

Remarque 3.1. (Voir[12]) • Si p 6= 2 : (−∆)sp est non linéaire.
• Cet opérateur est appelé non local, en ce sens que la valeur de p-Laplacien fractionnaire u(x)
à tout point x ∈ Ω dépend non seulement des valeurs de x sur l’ensemble Ω, mais en fait sur la
tout RN .
• (−∆)sp → (−∆)p quand s→ −1.

3.2 Quelques propriétés de (−∆)sp

Le résultat suivant apparait une caractéristique non local fondamentale de (−∆)sp.

Lemme 3.1. (Voir[4])(Comportement non local de (−∆)sp) On suppose u ∈ W̃ s,p
loc (Ω) résout (−∆)spu =

f faiblement, fortement ou pointer à bon escient en Ω pour certains f ∈ L1
loc(Ω). Soit v ∈ L1

loc(RN) tel
que

dist(supp(v),Ω) > 0,

∫
Ωc

|v(x)|p−1

(1 + |x|)N+ps
dx <∞ (3.1)
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et définir pour presque partout Lebesgue le point x ∈ Ω de u

h(x) = 2

∫
supp(v)

(u(x)− u(y)− v(y))p−1 − (u(x)− u(y))p−1

|x− y|N+ps
dy

Alors u + v ∈ W̃ s,p
loc (Ω) et ça résout (−∆)sp(u + v) = f + h faiblement, fortement ou ponctuellement

respectivement dans Ω.

Démonstration. Comme d’habitude, il suffit de considérer le cas Ω borné, et on prouve d’abord
que u+ v ∈ W̃ s,p(Ω).
Soit K = supp(v) et U tel que 2.4 tient pour toi u, et supposons sans perte de généralité que
Ω b U b Kc. Clairement u+ v = u dans U , et il appartient donc à W s,p(U). De plus∫

RN

|u(x)− v(x)|p−1

(1 + |x|)N+ps
dx ≤ C

(∫
RN

|u(x)|p−1

(1 + |x|)N+ps
dx+

∫
K

|v(x)|p−1

(1 + |x|)N+ps
dx

)

et le dernier terme est fini en raison de 3.1. Avec une estimation similaire, on voit que l’intégrale
définissant h est finie (dû aussi à 3.1 et 1.3).

On considère maintenant le cas où (−∆)spu = f faiblement. On choisi ϕ ∈ C∞c (Ω) et on
calcule ∫

RN×RN

(u(x) + v(x)− u(y)− v(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy

=

∫
Ω×Ω

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy

+

∫
Ω×Ωc

(u(x)− u(y)− v(y))p−1ϕ(x)

|x− y|N+ps
dxdy

−
∫

Ωc×Ω

(u(x) + v(x)− u(y))p−1ϕ(y)

|x− y|N+ps
dxdy

=

∫
RN×RN

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy

−
∫
RN×RN

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy

−
∫

Ω×Ωc

(u(x)− u(y))p−1ϕ(x)

|x− y|N+ps
dxdy

+

∫
Ωc×Ω

(u(x)− u(y))p−1ϕ(y)

|x− y|N+ps
dxdy

+ 2

∫
Ω×Ωc

(u(x)− u(y)− v(y))p−1ϕ(x)

|x− y|N+ps
dxdy

=

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx+ 2

∫
Ω×Ωc

(u(x)− u(y)− v(y))p−1 − (u(x)− u(y))p−1

|x− y|N+ps
ϕ(x)dxdy

=

∫
Ω

(f(x) + h(x))ϕdx

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



3.2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE (−∆)SP 24

Où à la fin on a utilisé le théorème de Fubini. La densité de C∞c (Ω) dans W s,p
0 (Ω) permet de

conclure.
On suppose que (−∆)spu = f fortement ou pointer à bon escient en Ω. Soit, pour x ∈ V b Ω et
ε < dist(V,Ωc),

gε(x) =

∫
Bcε (x)

(u(x) + v(x)− u(y)− v(y))p−1

|x− y|N+ps
dy

En utilisant 3.1 on a

gε(x) =

∫
Ω\Bε(x)

(u(x)− u(y))p−1

|x− y|N+ps
dy +

∫
Ωc

(u(x)− u(y)− v(y))p−1

|x− y|N+ps
dy

=

∫
Bcε (x)

(u(x)− u(y))p−1

|x− y|N+ps
dy +

∫
K

(u(x)− u(y)− v(y))p−1 − (u(x)− u(y))p−1

|x− y|N+ps
dy

Prendre la limite pour ε→ 0+ donne la demande dans le cas ponctuel.

On montre que
(−∆)sp(u+ v) = f + h

est fortement. Il suffit de montrer que

x 7→
∫
K

(u(x)− u(y)− v(y))p−1 − (u(x)− u(y))p−1

|x− y|N+ps
dy

appartient à L1(K), qui peut être fait en procédant comme dans 2.6 et en utilisant 3.1 pour
le terme impliquant v.

On rappelle également l’homogénéité bien connue, mise à l’échelle, et propriétés d’inva-
riance rotationnelle de (−∆)sp. pour tous ρ > 0, M ∈ ON (le groupe orthogonal), v mesurable,
Ω ⊆ RN , ensemble

vρ(x) = v(ρx), ρ−1Ω = {x/ρ : x ∈ Ω} ,
vM(x) = v(Mx), M−1Ω =

{
M−1x : x ∈ Ω

}
.

Lemme 3.2. (Voir[4]) Soit u ∈ W̃ s,p
loc (Ω) satisfaire (−∆)spu = f faiblement en Ω pour certains f ∈

L1
loc(Ω). Alors on a :

1. Pour tout h > 0, (−∆)sp(hu) = hp−1f faiblement en Ω,

2. Pour tout ρ > 0, uρ ∈ W̃ s,p(ρ−1Ω) et (−∆)spuρ = ρpsfρ faiblement en ρ−1Ω,

3. Pour tout M ∈ ON , uM ∈ W̃ s,p(M−1Ω) et (−∆)spuM = fM faiblement en M−1Ω.

Proposition 3.1. (Voir[4]) (Principe de comparaison) Soit Ω est borné, u, v ∈ W̃ s,p(Ω) satisfaisant
u ≤ v dans Ωc et pour tout ϕ ∈ W s,p

0 (Ω), ϕ ≥ 0 dans Ω,

∫
RN×RN

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy ≤

∫
RN×RN

(v(x)− v(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy

Alors u ≤ v dans Ω.
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Démonstration. On montre que u ≤ v dans Ω.
Il suffit de savoir que les deux côtés de l’inégalité sont finis, et on multiple par (u − v)+ ∈
W s,p

0 (Ω), qui y est utilisé comme fonction de test. Alors

∫
RN×RN

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
(u−v)+dxdy ≤

∫
RN×RN

(v(x)− v(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
(u−v)+dxdy

et par lemme 2.2, on a∫
RN×RN

(u(x)− u(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy <∞

et ∫
RN×RN

(v(x)− v(y))p−1(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+ps
dxdy <∞

Soit U c Ω comme dans la définition 2.7 pour les deux u et v. On a divisé la norme de
Gagliardo en RN comme

∫
RN×RN

|w(x)− w(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy =

∫
U×U

|w(x)− w(y)|p

|x− y|N+ps
dxdy + 2

∫
Ω×Uc

|w(x)|p

|x− y|N+ps
dxdy

où on a utilisé ce w = 0 dans Ωc par hypothèse. Le premier terme est borné depuis u, v ∈
W s,p(U). Le second terme est non singulier puisque dist(Ω, U c) > 0 et en utilisant 1.3, on obtient

∫
Ω×Uc

|w(x)|p

|x− y|N+ps
dxdy ≤ CΩ,U

∫
Ω

(|u(x)|p + |v(x)|p) dx
∫
RN

1

(1 + |y|)N+ps
dy

≤ CΩ,U

∫
Ω

(|u(x)|p + |v(x)|p) dx

Ce qui terminé la preuve.

3.3 Cas particulier

3.3.1 Espace Hs(Ω)

Dans cette section on s’intéresse à le cas particulier où p = 2.

Définition 3.2. (Voir [15]) Soit Ω un ouvert de RN , et soient s ∈]0, 1[ et p = 2. L’espace Hs(Ω) est
défini par :

Hs(Ω) = W s,2(Ω)

Proposition 3.2. (Voir [15]) Le produit scalaire dans Hs(Ω) est défini par :

〈u, v〉Hs(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx+

∫
Ω×Ω

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+2s
dxdy, ∀u, v ∈ Hs(Ω)
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Alors Hs(Ω) est espace de Hilbert.
Clairement, pour tout s ∈]0, 1[, on a

Hs(RN) = W s,2(RN) =
{
u ∈ L2(RN) : [u]s,2 < +∞

}
où est défini dans la formule 2.3.

Définition 3.3. (Voir [15]) L’espaceHs(RN) peut être défini de manière alternative via une trans-
formée de Fourier. Alors :

Ĥs(RN) =

{
u ∈ L2(RN) :

∫
RN

(1 + |ξ|2s) |Fu(ξ)|2 dx < +∞
}

3.3.2 L’opérateur Laplacien fractionnaire

L’opérateur de base impliqué dans ce type de problème est le soi-disant fractionnaire La-
placien (−∆)s avec s ∈]0, 1[. Cette section est consacrée à la définition de cet opérateur et à ses
propriétés. (Voir[15])

Définition 3.4. (Voir[15]) Soient p = 2 et s ∈]0, 1[, alors on définit le Laplacien factionnaire par :

(−∆)su(x) = C(N, s) lim
ε→0+

∫
RN\B(x,ε)

u(x)−u(y)

|x−y|N+2sdy, ∀x ∈ RN (3.2)

où B(x, ε) est la boule centrée en x de rayon ε, et C(N, s) est la constante de normalisation
(positive) suivant :

C(N, s) =
(∫

RN
1−cos(ξ1)

|ξ|N+2s dξ
)−1

(3.3)

peut écrire
(−∆)su(x) = C(N, s)P.V.

∫
RN

u(x)−u(y)

|x−y|N+2sdy, ∀x ∈ RN (3.4)

avec
P.V.

∫
RN

u(x)−u(y)

|x−y|N+2sdy = lim
ε→0+

∫
RN\B(x,ε)

u(x)−u(y)

|x−y|N+2sdy (3.5)

Définition 3.5. (Voir[15]) Soit s ∈]0, 1[, alors on définit le Laplacien factionnaire via la transfor-
mée de Fourier par :

(−∆)su(x) = F−1(|ξ|2sFu(ξ))(x), ∀x ∈ RN

où F−1 est transformée de Fourier inverse, alors

F−1ϕ(x) =
1

(2π)
N
2

∫
RN
eix.ξ.ϕ(ξ)dξ

Proposition 3.3. (Voir[15]) Soit s ∈]0, 1[. Alors :

(−∆)su(x) = −1

2
C(N, s)

∫
RN

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

|y|N+2s
dy, ∀x ∈ RN

Proposition 3.4. (Voir [15]) Soient s ∈]0, 1[ et C(N, s) est la constante définie en 3.3. Puis, pour tout
ξ ∈ RN , l’égalité ∫

RN

1− cos(ξ.y)

|y|N+2s
dy = C(N, s)−1 |ξ|2s
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Corollaire 3.1. (Voir [15]) Soient s ∈]0, 1[ et C(N, s) est la constante définie en 3.3. Puis, pour tout
u ∈ Hs(RN), l’égalité

[u]2Hs(RN ) = 2C(N, s)−1

∫
RN
|ξ|2s |Fu(ξ)|2 dξ

De plus,
Hs(RN) = Ĥs(RN)
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CHAPITRE 4

APPLICATION : EXISTENCE DES SOLUTIONS
FAIBLES POUR UN PROBLÈME P-LAPLACIEN

FRACTIONNAIRE SINGULIER

D ans ce chapitre, on va étudier l’existence et l’unicité de solution d’un problème aux limites
contenant l’opérateur p-Laplacien fractionnaire et un terme non linéaire singulier.

4.1 Présentation du problème et quelques préliminaires

Soient p ∈]1,+∞[, s ∈]0, 1[ et Ω ⊂ RN un ouvert borné régulier avec N > sp. On considère
le problème singulier non linéaire non local suivant (−∆)spu = f(x)

uγ
dans Ω,

u > 0 dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

(4.1)

Le but de cette partie est d’étudier l’existence et l’unicité de la solution pour le problème 4.1. la
nature de l’opérateur non locale exige d’introduire une définition de base d’un solution faible
du problème 4.1 comme suit

Définition 4.1. (Voir [2]) Une fonction u ∈ W s,p
loc (Ω)∩Lp−1(Ω) est une solution faible du problème

4.1 si
umax{ γ+p−1

p
,1} ∈ W s,p

0 (Ω),
f(x)

uγ
∈ L1

loc(Ω)

et on a∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

f(x)

uγ
ϕdx, ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

Le théorème suivant nous fournit, le résultat principal de cette partie.

Théorème 4.1. (Existence)(Voir [2]) Soit 0 < γ ≤ 1 et suppose que

f ≥ 0, f ∈ Lm(Ω), m =
Np

N(p− 1) + sp+ γ(N − sp)

Alors 4.1 a une solution faible u ∈ W s,p
0 (Ω) avec u > 0 pour tout compact k b Ω.
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Théorème 4.2. (Unicité)(Voir [2]) Soit γ > 0 et soit f ∈ L1(Ω) non négatif. Alors, sous conditions aux
limites de Dirichlet nulles au sens de la définition 4.2, la solution à 4.1 est unique.

La preuve de ce théorème 4.1 repose sur une technique bien établie introduite dans ([2]).
Dans ce que suit, on donne une définition pour une fonction u s’annule sur le bord de Ω

(u = 0 sur ∂Ω).

Définition 4.2. (Voir [2]) Soit u tel que u = 0 dans RN\Ω. On dit que u ≤ 0 sur ∂Ω si, pour tout
ε > 0, on a

(u− ε)+ ∈ W s,p
0 (Ω)

On dit que u = 0 sur ∂Ω si u est positif et u ≤ 0 sur ∂Ω.

Lemme 4.1. (Voir [2]) Soient q > 1 et ε > 0. Dans le plan R2, on pose

Sxε = {x ≥ ε} ∩ {y ≥ 0} Syε = {y ≥ ε} ∩ {x ≥ 0} .

Alors, on a
|xq − yq| ≥ εq−1 |x− y| dans Sxε ∪ Syε . (4.2)

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que x ≥ y, on considère la fonction
f(t) = tq, t ∈ [y, x] avec x 6= y ( l’inégalité est évidente dans le cas x = y). Comme q > 1 alors f
est continue sur [y, x] et dérivable sur ]y, x[, alors d’après le théorème des accroissements finis,
il existe λ ∈]y, x[ tel que :

xq − yq = f
′
(λ)(x− y)

= qλq−1(x− y)

1. Si (x, y) ∈ Sxε ∩ Syε alors y ≥ ε et x ≥ ε

xq − yq = qλq−1(x− y)

≥ λq−1(x− y)

≥ εq−1(x− y)

car ε ≤ y < λ < x⇒ λ > ε

2. Si x ≥ ε et y ≥ 0
On sait que la fonction f(t) = tq avec q > 1 est strictement convexe d’après proposition
1.9, alors on a :

xq − yq

x− y
≥ xq − 0q

x− 0

=
xq

x
= xq−1

≥ εq−1

alors
xq − yq ≥ εq−1(x− y)

Alors, l’inégalité 4.2 est prouvée.
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Proposition 4.1. (Voir [2]) Soit γ > 0 et soit u est une fonction positif avec umax{
γ+p−1
p

,1} ∈ W s,p
0 (Ω).

Alors u satisfait les conditions aux limites de Dirichlet au sens de la définition 4.2.

Démonstration. • Si 0 < γ < 1 alors max
{
γ+p−1

p
, 1
}

= 1 et par suite le résultat est évident.

• Si γ > 1 alors max
{
γ+p−1

p
, 1
}

= γ+p−1
p

. Pour ε > 0, on pose :

Sε = supp(u− ε)+ dans Qε = R2N\(Scε × Scε )

où

supp(u− ε)+ = {x ∈ Ω : (u− ε)+ > 0}
= Su(x)

ε × Su(y)
ε

D’après lemme 4.1, on a Qε ⊂ Sxε ∪ Syε . Alors∣∣(u− ε)+q(x)− (u− ε)+q(y)
∣∣ ≥ εq−1

∣∣(u− ε)+(x)− (u− ε)+(y)
∣∣ dans Qε

|uq(x)− uq(y)| ≥ εq−1 |u(x)− u(y)| dans Qε

On pose q = γ+p−1
p

, donc on a :

|uq(x)− uq(y)| =
∣∣∣u γ+p−1

p (x)− u
γ+p−1
p (y)

∣∣∣
≥ ε

γ+p−1
p
−1 |u(x)− u(y)|

= ε
γ+p−1−p

p |u(x)− u(y)|

= ε
γ−1
p |u(x)− u(y)|

alors ∣∣∣u γ+p−1
p (x)− u

γ+p−1
p (y)

∣∣∣p ≥ εγ−1 |u(x)− u(y)|p (4.3)
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Comme u(x) ≥ ε dans Qε et u(y) ≥ ε dans Qε. On a∫
R2N

|(u− ε)+(x)− (u− ε)+(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Qε

|(u− ε)+(x)− (u− ε)+(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

+

∫
R2N\Qε

|(u− ε)+(x)− (u− ε)+(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

≤
∫
Qε

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

En utilisant la relation 4.3 on obtient :

∫
R2N

|(u− ε)+(x)− (u− ε)+(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤ ε1−γ

∫
R2N

∣∣∣u γ+p−1
p (x)− u

γ+p−1
p (y)

∣∣∣p
|x− y|N+sp

dxdy

Ce qui termine la preuve.

4.2 Étude d’existence des solutions pour un problème p-Laplacien
fractionnaire avec un terme régulier

Soit Ω un ouvert régulier de RN , soient p ∈]1,+∞[ et s ∈]0, 1[ tels que sp < N . On considère
le problème suivant 

(−∆)spu = f(x) dans Ω,
u > 0 dans Ω,
u = 0 dans RN\Ω.

(4.4)

où f est une fonction positif de L∞(Ω).
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Définition 4.3. On dit que u ∈ W s,p
0 (Ω) est une solution faible de problème 4.4, si et seulement

si ∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

f(x)ϕdx, ∀ϕ ∈ W s,p
0 (Ω)

Théorème 4.3. (Voir [2]) Soient f ∈ L∞(Ω) et f ≥ 0, f 6≡ 0. Alors le problème 4.4 admet une solution
unique u ∈ W s,p

0 (Ω).

• Pour prouver l’existence de la solution faible du problème 4.4, on considère la fonction-
nelle suivante :

J : W s,p
0 (Ω)→ R

u 7→ J(u)

avec

J(u) =
1

p

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy −

∫
Ω

f(x)udx

Lemme 4.2. Tout point critique de J est une solution faible du problème 4.4.

Démonstration. D’abord, on montre que J est de classe C1(W s,p
0 (Ω),R).

On pose

J1(u) =
1

p

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy, ∀u ∈ W s,p

0 (Ω)

J2(u) =

∫
Ω

f(x)udx, ∀u ∈ W s,p
0 (Ω)

D’abord, on montre que J2 est Fréchet différentiable, en effet, soit u, ϕ ∈ W s,p
0 (Ω), on a :

J2(u+ ϕ)− J2(u) =

∫
Ω

f(x)(u+ ϕ)dx−
∫

Ω

f(x)udx

=

∫
Ω

f(x)udx+

∫
Ω

f(x)ϕdx−
∫

Ω

f(x)udx

=

∫
Ω

f(x)ϕdx

= J2(ϕ) +O(‖ϕ‖)
= 〈Au, ϕ〉

Maintenant, on assure que la forme linéaire Au est continue. En utilisant l’inégalité de Hölder
1.1 et l’inégalité de type Poincaré 2.2, on obtient

|〈Au, ϕ〉| =
∣∣∣∣∫

Ω

f(x)ϕdx

∣∣∣∣
≤ ‖f‖L∞ ‖ϕ‖L1

≤ C ‖f‖L∞ ‖ϕ‖Lp
≤ C

′ ‖f‖L∞ [ϕ]s,p

≤ C
′ ‖f‖L∞ ‖ϕ‖W s,p

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



4.2. ÉTUDE D’EXISTENCE DES SOLUTIONS POUR UN PROBLÈME P-LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE AVEC UN TERME RÉGULIER 33

D’où, Au est une forme linéaire et continue et on écrit

Au = J
′

G(u)

où 〈
J
′

2G(u), ϕ
〉

=

∫
Ω

f(x)ϕdx, ∀ϕ ∈ W s,p
0 (Ω)

De plus, on peut vérifier facilement que

J
′

2G : W s,p
0 (Ω)→ (W s,p

0 (Ω))
′

est continue.
Ce qui implique que J2 est Fréchet différentiable et on écrit〈

J
′

2(u), ϕ
〉

=

∫
Ω

f(x)ϕdx

Maintenant, de la même manière, on vérifie que J1 est Gâteaux différentiable, en effet, pour
tout u, ϕ ∈ W s,p

0 (Ω) et pour tout t > 0 tel que u+ tϕ ∈ W s,p
0 (Ω), on a :

lim
t→0

J1(u+ tϕ)− J1(u)

t

= lim
t→0

1

t

[
1

p

∫
R2N

|(u(x) + tϕ(x))− (u(y) + tϕ(y))|p

|x− y|N+sp
dxdy − 1

p

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

]
= lim

t→0

1

t

[
1

p

∫
R2N

|(u(x)− u(y)) + t(ϕ(x)− ϕ(y))|p

|x− y|N+sp
dxdy − 1

p

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

]
Pour calculer cette limite, on applique le théorème des accroissements finis sur la fonction g
définie par :

g(s) = |(u(x)− u(y)) + s(ϕ(x)− ϕ(y))|p , pour s ∈ (0, t)

Alors, il existe un nombre ct ∈]0, t[ vérifiant :

g(t)− g(0) = g
′
(ct)t

Ainsi :

|(u(x)− u(y)) + t(ϕ(x)− ϕ(y))|p − |u(x)− u(y)|p

=
[
p |(u(x)− u(y)) + ct(ϕ(x)− ϕ(y))|p−2 ((u(x)− u(y)) + ct(ϕ(x)− ϕ(y)))(ϕ(x)− ϕ(y))

]
t

Alors,

lim
t→0

1

t

∫
R2N

1

p

|(u(x)− u(y)) + t(ϕ(x)− ϕ(y))|p − |u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

= lim
ct→0

∫
R2N

|(u(x)− u(y)) + ct(ϕ(x)− ϕ(y))|p−2 ((u(x)− u(y)) + ct(ϕ(x)− ϕ(y)))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy
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On signale que :∫
R2N

|(u(x)− u(y)) + ct(ϕ(x)− ϕ(y))|p−2 ((u(x)− u(y)) + ct(ϕ(x)− ϕ(y)))(ϕ(x)− ϕ(y))

→
∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

En effet, si on pose : ct = 1
n

, n ∈ N∗ et

hn(x, y) =

∣∣∣∣(u(x)− u(y)) +
1

n
(ϕ(x)− ϕ(y))

∣∣∣∣p−2

((u(x)− u(y)) +
1

n
(ϕ(x)− ϕ(y)))(ϕ(x)− ϕ(y))

h(x, y) = |u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

D’abord, facilement de voir que : la suite hn(x, y) converge vers h(x, y) presque partout dans
RN × RN .
De plus

|hn(x, y)| ≤ (|u(x)− u(y)|+ 1

n
|ϕ(x)− ϕ(y)|)p−2(|u(x)− u(y)|+ 1

n
|ϕ(x)− ϕ(y)|) |ϕ(x)− ϕ(y)|

≤ (|u(x)− u(y)|+ |ϕ(x)− ϕ(y)|)p−2(|u(x)− u(y)|+ |ϕ(x)− ϕ(y)|) |ϕ(x)− ϕ(y)|
= (|u(x)− u(y)|+ |ϕ(x)− ϕ(y)|)p−1 |ϕ(x)− ϕ(y)| ∈ L1(R2N)

On pose :

Lu : W s,p
0 (Ω)→ R

ϕ→ Lu(ϕ) =

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy

Évidant de voir que Lu est une forme linéaire, on vérifie qu’elle est continue, soit u, ϕ ∈
W s,p

0 (Ω), on utilisant l’inégalité de Hölder 1.1, on a

∣∣∣∣∣
∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy

∣∣∣∣∣
≤
∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 |u(x)− u(y)| |ϕ(x)− ϕ(y)|
|x− y|N+sp

dxdy

=

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−1 |ϕ(x)− ϕ(y)|

|x− y|
N+sp

p
′ |x− y|

N+sp
p

dxdy

≤
[∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

] 1

p
′
[∫

R2N

|ϕ(x)− ϕ(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

] 1
p

= [u]
p

p
′
s,p [ϕ]s,p

= C ‖ϕ‖W s,p
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où p′ est le conjugué de p
(

1
p

+ 1
p′

= 1
)

et C = [u]
p

p
′
s,p ce qui prouve que Lu est une forme linéaire

continue et on pose :

Lu(ϕ) =
〈
J
′

1Gu, ϕ
〉

=

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy, ∀ϕ ∈ W s,p

0 (Ω)

Il reste de prouver que
J
′

1G : W s,p
0 (Ω)→ (W s,p

0 (Ω))
′

est continue.
Soit (un) une suite de W s,p

0 (Ω) convergente vers une fonction u dans W s,p
0 (Ω) c’est à dire :

‖un − u‖W s,p
0
→ 0

alors, ∥∥∥J ′1G(un)− J ′1G(u)
∥∥∥

(W s,p
0 )′
→ 0

avec la norme dans (W s,p
0 (Ω))

′ est définie comme :∥∥∥J ′1G(un)− J ′1G(u)
∥∥∥

(W s,p
0 )′

= sup
‖ϕ‖≤1

∣∣〈J ′1G(un)− J ′1G(u), ϕ
〉∣∣

‖ϕ‖∣∣〈J ′1G(un)− J ′1G(u), ϕ
〉∣∣ =

∣∣〈J ′1G(un), ϕ
〉
−
〈
J
′
1G(u), ϕ

〉∣∣
=
∣∣∣∫R2N

|un(x)−un(y)|p−2(un(x)−un(y))(ϕ(x)−ϕ(y))

|x−y|N+sp dxdy −
∫
R2N

|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(ϕ(x)−ϕ(y))

|x−y|N+sp dxdy
∣∣∣

=

∣∣∣∣∫R2N

(|un(x)−un(y)|p−2(un(x)−un(y))(ϕ(x)−ϕ(y)))−(|u(x)−u(y)|p−2(u(x)−u(y))(ϕ(x)−ϕ(y)))
|x−y|N+sp dxdy

∣∣∣∣
Comme (un) est une suite convergente dans W s,p

0 (Ω). Alors J ′1G est continue.
Alors J1 est Gâteaux différentiable.

D’après le lemme 4.2, au lieu de chercher des solutions faibles du problème 4.4, on va cher-
cher des points critiques pour la fonctionnelle et pour établir ça on s’appuie sur une méthode
de minimisation plus précisement c’est le théorème 1.8. D’abord on assure la coercivitée de J
d’après le lemme suivant :

Lemme 4.3. La fonctionnelle J est coercive.

Démonstration. On montre que J est coercive.
On a

J(u) =
1

p

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy −

∫
Ω

f(x)udx

D’après l’inégalité de Hölder 1.1 et l’inégalité de type Poincaré 2.2, on a∫
Ω

f(x)udx ≤ C1 ‖f‖L∞ ‖u‖Lp

≤ C ‖f‖L∞ [u]s,p

= C ‖f‖L∞ ‖u‖W s,p

= C ‖f‖L∞
(∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p
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Alors

J(u) ≥ 1

p

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy − C ‖f‖L∞

(∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

≥ 1

p
‖u‖p

W s,p
0
− C ‖f‖L∞ ‖u‖W s,p

0

En division sur ‖u‖W s,p
0

J(u)

‖u‖W s,p
0

≥ 1

p
‖u‖p−1

W s,p
0
− C ‖f‖L∞

Comme p > 1, alors

lim
‖u‖

W
s,p
0

→+∞

J(u)

‖u‖W s,p
0

= +∞

Donc J est coercive.

Lemme 4.4. J est faiblement semi continue inférieurement.

Démonstration. Soit (un) ⊂ W s,p
0 (Ω) une suite converge faiblement vers u dans W s,p

0 (Ω), c’est à
dire

un ⇀ u

D’autre part, on a

|J2(un)− J2(u)| =
∣∣∣∣∫

Ω

fundx−
∫

Ω

fudx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|f | |un − u| dx

≤ ‖f‖L∞
∫

Ω

|un − u| dx

Comme l’injection de W s,p
0 (Ω) dans L1(Ω) est compact car Np

N−sp > 1, alors

‖un − u‖L1 =

∫
Ω

|un − u| dx→ 0

et par suite
J2(u) = lim

n→+∞
J2(un)

D’autre part, on a

J1(u) ≤ lim
n→+∞

inf J1(un)

En effet, d’après le lemme de Fatou 1.1, on a :

1

p

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤ lim

n→+∞
inf

1

p

∫
R2N

|un(x)− un(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

Ce qui affirme la faiblement semi continuité inférieurement.
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Preuve du théorème 4.3 :
Existence : Il est facile de voir que les lemmes 4.2, 4.3 et 4.4 satisfaisants les conditions du théo-
rème 1.8 et par suite la fonctionnelle J admet au moins un point critique donc le problème 4.4
admet au moins une solution faible.
Unicité : Supposons que u1, u2 ∈ W s,p

0 (Ω) sont des solutions faibles à problème 4.4. Par consé-
quent, pour tout ϕ ∈ W s,p

0 (Ω), on a∫
R2N

|u1(x)− u1(y)|p−2 (u1(x)− u1(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

f(x)ϕdx, (4.5)

et ∫
R2N

|u2(x)− u2(y)|p−2 (u2(x)− u2(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

f(x)ϕdx. (4.6)

En soustraction 4.5 et 4.6, on obtient∫
R2N

(|u1(x)− u1(y)|p−2 (u1(x)− u1(y))− |u2(x)− u2(y)|p−2 (u2(x)− u2(y)))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy = 0

On pose ϕ(x) = ω(x) = u1(x)− u2(x). En utilisant l’inégalité 1.1, on obtient :∫
R2N

(|u1(x)− u1(y)|+ |u2(x)− u2(y)|)p−2 |ω(x)− ω(y)|2

|x− y|N+sp
dxdy ≤ 0∫

R2N

|(u1(x)− u2(x))− (u1(y)− u2(y))|p−2 |ω(x)− ω(y)|2

|x− y|N+sp
dxdy ≤ 0∫

R2N

|ω(x)− ω(y)|p−2 |ω(x)− ω(y)|2

|x− y|N+sp
dxdy ≤ 0, si 1 < p < 2

(4.7)

En utilisant l’inégalité 1.2, on obtient :∫
R2N

|ω(x)− ω(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤ 0, si p ≥ 2 (4.8)

Dans les deux cas, les inégalités 4.7 et 4.8 affirment que ω(x) = C pour tout x ∈ RN et certains
constant C ∈ R. Puisque ui = 0 sur Ωc, on obtient ω = 0 sur Ωc. Donc C = 0 et l’affirmation suit.

4.3 Régularités des solutions du problème 4.4

Dans cette partie on étudie la régularité des solutions du problème (−∆)spu = f(x) où f
est une fonction de Lq(Ω), plus précisément on s’intéresse du cas ou f ∈ L∞(Ω), ici, le résultat
principale est :

Lemme 4.5. (Voir [24]) Soit f ∈ Lq(Ω) avec 1 < q ≤ ∞. Supposons que u ∈ W s,p
0 (Ω) est une solution

faible de l’équation (−∆)spu = f(x) dans Ω. Alors

‖u‖Lr ≤ C ‖f‖
1
p−1

Lq (4.9)
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où

r =

{
N(p−1)q
N−spq , 1 < q < N

sp

∞ N
sp
< q ≤ ∞

et C = C(N,Ω, p, s, q) > 0. En particulier, si f ∈ L∞(Ω), alors

‖u‖L∞ ≤ C ‖f‖
1
p−1

L∞ (4.10)

Démonstration. Pour K > 0, t ∈ R, et α > 0, ensemble tk = max {−k,min {t, k}} et considéré la
fonction non croissante g(t) = tαk . En utilisant le lemme 1.2 et tester l’équation (−∆)spu = f(x)
par g(u) ∈ W s,p

0 (Ω) donne

‖G(u)‖p ≤
∫
R2N

(u(x)− u(y))p−1(g(u(x))− g(u(y)))

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫
Ω

f(x)g(u(x))dx,

où

G(t) =

∫ t

0

g
′
(τ)

1
pdτ

=
α

1
pp

α + p− 1
t
α+p−1

p

k

En utilisant l’inégalité de Sobolev à gauche et l’inégalité de Hölder à droite, on a∥∥∥∥uα+p−1
p

k

∥∥∥∥p
Lp
∗
s

≤ C ‖f‖Lq ‖u
α
k‖Lq′ (4.11)

Si 1 < q < N
sp

, on prend :

α =
(p− 1)p∗s
pq′ − p∗s

=
N(p− 1)(q − 1)

N − spq
> 0

et donc :
α + p− 1

p
p∗s = αq

′

Alors, on pose :

r = αq
′

=
N(p− 1)q

N − spq
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et 4.11 donne

‖uk‖
pr
p∗s
Lr ≤ C ‖f‖Lq ‖uk‖

r

q
′

Lr

donc

‖uk‖Lr ≤ C ‖f‖
1
p−1

Lq

En faisant k →∞, on obtient l’inégalité 4.9 pour ce cas.
Si N

sp
< q ≤ ∞, en utilisant le théorème 3.1 dans l’article [18] et l’inégalité de Hölder, on obtient

‖u‖L∞ ≤ C

(
‖u‖

Lq
′ + ‖f‖

1
p−1

Lq

)
(4.12)

Sachant que q′ < p∗s dans ce cas, l’inégalité de Hölder et la relation 4.11 avec α = 1, on obtient

‖uk‖p
Lq
′ ≤ C ‖uk‖pLp∗s
≤ C ‖f‖Lq ‖uk‖Lq′

d’où

‖uk‖Lq′ ≤ C ‖f‖
1
p−1

Lq

En faisant k →∞ et en combinant avec la relation 4.12, on trouve

‖u‖L∞ ≤ C ‖f‖
1
p−1

Lq

En particulier, si q =∞, on a

‖u‖L∞ ≤ C ‖f‖
1
p−1

L∞

Corollaire 4.1. Soit f ∈ L∞(Ω) et f ≥ 0, f 6≡ 0. Alors le problème 4.4 admet une solution unique
u ∈ W s,p

0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

4.4 Approximations

Soit f ∈ L1(Ω) avec f ≥ 0, on considère la suite de troncature suivante :

fn(x) = min
x∈Ω
{f(x), n} =

{
f(x), si f(x) ≤ n
n, si f(x) ≥ n

I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



4.4. APPROXIMATIONS 40

Alors, on considère le problème d’approximation suivant :
(−∆)spun = fn(x)

(un+ 1
n

)γ
dans Ω

un > 0 dans Ω
un = 0 dans RN\Ω

(Pn)

Proposition 4.2. (Voir [2]) Pour toute n ≥ 1, il existe une solution faible un ∈ W s,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) à

(Pn).

Démonstration. Étant donné n ∈ N et une fonction u ∈ Lp(Ω) à la lumière du théorème 4.3, il
existe une solution unique ω ∈ W s,p

0 (Ω) du problème
(−∆)spω = fn(x)

(u++ 1
n

)γ
dans Ω

ω > 0 dans Ω
ω = 0 dans RN\Ω

(4.13)

où u+ = max(u, 0).
Alors, on peut définir l’application S définie par :

Lp(Ω) 3 u 7→ S(u) = ω ∈ W s,p
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω)

où ω est la solution unique de 4.13. En utilisant ω comme fonction test dans 4.13, on obtient∫
R2N

|(ω(x)− ω(y))|p−2 ((ω(x)− ω(y))((ω(x)− ω(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(u+ + 1
n
)γ
ωdx

Comme fn(x) ≤ n p.p x ∈ Ω et u+ ≥ 0, alors∫
R2N

|(ω(x)− ω(y))|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(u+ + 1
n
)γ
ωdx

≤ nγ+1 ‖ω‖L1

≤ Cnγ+1 ‖ω‖W 1,p
0

d’où (∫
R2N

|ω(x)− ω(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) 1
p

≤ Cn
γ+1
p−1 (4.14)

pour certains C = C(p, s,N,Ω) (indépendant de u), de sorte que la boule de rayon R = Cn
γ+1
p−1

dans W s,p
0 (Ω), est invariant sous l’action de S. Maintenant, afin d’appliquer le théorème du
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point fixe du Schauder 1.9 à S où E = W s,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), puis d’obtenir une solution du pro-

blème 4.13, on besoin de prouver la continuité et la compacité de S comme un opérateur de
W s,p

0 (Ω) dans W s,p
0 (Ω).

• Pour prouver la continuité et la compacité.
L’opérateur est définit par :

S : W s,p
0 (Ω)→ W s,p

0 (Ω)

1. Continuité de S
Par la convergence forte de (uk)k∈N dans W s,p

0 (Ω).
On peut extraire une sous-suite ukl = uk telle que

uk → u dans Lp
∗
s(Ω)

et
uk(x)→ u(x) p.p. dans Ω, comme k → +∞

En considérant la suite correspondante des solutions (ωk)k∈N. On a

∫
R2N

|ωk(x)− ωk(y)|p−2 (ωk(x)− ωk(y))(ωk(x)− ωk(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
ωkdx, (4.15)

et ∫
R2N

|ω(x)− ω(y)|p−2 (ω(x)− ω(y))(ω(x)− ω(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(u+ + 1
n
)γ
ωdx. (4.16)

En retranchant 4.15 de 4.16 et en posant ωk(x) = ωk(x)− ω(x).

∫
R2N

(|ωk(x)− ωk(y)|p−2 (ωk(x)− ωk(y))2 − |ω(x)− ω(y)|p−2 (ω(x)− ω(y))2)

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫
Ω

(
fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

)
(ωk − ω) dx

∗ Si 1 < p < 2 : On utilise l’inégalité 1.1, on obtient :

∫
R2N

(|ωk(x)− ωk(y)|+ |ω(x)− ω(y)|)p−2 |ωk(x)− ωk(y)|2

|x− y|N+sp
dxdy ≤

∫
Ω

(
fn(x)

(u+
k + 1

n)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n)γ

)
(ωk − ω) dx

(4.17)
∗ Si p ≥ 2 : On utilise l’inégalité 1.2, on obtient :

∫
R2N

|ωk(x)− ωk(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤

∫
Ω

(
fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

)
(ωk − ω) dx (4.18)
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On considère le côté droit de 4.18. En utilisant les inégalités de Hölder et de Sobolev, alors∣∣∣∣∫
Ω

(
fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

)
(ωk − ω) dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

(
fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

)
ωkdx

∣∣∣∣
≤

(∫
Ω

∣∣∣∣ fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

∣∣∣∣(p∗s)
′

dx

) 1

(p∗s)
′

‖ωk‖Lp∗s

≤ C

(∫
Ω

∣∣∣∣ fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

∣∣∣∣(p∗s)
′

dx

) 1

(p∗s)
′

‖ωk‖W s,p
0

où (p∗s)
′
= Np

N(p−1)+sp
et C = C(p, s,N) est une constante positif. D’après 4.18, on obtient

∗ Si p ≥ 2

‖ωk − ω‖W s,p
0
≤ C

(∫
Ω

∣∣∣∣ fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

∣∣∣∣(p∗s)
′

dx

) 1

(p−1).(p∗s)
′

(4.19)

En remarquant que : ∣∣∣∣ fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

∣∣∣∣ ≤ 2nγ+1 (4.20)

car ∣∣∣∣ fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ

∣∣∣∣ ≤ nγ+1 et

∣∣∣∣ fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

∣∣∣∣ ≤ nγ+1.

Alors, par le théorème de convergence dominé et par le fait que uk(x)→ u(x) p.p dans Ω
de 4.19, on a

lim
k→+∞

‖ωk − ω‖W s,p
0

= 0

Donc, dans le cas p ≥ 2, on a montré que S est continue de W s,p
0 (Ω) à W s,p

0 (Ω).
Dans le cas 1 < p < 2 par un argument similaire et en utilisant la relation 4.17, on peut
montrer la continuité de S de W s,p

0 (Ω) à W s,p
0 (Ω).

2. Compacité de S
Soit {uk}k∈N ⊂ W s,p

0 (Ω) une suite bornée, c’est à dire

∃C > 0 : ‖uk‖W s,p
0
≤ C, ∀k ∈ N∗ (4.21)

Si on note ωk = S(uk), on montre qu’il existe une sous-suite et une fonction ω ∈ W s,p
0 (Ω)

satisfaite
lim
k→∞
‖ωk − ω‖W s,p

0
= 0

D’après 4.21 et de la réflexivité de l’espaceW s,p
0 (Ω), on peut extraire une sous-suite de (uk)

noter lui même telle que

uk ⇀ u faiblement dans W s,p
0 (Ω)

et sachant que l’injection W s,p
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω) est compacte pour tout 1 ≤ r < p∗s, alors on a

uk → u dans Lr(Ω), 1 ≤ r < p∗s
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En vertu 4.14, on a ‖S(uk)‖W s,p
0
≤ C pour une constante C indépendante de k, et donc

pour 1 ≤ r < p∗s, on a
S(uk) ⇀ ω dans W s,p

0 (Ω)

et
S(uk)→ ω dans Lr(Ω)

Pour certains ω ∈ W s,p
0 (Ω). Alors pour tout ϕ ∈ W s,p

0 (Ω)∫
R2N

|ωk(x)− ωk(y)|p−2 (ωk(x)− ωk(y)) (ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
ϕdx (4.22)

On montre maintenant que, quand k tend vers l’infini, l’équation 4.22 converge vers∫
R2N

|ω(x)− ω(y)|p−2 (ω(x)− ω(y)) (ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(u+ + 1
n
)γ
ϕdx (4.23)

par le théorème de convergence dominé, on voit facilement que

lim
k→∞

∫
Ω

fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
ϕdx =

∫
Ω

fn(x)

(u+ + 1
n
)γ
ϕdx

De plus, puisque la suite |ωk(x)− ωk(y)|p−2 (ωk(x)− ωk(y))

|x− y|
N+sp

p
′


k∈N

est bornée dans Lp
′
(R2N) et par convergence ponctuelle de ωk(x) à ω(x), on a

|ωk(x)− ωk(y)|p−2 (ωk(x)− ωk(y))

|x− y|
N+sp

p
′

→ |ω(x)− ω(y)|p−2 (ω(x)− ω(y))

|x− y|
N+sp

p
′

p.p dans R2N

De la réflexivité des espaces classiques de Lebesgue on peut passer à une sous-suite de
sorte que :

|ωk(x)− ωk(y)|p−2 (ωk(x)− ωk(y))

|x− y|
N+sp

p
′

⇀
|ω(x)− ω(y)|p−2 (ω(x)− ω(y))

|x− y|
N+sp

p
′

faiblement dans Lp
′

(R2N)

Alors, puisque :
ϕ(x)− ϕ(y)

|x− y|
N+sp

p
′
∈ Lp(R2N)

on conclut que le membre à gauche de 4.22 converge vers le membre à gauche de 4.23.
D’où, 4.23 est satisfaite. C’est, en particulier, ω = S(u).
Avec une même démonstration pour 4.17 et 4.18 et en posant ωk = S(uk) et ωk(x) =
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ωk(x)− ω(x), on obtient que :
∗ Si 1 < p < 2, on a :∫

R2N

(|ωk(x)− ωk(y)|+ |ω(x)− ω(y)|)p−2 |ωk(x)− ωk(y)|2

|x− y|N+sp
dxdy

≤ ‖ωk − ω‖Lp

(∫
Ω

∣∣∣∣ fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

∣∣∣∣p
′

dx

) 1

p
′

∗ Si p ≥ 2, on a : ∫
R2N

|ωk(x)− ωk(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

≤ ‖ωk − ω‖Lp

(∫
Ω

∣∣∣∣ fn(x)

(u+
k + 1

n
)γ
− fn(x)

(u+ + 1
n
)γ

∣∣∣∣p
′

dx

) 1

p
′

où p′ = p
p−1

. En utilisant 4.20, les deux dernières équations impliquent que

lim
k→+∞

‖S(uk)− S(u)‖W s,p
0

= 0

et par conséquent la compacité de S de W s,p
0 (Ω) à W s,p

0 (Ω). Le théorème du point fixe de
Schauder 1.9 assure l’existence de un ∈ W s,p

0 (Ω), tel que un = S(un), donc une solution
faible 

(−∆)spun = fn(x)

(un+ 1
n

)γ
dans Ω

un > 0 dans Ω
un = 0 dans RN\Ω

(4.24)

Comme fn
(un+ 1

n
)γ
∈ L∞(Ω), alors le lemme 4.5 nous forint que un soit dans L∞(Ω).

Le résultat suivant prouve la monotonie des suite des solutions (un) du 4.24.

Lemme 4.6. (Voir [2]) La suite {un}n∈N trouvé dans le lemme précédent satisfait

un(x) ≤ un+1(x), p.p. pour x ∈ Ω

et
un(x) ≥ σ > 0, p.p. pour x ∈ ω b Ω

pour une constante positive σ = σ(ω).

Démonstration. On a, pour toute n ∈ N et pour tout ϕ ∈ W s,p
0 (Ω)∫

R2N

|un(x)− un(y)|p−2 (un(x)− un(y)) (ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(un + 1
n
)γ
ϕdx

aussi bien que, pour tout ϕ ∈ W s,p
0 (Ω)∫

R2N

|un+1(x)− un+1(y)|p−2 (un+1(x)− un+1(y)) (ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn+1(x)

(un+1 + 1
n+1

)γ
ϕdx
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en prenant ϕ = ω = (un− un+1)+ ∈ W s,p
0 (Ω) comme fonction test dans les formules ci-dessus, et

on retranche le second du premier, et en remarquant que fn ≤ fn+1, on a∫
Ω

fn(x)

(un + 1
n
)γ

(un − un+1)+dx−
∫

Ω

fn+1(x)

(un+1 + 1
n+1

)γ
(un − un+1)+dx

=

∫
Ω

(un − un+1)+

(
fn(x)(un+1 + 1

n+1
)γ − fn+1(x)(un + 1

n
)γ

(un + 1
n
)γ(un+1 + 1

n+1
)γ

)
dx

≤
∫

Ω

fn+1(un − un+1)+
(un+1 + 1

n+1
)γ − (un + 1

n
)γ

(un + 1
n
)γ(un+1 + 1

n+1
)γ

dx

≤ 0

Alors, si Ip(s) = |s|p−2 s, on conclut que∫
R2N

(Ip(un(x)− un(y)))− Ip (un+1(x)− un+1(y)) (ω(x)− ω(y))

|x− y|N+sp
dxdy ≤ 0 (4.25)

Maintenant, par ([11, lemme 9]) on a

(Ip(un(x)− un(y)))− Ip (un+1(x)− un+1(y)) (ω(x)− ω(y)) ≥ 0 pour (x, y) ∈ R2N

avec la stricte inégalité, sauf si ça tient

(un(x)− un+1(x))+ = (un(y)− un+1(y))+ pour (x, y) ∈ R2N (4.26)

D’autre part, par 4.25, on a

(Ip(un(x)− un(y)))− Ip (un+1(x)− un+1(y)) (ω(x)− ω(y)) = 0 pour (x, y) ∈ R2N

par conséquent, 4.26 est vrai, et par suite

(un(x)− un+1(x))+ = C pour (x, y) ∈ R2N

pour un certain constant C, puisque un = un+1 = 0 sur RN\Ω il s’ensuit que C = 0, ce qui
implique que un(x) ≤ un+1(x), p.p. x ∈ Ω. ceci conclut la preuve de la première affirmation.
Concernant la deuxième affirmation, on a u1 ∈ L∞(Ω), et

(−∆)spu1 =
f1(x)

(u1 + 1)γ
∈ L∞(Ω).

Alors, par ([4, théorème 1.1]) on déduit u1 ∈ C0,α(Ω) pour certains α ∈ (0, 1). En particulier par
le principe du maximum fort, on a

u1(x) ≥ σ > 0, pour x ∈ ω b Ω

et σ = σ(ω). La deuxième affirmation suit de la monotonie.
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4.5 Estimations a priori et passage de la limite

Le lemme suivant nous permet de voir des conditions suffisantes pour la bornitude de la
suite des solutions (un)n∈N dans l’espace W s,p

0 (Ω).

Lemme 4.7. (Voir [2]) Soit {un}n∈N ⊂ W s,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) la suite de solution du problème (Pn) prouvé

dans la proposition 4.2, on suppose que

0 < γ ≤ 1, f ≥ 0, f ∈ Lm(Ω), m =
Np

N(p− 1) + sp+ γ(N − sp)
(4.27)

Alors, {un}n∈N est une suite bornée dans W s,p
0 (Ω).

Démonstration. • Dans le cas 0 < γ < 1 comme on a fn ≤ f , alors en utilisant l’inégalité de
Hölder on a ∫

R2N

|un(x)− un(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(un + 1
n
)γ
undx

≤
∫

Ω

fn(x)u1−γ
n dx

≤ ‖f‖Lm
(∫

Ω

u(1−γ)m
′

n dx

) 1

m
′

(4.28)

où m′ = m
m−1

. Comme (1− γ)m
′
= p∗s, par l’inégalité de type de Sobolev, on obtient

(∫
Ω

u(1−γ)m
′

n dx

) 1

m
′

≤ C

(∫
R2N

|un(x)− un(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

) p∗s
pm
′

pour une constante C = C(p, s,N) > 0. Comme p∗s
pm′

< 1, de la relation 4.28 on a

sup
n∈N
‖un‖W s,p

0
≤ C (f, p, s, γ,N)

• Dans le cas γ = 1, de la même méthode avec 4.28, on a∫
R2N

|un(x)− un(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤

∫
Ω

fn(x)

(un + 1
n
)γ
undx

≤
∫

Ω

f(x)dx

ce qui donne à la bornitude de la suite.

Théorème 4.4. (Voir [2]) On suppose que le lemme 4.7 est satisfait. Alors le problème 4.1 admet une
solution faible u ∈ W s,p

0 (Ω).

Démonstration. En vertu lemme 4.7, la suite des solutions {un}n∈N ⊂ W s,p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) du pro-

blème (Pn) fourni par la proposition 4.2 est borné dans W s,p
0 (Ω). Alors, pour un sous-suite, on

a un ⇀ u dans W s,p
0 (Ω), et par l’injection compact on a un → u dans Lr(Ω) pour 1 ≤ r < p∗s et

un → u p.p. dans Ω et, en outre, par lemme 4.6, on a

∀k b Ω ∃σk > 0 tel que u(x) ≥ σk > 0, pour p.p. x ∈ k
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on a ∫
R2N

|un(x)− un(y)|p−2 (un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

fn(x)

(un + 1
n
)γ
ϕdx (4.29)

pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω), comme la suite |un(x)− un(y)|p−2 (un(x)− un(y))

|x− y|
N+sp

p
′


n∈N

est borné dans Lp
′
(R2N) et par la convergence presque partout de un vers u.

|un(x)− un(y)|p−2 (un(x)− un(y))

|x− y|
N+sp

p
′

→ |u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))

|x− y|
N+sp

p
′

p.p. dans R2N

de sorte que

|ωk(x)− ωk(y)|p−2 (ωk(x)− ωk(y))

|x− y|
N+sp

p
′

⇀
|ω(x)− ω(y)|p−2 (ω(x)− ω(y))

|x− y|
N+sp

p
′

faiblement dans Lp
′

(R2N)

Alors, puisque pour ϕ ∈ C∞c (Ω) on a

ϕ(x)− ϕ(y)

|x− y|
N+sp
p

∈ Lp(R2N)

on conclut que

lim
n→+∞

∫
R2N

|un(x)− un(y)|p−2 (un(x)− un(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy

pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω). Concernant le côté droit de la formule 4.29, rappelant le lemme 4.6, pour
tous ϕ ∈ C∞c (Ω) avec supp(ϕ) = k, il existe σk > 0 indépendant de n tel que∣∣∣∣ fn(x)ϕ

(un + 1
n
)γ

∣∣∣∣ ≤ σγk |f(x)ϕ(x)| ∈ L1(Ω).

Par le théorème de convergence dominé, on obtient

lim
n→+∞

∫
Ω

fn(x)ϕ

(un + 1
n
)γ
ϕdx =

∫
Ω

f(x)

uγ
ϕdx.

Enfin, en passant à la limite dans 4.29, on obtient∫
R2N

|u(x)− u(y)|p−2 (u(x)− u(y))(ϕ(x)− ϕ(y))

|x− y|N+sp
dxdy =

∫
Ω

f(x)

uγ
ϕdx

pour tout ϕ ∈ C∞c (Ω), et par suite u est une solution à 4.1.
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Conclusion générale

Dans notre travail, nous avons étudié un problème aux limites contenant l’opérateur p-
Laplacien fractionnaire et un terme non linéaire singulier. Dans notre approche, nous allons
étudier ce problème par des méthodes variationnelles ainsi que la théorie des points critiques,
et la théorie du point fixe.
Nous espérons que notre travail sert comme un premier pas vers d’autres travaux qui généra-
lisent les résultats obtenus dans le présent mémoire et on laisse ce mémoire en débat ouvert
pour l’étude de problème p-Laplacien fractionnaire pour γ > 1.
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I. AMMARI Problème p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



C e mémoire traite un aperçu sur l’espace de Sobolev fractionnaire et l’influent p-Laplacien fraction-
naire. L’étude de l’existence et l’unicité de la solution du problème p-Laplacien fractionnaire avec

un terme régulier. L’étude de l’existence et l’unicité de la solution faible du problème p-Laplacien frac-
tionnaire avec un terme non linéaire singulier dans le cadre de l’espace de Sobolev fractionnaire par
l’utilisation de la théorie de point fixe du Schauder.

Mots-Clés : p-Laplacien fractionnaire, Solution faible, Non-linéairité singulier, Espace de Sobolev
fractionnaire, Existence, Unicité, Point fixe.

T his thesis memory with a perception on the fractional Sobolev space and the influent fractional p-
Laplacian. The study of the existence and uniqueness of the solution of the fractional p-Laplacian

problem with a regular term. The study of the existence and uniqueness of the weak solution of the
fractional p-Laplacian problem with a singular nonlinear term in the framework of the fractional Sobolev
space by the use of the Schauder’s fixed point theory.

Keywords : Factional p-Laplacian, Weak solution, Singular non-linearity, Factional Sobolev space,
Existence, Uniqueness, Fixed point.
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