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Introduction générale

L'étude des équations aux dérivées partielles "EDP" est 1'un des sujets de grande importance
dans 'analyse non linéaire, développé ces dernieres années, car elles modélisent des phéno-
meénes physique, mécanique, biologie et économie. Bien que la résolution des EDP non linéaires
par les méthodes variationnelles.

De nombreuses tentatives pour résoudre les équations faisant intervenir différents types d’opé-
rateurs d’ordre non entier peuvent étre trouvées dans la littérature par exemple la dérivée frac-
tionnaire de Caputo, le gradient fractionnaire et le Laplacien et le p-Laplacien fractionnaires.

L’un de ces opérateurs, c’est le Laplacien fractionnaire (—A)* :

(—=A)’u(z) = C(N, s) lim Md% Vor € RY

N+2s
=0t JRN\B(z,¢) |7 — Y|

avec s €0, 1], cet opérateur et plus généralement les opérateurs pseudo différentiels qui font
partie du domaine de l’analyse harmonique et des équations aux dérivées partielles pendant
longtemps, I'intérét pour ces opérateurs a augmenté constamment au cours des dernieres an-
nées voir [15].

Trés récemment, un nouvel opérateur non local et non linéaire a été considéré, a savoir pour
p €]1,+00], s €]0, 1] et u suffisamment régulier :

_ p—2 _
0% JRN\B(a,e) lz =y

Cet opérateur coincide, jusqu’a une certaine constante de normalisation selon N et s, avec le La-
placien fractionnaire linéaire (—A)* dans le cas p = 2 voir ([4]], [12]]). Cet opérateur, connu sous
le nom de p-Laplacien fractionnaire, conduit naturellement a I’étude du probleme singulier non
linéaire non local :

(—A)Zu:féf) dans €,

u >0 dans $2,
u=0 dans RN\Q.

Une caractéristique typique de cet opérateur est la non-localité, au sens que la valeur de (—A);u(x)
en tout point z € 2 dépend non seulement des valeurs de u sur 'ensemble (2, mais sur tout R".
Dans ce travail, nous sommes concentrés sur la partie théorique de 1'opérateur p-Laplacien
fractionnaire. D’autres résultats importants permettant 1’approfondissement de 1'étude de cet

opérateur seront par ailleurs rappelés voir ([12], [15], [24]).

Ce travail est réparti principalement en, plus d’une introduction, quatre chapitres. Dans le
premier chapitre on donne les définitions et les notations qui seront utilisés dans la suite du



travail. Le deuxiéme chapitre est consacré a la 1'étude de la théorie des espaces fractionnaires
que nous aurons besoin par la suite et nous avons abordé quelques caractéristiques d’opéra-
teur non-linéaires p-Laplacien fractionnaire. Dans le troisieme chapitre on présente 1'opéra-
teur p-Laplacien fractionnaire en donnant quelques leur propriétés. Dans le dernier chapitre on
donne un résultat d’existence d"une solution faible pour une équation faisant intervenir 1’opé-
rateur p-Laplacien fractionnaire et un terme singulier. Enfin, cette these est cloturée par une
bibliographie.

il



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET QUELQUES OUTILS DE
BASE

@ ans ce chapitre, on présente quelques définitions et rappels des résultats nécessaires pour
la suite de ce travail. On citera en particulier certains résultats élémentaires des espaces
fonctionnels.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires des espaces L”((2)
Dans ce que suit, 2 désigne un ouvert de R muni de la mesure de Lebesgue dx.

Définition 1.1. (Voir[8]) Soit p € R avec 1 < p < oo, on pose

LP(Q)—{f:Q—HR, f mesurable et /Q|f(:v)\pdx<oo}.

I = | [ \f(oc)V%lx]’i

On peut vérifier facilement que || ||;, définit une norme sur 'espace vectoriel L?(Q2) ce qui
montre que LP({2) est un espace normé.

On note

Définition 1.2. (Voir[8]) On pose

L=(Q)={f:Q —R, f est mesurable. 3C >0 tell que |f(z)] < C p.p. sur Q}.

L () est une espace normé quand le muni par la norme :

[fll e = inf {C, [f(2)] < C pp. sur Q}

Définition 1.3. Soit p € R avec 1 < p < 0o, on pose

LP

loc

(Q)={f:Q—R, f est mesurable/f.xx € LP(R), VK compact C Q}.
Théoreme 1.1. (Voir[i8]])
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1. L’espace L*(2) est de Banach pour 1 < p < oo,
2. L’espace LP(S) est séparable pour 1 < p < oo,

3. L'espace LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo.
Notation Soit 1 < p < oo, on désigne par p’ I’exposant conjugués de p c’est a dire :

1,11 o p =2
p+p, ou p p

Proposition 1.1. (Inégalité de Holder) (Voir[8]) Soient f € LP(2) et g € LPI(Q) avec p € [1,+o0|
alors f.g € L*(Q) et :
[ Vsl de < 171 Nl

Proposition 1.2. (Inégalité de Holder généralisé) (Voir[8|]) Soient f € LP(2) et g € LPI(Q) avec

p € [, +ooletsoit > O tel que: &+ - = 1, ona:

19l < WFll o llgll L

Proposition 1.3. (Inégalité de Young) (Voir[8]) Va >0, Vb > 0, supposons que : 1 < p < oo

1 1.
abg—ap+—,bp
p p

L’écriture f,(x) — f(z) p.p sur S, signifie que la suite f,(x) converge vers f(x) presque partout sur ).

Théoreme 1.2. (Convergence dominée de Lebesgue) (Voir[8]) Soit (f,,) une suite des fonctions de
LY(Q). On suppose que :

L. fulx) = f(x) pp sur 2,

2. il existe une fonction g € L*(Q) telle que pour chaque n, |f,,(z)| < g(z) p.p.sur Qﬂ
Alors,
Ferli (@) et |fa=fllp—0

Théoreme 1.3. (Convergence dominée de Lebesgue inverse) (Voir[8l]) Soit ( f,,) une suite de L*(£2),
tels que : || f, — f|l.» — 0. Alors, il existe une sous suite extraite ( f,, ) telle que :

i) fo,(x) = f(x) p.psurQ,

ii) | fn, (z)| < h(x) VEketp.psurQavech € LP(Q).

Le résultat suivant introduite quelques propriétés topologiques des espaces de Lebesgue.

Définition 1.4. (la convergence faible et forte) (Voir[1]) Soit (x,),>1 une suite de 1’espace vec-
toriel normé (E, ||.||;) et soit £ son dual topologiqueﬂ On dit que (x,) converge faiblement
dans £ s’il existe un élément = € £ tel que :

VIR, lm f(e)= ) ou ((f;r) = (f.0))

1. On dit que g est une majorante intégrable des fonctions (f,,).
2. I'espace des formes linéaire et continues sur E, E' = Z(E,R).

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 10

Notation On notera (z,) — x dans E, c’est a dire la convergence faible dans £. On notera
de méme (z,) — x dans E, c’est a dire la convergence forte dans E (la convergence en norme).

Théoréme 1.4. (Fubini) (Voir[8]) Soient Q; et 2y deux ouverts de RN, on suppose que F € L*(Q x
), alors pour presque tout x € §2; :

F(x,y) = L,() et / F(z,y)dy € LL()
Qo
De méme, pour presque tout y € Qs :

F(r.y) = INQ) et / Fla,y)dy € L}(Q)

/dm/ F(w,y)dyz/ dy/ F(x,y)dfvz/ / F(z,y)dzdy
191 Qo Qo Q1 Q1 J Qo

Lemme 1.1. (lemme de Fatou) (Voir[8]]) Soit (f,,), une suite des fonctions de L' (Q) telle que :
1. Pour chaque n, f,(x) > 0 p.p sur Q,
2. sup fQ fo(x)dr < +o0.

Pour chaque x € Q on pose

Deplusona:

f(z) = lim_inf / fule

n—-+o0o

alors f € L*(Q) et :
/Qf(x)dx Snl_iglooinf/ﬂfn(x)dx

1.1.2 L'espace W1r(Q)

Soit 2 un ouvert de RY, on note par D(2) 'espace des fonctions de classe C* et de support
compacte inclus dans €.

Définition 1.5. (Voir[8]) L'espace de Sobolev W'#(Q) est définie par :
Whe(Q) = {u € I7(Q), g, € I7(Q), tel que: [,ultde=— [,giedr, Vo € D(Q), Vie m}
En particulier, pour p = 2, on pose :

HY(Q) = W'2(Q)

pour u € W'%(Q), on note

ou L v ou  Ou ou
=gq; € U=\, = ., =— |.
0x; g o0x1 O0x9 oxn
Vu est appelé la dérivé au sens faible de g. L'espace W'?(Q) est muni de la norme :
[ullwro = llull oo + [Vl 1o -
(ou parfois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente ||u/y1, = [||ull}, + ||Vu||’zp]%).

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 11

Proposition 1.4. (Voirll8]) L'espace H' () est un espace de Hilbert quand le muni par le produit scalaire
(u,v)g1 = (u,v) 2 + (Vu, Vo) 2
La norme associée : )
2 2 11
[l = [lullze + [ Vel[2]2
est équivalent de la norme de W'2(Q).
Voici quelques propriétés topologiques de I'espace de Sobolev W'#(()).
Proposition 1.5. (Voir[l8])
1. L'espace WP(Q2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo,

2. L’espace W' (Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo,

3. L'espace H' () est espace de Hilbert séparable.

1.1.3 Injections de Sobolev

Le but de cette section est de découvrir quelques injections continues et compactes concer-
nant aux espaces de Sobolev, et rappelons qu'un opérateur linéaire 7" entre deux espaces vec-
toriels topologiques (par exemple normé) E et F' est dit compact sil'image par 7" de toute par-
tie bornée de F est pré compacte (adhérence compacte) dans F'. Plus précisément Pour toute
suite (z,,) une suite bornée dans F, on peut extraire une sous suite u,, = (7'(z,,)) de la suite
u, = T'(x,) converge dans F. Si E s’injecte continument dans £, le caractere compacte de cette
injection entraine que toute suite faiblement convergente est fortement convergente dans l'es-
pace d’arrivée.

Définition 1.6. (Voir[8]))

1. E s’injecte d’'une maniere continue dans F', signifie que £ C F et l'injection canonique
j : E— F est continue et on le note par £ — F.

2. E s’injecte d’'une maniére compacte dans F, signifie que &/ C F et l'injection j : £ — F
est compacte et on le note par &/ < F.
Sil <p < N,l'exposant de Sobolev de p est définie par :

., NP
P=N—p
ou
1 1 1
pr P N

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 12

Théoreéme 1.5. (Voir[8]) Soit 1 < p < co. On suppose que 2 est un ouvert de classe C*, borné, ou bien
Q=RY:

1. Si1<p< N, alors WH(Q) — LP'(Q),
2. Sip=N, alors WHP(Q) < LI(Q), Vq € [p, +00],

3. Sip> N, alors W1P(Q) — L>(Q).

Théoréme 1.6. (Rellich-Kondrachov) (Voirll8]) On suppose que Q2 borné de classe C*. On a
1. Sip < N, alors W'?(Q) —. L), Vqe[l1,p*],
2. Sip=N, alors WIP(Q) <, LI(Q), Vg€ [l,+o0[,
3. Sip> N, alors W'P(Q) <, C(Q).

1.1.4 Lespace W,”(Q)
Définition 1.7. (Voir[8]) Etant donné 1 < p < oo, on désigne par W, (Q) la fermeture de D(Q)
dans W'r(Q), c’est a dire

wir@) =p@)" @

On note
Hy(Q) = Wy (Q)

Lespace W, *(Q) est muni de la norme induite par W'?(Q), 'espace H}(9) est muni du produit
scalaire induit par H'(Q).

Proposition 1.6. (Voir[8]) L'espace Wy"(Q) est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif
pour 1 < p < oo. L'espace H(2) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.1. Lorsque 2 = R". On sait que D(R”) est dense dans W'?(R") et par conséquent
Wy (RY) = WhP(RY)

Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans 1'espace
Wy (Q).

Théoréme 1.7. (Voir[8]) Soit u € W'?(Q), alors u € W, 7 (Q) si et seulement si u = 0 sur OX.

Proposition 1.7. (Inégalité de Poincaré) (Voir[l8l]) Soit 2 un ouvert borné, alors il existe une constante
C (dépendant de Q)| et p) telle que :

lullp < C IVl Yu e WeP(Q) (1<p<oo)

Autrement dit, sur W,*(Q) la quantité ||Vul|,, est une norme équivalente a la norme usuelle de
Whr(Q).

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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1.2 Quelques inégalités utilisés

Lemme 1.2. (Voir[18]) Soit 1 < p < oo et g : R — R une fonction croissante. On pose

alors

ja = b (a = b)(g(a) = 9(b) = |G(a) = GB)
Démonstration. On observe d’abord que I’on peut supposer a > b sans perte de généralité. Alors
ja = b (a = b)(g(a) = g(b)) = (a = b)*"*(g(a) - g(b))
= (a— b)pl/ g (T)dr
b

= (a — )P /b ' G (t)Pdr
> (/b G’(T)df)p

ja— 0" (a = b)(g(a) — g(b) = |G(a) = GO’

alors

]
Soient a,b > 0,on a:
e Sil < p <2 (Voir[19])
(o720 —|af*a,b—a) > 27 (b 4 |af %) b — af? (1.1)
e Si p > 2 (Voir[19])
(/"2 — |a" ?a,b—a) > 2°P|b— aff (1.2)
Soient A, B C RY avec A est borné et dist(A, B¢) = d > 0, alors :(Voir[4])
lz—yl =2 CAB)(1+y|), z€A, yebB (1.3)

1.3 Dérivés d’une fonctionnelle et points critiques

1.3.1 Dérivé au sens de Gateaux

Définition 1.8. (Voir[16]) Soit £ un espace de Banach, {2 C E un ensemble ouvertet / : 2 — R
une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Gateaux (G-différentiable) en u € €2,
s'il existe A € E' (A linéaire et continue), noté par I (u) tel que, pour tout v € E, ot I(u + tv)
existe pour ¢t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle DI (u) existe c’est a dire :

I _
lim (u+ tv) — I(u)
t—0 t

= <Av U)

Si [ est différentiable au sens de Gateaux en w.

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



1.4. FONCTIONS CONVEXES 14

1.3.2 Dérivé au sens de Fréchet

Définition 1.9. (Voir[[16]) Soit £ un espace de Banach, (2 C E un ensemble ouvertet / : 2 —+ R
une fonctionnelle. On dit que I est différentiable au sens de Fréchet en u € ), s’il existe A € E’
tel que:

lim Iu+v)—I(u) — Av 0
ol V]
ou
I(u+v) — I(u) = Av + o(||v]]).
Si I est différentiable, alors A est unique et on note I' = A. 'ensemble des fonctions différen-
tiables sera noté C'(Q, R).

Proposition 1.8. (Voir[16l) Soit Q2 un ouvert d'un espace de Banach E. Soit I : 2 — R une fonction-
nelle Gateaux différentiable dans un voisinage de u € €, alors si l'application u +— I (u) est continue
au voisinage de u. Alors I est Fréchet différentiable et on a

Ig(u) =1 (u)

Remarque 1.2. L'importance de la proposition [1.8 réside dans le fais qu’il est souvent techni-
quement plus facile de calculer la dérivée au sens de Gateaux et ensuite de prouver qu’il est
continue, plutdt que de prouver directement la différentiabilité au sens de Fréchet.

1.3.3 Points critiques

Définition 1.10. (Voir[16]]) Soit 2 un ouvert d'un espace de Banach E. Supposons que I €
CHQ,R).
On dit que u € 2 est un point critique de /, si :

I'(u)=0
¢ Si u n’est pas un point critique, alors on dit que u est un point régulier de I.
e Si c € R, alors on dit que c est une valeur critique de /, s’il existe u € (2 tel que

Iw)=c¢ et I'(u)=0

e Si ¢ n’est pas valeur critique, alors on dit que ¢ est une valeur réguliere de /.

1.4 Fonctions convexes

Définition 1.11. (Voir[9]) On dit qu'une partie C' de X est convexe si :
Ve,ye C, VA €]0,1], A+ (1-=NyeC
Lorsque C est convexe et J : C' = R est une fonctionnelle. On dit que J est convexe si :
Ve,ye C, VA €]0,1], JAz+ (1 =Ny) < AJ(z)+ (1 = N)J(y)
On dit que J est strictement convexe si :
Ve,y € C, avec x #y Y\ €]0,1], JAz+ (1 =Ny) < AJ(z)+ (1 = N)J(y)
Proposition 1.9. (Voir[9]) Soit J : C' — R convexe. Alors, pour tous points 1, x4, x3 de C' avec

T < Ty < T3
J(z2) — J(21) < J(x3) — f(21) < J(z3) — J(x2)

To — X1 T3 — I T3 — T2

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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1.5 Quelques théoremes utilisés

Définition 1.12. (Voir[9]) Une suite minimisante d"une fonctionnelle J : X —| — oo, +00] est
une suite (z,,), telle que
lim J(z,) = ir)%f J

n——+oo

Définition 1.13. (Voir[9]) Soit J : X — R U +o00. On dit que J est coercive si et seulement si :

J(u)
— — 400
lullx =+ [|ul]
Définition 1.14. (Voir[9]]) Une fonctionnelle J : X — R est faiblement semi-continue inférieu-
rement (f.s.c.i.) au point x, si pour toute suite (z,,) C X telle que z, — o, ona
< Tm i
J(zg) < nl_l}lloo inf J(x,,)

Théoréme 1.8. (Voir[9]]) Soit X un espace de Banach réflexif, et J une fonctionnelle définie sur X, telle
que

2. J est faiblement semi continue inférieurement.

Alors J est bornée inférieurement sur X et atteint sa borne inférieure en un point x,. De plus, si J est
Gateaux différentiable en x, alors J () = 0.

Théoreme 1.9. (Théoréme du point fixe de type Schauder) (Voir[27]) Soit K un sous ensemble non
vide, compact et convexe d'un espace de Banach E et supposons T : K — K une application continue.
Alors T admet un point fixe.

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



CHAPITRE 2

ESPACE DE SOBOLEV FRACTIONNAIRE
WSP(Q)

@ ans ce chapitre, on s’intéresse a introduire les espaces 1V *"((2) et un opérateur qui concerne
de ces espaces. Ainsi, on introduit quelques injections de type Sobolev prouvés dans cet
espace.

2.1 Définitions et généralités

Soit © un ouvert éventuellement non régulier de l'espace euclidien R et p € [1, +oo[. Pour
toute s > 0. Dans la littérature, les espaces fractionnaires de type de Sobolev sont également ap-
pelés espaces Aronszajn, Gagliardo ou Slobodeckij, par les noms de ceux qui les ont introduits.
(Voir[e, 14, 25])).

Définition 2.1. (Voir[15]) Soit © un ouvert de R, et soient 0 < s < 1 etp € [1, +00, on définit
'espace de Sobolev fractionnaire W*? () par :

WeP(Q) = {u e LP(Q) : ‘|“<x> 3 “%3' € LP(Q X Q)} 2.1)
T—y
muni de la norme suivante : )
wllysn = (ullpe + [ulf )7 (2.2)

ot le terme [u]_ , est la semi norme de Gagliardo défini par :

(foQ o |N+ys)z|7 dxdy) (2.3)

Définition 2.2. (Voir[15]) Pour s < 0 et p €]1, +o00], on définit W*?(Q2) comme dual de W, *4(Q2)
par:

W) = (W4 (9)
S

ou_ + o= 1

Proposition 2.1. (Voir[26]) Soit 2 un ouvert de RY, et soient 0 < s < 1 et p € [1,+oc[, on a alors :

16



2.1. DEFINITIONS ET GENERALITES 17

1. L’espace W*P(S) est séparable et Banach pour 1 < p < oo,

2. L’espace W*? () est réflexif et uniformément convexe pour 1 < p < oo.

Exemple 2.1. 2 — |z|" € W*P(Q), ou Q =0, 1[ avec sp < 1 en effet :
On pose I = |z|" aveca =1,

p
I—// iz — :ZLHda:dy
:/ / @ —yl""" dudy
01 ° Y 1
:/ [/ (y—x)p8p1d$+/ (x—y)p5p1d4 dy
o LJo y
1

= /01 {—p _1 Sp(y - x)p‘s”}z + {p _lsp(a: - y)p‘s”L dy

| 1
- / yrr (1—y)Pdy
o D— 5P p—sp

B (P —1819) (p - slp + 1) o - (p —1819) (p - slp + 1> [ =yt

1 1

N (p—sp)(p—8p+1)+(p—sp)(p—8p+1)
2

T p—sp)(p—spt 1)

< 00
Proposition 2.2. (Voirl[15]) Soit Q un ouvert de RY, et soient p € [1, +oolet 0 < s < s < 1. Alors :
W P(Q) s WP(Q)
est continue. Cest a dire, il existe une constante Cy (N, s,p) > 1 tel que :

lullysr < CL(N, s,p) HuHWS/m . Yue W P(Q)

e En particulier : Wslvp(Q) C W#Pr(Q).

Proposition 2.3. (Voir[15]]) Soient p € [1,+o0[ et s €]0, 1], soit Q un ouvert de RN de classe C*', de

frontiere borné. Alors :
WP(Q) — WP(Q

)
est continue. Cest a dire, il existe une constante Cy(N, s,p) > 1 tel que :
[l < Ca(N, 5,) [ull i, Yu € WHP(Q)

e En particulier : W'P(Q) C W5P(Q).

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



2.2. INJECTIONS DE TYPE SOBOLEV 18

Définition 2.3. (Voir[2]) Soit Q un ouvert de RY et soient 0 < s < 1l etp € [1, +o0]. Alors I'espace
WyP(§2) est défini par :

WP (Q) = {u e WyP(RY) : u=0 dans RV\Q}
Théoreme 2.1. (Voir[12l]) Pour 0 < s < 1, I'espace C5°(RY) est dense dans W*P(RY).

Définition 2.4. (Voir[12]) Soit 2 un ouvert borné de RY on pose : W;*(Q) = C°(Q2) dans
WsP(Q).
Et alors d’apres le théoreme on a W P(Q) = W*?(Q)), mais en général pour 2 g RY,

W=r(Q) # Wo(Q).

Théoréme 2.2. (de type Poincaré) (Voirl26]) Soit Q) un ouvert borné de RY, et soient s €]0,1[ et
p € [1, +o0], alors il existe X tel que :

lull pr < Alul,,, Vue Wt(Q)

s?p )

Par conséquent si ) est borné alors [.],  est un norme de W™ (Q) équivalent a ||. ||y, -

Définition 2.5. (Voir[15]) Soit 2 un ouvert de R et soient s ¢ N avec s > letp € [1,+oo].
L’espace W*?((2) est défini par :
WeP(Q) = {u € WE*(Q); D e W P(Q) Va, |a| = [s]}

ot [s] désigne la partié entiere de s.
e C’est un espace vectoriel, on le muni de la norme :

3=

lallyer = { Nullfyian + D 1Dl i,

|ar|=[s]

e Si s = [s], alors I'espace W*P((2) est coincide avec I'espace de Sobolev classique.
o (W=P(Q), .|l jys») €st un espace de Banach.

Définition 2.6. (Voir[2]) Soit Q un ouvert de RY et soient0 < s < 1 etp € [1,+o0|. Alors I'espace
WP(Q) est défini par :

loc

WpP(Q) = {u € LP(K): [u],, < oo}, pour tout K € )

loc

2.2 Injections de type Sobolev

Dans cette section, on montre les résultats des injections continue et compact dans 1'espace
W=P()) avec 0 < s < 1. On commence par quelques résultats important qu’on vas les utiliser
dans les preuves (Voir[12]).

Lemme 2.1. (Voir[12]]) Soit q € [1,+o0|, soit f : RY — R fonction mesurable. Pour tout N € N, soit :
fulx) = max {minf(x), N,-N}, VxRV

alors :
Ghm I fnllze = 1Nl Lo

Maintenant on a prés a prouver les théoremes principale de cette section concernant les injections conti-
nue et compact.

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



2.2. INJECTIONS DE TYPE SOBOLEV 19

Premieére cas: sp < N

Théoreme 2.3. (Voir[12]])) Soit ¢ € [1,+o0|, soit f : RN — R, Alors il existe un constant positif
C = C(N, s, p) tel que, pour toute fonction mesurable a support compact : f - RN — Rona:

|p
I <c [ [ Ry

avec p* = p*(N, s) : exposant critique fractionnaire, qui egale 5 C ‘est a dire :
WHP(RY) = LY(RY), Vq € [p,p’]

Théoreme 2.4. (Voir[12]) Soient s €]0, 1[ et p € [1, +o0] tel que sp < N. Pour toute fonction mesurable
a support compact et f : RN — R, il existe C' = C(N, s, p) tel que :

[fllze < CNfllwer» Vg € [pp7]

avec p* = N]\i’;p

c’est a dire :

WeP(RY) — LT (RY), Vg € [p,p’]
Deuxieme cas: sp = N

Théoreme 2.5. (Voir[12]) Soient s €]0, 1] et p € [1, 400 tel que sp = N. Alors il existe un constant
C = C(N,s,p) > 0, pour tout fonction mesurable a support compact f : RN — Rona:

[fllze < CNfllsw» Va € [p, +oo]
c’est a dire :
WP(RY) < LY(RY), Vq € [p, +oo]

Théoréme 2.6. (Voir[12]]) Soient s €]0,1[ et p € [1,+o0| tel que sp = N, et soit Q un ouvert de RY.
Alors il existe un constant C' = C(N, s, p, Q) tel que, pour tout f € W*P(Q2), ona:

1 lle < C N llwsn» Vg € [p,+00]

c’est a dire :
WP(Q) — LUQ), Yq € [p,+o0|

Corollaire 2.1. (Voir[[12l]) Sous les hypotheses de théoreme si on suppose de plus que 2 est borné,
alors

||f||Lq S C Hf”WSvP? V(] € [17+OO[
avec C' = C(N, s,p, )
c’est a dire :

WeP(Q) — L), Vq € [1,4o00]

Troisiéme cas: sp > N

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



2.3. PROLONGEMENT D’UNE FONCTION DE W (Q) 20

Théoreme 2.7. (Voir[12]) Soient s €]0, 1] et p € [1, +o0o[ tel que sp > N. Alors il existe un constant
C' =C(N,s,p,Q),ona:

1l o < ClUfllwen, VfEWPRY)
c’est a dire :
WoP(RY) — L>(RY)
plus précisément
W RY) = 6 RY)

Corollaire 2.2. (Voir[12])) Soit Q un ouvert de RY de classe C*', de frontiere borné, et soient p €
[1,4o0[ et s €]0, 1] tel que sp > N, alors il existe un constant C' = C'(N, s,p,Q), ona:

—u(y)? 7
Ulgon-s < (CUt+ [ [0 gy} g e wor)
oo lo—y" "

c’est a dire : \
0.N-%

WHP(Q) = L=(Q) NN (@) = ¢, 7 (Q)

Théoréme 2.8. (Voir[7l]) Soit Q un ouvert de R™ de classe C!, de frontiere borné, et soient p € [1, +o00|
et s €]0,1[ et N > 1. Alors :

1. Sisp < N alors W*P(Q) — L4(Q) N

2. Sisp = N alors W#P(Q) — L%(Q2) est compact Vq < +0o0,

3. Sisp > N alors W*?(2) — C,"*(Q) est compact Vo < s — %.

est compact Vq < Np

2.3 Prolongement d'une fonction de W*?(())

Comme il est bien connu lorsque s est un entier (c’est a dire le cas ou W*?(() est ’espace de
Sobolev classique). Les résultats du prolongement sont assez important dans les applications.

Définition 2.7. (Voir[4]) Soit 2 un ouvert borné de R". L'espace W“’(Q) est défini par :
W) = due L2 (RY): 305U, |u] +/ e
loc ) Ws:p(U) RN (1 + |$|>N+ps

avec

p—1
R

v (1 )N
Définition 2.8. (Voir[4]) Soit Q est infini. L'espace W;:”(€2) est défini par :

WiP(Q) = {u e L

loc P(RY) ue Ws’p(ﬂl) pour tout Q C Q}
Lemme 2.2. (Voir[4]) Soit Q) est borné et soient o € WP(Q) et u € WP (Q2). Alors

o (u, ) = /RN . (u(z) —u‘(i/)z”;‘lj(vfg) = W) g,

est fini et appartient a W ().

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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Démonstration. Soit Q2 5 U, tel que

(K] —l—/ de<oo (2.4)
W S (L [N

et écrire

= [ ) le) 00D,

oy
(u(z) — u(y))p_lw(x)dxd
+/U><UC |I—y|N+ps Y
_ (u(@) —u@)"ely) .
/UCXU |z — gV ddy (2.5)
_ / (u(x) —u(y))P " (plz) - So(y))dxdy
- o — g
(u(@) — u(y)’'p(x)
+2/§2ch |x—y|N+ps dxdy

depuis supp(¢) C Q. L'intégrale dans U x U est fini et continue en ce qui concerne la forte
convergence de ¢ € Wi (Q) depuis u € W' (U).
On observe pour z € (), on a

u(z) — u(y) ' - 1 u(y) P’
/ ) —dy < ¢ Juta)p! Wd?ﬁ/ )
¢ |z -yl ve |z =y ve |z =y 2.6)

p—1 ’u(y)’p_l
RN [z — |

On utilisé [1.3]avec A = Q et B = U. Le coté droit de 2.6 appartient a L” (Q) depuis
est délimité et u € LP(£2). Donc le deuxiéme terme dang2.5| est continue par rapport a L?(2)
convergence de ¢. Il est donc également continue en W;” (). O

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



CHAPITRE 3

OPERATEUR P-LAPLACIEN FRACTIONNAIRE

@ ans ce chapitre, on introduit I'opérateur p-Laplacien fractionnaire avec des résultats de cet
opérateur.

3.1 Définitions et motivations

Définition 3.1. (Voir [22 21]]) Soient p €1, +o0] et s €]0, 1], alors on définit le p-Laplacien fac-
tionnaire par :

FAVM@:2PV/'wwwwmmp%mw—u@»@7vIewv

p RN |$ . y|N+5p
avec
_ p—2 _ B p—2 .
. [ W U ) ), ) ~ )™ (ule) ~ )
RN 2 —y|" T «=0" JRN\B(z,c) |z —y[

Remarque 3.1. (Voir[12]) e Sip # 2: (—A); est non linéaire.

e Cet opérateur est appelé non local, en ce sens que la valeur de p-Laplacien fractionnaire u(z)
a tout point = € 2 dépend non seulement des valeurs de = sur I'ensemble (2, mais en fait sur la
tout RV,

o (—A)> = (—A), quand s — —1.

p

3.2 Quelques propriétés de (—A);

Le résultat suivant apparait une caractéristique non local fondamentale de (—A);.

Lemme 3.1. (Voir[4])(Comportement non local de (—A)3) On suppose u € WP (Q) résout (=A)su =

loc

[ faiblement, fortement ou pointer a bon escient en ) pour certains f € L}, (Q). Soit v € L} (RY) tel
que

dist(supp(v), Q) > 07/ (@)l dr < 0o (3.1)

qe (1+ |z[)V+Pe

22



3.2. QUELQUES PROPRIETES DE (—A)$ 23

et définir pour presque partout Lebesgue le point x € (2 de u

h@):2/'()wua—u@>—mwv*—wuuw—wwv4d

Y
o —y "

Alors u + v € WSP(Q) et ¢a résout (—A))(u +v) = f + h faiblement, fortement ou ponctuellement

loc

respectivement dans ).

Démonstration. Comme d’habitude, il suffit de considérer le cas 2 borné, et on prouve d’abord
queu+v € W“’(Q).

Soit K = supp(v) et U tel que 2.4 tient pour toi u, et supposons sans perte de généralité que
1 € U € K°. Clairement u + v = uw dans U, et il appartient donc a W*?(U). De plus

_ p—1 p—1 p—1
PR Ry T S
ry (L [z[)res Ry (LA [a])hes w (1 |z]) e
etle dernier terme est fini en raison de[3.1} Avec une estimation similaire, on voit que l'intégrale
définissant & est finie (da aussi a[3.T]et[L.3).

On considére maintenant le cas ot (~A)>u = f faiblement. On choisi » € C*(Q2) et on
calcule

/ (u(z) +v(z) —uly) —v()" () - gO(y))alscaly

|QZ . y|N+ps
- / (u(2) — u(y)P (p(x) — 2D 1y
- PENLET
y) — v(y))p_190(x)
+ /QXQC |:L’ — y|N+p8 dxdy
- / (u(z) +v(@) — uly))” 190<y)dxdy
- ’(E _ y,N—l—ps
_ () = ul) P (olo) = ¢W) 0
RN xRN o=y
[ k) ol
RN xRN o — N
/ (u(z) —u(y))""o( >d$dy
QxQe =y
(u(x) — u(y))P e(y)
N /QCXQ " y|N+pS dxdy
(u(x) —uly) — v(y)" ()
i /Qch E y|N+pS e

axoe @ — y| Ve

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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Ou a la fin on a utilisé le théoreme de Fubini. La densité de C2°(§2) dans Wi*(Q2) permet de
conclure.
On suppose que (—A);u = f fortement ou pointer a bon escient en (2. Soit, pour z € V' € Q) et
e < dist(V,Q°),

ge(x) = /C( | (u(z) +v(x) —uly) — v(y))p_ld

N—+ps Yy
: v —y[" "
En utilisant[3.1lon a
o) = (u(z) = uly)" (u(x) — uly) — o))"
gﬁ( ) /Q\BE($) |$_y|N+ps y+/c |x_y|N+ps Y
_ (u(z) — u(y))p_ld (u(x) —uly) —v(y))Pt — (u(x) — u(y))p—ld
/Bg(m) |g;_y|N+pS y+/l( |$_y|N+ps Y

Prendre la limite pour ¢ — 0" donne la demande dans le cas ponctuel.

On montre que
(=A)(u+v)=f+h
est fortement. Il suffit de montrer que

o [ 200 ) o ) i

. Y
|z — gV

appartient a L'(K), qui peut étre fait en procédant comme dans 2.6/ et en utilisant 3.1| pour
le terme impliquant v.

]

On rappelle également ’homogénéité bien connue, mise a I'échelle, et propriétés d’'inva-
riance rotationnelle de (—A);. pour tous p > 0, M € On(le groupe orthogonal), v mesurable,
Q1 C RY, ensemble

vp(x) = v(px), p~'Q={z/p:xeQ},
om(z) =v(Mz), M7'Q={M"z:2€Q}.
Lemme 3.2. (Voir[4]) Soit v € fV[Zf)f (Q) satisfaire (—A);u = f faiblement en ) pour certains f €
L .(Q). Alorsona:
1. Pour tout h > 0, (=A)3(hu) = h?~' f faiblement en Q,
2. Pour tout p > 0, u, € Wer(p=1Q) et (=A)su, = p* f, faiblement en p~'Q,

3. Pour tout M € Oy, up € W‘W(M‘IQ) et (—A)sun = fu faiblement en M~'Q.

Proposition 3.1. (Voir[4]) (Principe de comparaison) Soit ) est borné, u,v € W=»(Q) satisfaisant
u < v dans Q° et pour tout ¢ € Wi*(Q2), ¢ > 0dans Q,

/‘ (M@—M@Wkﬂ@—wwmmwg/ (M@—M@Wﬂﬂ@—ﬂwumy

|z —y] |z — VTP

Alors u < v dans Q.

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier
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Démonstration. On montre que u < v dans (2.
Il suffit de savoir que les deux cotés de 1'inégalité sont finis, et on multiple par (v — v); €
WyP(§2), qui y est utilisé comme fonction de test. Alors

/ (u(z) — u(y))p—lj(vig) — o(y)) (4} dady < / (v(x) — v(y))p—lj(vgii::) —¢(y)) (u—v) , dady
RN xRN Ix—yl RN xRN |$_y|
et par lemme[2.2) on a
/ (u(@) —u@)Pp(@) =) g0 - o
RN xRN |z — ?J|N+p8

et

dzdy < oo

/ (v(z) — v(y))" " (o(z) — (y))

|ZL’ . y|N+ps

Soit U 3 2 comme dans la définition 2.7 pour les deux u et v. On a divisé la norme de
Gagliardo en RY comme

w(z) —w(y)” w(z) —w(y)[” |w(z)]”
/ N dxdy = N dxdy + 2 wdwdy
RNxRN [T — ¥ UxU T — | axuve |z — y

ou on a utilisé ce w = 0 dans )¢ par hypothése. Le premier terme est borné depuis u,v €
WeP(U). Le second terme est non singulier puisque dist($2, U¢) > 0 et en utilisant[1.3} on obtient

w(@)]”
/Q —N—i-psdxdy S CQ’U

xve |z =y Q

< Cou / (@) + |o(z)]?) dx

1

TERTIE

(@)l + o)) da [

Ce qui terminé la preuve.

3.3 Cas particulier

3.3.1 Espace H*(12)

Dans cette section on s’intéresse a le cas particulier o1 p = 2.

Définition 3.2. (Voir [15]) Soit 2 un ouvert de R”, et soient s €]0, 1| et p = 2. L'espace H*(12) est
défini par :
H:(Q) = W5(Q)

Proposition 3.2. (Voir [15]) Le produit scalaire dans H*(SY) est défini par :

(U, V) o) = /Qu(x)v(x)dx —1—/9 (u(x) = uy)(v(@) = U(y)>d:vdy, Yu,v € H*(Q)

<€) |I—y|N+25
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Alors H*(Q) est espace de Hilbert.
Clairement, pour tout s €]0,1[, on a

HY(RY) = W2(RY) = {u € I*(RY) : [u],, < +oo}

oil est défini dans la formule[2.3]

Définition 3.3. (Voir [15]) L'espace H*(R") peut étre défini de maniére alternative via une trans-
formée de Fourier. Alors :

T = fue @) [ (1416 1Fufdo < oo}

3.3.2 L’opérateur Laplacien fractionnaire

L'opérateur de base impliqué dans ce type de probleme est le soi-disant fractionnaire La-
placien (—A)® avec s €]0, 1[. Cette section est consacrée a la définition de cet opérateur et a ses
propriétés. (Voir[15])

Définition 3.4. (Voir[15]) Soient p = 2 et s €]0, 1], alors on définit le Laplacien factionnaire par :

(=A) u(z) = C(N,8) im fon o g B @-ul) gy Yz € RV (3.2)

e—0F

ol B(x,¢) est la boule centrée en = de rayon ¢, et C(NN,s) est la constante de normalisation
(positive) suivant :

)= (fo Stia) (63)
peut écrire
(—A)u(z) = C(N,5)PV. fon 258y, vz € RN (3.4)
avec
PV. [on ix; ) dy = B for s f; y|N+25 Ldy (3.5)

Définition 3.5. (Voir[15]) Soit s €]0, 1], alors on définit le Laplacien factionnaire via la transfor-

mée de Fourier par :
(=A)u(z) = F7H(E]* Fu©)(@), Vo eRY

ou F ! est transformée de Fourier inverse, alors

Proposition 3.3. (Voir[[15]]) Soit s €]0, 1[. Alors :

+u(r —y) — 2u(x
|y|(N+25 ) ( >dy, Vo € RY

Proposition 3.4. (Voir [15]]) Soient s €]0,1[ et C(N, s) est la constante définie en Puis, pour tout

¢ € RY, I'éqalité
1 —cos(&y _ s
[ iy = o ek
RV [yl

(—A)u(x) = —%C(N, s) /RN ulw +9)
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Corollaire 3.1. (Voir [15]) Soient s €0, 1] et C(N, s) est la constante définie en Puis, pour tout
u € H*(RYN), I'éqalité
ey =200V, [ 16l IFu(©) de
RN
De plus,

—

H*(RY) = H*(RN)

I. AMMARI Probleme p-Laplacien fractionnaire avec un terme non linéaire singulier



CHAPITRE 4

APPLICATION : EXISTENCE DES SOLUTIONS
FAIBLES POUR UN PROBLEME P-LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE SINGULIER

@ ans ce chapitre, on va étudier I'existence et 1'unicité de solution d'un probleme aux limites
contenant ’opérateur p-Laplacien fractionnaire et un terme non linéaire singulier.

4.1 Présentation du probleme et quelques préliminaires

Soient p €]1, +oo[, s €]0,1[ et © C RY un ouvert borné régulier avec N > sp. On considere
le probléme singulier non linéaire non local suivant

{ (—A)yu = 1@ dans €,

u>0 ' dans $2, 4.1)
u=0 dans RN\Q.

Le but de cette partie est d’étudier I’existence et 1'unicité de la solution pour le probleme .1} la
nature de l'opérateur non locale exige d’introduire une définition de base d’un solution faible
du probleme (4.1 comme suit

Définition 4.1. (Voir [2]]) Une fonction u € W2 (2)NLP~*(Q2) est une solution faible du probleme
A1]si

r+

=) eer), 19 e (o)

umax{ L
uY

etona

/ u(x) — u(w)”™ (u(x) ~uw) () ~ ) ) [ 19, voe
R2N Q

|$_y|N+SP uY

Le théoreme suivant nous fournit, le résultat principal de cette partie.

Théoréme 4.1. (Existence)(Voir [2]) Soit 0 < v < 1 et suppose que

Np
N(p—1)+sp+ (N —sp)
Alors[4.1|a une solution faible w € Wi () avec u > 0 pour tout compact k € Q.

f>0, fel™Q), m=

28
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Théoreme 4.2. (Unicité)(Voir [2]]) Soit v > 0 et soit f € L*(Q) non négatif. Alors, sous conditions aux
limites de Dirichlet nulles au sens de la définition[d.2), la solution a[4.1|est unique.

La preuve de ce théoreme 1] repose sur une technique bien établie introduite dans ([2]).
Dans ce que suit, on donne une définition pour une fonction v s’annule sur le bord de €2
(u = 0 sur 0N).

Définition 4.2. (Voir [2])) Soit u tel que u = 0 dans RV\Q. On dit que u < 0 sur 992 si, pour tout
e>0,ona
(u—e)" € WgP(Q)

On dit que u = 0 sur 0€2 si u est positif et u < 0 sur 0€.
Lemme 4.1. (Voir [2]) Soient ¢ > 1 et € > 0. Dans le plan R?, on pose

Se={r=>en{y=>0p  SP={y>en{zr=>0}.

Alors, on a
|27 — 1 > e tx —y| dans STUSY. (4.2)

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que = > y, on considere la fonction
f(t) =19, t € [y,x] avec x # y (1'inégalité est évidente dans le cas = = y). Comme ¢ > 1 alors f
est continue sur [y, ] et dérivable sur |y, z|, alors d’apres le théoreme des accroissements finis,
il existe A €]y, x| tel que :

/

af =yt =[Nz —y)
=g\ — )
1. Si(z,y) € STNSY alors y>¢€ et =z >¢
2 —yt = g\ (z —y)
> Mz —y)
>z —y)
care<y<A<zr=\A>¢

2.S5ix>eet y>0
On sait que la fonction f(t) = t? avec ¢ > 1 est strictement convexe d’apres proposition

[1.9 alorson a:
q _ 4 9 _ ()4
el 0
r—y ~— x—0
x4
Tz
—_= l‘q_l
> et
alors
Wyt > oy
Alors, I'inégalité [1.2]est prouvée. O
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v

S¥

w Y

+

Proposition 4.1. (Voir [2l]) Soit v > 0 et soit u est une fonction positif avec i B WyP ().
Alors w satisfait les conditions aux limites de Dirichlet au sens de la définition

Démonstration. Si0 <~y <1 alors max {Wﬁ‘l, 1} = 1 et par suite le résultat est évident.

eSiy > 1 alors max {221 14 = Y=L Poyr ¢ > (), on pose :
p p

S, = supp(u — €)* dans Q.= R*¥\(S¢ x S°)

ou

supp(u —e)T ={z € Q: (u—e)t >0}
- Sg(m) > Sg(y)

D’aprés lemme[.T, ona Q. C S? U SY. Alors

(= ) 9(x) — (u = ()] = (= ) (@) — (u— ) (w)] dans Q.
u?(z) — ut(y)] > 0 Julr) — uly)| dans Q.

On pose ¢ = *2=1, doncona:

u(2) = u(y)] = [ (@) — u"F ()]
> e fu(a) — uy)|

alors
wor (2)—ur (y)| = ule) —uly)l” (4.3)
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Comme u(z) > e dans Q. et u(y) > e dans Q.. On a

G CEL MO Sy iy U B U

|z — gV 5 |z — y[V TP
V() — (0 ([P
[ lema@-eogtr,,,
R2N\Q. |z —y|" T
lu(z) — u(y)l’
< — 7 dxd
_/E oy
En utilisant la relation 4.3 on obtient :
yt+p—1 ytp—1 p
OV () — (1 — V(e [P u v (z) —u o (y)
/ |(U 6) (SL’) E\x_ 6) (y)‘ dxdyﬁel_v/ = d[L’dy
R2N |z —y|" P R2N |z =y

Ce qui termine la preuve.

RA

N

N
": 5

=Y

]

4.2 Ftude d’existence des solutions pour un probléme p-Laplacien
fractionnaire avec un terme régulier

Soit 2 un ouvert régulier de R, soient p €]1, +oo] et s €]0, 1[ tels que sp < N. On considere
le probléme suivant
(=A)su= f(z) dans K,
u>0 dans (2, (4.4)
u=0 dans RN\Q.

ol f est une fonction positif de L>((2).
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Définition 4.3. On dit que u € W;*(Q2) est une solution faible de probleme si et seulement
si

[ ) =) ) =60 gy~ [ iy, v € W7
R2N |:13 - y|N+sp Q ’ 0

Théoreme 4.3. (Voir [2l]) Soient f € L>*(Q) et f >0, f # 0. Alorsle problémeadmet une solution
unique u € W5 (Q).

e Pour prouver l'existence de la solution faible du probleme on considere la fonction-
nelle suivante :

T WIP(Q) — R
u— J(u)

J(u):142N%d xdy — /f Judzx

p |z

avec

Lemme 4.2. Tout point critique de J est une solution faible du probleme4.4}

Démonstration. D’abord, on montre que J est de classe C' (W7 (Q2), R).
On pose

1 _ p
Ji(u) = —/ %dwdy, Yu € Wi*(Q)
N T

D) = / F()udz, Vu € WEP(Q)
D’abord, on montre que .J; est Fréchet différentiable, en effet, soit u, ¢ € Wi"(2), ona:

Jo(u+ ) — /f u—l—godx—/f Judz

)+0(||90||)

Maintenant, on assure que la forme linéaire Au est continue. En utilisant 1'inégalité de Holder
et 'inégalité de type Poincaré 2.2} on obtient

[(Au, )| =

x)pdx

< [l ol o
< Ol e llll o

< £l [€],,
< c’ ”fHLoo ”SOHWs,p
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D’otl1, Au est une forme linéaire et continue et on écrit
Au = Jg(u)
ou
(Betwhe) = [ ra)eds, o e Win@
De plus, on peut vérifier facilement que
Tag - Wo P () — (W5 ()

est continue.
Ce qui implique que J, est Fréchet différentiable et on écrit

(B.e) = [ f@ypdo

Maintenant, de la méme maniere, on vérifie que .J; est Gateaux différentiable, en effet, pour
tout u, p € WiP(2) et pour tout t > 0 tel que u + tp € W' (), ona:

Ji(u+tp) — Ji(u)

lim

t—0 t
i LY [ @) Fte() — (uly) eI, L Ju@) —uy)l
i LY [ (@) —uly) () —e@) L[ () —uy)P
_zlf—>0 t {p /RzN ’x - y’N"’Sp dudy P /RQN |$ _ y|N+sp d dy}

Pour calculer cette limite, on applique le théoreme des accroissements finis sur la fonction g
définie par :

g9(s) = |(u(z) — u(y)) + s(p(x) = p)|", pour s € (0,1)
Alors, il existe un nombre ¢; €)0, t[ vérifiant :
g9(t) — g(0) = g ()t
Ainsi :
|(u(@) = u(y)) + t(p(x) — )" — |u(z) — u(y)[’
= [pl(u(x) = u(y)) + alp(@) — )" (u(z) — u(y)) + clp(z) — o) (P(x) — @y))] t
Alors,

L[ 1 (u) —u(y)) +te(z) — o)l — |ulz) — u(y)[”

P—{% t Jpon p |z — gV dedy
i [ 0000) = u(0)) + () — )P () = ) + euole) = p)le) = o)
ct—0 R2N |l‘—y|N+Sp
_ / Ju(@) = uly)P” (ule) —u)) (@) = e) ;o
RN |[)3 . y|N+sp
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On signale que :

/sz [(u(z) = uy)) + alp(@) = o) (ulz) = uly)) + alp(@) — o) () = e(y))

hiz,y) = u(z) — u(y)l"™ (u(z) — u(y))(p(z) = @(y)

D’abord, facilement de voir que : la suite h,(z,y) converge vers h(z,y) presque partout dans
RN x RV,
De plus

|muwnsuww—wwmﬁﬁww—wwmrmmw—u@n+%wu»ﬂmwmwm—wwn

P72 (Ju(z) — uly)] + () — )] lp(@) — o(y)]
P71 p(x) — p(y)| € LYRY)

oo bl = [ 1) u(e)”? (ulz) ~ul))(ol) = W) ,

= o

Evidant de voir que Lu est une forme linéaire, on vérifie qu’elle est continue, soit u, ¢ €
Wy (), on utilisant I'inégalité de Holder[1.1} on a

/ [u(z) = w1 (ule) — ul)) () = 0w) ;0

o — |V

<t/’ IU(I)—-U(pr_Qth)-U(yﬂlw(x)—-w(yﬂdxdy
R2N |z — y[ VP
:/ h@ﬂ—%@ﬁ”ﬂ@—w@ﬁm@

RN -yl Sz -y

- {/Rw Mdmdy] / {/RZN |o(x) — ﬁ%?,’pdxdyr

lz — | |z —y|

p

7

= [u]‘g:p [gp]s,p
= Cllellysn
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%
oup estle conjugué de p <% +o = 1) et C = [u]?, ce qui prouve que Lu est une forme linéaire

continue et on pose :

Ll = (i) = [ W)= N 00) ) ple) = o) 1, v i

=y N7

Il reste de prouver que
Jig : Wo () = (W5"(2))

est continue.
Soit (u,) une suite de W”(Q2) convergente vers une fonction u dans W;*(2) c’est a dire :
||Un — UHWS’p — 0

alors,

avec la norme dans (W;7((2)) est définie comme :
/ / J/ . _ J/ 7
Jig(n) = JlG(“)H = sup [(J16(n) — 16(w), @)|

‘ W) el<t o]l

[(16(n) = Jig(w), 0)| = [(Nig(un), ) = (Jig(u), ¢)]
_ ()~ () P~ ()~ W) (@) —w)) 77 [ fu(e)—u(@) 2 (u(x)—u(n) (@) ()
Jrow dady — [on dady

|lw—y| N HoP |z —y| NP

J U, —J uH — 0
el = Lo o

Jun (@) —un ()P~ (un (2) —un (1)) (2(2) —(y)) ) = (Jul@) —u(y) P~ (u(@) —u(y)) (¢(z) —¢(y))
fRQN ( y ) (e :_yy|1\)7+s(p y ) (o(z)—p(y )dxdy

Comme (u,,) est une suite convergente dans W;”(Q). Alors J; , est continue.
Alors J; est Gateaux différentiable.
0

D’apres le lemme au lieu de chercher des solutions faibles du probleme on va cher-
cher des points critiques pour la fonctionnelle et pour établir ¢a on s’appuie sur une méthode
de minimisation plus précisement c’est le théoréme D’abord on assure la coercivitée de J
d’apres le lemme suivant :

Lemme 4.3. La fonctionnelle .J est coercive.
Démonstration. On montre que J est coercive.

o L ul) )P
u\r) —uly

D’apres l'inégalité de Holder [I.1]et 'inégalité de type Poincaré 2.2} on a
| s@yude < €l
< Ol fll oo [u]sp

= Ol oo Nallirs.s

= C £l </RN %dmgj) ;
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Alors

D=

Ll ) el ([ Moty
t0 =2 [ = ety — g (| S

P |z — |z

1
> —ulliyar = C Ll e lullwgr
po °

En division sur ||u||W5,p

J(u) 1 .
> — lullyysr = C [ fll g
Tllger = p 1" .
Comme p > 1, alors
J(u)
1m T — = +00
lullygor —+o0 [[ullyy s
Donc J est coercive. [

Lemme 4.4. J est faiblement semi continue inférieurement.

Démonstration. Soit (u,) C W;*(2) une suite converge faiblement vers u dans W;*(§2), c’est a
dire

Up — U
D’autre part, on a
| Ja(un) — Jo(u)| = /funda:—/fudx
Q Q
< [ 1f1lun— ulda
Q

<1l / o — u| de

Comme l'injection de W7 (Q2) dans L'(£2) est compact car NNT’;p > 1, alors

lun — u|| :/ |up, —u|dz — 0
Q

et par suite

n—+oo
D’autre part, on a

Ji(u) < lim inf J(uy,)

n—-+o0o

En effet, d’apres le lemme de Fatou ona:

1 - b 1 n - Un b
Y CC BT PR LC KT
PJrey o —y[TT notee PRy o —y

Ce qui affirme la faiblement semi continuité inférieurement. O
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Preuve du théoreme[4.3]:

Existence : Il est facile de voir que les lemmes 4.2} [.3] et [4.4] satisfaisants les conditions du théo-
réme [1.8|et par suite la fonctionnelle J admet au moins un point critique donc le probleme

admet au moins une solution faible.

Unicité : Supposons que uy, us € Wi”(Q2) sont des solutions faibles a probleme Par consé-

quent, pour tout ¢ € W;*(2), on a

L/|mw—mwvﬂmm—m@mmw—w
= 2=y

et

/ [us (@) = ua(y)|"* (ua(w) — ua(y)) () — o
R2N |CL’ - y|
En soustraction 4.5 et 4.6, on obtient

— 9) gody — /Q f(@)pda, (4.5)

N y))dxdy:/gf(m)godx. (4.6)

w(y))dxdy _0

N+-sp

/ (Jur(x) = (W)I"* (i () = wi(y)) — |us(w) — ua(y)|” (ua() —ua(y))) () —

|z =y
On pose ¢(z) = w(x) = ui(x) — uz(x). En utilisant I'inégalité 1.1} on obtient :

/ (e () = w1 ()] + ) = w2 o) =)
R2N ’37 - y’NJrSp -
/ |(ur () — uz(@)) — (wi(y) — ua(y)) P |w(x) — “(y)|2dxdy <0
R2N |$ - y|N+8p -
/ (@) — w2 [w(z) — w(y)|2dxdy <0, sil<p<?2
R2N |:L’ — y|N+8p -

En utilisant I'inégalité[I.2] on obtient :

i P
R2N

|ZL' . y|N+8p

(4.7)

(4.8)

Dans les deux cas, les inégalités@et affirment que w(z) = C pour tout x € R" et certains
constant C' € R. Puisque u; = 0 sur €2¢, on obtient w = 0 sur Q2°. Donc C' = 0 et I'affirmation suit.

4.3 Régularités des solutions du probleme 4.4

Dans cette partie on étudie la régularité des solutions du probleme (-A)su = f(x) ou f
est une fonction de L4((2), plus précisément on s’intéresse du cas ou f € L*>(1Q2), ici, le résultat

principale est :

Lemme 4.5. (Voir [24]]) Soit f € L1(2) avec 1 < q < oco. Supposons que u € Wi (2) est une solution

faible de I'équation (—A)su = f(x) dans Q. Alors

_1
Jull - < CIIflI7e"

(4.9)
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ol
N(p—1)q N
r = N—spg ’ 1<Q<8p
0 M<q§oo
sp

et C = C(N,Q,p,s,q) > 0. En particulier, si f € L>(2), alors
_1
lull e < ClIfllZ (4.10)
Démonstration. Pour K > 0,t € R, et o > 0, ensemble ¢;, = max {—k, min {¢,k}} et considéré la

fonction non croissante g(t) = t¢. En utilisant le lemme et tester 'équation (—A)’u = f(z)
par g(u) € WP (Q2) donne

HG(U)HP < / (u(x) — u(?/))p_l(g(u(x)) - g<u(y)))dasdy

o o~y
= | f@tu()ds,

ou

G(t) = /O t g (r)rdr

Oé%p at+p—1
= —tk p
a+p—1

En utilisant 'inégalité de Sobolev a gauche et 1'inégalité de Holder a droite, on a

a+p—1||P
w "l < Ol el e (4.11)
LPs
Sil<g<Z, onprend:
_ (p—=1)pt
pq = p;
_ Np-1)(g-1)
N — spq
>0
et donc:
a+p—1, /
ps = aq
p
Alors, on pose :
r= ozq/
_ N(p—1)q
N — spq
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etid.11]donne

pr

,
a
< Cfllga lluxllzr

Ps
LT‘

g

donc

_1
lurll - < CUfNES

En faisant & — oo, on obtient I'inégalité 4.9 pour ce cas.
Si % < g < 00, en utilisant le théoreme 3.1 dans l'article [18] et I'inégalité de Holder, on obtient

mmwscowuwwmaﬁ 4.12)

Sachant que ¢ < p* dans ce cas, l'inégalité de Holder et la relation avec a = 1, on obtient

lurll? ;o < C llugll7,;

< C [ fll o Tl o

_1
luell o < C Az

En faisant £ — oo et en combinant avec la relation [£.12}, on trouve

_1
lull e < ClIFIZ

En particulier, si ¢ = oo, on a

_1
lull o < ClIFlIZ
O

Corollaire 4.1. Soit f € L>*(Q) et f > 0, f £ 0. Alors le problémeadmet une solution unique
u e WP ()N L>(Q).

4.4 Approximations

Soit f € L'(Q2) avec f > 0, on considere la suite de troncature suivante :

o) = min ().} = { 10021 o =

z€Q n,  si f(x)
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?20———7/

Alors, on consideére le probleme d’approximation suivant :

(=A)ju, = (uf"f?)w dans §)
Uy >0 " dans (Pn)
Uy, =0 dans RN\Q

Proposition 4.2. (Voir [2l]) Pour toute n > 1, il existe une solution faible u,, € W(Q) N L>(2) a
.

Démonstration. Etant donné n € N et une fonction v € LP(Q) a la lumiére du théoréme il
existe une solution unique w € W;*(§2) du probleme

(—A)w = (u{’fi)w dans €
w >0 ! dans (4.13)
w=0 dans RN\Q

ot ut = mazx(u,0).
Alors, on peut définir I’application S définie par :

LP(Q) 5 ur S(u) =w € WP (Q) C LP(2)
ol w est la solution unique de En utilisant w comme fonction test dans on obtient

|(w(z) = w@) P (w(z) — wy)(w(z) — w(y)) B fa()
/RQN |x—y|N+5p dxdy—/ﬂ—(w%_%)ywdx
Comme f,(z) <np.pzeQetut >0,alors
|[(w(z) —w) B fa()
/RQN P y|N+Sp dzdy = /Q —(u+ n %)Wwdx
< wll
< Cn* ||W||W01’P
d’ou A
( / lw(z) _ﬁ(f/)' dxdy)p < Cni (4.14)
RQN ‘x — y‘ sp

pour certains C' = C(p, s, N, 1) (indépendant de u), de sorte que la boule de rayon R = Cnii
dans W;*(Q), est invariant sous 'action de S. Maintenant, afin d’appliquer le théoréme du
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point fixe du Schauder[1.9]a S ot E = W;*(Q) N L*>°(R), puis d’obtenir une solution du pro-
bleme on besoin de prouver la continuité et la compacité de S comme un opérateur de
WyP(Q) dans WP ().
e Pour prouver la continuité et la compacité.
L’opérateur est définit par :

S WGP(Q) — Wi (Q)

1. Continuité de S
Par la convergence forte de (u)ren dans Wy* ().
On peut extraire une sous-suite u;, = uy telle que

w, — u dans LP ()

et
ug(x) = u(z) p.p. dans 0, comme k — +o0

En considérant la suite correspondante des solutions (wy)ien. On a

/ () = onm)"™* () = nlw)) (wn() = nw)) g0 / D) e, @15)
R2N |I - y|N+Sp @ : ’

(ug +5)

et

/ ) = )" (wlw) —w@)@@) = w©) o /dex (4.16)
| 0 -

x_y|N+sP (UJF‘I'%)'Y

En retranchant[4.15)de #.16]et en posant wy(z) = wi(z) — w(z).

l/’ (Mﬂ(x)—wwxyﬂpa(wk@ﬂ-—u%@D)Z—-M&w)—-w(yﬂpa(a%w)—-w(yDQ)dxdy

o=y

B /n (wﬁ@w - (u{nj-a:%)v) (wi — w) dz

*Si1 < p < 2:On utilise I'inégalité [1.1} on obtient :

[ =y

/ (Jwr(x) = wp ()| + w (@) — w(y) )P~ |Wk(x)_wk(y)’2dxdy§/< fn(@) fn(z)
R2N o\ (u

* Sip > 2 : On utilise 'inégalité[1.2} on obtient :

/RZN ’wk(m)_giﬁi)‘pd:pdyé /Q (( {”(Ii . )(Wk_w) dz (4.18)

|z =yl uf + )7 (W)
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On considere le coté droit de En utilisant les inégalités de Holder et de Sobolev, alors

[ (G~ Y ] = | (2 - 2

fn(x) fn@) »2) (»%) _
s( / ) de| @l

SC(A 1

(uf +5)  (ut+ 1)
9} %)
Wiy | ¥) o [Pl

ot (p :)/ — N(pivlp)-i,-_gp et C' = C(p, s, N) est une constante positif. D’apres4.18, on obtient
*Sip > 2
fn(2) fol2) ®%) (=15
~ g = ¢ - d 419
| w||W0 - (/Q (u;+%)v (u++%)7 T (4.19)
En remarquant que :
- <27 420
(Wi +3)y (ut+ i)y~ n (4.20)
car
M T+ ot M <
(uy, + %)7 N (ut + %)7 =

Alors, par le théoreme de convergence dominé et par le fait que uy(z) — u(x) p.p dans

de[£.79 on a

Jim [l =y =0

Dong, dans le cas p > 2, on a montré que S est continue de W (Q) a Wi*(Q).
Dans le cas 1 < p < 2 par un argument similaire et en utilisant la relation on peut
montrer la continuité de S de W;*(Q2) a W"(Q).

2. Compacité de S
Soit {ur} oy C Wy* () une suite bornée, c’est a dire

3C >0 flugllyer <C, VEEN (4.21)

Si on note wy = S(uy), on montre qu’il existe une sous-suite et une fonction w € Wi"(Q)
satisfaite

lim ||wp — w||yse =0

Tim [y — wllyo

D’apresft.21]et de la réflexivité de 1'espace W (€2), on peut extraire une sous-suite de (uy,)
noter lui méme telle que

ur — u faiblement dans Wy (Q)

et sachant que 'injection W;*(2) — L"(Q2) est compacte pour tout 1 < r < p?, alorson a

up, — u dans L"(Q2), 1 <r <p;
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En Vertu ona ||S(ug)||y:» < C pour une constante C' indépendante de , et donc
pour 1l <r <p;,ona
S(ug) = w dans W5P(Q)

et
S(ug) = w dans L"(§2)

Pour certains w € W”(Q2). Alors pour tout ¢ € W;"* ()

/ () = @)™ (cle) — u(w) (o) = 00) ) [

N
lz —y| VP o (uf +5)

On montre maintenant que, quand £ tend vers l'infini, I"équation converge vers

/ ) =)l (@) — () (pl@) = 0 0) )0 / @) e @23)

|z — y|N+Sp o (ut + n)

par le théoreme de convergence dominé, on voit facilement que

lim fn(2) gpd:p:/ﬂ(ufnj_ >) pdx

koo Jo (uf + )

n

De plus, puisque la suite

[wi () = wr @) (wi(z) — wi(y))

N—Q—/sp
2=yl » keN

est bornée dans L (R?V) et par convergence ponctuelle de wy(z) a w(z), on a

(@) = wi ()" (wr(e) — wi(y) |, Jwlz) - Wyl (w(z) — w(y)

N+sp N+sp

|z —y| + lv —y| +

p.p dans R

De la réflexivité des espaces classiques de Lebesgue on peut passer a une sous-suite de
sorte que :

jwi(z) — we ()" (Wi(@) —wi(y)) | |w(z) —wE)" (@) -

N+sp N+sp

lz—y| ¥ lz—y| ¥

W(y)) faiblement dans LPI(R2N)

Alors, puisque :
QO(LE) _90( ) c LP(R2N)

Nisp
jz =yl

on conclut que le membre a gauche de [£.22] converge vers le membre a gauche de /4

D’ou, [4.23)est satisfaite. Cest, en partlcuher w = S(u).

Avec une méme démonstration pour et et en posant wy, = S(u) et Wi(x) =
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wi(z) — w(z), on obtient que :
x*Sil<p<2,ona:

/ (le(z) = wx(w)| + () = w(@))"* Bela) = B,

|[L’ o y|N+sp
, 1
p »
< e — wll /’ iz
Q

xSip>2,ona:

fn() fn()

(uf +%)  (ut+1ip

/ |k () — wk(y”pd:cdy

|1’ . y|N+sp
1

P o
< o=l | da
Q

oup = 57+ En utilisant 4.20} les deux dernieres équations impliquent que

fulz)  ful)

(g +3) (ur+ o0

lim_ | (1) = () g0 = 0

k—+o0

et par conséquent la compacité de S de Wi"(Q2) a W;*(2). Le théoreme du point fixe de
Schauder [1.9 assure l'existence de u,, € W;"(1?), tel que u, = S(u,), donc une solution

faible
(=A)yu, = —1—(uf"+(gi))w dans Q
Uy >0 ' dans {2 (4.24)
u, =0 dans RV\Q
Comme (unﬁ% = € L>(Q), alors le lemmenous forint que u,, soit dans L>(£2). O

Le résultat suivant prouve la monotonie des suite des solutions (u,,) du .24}

Lemme 4.6. (Voir [2]) La suite {u,, },, .y trouvé dans le lemme précédent satisfait
Un () < upia(z), p.p. pour x € Q

et
up(x) >0 >0, pp. pour r€w &

pour une constante positive o = o(w).

Démonstration. On a, pour toute n € N et pour tout ¢ € W77 (Q)

/|%m—%@vwmwﬂmwww—wwwwz/ fal2)

. —————wdr
|$_y|N+p Q (un—i_%)w

aussi bien que, pour tout ¢ € W;"(Q)

/ U1 () — un+1(y>’p_2 (Uns1(2) — Ung1(y)) (p(x) — gp(y»dxdy _ / Jnt1()
R2N Q (

pdx
[ — g Unt1 + o)
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en prenant ¢ = w = (u, — upy1)T € Wi*(Q2) comme fonction test dans les formules ci-dessus, et
on retranche le second du premier, et en remarquant que f,, < f,41,0ona

/Q @) ) de / f’”—l(i(un — U yy) T da

(un + _)’Y Q (unJrl + n+1)'y

n

- /<un - Un+1)+ (fn(x)WnH - nLH)7 — for1(x)(u, + %)7) .

(tn + 2) (Uns1 + 777

+ (un—H + ﬁ)v - (un + %)7
(un + %)’y(un-i-l + %.:,.1)7

Q
S/fn+1(un_un+1)
Q
<0

Alors, si I,(s) = |s|" s, on conclut que

/ Up(un(@) = un(9))) = Ip (i (z) = una(y)) (W(z) =0 W) 4 00 o g (4.25)

o= o™

Maintenant, par ([11, lemme 9]) on a

(L (un(2) = 1un(y))) = Lp (tn1(2) = uns1(y)) (W(z) — w(y)) 2 0 pour (v,y) € R
avec la stricte inégalité, sauf si ¢a tient
(tn() = tn1(2)) = (n(y) = una(v))" pour (z,y) € R (4.26)
D’autre part, par ona
(L (un(2) = 1n(9))) = Ly (tns1(2) = uns1 () (W () — w(y)) = 0 pour (v,y) € R
par conséquent, [£.26]est vrai, et par suite
(Un(2) = tpy1(2))" = C pour (z,y) € R*Y

pour un certain constant C, puisque u,, = u,4+; = 0 sur RN \Q il s’ensuit que C' = 0, ce qui
implique que u,(z) < up1(z), pp. ¢ € S ceci conclut la preuve de la premiére affirmation.
Concernant la deuxieme affirmation, on a u; € L>(£2), et

s _ f1<x) 00
(~A)m = s € (@),

Alors, par ([4, théoreme 1.1]) on déduit u; € C%*(Q) pour certains o € (0, 1). En particulier par
le principe du maximum fort, on a

u(z) >0 >0, pour v € w €

et 0 = o(w). La deuxiéme affirmation suit de la monotonie. O
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4.5 Estimations a priori et passage de la limite

Le lemme suivant nous permet de voir des conditions suffisantes pour la bornitude de la
suite des solutions (u,),en dans I'espace W7 (€2).

Lemme 4.7. (Voir [2]]) Soit {uy}, .y C Wi () N L>(K2) la suite de solution du probleme prouvé
dans la proposition {.2] on suppose que

Np
N(p—1)+sp+y(N —sp)

0<~y<1l, f=>0, fel™Q), m (4.27)

Alors, {u,}, oy est une suite bornée dans Wi (€2).

Démonstration. e Dansle cas 0 < v < 1 comme on a f, < f, alors en utilisant I'inégalité de

Holder on a
N P
RN |z —y|" P (un + )7

Q n
< | folz)uyVdz (4.28)
Q

<1l ( [ dx)

ottm’ = - Comme (1 —v)m’ = p, par l'inégalité de type de Sobolev, on obtient

P

SN - P P
9 Ry oz =yt

pour une constante C' = C'(p, s, N) > 0. Comme pp—é, < 1, de la relation4.28 on a

SlEIPN) ||un||W5’p S C (f7p7 S, 7, N)

e Dans le cas v = 1, de la méme méthode avec ona

[tn () — un ()" )
/RQN 2z — |V da:dyé/Q( +l)vund3:

< /Q f (::)dxn

ce qui donne a la bornitude de la suite. O

Théoréme 4.4. (Voir [2]]) On suppose que le lemme [4.7) est satisfait. Alors le probleme 4.7 admet une
solution faible u € W;"(Q).

Démonstration. En vertu lemme @ la suite des solutions {u,}, .y C Wy"(€2) N L>*(Q) du pro-
bleme fourni par la proposition 4.2/ est borné dans W;*(Q2). Alors, pour un sous-suite, on
a u, — u dans W;*(1), et par l'injection compact on a u,, — u dans L"(Q2) pour 1 < r < p* et
u, — u p.p. dans Q et, en outre, par lemme ona

Vk € Q dop > 0 tel que u(x) > or >0, pour p.p. v €k
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ona

/ un() = n ()" (0 () = () () = () / (uf% odr  (429)

o —y N

pour tout ¢ € C2°(2), comme la suite

{ () — 10 ()2 (1(2) — (1)) }

est borné dans ¥ (R?N) et par la convergence presque partout de u,, vers u.

P77 (un (@) —un(y)) _ Jule) —u(@)l” (u(z) — u(y))

N+sp N+sp
7
P

lv —y| ¥ lz — |

|un (@) — un(y) p.p. dans R*

de sorte que

jwi(z) — W) Wi(e) —wi(y)) | |w(z) —wE)" (@) —w(y)

N+sp N+sp

lz—y| ¥ lz—y| ¥

faiblement dans jid (R2M)

Alors, puisque pour ¢ € C:°(2) on a

(p(l’) — go(y) c LP(R2N)

N+sp

|z —y| ¥

on conclut que

s () = I (s(2) ~ ) o(e) = 00))

lim | |N+Sp
[ 1) ) ) =)
RN ‘l‘ _ y‘N+SP

pour tout ¢ € C°(Q). Concernant le coté droit de la formule rappelant le lemme 4.6, pour
tous ¢ € C°(12) avec supp(p) = k, il existe o4, > 0 indépendant de n tel que

falz)p

(un + l)7

n

< o |f(2)p(x)| € LN(Q).

Par le théoreme de convergence dominé, on obtient

lim Mgpdmz/@gpdm
Q

n—+oo Jq (un —+ %)7 u”y

Enfin, en passant a la limite dans on obtient
. p—2 _ _
[ M o)~ )= ) g [ S,
R2N | Q u”

T — y|N+SP

pour tout ¢ € C°(1)), et par suite u est une solution a
[
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Conclusion générale

Dans notre travail, nous avons étudié un probleme aux limites contenant 1’opérateur p-
Laplacien fractionnaire et un terme non linéaire singulier. Dans notre approche, nous allons
étudier ce probleme par des méthodes variationnelles ainsi que la théorie des points critiques,
et la théorie du point fixe.

Nous espérons que notre travail sert comme un premier pas vers d’autres travaux qui généra-
lisent les résultats obtenus dans le présent mémoire et on laisse ce mémoire en débat ouvert
pour l'étude de probléeme p-Laplacien fractionnaire pour vy > 1.
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<€ e mémoire traite un apercgu sur 1’'espace de Sobolev fractionnaire et 'influent p-Laplacien fraction-
naire. L'étude de 'existence et 1'unicité de la solution du probleme p-Laplacien fractionnaire avec
un terme régulier. L'étude de l'existence et I'unicité de la solution faible du probleme p-Laplacien frac-
tionnaire avec un terme non linéaire singulier dans le cadre de 'espace de Sobolev fractionnaire par
l"utilisation de la théorie de point fixe du Schauder.

Mots-Clés : p-Laplacien fractionnaire, Solution faible, Non-linéairité singulier, Espace de Sobolev
fractionnaire, Existence, Unicité, Point fixe.

% his thesis memory with a perception on the fractional Sobolev space and the influent fractional p-

Laplacian. The study of the existence and uniqueness of the solution of the fractional p-Laplacian
problem with a regular term. The study of the existence and uniqueness of the weak solution of the
fractional p-Laplacian problem with a singular nonlinear term in the framework of the fractional Sobolev
space by the use of the Schauder’s fixed point theory.

Keywords : Factional p-Laplacian, Weak solution, Singular non-linearity, Factional Sobolev space,
Existence, Uniqueness, Fixed point.
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