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Notations

R: Ensemble des nombres réels.
C : Ensemble des nombres complexes.
H : Espace de Hilbert.
(.,.): Produit scalaire.
A : Opérateur intégrale
K(z,t) : Noyau de I'équation l'intégrale.
f(z) : Fonction donnée.
A : Un parameétre non nul, réel ou complexe.
A*: Opérateur adjoint.
VIE's : Les équations intégrales de Volterra.
L P : Fonction spline polynomiale de premier ordre.
Q)P : Fonction spline polynomiale de seconde ordre.
NLP : Fonction spline non polynomiale linéaire.
NQ@P : Fonction spline non polynomiale quadratique.
u(z): Solution exacte.

P,(z) : Solution approchée.
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General introduction

Les méthodes numériques permettent de trouver la solution approchée des problemes
dont la solution exacte est difficile voir impossible a trouvé analytiquement, d’ot1 la nécessité
des méthodes numériques. Différents méthodes ont été développées et utilisées par plusieurs
recherches pour trouver la solution approchée des équations intégrales..

Dans ce mémoire, On consideére L'équation intégrale de Volterra de 2" espéce, de la forme:

z

u(z) = f(x) + )x//{:(:l:,t)u(t)dt x € [a,b]

a

Les équations intégrales de Volterra de 2"¢ espece jouent un role important dans I'étude
des problemes mathématiques, physiques, ingénieries, comme dans les problemes de la mé-
caniques, les problemes de diffusion, les théories potentiels, les problemes de Dirichlet, élec-
trostatiques, astrophysiques, et le probléeme de transport, aussi les équations différentielles
fractionnaires, les systeme dynamiques Parmi les méthodes, on a la méthode de Galerkin, la
méthode de collocation la méthode de I'expansion [14] , nous cherchons la solution approchée
de VIE’s de 2™ espece par les fonctions splines polynomiales de premier et de seconde ordre et

par les fonctions splines non polynomiales linéaire et quadratique.
Notre but est d’essayer de montrer 1'efficacité de ces méthodes a ’amélioration de solution.

La structure de mémoire est organisée comme suit:

Le chapitre 1 constitue des résultats préliminaires sur I’analyse fonctionnelle, et sur I’analyse

numérique respectivement.

Dans le chapitre 2 on étudiera la classification des équations intégrales, 'existence et
I'unicité de VIE’s de 2"? espece, Ensuite nous présentons les définitions et propriétés des

fonctions splines polynomiales et les fonctions spline non polynomiales.

Le chapitre 3 I’Analyse numérique de I'equation integral de Volterra de 2"¢ espece par
les fonctions splines polynomiales linéaires et quadratiques et les fonctions splines non poly-

nomiales linéaires et quadratiques seront utilisées pour calculer la solution numérique des

\%



N

VIE linéaires de deuxieme espece a noyau faiblement singulier , On donne des exemples
numériques pour illustrer l'efficacité de la méthode. Une comparaison entre la solution ex-
acte et la solution approchée sera présenté par des figures et des tableaux a la fin de chaque

exemple suivi par une conclusion générale.
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CHAPTER 1

CONCEPTS AUXILAIRES

-
) ans ce chapitre, Nous introduisons plusieurs résultats préliminaires indispensables et

des définitions nécessaires qui serons utilisées au long dans ce mémoire. On vise essen-
tiellement a rappeler quelques définitions sur 1’analyse fonctionnelle, Ensuite nous présentons

les notions d’analyse numérique.

1.1 Rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Notions d’analyse fonctionnelle

Définition 1.1.1. (Espace vectoriel normé): Une norme sur un espace vectoriel E est un application

qui a tout vecteurs x associe un réel ||z|| vérifiant :

|z|| > 0, ||z] = 0 si et seulement si « est le vecteur nul.

1. (positivité)
2. (homogénéité) |azx| = |o| ||z]|, « € k, = € E.
3. (inégalité triangulaire) ||z + y|| < ||z|| + ||y|| =,y € E.

Un espace £ muni d’une norme est dit espace normé. Un vecteur de norme 1 est dit

unitaire.

Définition 1.1.2. (Les espaces C*(2)): Soit Q un ouvert de R". On désignera par C°(Q2) (resp.C*(2))
I'espace des fonctions continues (resp. continiiment différentiables) sur 2 a valeurs complexes puis, pour
ke N,k >2,onpose

ou

CHQ) = {ue C*(Q): 5= € C*(Q),i = 1.},
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C’est 'espace des fonctions £ fois continiment différentiables sur 2 a valeurs dans C. On

notera

C(Q) = () C*(Q)

I'espace des fonctions indéfinirnent différentiables sur (2.

Exemple 1.1.1. Sur des fonctions continues C([a, b)) sur l'intervalle borné [a,b] , les fonctions suiv-

antes:
b . .
Il = [1f@lde, 1l = SUDye0,4] | f(t)| définissent une norme.

Définition 1.1.3. (Espace de Banach): la suite (¢,,)nen de vecteurs de E est dite de Cauchy si pour
tout € > 0, il existe, N > 0, tel que ||p, — ¢,|| < €, pour p,q > N.

I'espace normé (FE, ||.||) est dit Complet ou de Banach si tout suite de Cauchy de E est

convergente dans E.
Remarque 1. :tout espace vectoriel normé et complet est dit de Banach.

Définition 1.1.4. (Produit Scalaire): On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou

complex), une fonction (x,y) définie dans k = R ou C , possédant les propriétés suivantes:

la définition du produit scalaire nous donne les relations suivantes:
(T 4y, 2) = (2,2) + (¥, 2).

Az, Ay)y = Az, y) .

Définition 1.1.5. (Espace Euclidien) : un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est dit espace

euclidien ou préhilbertien, on introduit la norme définie par

2]l = v/ (x, x).

Définition 1.1.6. (Espace de Hilbert): un espace de Hilbert H est un espace vectoriel induit par le
produit scalaire, de tel sorte qu’il est complet par rapport a la norme ||.|| = \/(z, ).

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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Définition 1.1.7. (Espace L*(a,b)): On dit qu'une fonction f est de carré intégrable sur |a,b] si

/b F2(x)dx

existe (est finie). L'ensemble de toutes les fonctions carré intégrable sur [a,b] sera noté

l'intégrale

L*(a,b) ou L. On muni L? du produit scalaire définie par :

(f.0) = /f r)de f.ge I?

On définie la norme d’une fonction f sur L? par:
b
11l =VED = | [ raa

1.1.2 Les opérateurs

Opérateur Intégrale linéaire

Définition 1.1.8. Soit K : C|a,b] x C |a,b] — R une fonction continue, l'opérateur intégrale linéaire

sur Cla, b] est défini par la formule suivante:

p € Cla,b] - Ap € Cla,b]

/Ka:t t)dt .

Ou : K s’appelle le noyau de l'opérateur intégral A .

Opérateur Adjoint

Théoreme 1.1.1. Soit A un opérateur intégrale de noyau K (x,t), Alors I'adjoint A*est un opérateur
intégrale de noyau K*(x,t), tel que :
K*(x,t) = K(t,x)

Théoréme 1.1.2. Soit un opérateur intégral A défini a partir d’un noyau K continu sur |a,b] x |a, b]

par la formule:

Agp(m):/ K, )p(t)dt , = € [a, 1]

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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Alors I'opérateur A admet un unique opérateur adjoint A* pour le produit scalaire usuel de
L*([a, b)), défini par :
b
Vo € [a,b] A" (z) = / K(z,t)U(t)dt .

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra



CHAPTER 2

EQUATION INTEGRALE DE VOLTERRA ET
LES FONCTIONS SPLINES

L es équations intégrales apparaissent de maniere naturelle au cours de 1’obtention de la
solution mathématique a des problémes aux limites mixtes de la physique mathématique.
De nombreuses approches possibles pour réduire un probleme de frontiere mixte donné a une
équation intégrale.

L’équation intégrale de Volterra présentée par Vito Volterra (1860-1940), dans sa célébre
théorie de 1’équation intégrale, qui porte maintenant son nom [13] présente une introduction
a I'histoire et a la théorie classique d’équations intégrales linéaires de Volterra de premier et
seconde espece, y compris I'équation avec des noyaux faiblement singuliers.

Ce chapitre est organisé comme suit: En section (2.1), nous étudions la classification des
équations intégrales et quelques concepts de base sont donnés, la théorie mathématique de
l'existence et unicité de la solution de VIE’s de 2"¢ espece seront considérés, En section (2.2),
nous définissons quelques types des fonctions splines polynomiales, les fonctions splines clas-
siques, et enfin les fonctions splines polynomiales et non polynomiales qui seront utilisées dans

ce mémoire.

2.1 Equation intégrale de Volterra

2.1.1 Classification des équations intégrales

Une équation intégrale est une équation dans la fonction inconnue u(x) apparait sous le signe

d’intégration. Le plus standard type de 1’équation intégrale en u(x) est de la forme:

u(z) = f(z)+ A / k(x,t,u(t))dt (2.1)
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Ot a(x) et b(z) sont les limites d’intégration, A est un parametre constant et k(x,t) est une
fonction connue, appelée le noyau de 1’équation intégrale, la fonction inconnue u(z) qui sera
déterminé apparait sous le signe d’intégration.

Dans d’autres cas, la fonction inconnue u(z) apparait a l'intérieur et a ’extérieur du signe
d’intégration. les fonctions f(x) et k(z,t) sont données.

Il est a noter que les bornes d’intégration déterminées comme a(x) et b(x) peuvent étre toutes
les deux des variables, constantes, ou mixtes.

La classification des équations intégrales dépend de plusieurs caractéristiques.

La premiere est la linéarité du noyau k(z, t, u(t)) par rapport a la troisieme variable.
1. sik(x,t,u(t)) estlinéaire par rapport a la troisieme variable i.e

k(z,t,u(t)) = k(x, t)u(t) (2.2)

I’équation intégrale est appelée équation intégrale linéaire.

2. sik(z,t,u(t)) est non linéaire par rapport a la troisieme variable i.e

si’équation contient la fonction non linéaire u(x), I’équation intégrale est appelée équation
intégrale non linéaire.
deux autres cas distincts qui dépend des bornes d’intégration sont utilisés pour caractériser

les équations intégrales, appelées:

1. Equation intégrale de Fredholm si les bornes d’intégration sont constants, donnée par la

forme:

E(x, t)u(t))dt (2.3)

<
—~
oy

I
=
a¥
_l’_
>

9\»@

O, a et b sont constantes.

2. siaumoins une limite d'intégration est variable, I’équation intégrale est appelée équation

intégrale de Volterra est donnée par:

T

u(z) = f(x) + )\/k(a:,t)u(t))dt (2.4)

a

En plus, les deux autres fagons distinctes, qui dépend de la fonction inconnue u(z), sont

définis comme suit:

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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1. silala fonction inconnue u(x) apparait seulement sous le signe d’intégration de 1’équation
de Fredholm ou de Volterra, I’équation intégrale est appelée I'équation intégrale de Fred-

holm ou Volterra de premiere espece respectivement.

2. silala fonction inconnue u(z) apparait a l'intérieur et a I'extérieur de le signe d’intégration
de I'équation Fredholm ou Volterra, I’équation intégrale est appelée 1'équation intégrale

de Fredholm ou de Volterra de seconde espéce respectivement.

dans toutes les équations intégrales de Fredholm ou de Volterra présentées ci-dessus, si

f(x) est égal zéro, I'équation résultante:

b

mﬂ:ﬂ@+A/HmmMMt 2.5)

a

T

Wﬂzﬂ@+A/MLmMMt 2.6)

a

est appelée I'équation intégrale homogene de Fredholm ou de Volterra respectivement.

Maitenant nous résumons les types d’équations intégrales comme suit.

équation intégrales de Fredholm

Pour les équations intégrales de Fredholm, les limites d’intégration sont constants. En plus,

la fonction inconnue u(x) apparait seulement a l'intérieur d’équation intégrale est de la forme:

b

mm:/uﬁmmmt 2.7)

a

est appelée 1'équation intégrale de Fredholm de premiere espece. Cependant, pour les équa-
tions intégrales de Fredholm de seconde espece, la fonction inconnue u(x) apparait a 'intérieur

et a 'extérieur du signe d’intégration, cette équation est représenté par :
b
u(z) = f(z)+ A / k(x,t)u(t)dt (2.8)

équation intégrale de Volterra

Pour les équations intégrales de Volterra, au moins une limite d’intégration est variable. Pour

les équations intégrales de Volterra de premiere espece, la fonction inconnue u(z) apparait

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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seulement sous le signe d’intégration est de la forme:

T

fx) = /k(m,t)u(t)dt (2.9)

a
Cependant, les équation intégrales de Volterra de seconde espece, la fonction inconnue u(x)

apparait a I'intérieur et a I'extérieur du signe d’intégration, prend la forme:

T

zwg:ﬂ@+A/memmh (2.10)

Remarque 2. I'équation intégrale deVolterra est un cas particulier de I'équation intégrale de Fredholm,

11 suffit de prendre le noyau k vérifie la condition:

k(xz,t) =0, pour z < t. (2.11)
Equation intégrale singuliére

les équations intégrales de Volterra de premiére espece

b(z)
flz) = A / E(x, t)u(t)dt (2.12)
a(x)
ou de seconde espece
b(z)
M@:ﬂ@+A/k@ﬁmmh (2.13)

a(z)
sont appelées singuliéres si l'une des limites d’intégration a(x), b(z) ou les toutes les deux
sont infinies. En plus, les deux équations sont appelées singuliéres.
si le noyau k(x,t) devient illimité a un ou plusieurs points de l'intervalle d’intégration, la

forme la plus répandue est:

xT

f(z) = / ﬁu(t)dt O<a<l (2.14)
0

laquelle est de premiere espece et elle est appelée équation intégrale d’Abel généralisée,

I’équation de seconde espéce est de la forme:

x

ule) = f@) + [

mu(t}dt O<a<l (2.15)

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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est appelée une équation intégrale faiblement singuliere.
Dans l'équation intégrale d’Abel généralisée, si o« = 1 1'équation devient '’équation inté-
grale d’Abel singuliere. la singularité de ce type d’équation se produit a partir de la limite

supérieur lorsque t = x
Remarque 3. I'équation intégrale d’Abel est souvent deduite du problémes mécaniques

Equation intégrales du type convolution

Sont des équations intégrales linéaires dont le noyau k(z, t) dépendant que la différence des

arguments.i.e.
k(x,t) = k(z —1) (2.16)

Donc I’'équation intégrale de type convolution est de la forme suivante:

T

w(z) = f(x) + )\/k:(x — t)u(t))dt (2.17)

0

cette classe d’équation comprend par exemple I'équation d’Abel généralisée.

Equations intégrales a noyau dégénéré:

Le noyau d’une équation intégrale linéaire est dit dégénéré s’il est la somme d’"un nombre fini

de produits de fonctions de x par des fonctions de ¢ .i.e.

n

k(zt) =) aj(x) bj(t) (2.18)

j=1
les fonctions a;(x) et b;(t) seront supposées continues dans [a,b] X [a,b], et linéairement in-
dépendantes.
Dans ce mémoire, on considere le probléme suivant:
I'équation intégrales de Volterra de seconde espece avec A = 1, c.a.d

x

uw(z) = f(z) + /k(w,t)u(t)dt , T € |a,b] (2.19)

a

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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2.1.2 Existence et Unicité

On considére 1'équation

T

M@:f@%ﬁ/MLmMMt (2.20)
0
avec [ : [0,a] — R" fonction continue et k(z,t) est une matrice n xn des fonction continues

tellesque 0 <z < a eta <oo.
Lemme 2.1.1. (Granwall)

Soit f,g: [0, a] — [0, oo] deux fonctions continues et soit ¢ un nombre positif.

t

ft) <c+ /g(s) f(s)ds ,0<t<a« (2.21)
0
Alors .
f(t)§c+exp/g(s) ds ,0<t<a« (2.22)
0

Théoreme 2.1.1.  Soit 0 < o < o0, on suppose que f : [0, a] — R une fonction continue et k(x,t)
et un matrice n xn des fonctions telle que 0 < t < z < a,si 0 < t < «, alors il existe une unique

solution u(x) pour I'équation intégrale de Volterra suivante:

xT

wm:ﬂ@+/%uﬁmmmxemT] (2.23)

0

Démonstration.

Soit I’équation intégrale de Volterra

On définie la suite (¥, (x)) sur l'intervalle [0, T'] par la méthode d’approximation successive, on

obtient:

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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U () = / ki, )0, (t)dt

K = max k(z,t)
0<t<T

F = max |f|

0<t<T

Uy (z) < /\k(:c,t) Uy(t)|dt < K F x(z)

0

[ 1
[Wy(x)| < /|k:(:zc,t)\1!1(t)|dt < §K2F$2

0

xT

@) < [ k()0 (1)t <

F(K x)"

n!
par récurrence la relation précédente est vraie Vn € N, on a:

= F(K x)"

=Fek®
n!

=0
est une série de Taylor qui converge uniformément et absolument sur [0, 7] , Alors la suite

up(z) = 2 VU,(x) converge vers u(z) = é U;(x)

= Via(z)
i=0
= u(z) - f(x)
Donc il existe une solution u(z) telle que
u(z) = f(x) + /k(x, tu(t)dt (2.24)
0

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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Nous pouvons montrer 1'unicité, on suppose qu’il existe deux solutions X (z) etY (x) de

’équation (2.24), donc

cette relation est de la forme suivante

x

Z(z) < k/\Z(t)]dt

0

telle que Z(x) = X(z) — Y(x), ona Ve > 0 la relation
Z(x) < c+k/ |Z(t)|dt
0

la relation précédente est vraie pour ¢ = 0 telle c est une constante, d’apres le lemme de

Granwall

puisque ¢ = 0, donc

X(z) = Y(z)

Alors la solution de I'équation intégrale (2.24) est unique. m

2.2 Les Fonctions Spline

2.2.1 Introduction

Un polynome est une expression mathématique contenant une somme de puissances d'une
ou plusieurs variables multipliée par des coefficients. Les polyndmes ont longtemps été util-
isés pour approximer des fonctions, principalement a cause de leurs propriétés mathématiques
simples. Cependant, il est bien connu que les polyndmes de degré élevé ont tendance a osciller
fortement et qu’ils sont susceptibles de produire une tres mauvaise approximation.

Les fonctions splines sont des polyndmes par morceaux de degré n qui se joignent au niveau

des points de discontinités. Ces polynomes possedent n — 1 dérivées continues. Les points de

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra



2.2. LES FONCTIONS SPLINE 20

discontinités des splines sont appelés noeuds. Avec les fonctions splines, nous combinons un
polyndme de faible degré et donc faiblement oscillant de maniére a obtenir une fonction aussi
lisse que possible au sens ou elle possede des intervalles de continuité maximaux sans étre
altérée globalement un polynome. Les fonctions splines peuvent étre intégrées et différenciées
car elles sont des polyndmes par morceaux.

Une fonction spline non polynomiale par morceaux est une combinaison de fonctions de
base trigonométriques et polynomiales, qui forment un espace de Chebyshev complet. Cette

approche assure une précision améliorée et une forme générale a la fonction spline ex istante.

s, = span{l,x, 2%, ...,2"}.

Une nouvelle base, appelée la base de c-Bezier, est construire pour 1'espace

n

[(n) = span{l,z,2°, ...,2" % cosx,sinz}.

dans lequel 2"~ ! et 2™ ont été remplacé par cos z sin

2.2.2 Quelques types des fonctions spline polynomiales:

Définition 2.2.1. Une fonction S est appelée une spline de degré k si:

1. le domain de S est un intervalle [a, b],
2. S e C*1a,b.

3. Il existe t; (lesnoeuds de S )tqa = 290 < 71 < z2... <z, = b et telle que S est un

polynome de degré au plus & sur chaque sous-intervalle [z;, z;1].

Définition 2.2.2. Une fonction spline est appelée spline naturelle s'il satisfait une autre condition

suivant:

St (20) = S () = 0
Il existe d’autres types des fonctions spline polynomiales par exemple:
M -spline, L-spline, G-spline, P-spline , B-spline,.. ., etc.

Maintenant, on définié quelques types de fonctions spline nécessite pour ce travail.
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2.2.3 Fonction spline classique:

Fonction spline classique linéaire

Définition 2.2.3. Une fonction L est appelée spline linéaire si il satisfait :

1. Il existe un partion de l'intervalle a« = 2y < ... < z,, = b, telle que L est un polynomiale de

degré 1 sur chaque sous-intervalle [z;, z;;1].
2. L est continue sur [a, b], i.e.
lo(z) & € [x0, x1]
li(z),x € |21, 23]

L(z) =

ln—l(x)v T e [In—la lﬁ]

Ou zy, 21, ..., z,, sont appelées noeuds , et chaque morceau de L(z) est de la forme:

Ou a;, b; sont des coefficientes de la fonction spline linéaire (2.26).

Fonction spline classique quadratique

Définition 2.2.4. Une fonction () est appelée spline quadratique si il satisfait :

1. @ ,Q' sont continues sur [a, b].

2. @ est un polynomiale de degré au plus 2 sur chaque sous-intervalle [z;, z;11],

Oua=zy<..<x,=0>

la fonction spline quadratique est de la forme:

@ = a; + bi(z — x;) + ¢;(x — 2;)?
Fonction spline classique cubique

Définition 2.2.5. Une fonction S est appelée une spline cubique si elle satisfait:

1. S;(z), Si(x) et S/ (x) sont continues sur [a, b]

(2.25)

(2.26)

(2.27)

2. S;(z) est au plus cubique sur chaque sous-intervalle [z;, z;11],oua =29 < ... <z, = b
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la fonction spline cubique est de la forme:
Si = Q; + bl(ﬂf — ZL’Z) + Ci(l' — 372')2 + dl(QT — l‘i)s
Les x; sont les nceuds et sont supposés étre classés par ordre croissant. La fonction spline .5,

que nous construisons, consiste en n polynomes cubiques par morceaux :
so(x) o € [x0, 21]
s1(x),x € [x1, xo]

S(z) =

$n-1(7), T € [Tn_1, Tn]
Ici s; désigne le polyndme cubique qui sera utilisé sur le sous-intervalle [z;, z;11]. La condi-

tion d’interpolation es:

si(x) =u; 0<i<n

2.2.4 Fonction spline polynomiale

On consider la partition A = {t, 1,12, ...t} de [a,b] C R.Soit S(A) noté I'ensemble des poly-
nomes par morcaux sur le sous-intervalle /; = [¢;,¢;41] de partition A. Soit u(t) est la solution

exacte, chaque spline polynomiale de 1’ordre n, on a p;(¢) est de la forme:

pilt) = ai(t —t:) + bi(t — ;)% + .+ ys(t — )" + z (A1)
Ou a;, b;, ...et z; des constantes.
La fonction spline polynomiale de premier ordre

La forme de la fonction spline polynomiale de premier ordre est :

Ou q; et b; sont des constantes. Pour obtenir la valeur de q; et b; , on dériviée I'équation (A.2)

on aura:

Pi(t) = a; (A3)
d’ot1 en remplagant ¢ par ¢; dans la relation (A.2) et (A.3) on obtient:
pi(ti) = b;
pi(ti) = a;

dans I'équations ci-dessus, on a la valeur de a; et b; comme suit:
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a; = pi(t:) (A4)

b; =pi(t;) pour i=0,1,....n (A.5)

La fonction spline polynomiale de seconde ordre

La forme de spline polynomiale de seconde ordre est:

pi(t) = a;(t — ;> + bi(t —t;) + ¢ (A.6)

Ou a;, b; et ¢; sont des constantes des fonctions polynomiales . On a les relations suivantes:
pi(ti) = ¢ = u(t;)

pi(ti) = by = u'(t;)

pi(t:) = 2a; = u"(t;)

Par substitution on obtient les valeur de a;, b; et ¢; comme suit:

@ = (1) (A7)
b= (1) (A)
¢ = u(t;) (A.9)

pouri=0,1,...,n

2.2.5 Fonction spline non polynomiale

On considere la partition A = {t¢, 1, o, .., ¢, } de[a,b] C R.Soit S(A)notée 'ensemble des poly-
nomes par morcaux sur chaque sous-intervalle I; = [t;,¢;;;] de partition A.Soit u(t) est la solu-
tion exacte, cette nouvelle méthode fournit une approximation non seulement l’approximation
de u(t;) dans les noeuds, mais aussi pour u"(¢;),n = 1,2,..a chaque point de l'intervalle
d’intégration aussi, la C* différentiabilité de la partie trigonometrique des fonctions splines
non-polynomiales compense la perte de lissage produite par les polynomes. Chaque fonction

spline non polynomiale d’ordre n, p;(t) est de la forme:

pi(t) = ajcos k(t —t;) + bisink(t —t;) + ... +y(t — ;)" ' + z (B.1)
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Ou a;, by, .., y; et z; des constanets et £ est de la fréquence de la fonction trigonométrique qui

est utilisée pour augmenter la précision de la méthode.

La fonction spline non polynomiale linéaire

La forme de la fonction spline non-polynomiale linéaire est :

pi(t) = a;cosk(t —t;) + bisink(t —t;) +¢(t —t;)+d; i=0,1,...,n (B.2)
Ou a;, b; , ¢; etd; sont des constantes a determinées. Pour obtenir les valeurs de a;, b; , ¢; et
d;, on dérive 'équation (B.2) trois fois, alors on a:

pi(t) = —ka;sink(t —t;) + kb; cosk(t —t;) + ¢
pl(t) = —k2a; cos k(t —t;) — k*b;sink(t — t;) (B.3)
pgg) (t) = K3a;sink(t — t;) — k3b; cos k(t — t;)

d’ot on remplace ¢ par ¢; dans la relation (B.2)et(B.3) on a:

dans I'équations ci-dessus, on a la valeur de a;, b; , ¢; et d; comme suit:

1
by = —— G (1) B.5
T ﬁpz 7 ( . )
¢; = pi(ti) + kb; (B.6)
d; =pi(t;) +a; fori=0,1,...n (B.7)

La fonction spline non polynomiale quadratique

La forme de la fonction spline non polynomiale quadratique est :

Qz(t) = a; COS k‘(t - tz) + b, sin /{Z(t - tz> + C,’(t — tz) + dz(t — ti>2 +e; (B8)

Ou a;, b; ,c; ,d; et e; sont des constantes a determiniées. Pour obtenir les valeurs de a;,b; , ¢;

,d; et e; , on dérivié I'équation (5.8) quatre fois par rapport ¢, alorson a :
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d’ot1 on remplace ¢ par ¢; dans la relation (B.8) et (B.9) on a:
Qi(ti) = ai te

Qi(ti) = kb + ¢

Qi (t;) = —k*a; + 2d;

QY () = —kb,

QY (t) = Ka;

On ales valeursde a;,b; ,c; ,d; ete;:

1 1
di = 5@ () + Q1 (1)
[N .
e; = Qi(ti) — i (t;) pouri=0,1,..,n.

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra



CHAPTER 3

ANALYSE NUMERIQUE POUR L'EQUATION
INTEGRALE DE VOLTERRA DE SECONDE
ESPECE AVEC NOYAU FAIBLEMENT
SINGULIER

) ans ce chapitre, les fonctions splines non polynomiales linéaires et quadratiques seront

utilisées pour calculer la solution numérique des VIE linéaires de deuxieéme espece a

noyau faiblement singulier, qui est:

xH

u(z) — /OI Eu(t)dt = f(z), x€]0,T] (3.1)

ou 0 < p < 1 et f est une fonction connue. Il y a une singularité a + = 0 et ¢ = 0 pour toute
valeur positive de t.Afin de résoudre (3.1), nous multiplions les deux cotés de (3.1) par z* les

rendements pour:

t
aHu(x) — / tu(t)dt = f(x)a" (3.2)
0
D’ot la différenciation (3.2) par rapport a x , on obtient:
P (@) + () = —ula) = gt (@) + () 3)
€T v

Et multiplier les deux cotés de (3.3) par '~ * les rendements pour:

zi(2) + (1 — Dulz) = uf(z) + 2f (x) (3.4)

Remarque 4. Notez que lim [yt u(t)dt = @.Pur conséquent, si u(0) # 0

onau(0) # f(0), plus précisément ug = -5 f(0).

Par conséquent, I'équation (3.1) peut étre convertie sous la forme suivante [15]:
v (2) + (p = Du(z) = pf(z) + 2 f'(z) (3.5)
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avec

wo = —H (3.6)
w—1

Donc différencier 1’équation (3,5) par rapport a « , nous obtenons

u'(x) +au(z) + (p— D' (z) = (p+ 1) f'(2) + f'(2) + 2 f"(z)

et comme suit on différencier 1’équation (3,5) 4 foit par rapport a = , nous obtenons

v () + pu'(2) = (p+ D f'(2) + 2 f"(2)

wU”’(x) (n+ D" (x) = (p+2) " (x) + 2 f"(2) (3.7)
ul (@) + (p+ 2" (z) = (u +3) /" (= )+ﬂff(4>( ) '
‘5)( )+ (u+ 3" (@) = (u+4) [ (2) + 2/ (2)

Remplacez donc z par a dans la relation (3,7), les rendements :

u(x) + p' () = (p+ 1) f'(x) + 2" (x)

xu”’(x) (M"’l) ( ) (,u—|—2)f//( ) —|—:L’fl//< ) 3.7)
uh(a) 4 (n+ 2u(w) = (37 (2) + /0 (a) '
ru®(a) 1 (1 3" (x) = (1 + FO() + 20 (2)
si le point intial @ = 0 on obtient :
uy = “Tff'(a)
y = 22 (a)
6// — ut?)f///( ) (38)
) = ) o)

3.1 Utilisation de la fonction spline linéaire non polynomiale

Afin d’approximer la solution des VIE linéaires du deuxieéme type a noyau faiblement singulier
(3.1) en utilisant une spline non polynomiale linéaire (B.1) .Nous présentons une méthode de
résolution en algorithme (VIE2WSKNPS1)

L’Algorithme (VIE2WSKNPS1):

étapel: mettre h = (b—a)/n,t; =tog+ih,i =0,1,...,n, (otg = a,t, = b) etug = ﬁf(a)

étape2: evalué ay, by, coet dy par substitué (3.6)-(3.8) dans les équations (B.4)-(B.7).

étape3: calcule py(t) on utilise 'étape 2 et I’équation (B.1)

étaped: approximant u; ~ po(t1).

étape5: pouri =1an — 1 fait les étapes suivantes :

étape6: evalué a;,b;, c;et d; par 'utilisation les équations (B.4)-(B.7) et remplace u(t;), v (t;) par
pi(ts), pi(t:).

étape7: calcule p;(t) on utilise I'étape 6 et I’équation (B.1).

étape8: approximant u; 1 = p;(tit1).
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Exemple 01:

On considere I'équation intégrale de Volterra du deuxiéme espéce avec noyau faiblement
singulier:

u(z) —/Ox Pt = f(x) 0 <t <1

TH

Avec la solution exacte u(z) = z® et p = 0.5 et f(z) = 5/7x>.

In | x | solexacte | sol approchée | Erreur |
| 1 ] 0.00 | 0.0000000000000000 | 0.0000000000000000 || 0.000000e 400 |
| 2 ] 0.10 | 0.0010000000000000 | 0.0009995001190311 [| 4.998810¢ — 07 |
| 3 ] 0.20 | 0.0080000000000000 | 0.0079840152296327 || 01.598477¢ — 05 |
| 4 ] 0.30 | 0.0270000000000000 | 0.0268787600319626 || 01.212400e — 04 |
| 5 | 0.40 | 0.0640000000000000 | 0.0634899461480973 || 5.100539¢ — 04 |
| 6 ] 0.50 | 0.1250000000000000 | 0.1234467683747824 || 1.553232¢ — 03 |
| 7 ] 0.60 || 0.2160000000000000 | 0.2121451596297886 || 3.854840e — 03 |
|8 ] 0.70 | 0.3429999999999999 | 0.3346938765738546 [ 8.306123¢ — 03 |
19 ] 0.80 | 0.5120000000000001 | 0.4958634546028646 || 1.613655¢ — 02 |
| 10 ] 0.90 || 0.7290000000000001 | 0.7000385422351012 || 2.896146¢ — 02 |
| 11 ] 1.00 || 1.00000000000000000 | 0.9511740911526229 || 4.882591¢ — 02 |

Tableau(3.1)la solution exacte et la solution approchée pour 1'utilisation des fonctions

spline non polynomiales linéaire pour exemple01.
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1 .

F'racteSolution

021+  Approx. Selution

Figure 3.1: Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour 'utilisation
des fonctions spline non polynomiales linéaire pour exemple01
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3.2 Utilisation de la fonction spline non polynomiale quadra-
tique

Nous approchons les solutions de VIE linéaires du second type avec noyau faiblement singulier
en utilisant la fonction spline non polynomiale quadratique (B.8). Dans l’algorithme suivant
(VIE2WSKNPS2):

L’Algorithme VIE2WSKNPS2

étapel: mettre h = (b —a)/n,t; =to + ih,i =0,1,...,n, (ol to = a,t, = b) et ug = ;55 f(a)
étape2: evalué ag, by, ¢ et dy par substitué (3.6)-(3.8) dans les équations (B.10)-(B.14).

étape3: calcule py() on utilise 1’étape 2 et 'équation (B.8)

étaped: approximant u; & po(t1).

étape5: pouri = 1an — 1 fait les étapes suivantes :

étape6: evalué a;, b;, c;et d; par l'utilisation les équations (B.10)-(B.14) et remplace u(t;), u'(¢;)
par pi(t:), p;(t:)-

étape7: calcule p;(t) on utilise I’étape 6 et I’équation (B.8).

étape8: approximant u; 1 = p;(tiy1).
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Exemple02: On considere 1’équation intégrale de Volterra du deuxieme espece avec noyau

faiblement singulier:

Tk

m@—lfwlmwﬁ:f@)mgtg1

Avec la solution exacte u(x) = 23 — 2% et p = 0.5 et f(x) = 0.71428571x3 — 0.62°.

Erreur
00000000000000
4.998810e — 07

| sol exacte | | |
0 [] 00000000000000 | | |
0 [| —0.0090000000000000 || | |
| —0.0320000000000000 || —0.0320159847703673 || 1.598477¢ — 05 |
| —0.0630000000000000 || —0.0631212399680374 || 1.212400e — 04 |
0.40 || —0.0960000000000000 || —0.0965100538519027 || 5.100539¢ — 04 |
[ [ [ [
[ [ [ [
[ [ [ [
[ [ [ [
| | | [
| | | [

In | sol approchée
I

2]

5]

in

5

1 6 [ 0.50 | —0.1250000000000000 || —0.126553231625218 || 1.553232¢ — 03
L7 ]

EN

EN

[ 10 ]

11 ]

00000000000000
—0.0090004998809689

X
0.0
0.1
0.
0.

20
30

0.60 || —0.1440000000000000 || —0.147854840370211 || 3.854840e — 03
—0.1470000000000000
—0.1280000000000000
—0.0810000000000000
00000000000000

0.70
0.80
0.90
1.00

—0.155306123426145
—0.144136545397135
—0.109961457764899
—0.048825908847377

8.306123e — 03
1.613655¢ — 02
2.896146e — 02
4.882591e — 02

Tableau(3.2)la solution exacte et la solution approchée pour 1'utilisation des fonctions

spline non polynomiales quadratique pour exemple02.
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Figure 3.2: Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour l'utilisation
des fonctions spline non polynomiales quadratique pour exemple02

3.3 Utilisation de la fonction de spline linéaire polynomiale

Afin d’approximer la solution des VIE linéaires du deuxiéme type a noyau faiblement singulier

(3.1) en utilisant une spline polynomiale linéaire (A.1) .Nous présentons une méthode de réso-
lution en algorithme (VIE2ZWSKPS1)
L’Algorithme (VIE2WSKPS1):

étapel: mettre h = (b —a)/n,t; =to+ih,i =0,1,...,n,(oty = a,t, =b) et ug = -~

pn—1

étape2: evalué ay, by par substitué (3.6)-(3.8) dans les équations (A.7)-(A.8).

étape3: calcule py(t) on utilise I’étape 2 et I'équation (A.1)

étaped: approximant u; = po(t1).

étape5: pouri = 1an — 1 fait les étapes suivantes :

étape6: evalué a;,b; par l'utilisation les équations (A.7)-(A.8) et remplace u(t;),u'(¢;) par

pilti), pi(t:).

étape7: calcule p;(t) on utilise I'étape 6 et I'équation (A.1).

étape8: approximant u; 1 = p;(tiy1).
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Exemple03:
On considere 'équation intégrale de Volterra du deuxieme espeéce avec noyau faiblement

singulier:

u(x) —/Oxﬂu(t)dt:f(x) ,0<t<1

T+

Avec la solution exacte u(z) = -t + “T“x etpu=04et f(z)=o+1.

In [ x | solexacte | sol approchée | Erreur |
|1 ]0.00] —0.6666666666666667 | —0.6666666666666666 | 1.110223¢ — 16 |
12 ]0.10 || —0.3166666666666668 | —0.3166666666666667 || 1.110223¢ — 16 |
|3 [ 0.20 | 0.0333333333333332 || 0.0333333333333333 | 1.179612¢ — 16 ||
| 4 ]0.30 | 0.3833333333333333 | 0.3833333333333334 | 5.551115¢ — 17 |
|5 [ 0.40 [ 0.7333333333333332 | 0.7333333333333333 | 1.110223¢ — 16 |
16 [ 0.50 | 1.0833333333333330 | 1.50321826536994914 | 2.220446¢ — 16 |
| 7 ] 0.60 | 1.4333333333333329 | 1.4333333333333333 | 4.440892¢ — 16 |
|8 [ 0.70 | 1.7833333333333330 | 1.7833333333333334 | 4.440892¢ — 16 |
19 [0.80 | 2.1333333333333329 || 2.1333333333333333 | 4.440892¢ — 16 ||
| 10 ] 0.90 | 2.4833333333333325 | 2.4833333333333334 | 8.881784¢ — 16 |
| 11 | 1.00 H 2.8333333333333330 || 2.8333333333333335 | 4.440892¢ — 16 |
3.

polynomiales linéaire pour exemple03.
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Figure 3.3: comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour 1'utilisation
des fonctions spline polynomiales linéaire pour exemple03.

3.4 Utilisation de la fonction de spline polynomiale quadra-
tique

Afin d’approximer la solution des VIE linéaires du deuxiéme type a noyau faiblement singulier
(3.1) en utilisant une spline polynomiale quadratique (A.1) .Nous présentons une méthode de
résolution en algorithme (VIE2ZWSKPS1)

L’Algorithme (VIE2WSKPS1):

étapel: mettre h = (b—a)/n,t; =to +ih,i=0,1,...n, (oo = a,t, = b) et ug = 25 f(a)
étape2:evalué ay, by, ¢y par substitué (3.6)-(3.8) dans les équations (A.7)-(A.9).

étape3: calcule py(t) on utilise I’étape 2 et I'équation (A.1)

étaped: approximant u; = po(ty).

étape5: pouri = 1an — 1 fait les étapes suivantes :

étape6:evalué «;,b;,¢; par l'utilisation les équations(A.7)-(A.9)et remplace wu(t;),u'(t;)par
pi(ti), pi(t:)-

étape7: calcule p;(¢) on utilise I'étape 6 et I’équation (A.1).

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra
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étape8: approximant u,;

= pi(tiy1)-

Exemple04: On considere 1’équation intégrale de Volterra du deuxieme espéce avec noyau

faiblement singulier:

u(x) —/Omﬁu(t)dt:f(x) ,0<t<1

T+

Avec la solution exacte u(z) = £ + “THx + 202 et p=05et f(x) =2> + o+ 1.

p—1 p+1

sol exacte

sol approchée Erreur

—1.0000000000000000

—1.0000000000000000 | 0.000000e + 00

—0.6833333333333332

—0.6833333333333334 || 1.110223e — 16

—0.3333333333333333

—0.3333333333333333 | 5.551115e — 17

X
0.0
0.1
0.
0.

20
30

0.0500000000000002

0.0500000000000000 2.220446e — 16

0.40

0.4666666666666669

0.4666666666666667 2.220446e — 16

0.60

1.3999999999999999

1.3999999999999999 0.000000e + 00

0.70

1.9166666666666661

1.9166666666666667 6.661338¢ — 16

0.80

2.4666666666666672

2.4666666666666668 4.440892¢ — 16

0.90

3.0500000000000003

3.0499999999999998 4.440892¢ — 16

1.00

[n [x | H H [
[T [000] H H u
[2 [o10] H H u
[3 [020] H H u
ALz g g H
5

16 [ 0.50 [ 0.9166666666666667 | 0.9166666666666666 | 1.110223¢ — 16 |
L7 _]o.60] H H [
|8 Jo.70] H H [
[9 [0380] | | [
| 10 ] 0.90 | H H [
[ 11 ] 100 | H H |

3.6666666666666670

3.6666666666666665 4.440892¢ — 16

Tableau(3.4)la solution exacte et la solution approchée pour 1'utilisation des fonctions

spline polynomiales quadratique pour exemple04.
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Figure 3.4: Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour 'utilisation
des fonctions spline polynomiales quadratique pour exemple04
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3.5 Il’analyse de résultats

Exemple05:

On considere 1'équation intégrale de Volterra du deuxieme espéece avec noyau faiblement

singulier:

Avec la solution exacte u(x) = u%

+“T+1xetu20.4etf(x)zx+1.

sol exacte

Erreur SPL Erreur SPQ

—0.6666666666666667

1.110223e — 16 || 1.110223e — 16

—0.3166666666666668

1.110223e — 16 || 1.110223e — 16

0.0333333333333332

1.179612e — 16 || 1.179612¢ — 16

X
0.0
0.1
0.
0.

20
30

0.3833333333333333

5.551115e — 17 || 5.551115e — 17

0.40

0.7333333333333332

1.110223e — 16 || 1.110223e — 16

0.60

1.4333333333333329

4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16

0.70

1.7833333333333330

4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16

0.80

2.1333333333333329

4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16

0.90

2.4833333333333325

8.881784e — 16 || 8.881784e — 16

1.00

In [x | H H H
|1 [[0.00] | | |
[2 [o.10] H H H
[3 [o0.20] H H H
[4 [0.30] H H H
|5 [0.40] H H H
| 6 [ 0.50 || 1.0833333333333330 | 2.220446e — 16 | 2.220446¢ — 16 |
L7 _Jo.60 ] H H H
18 [[0.70 ] | | |
[9 080 ] H H H
[ 10 ] 0.90 | H H H
[ 11 ] 100 H H |

2.8333333333333330

4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16

Tableau(3.3)comparaison entre les erreures pour 1'utilisation des fonctions spline

polynomiales linéaire et spline polynomiales quadratique pour exemple05.
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Exemple 06 :

On considere 1'équation intégrale de Volterra du deuxiéme espece avec noyau faiblement

singulier:

T tu—l

u(x) —/ —u(t)dt = f(z) ,0<t<1

TH

Avec la solution exacte u(z) = 2% et p = 0.5 et f(z) = 5/7x>.

Erreur SNPL
0.000000e + 00
4.998810e — 07

Erreur SNPQ
0.000000e + 00
4.998810e — 07

[n [x [ solexacte [ [ u
| 1 ] 0.00 [ 0.0000000000000000 | | |
|2 [ 0.10 | 0.0010000000000000 | | |
| 3 [ 0.20 | 0.0080000000000000 [ 01.598477¢ — 05 || 1.598477¢ — 05 ||
|4 [0.30 | 0.0270000000000000 [ 01.212400e — 04 || 1.212400¢ — 04 ||
|5 [ 0.40 [ 0.0640000000000000 [ 5.100539¢ —04 | 5.100539¢ — 04 ||
| 6 [ 0.50 | 0.1250000000000000 [ 1.553232¢ — 03 | 1.553232¢ — 03 ||
[T [060] H H u
[3 [om] H H u
[ [080] H H u
[10]090] H H u
[1]T00] H H u

0.60 || 0.2160000000000000 || 3.854840e — 03 || 3.854840e — 03
0.3429999999999999
0.5120000000000001
0.7290000000000001
1.00000000000000000

0.70
0.80
0.90
1.00

8.306123e — 03
1.613655¢ — 02
2.896146e — 02
4.882591e — 02

8.306123e — 03
1.613655e — 02
2.896146e — 02
4.882591e — 02

Tableau(3.1)comparaison entre les erreures pour l'utilisation des fonctions spline non

polynomiales linéaire et spline non polynomiales quadratique pour exemple06.
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Apres avoir 1'analysé des résultats que nous avons obtenus dans les exemples précédent

(tableaux,graphes), nous pouvons conclure que:

* ['approximation par les fonctions spline non polynomiales donne meilleurs precision a

comparée des fonctions spline polynomiales.

¢ L'approximation par les fonctions spline non polynomiales quadratique donne meilleurs

precision a comparée de les fonctions spline non polynomiales linéaire.

La résolution numérique de I’équation intégrale de Volterra



General conclusion

Les méthodes utilisées dans ce mémoire montre leur efficacité pour

la résolution de 1’équation intégrale de Volterra de seconde espéce par les
fonctions splines polynomiales linéaires,polynomiales quadratiques et les
fonctions splines non polynomiales linéaires et quadrtiques

I’Analyse des résultats obtenues montre que ces méthodes donnent bon

Approximation
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Dans ce mémoire, les fonctions spline polynomiales et les fonctions spline non polyno-
miales ont été appliquées pour trouver une solution approchée de 1’équation intégrale de
Volterra de seconde espéce avec noyau faiblement singulier.

En plus, des exemples numérique illustratifs ont été utilisés pour montrer l'efficacité de la

méthode.

Mots-Clés: équation intégrale de Volterra de seconde espece avec noyau faiblement
singulier, fonctions

splines polynomiales, fonctions splines non polynomiales, fonctions splines non
polynomiales

linéaire, fonctions splines non polynomiales quadratique.

Abstract:

In this memory, polymonial spline functions and non- polynomial spline functions are used
to find approximate solution of Volterra integral equation of the second kind with weakly
singular kernel. Moreover , Numerical examples are presented to show the effectiveness of
this method

Keywords:Volterra integral equation of the second kind with weakly singular kernel

, polymonial spline functions, non- polynomial spline functions
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