
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET
POPULAIRE

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE
LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

Université Mohamed Boudiaf de M’sila
Faculté des Mathématiques et de l’Informatique

Département des Mathématiques

Mémoire de Master

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filière : Mathématiques
Option : EDP et applications

Thème

Méthode de transformation différentielle réduite pour la résolution d’équations
aux dérivées partielles fractionnaires

Présentée par :
Mr SAOUDI Dhiya Eddine Aymen

Soutenu publiquement le : 01/07/2019.

Devant le jury composé de :

Président : M r MERZOUGUI Abdelkrim M.C.A, Université de M’sila
Encadreur : M r NOUIRI Brahim M.C.A, Université de M’sila
Co-Encadreur : M r ABDELKEBIR Sâad M.A.A, Université de M’sila
Examinateur : M r MIHOUBI Farid M.A.A, Université de M’sila

Année universitaire 2018/2019



Remerciements

AU NOM DE ALLAH LE CLÉMENT ET LE MISÉRICORDIEUX.

J�e �t�i�e�n	s �t�o�u�t �d�'�a�b�o�r�d� �à� �r�e�m�e�r�c�i�e�r� D�i�e�u� �l�e �t�o�u�t P�u�i	s�	s��a�n�t
�q��u�i� �m�'�a� �d�o�n�n�é �l�e �c�o�u�r�a�g�e �e�t �l�a� 	p�e�r	s��é�v�é�r�a�n�c�e 	p�o�u�r� �l�a� �r�é�a�l�i	s��a�t�i�o�n�

�d�e �c�e �m�o�d�e 	s��t�e �m�é�m�o�i�r�e.
J�e �r�e�m�e�r�c�i�e 	p�r�o�f�o�n�d�é�m�e�n�t M�o�n	s��i�e�u�r�

NOUIRI Brahim �m�o�n� �e�n�c�a�d�r�e�u�r�, �q��u�i� �m�'�a� �b�e�a�u�c�o�u	p� �a�i�d�é 	p�o�u�r�
�t�e�r�m�i�n�e�r� �c�e �t�r�a�v�a�i�l�l�e �m�a�l�g�r�é 	s��e
s �n�o�m�b�r�e�u	s��e
s �c
h�a�r�g�e
s,

�i�l �m�'�a� �q��u�i�d�é �d�u�r�a�n�t �m�o�n� �r�e�c
h�e�r�c
h�e, �e�t 	s��a�n	s �o�u�b�l�i�e�r� 	s��e
s 	p�r�é�c�i�e�u�x �c�o�n	s��e�i�l
s.
�m�e
s �r�e�m�e�r�c�i�e�m�e�n�t
s �v�o�n�t �a�u	s�	s��i� �a�u�x M�o�n	s��i�e�u�r�

ABDELKEBIR Sâad �m�a� �c�o-�e�n�c�a�d�r�e�u�r�.
J�e �v�o�u�d�r�a�i	s �é�g�a�l�e�m�e�n�t �r�e�m�e�r�c�i�e�r� �t�o�u	s �m�e
s �e�n	s��e�i�g�n�a�n�t
s,

�t�o�u	s �m�e
s �c�o�l�l�é�g�u�e
s �d�e �d�e�u�x�i�é�m�e �a�n�n�é�e M�a	s��t�e�r� EDP �e�t �a	p	p�l�i�c�a�t�i�o�n	s.
	j�e �l�e�u�r� 	s��o�u�h�a�i�t�e �u�n�e �b�o�n�n�e �c�o�n�t�i�n�u�a�t�i�o�n�.

D�e �t�o�u	s �m�o�n� �c�o�e�u�r� 	j�e �r�e�m�e�r�c�i�e �m�e
s 	p�a�r�e�n�t
s,
�e�t �m�e
s 	p�r�i�é �r�e
s �q��u�e D�i�e�u� �l�e
s 	p�r�o�t�é �g�e �e�t �l�e
s �a�c�c�o�r�d�e 	s��a�n�t�é �e�t �l�o�n�g�u�e �v�i�e.

E�n�f�i�n�, 	j'�a�d�r�e 	s�	s��e �u�n� �g�r�a�n�d� �r�e�m�e�r�c�i�e�m�e�n�t �à� �m�e
s 	s��u�r	s,
�m�e
s �f�r�é �r�e
s �e�t �t�o�u�t �m�a� �f�a�m�i�l�l�e, �q��u�i� �m�'�o�n�t �d�o�n�n�é �b�e�a�u�c�o�u	p� �d�e 	s��o�u�t�i�e �c�o�n	s��t�a�n�t �e�t

�d�'�e�n�c�o�u�r�a�g�e�m�e�n�t.

i



Dédicaces

AU NOM DE ALLAH LE CLÉMENT ET LE MISÉRICORDIEUX.

J�e �d�é�d�i�e �c�e �m�o�d�e 	s��t�e �m�é�m�o�i�r�e
À �m�e
s �t�r�é
s �c
h�è�r	s 	p�a�r�e�n�t
s.

À �m�e
s �c
h�e�r	s �f�r�é�r�e
s : CH.R�a�o�u�f, H.�k�h�a�y�r� �e�d�d�i�n�e �e�t T M�o�h�a�m�m�a�d� .
À �t�o�u�t �l�e
s �m�e�m�b�r�e
s �d�e �m�a� �f�a�m�i�l�l�e.

À �m�e
s �a�m�i	s.
À �t�o�u	s �q��u�i� �m�'�o�n�t �e�n�c�o�u�r�a�g�é �e�t 	s��o�u�t�e�n�u� 	p�o�u�r� �a�r�r�i�v�e�r� �à� �c�e �n�i�v�e�a�u� �d�'�é�t�u�d�e.

À �t�o�u�t �l�e
s �g�e�n�t
s �q��u�i� �m�'�o�n�t �a�i�m�é.

D
h�i�y�a�

ii



Table des matières

1 Préliminaires sur le calcul fractionnaire 6
1.1 Fonctions spéciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.1.1 Fonction Gamma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.2 Fonction Bêta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.3 fonction Mittag-Leffler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 RDTM pour une équation aux dérivées partielles 16
2.1 Transformation différentielle de dimension 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Méthode de transformation différentielle réduite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3 Quelques Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.4 Méthode de transformation différentielle de deux dimensions . . . . . . . . . . . 32

3 RDTM pour une équation aux dérivées partielles fractionnaires 36
3.1 Méthode de transformation différentielle réduite fractionnaire . . . . . . . . . . . 37

3.1.1 Théorèmes de Méthode de transformation différentielle réduite fraction-
naire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2 Quelques Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

iii



Table des figures

2.1 solution exacte et approché pour t = 0.4 et t = 0.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2 solution exacte et approché pour t = 1 et t = 1.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

iv



Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles d’ordre entère ou fractionnaire apparaissent dans
presque tous les domaines de la physique, des sciences appliquées et des sciences de l’ingénieur
[9, 12]. Afin de mieux comprendre ces phénomènes physiques et de les appliquer davantage à
la recherche scientifique pratique, il est important de trouver les solutions exactes. L’étude de
la solution exacte de ces équations est intéressante et importante.

Au cours des dernières décennies, de nombreux auteurs ont étudié la solution de telles
équations en utilisant diverses méthodes développées. Récemment, la méthode d’itération va-
riationnelle (VIM) [9, 1] a été appliquée pour traiter divers types de problèmes non linéaires,
par exemple, les équations différentielles fractionnaires [18], les équations différentielles non
linéaires [18], la thermo-élasticité non linéaire [8], équations d’onde [18]. Dans les références
[12, 13], la méthode de décomposition d’Adomian (ADM), la méthode de perturbation d’ho-
motopie (HPM), la méthode d’analyse d’homotopie (HAM) et la méthode de variation de pa-
ramètre (VPM) sont appliquées avec succès pour obtenir la solution exacte d’équations aux
dérivées partielles d’ordre entière et fractionnaire.

Dans ce mémoire, nous avons utilisé la méthode de transformation différentielle réduite
(RDTM) qui à été introduire par Kaskin et Oturanc [7, 6] pour construire une solution pour
quelques équations aux dérivées partielles d’ordre entière et fractionnaire.

La technique de transformation différentielle réduite est une procédure itérative permettant
d’obtenir une solution sous la forme d’une série de Taylor converge vers la solution exacte.
Cette méthode est semi-analytique et largement utilisée par de nombreux chercheurs pour la
résolution des équations aux dérivées partielles classique ou fractionnaire, linéaires et non li-
néaires, homogènes et non homogènes. Les résultats obtenus montrent que la méthode (RDTM)
est précise, efficace et nécessite moins d’effort par rapport aux autres méthodes analytiques et
numériques.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-
pitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcul fractionnaire. Nous donnons des
définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Bêta et la fonction de Mittag-Leffler ), en-
suite nous présentons les intégrales et les dérivées fractionnaire ( au sens de Riemann-Liouville
et de Caputo ).

Dans le deuxième chapitre, nous avons appliqué la méthode (RDTM) pour des équations
aux dérivées partielles d’ordre entière en dimension 1 et 2. De plus, nous avons cherché des
solutions exactes et approchés par des exemples données.

Dans le dernier chapitre, nous avons appliqué le même méthode de (RDTM) pour les équa-
tions aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire a travers des exemples choisis.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelque perspectives.

v



CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES SUR LE CALCUL
FRACTIONNAIRE

D ans ce chapitre, nous avons parlé par certains théories de base du calcul fractionnaire.
Nous donnons des définitions de quelques fonctions spéciales ( Gamma, Bêta et la fonction

de Mittag-Leffler ), ensuite nous présentons les intégrales et les dérivées fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville et de Caputo.
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1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 7

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir[11]). On appelle fonction Gamma, la fonction définie par

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−t dt où z ∈ C et Re(z) > 0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes :

1. Γ(z + 1) = zΓ(z)

2. Γ(n) = (n− 1)! , n ∈ N

3. Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!
√
π

4nn!
, n ∈ N

Remarque 1.1. La détermination de la fonction Gamma pour les valeur négatifs non entier par

la formule Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
et la transition d’un intervalle à une autre (−1, 0), (−2,−1)....

la fonction Gamma n’existe pas pour les valeur négatifs entiers

Exemple 1.1. 1. pour z = 1,Γ(1) =

∫ +∞

0

e−t dt = 1

2. pour z =
1

2
on utilise une changement de variable on pose que t = τ 2, on obtient,

Γ

(
1

2

)
=

∫ +∞

0

t
1
2
−1e−t dt

=

∫ +∞

0

t−
1
2 e−t dt

= 2

∫ +∞

0

e−τ
2

dτ (d’après l’intégrale de Gauss)

= 2

(√
π

2

)
=
√
π

3. pour z = −1

2
, Γ

(
−1

2

)
=

Γ
(
−1

2
+ 1
)

−1

2

= −2
√
π

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.2. (voir[11]). La fonction de Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie par

B(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1 dt p, q ∈ C avec Re(p) > 0 et Re(q) > 0

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite



1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 8

Proposition 1.1. la relation entre la fonction Gamma et Bêta donnée par :
pour tout p, q ∈ C avec Re(p) > 0,Re(q) > 0 on a :

B(p, q) =
Γ(p) .Γ(q)

Γ(p+ q)

Démonstration. Soit D =]0,+∞[×]0,+∞[ on a :

Γ(p)Γ(q) =

(∫ +∞

0

xp−1e−x dx

)(∫ +∞

0

yq−1e−y dy

)
=

∫ +∞

0

∫ +∞

0

xp−1yq−1e−(x+y) dxdy

En utilisant le changement de variable suivant :

{
u = x+ y

v = x
x+y

=⇒

{
x = uv

y = u(1− v)

et

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ v u
(1− v) −u

∣∣∣∣ = −uv − u(1− v) = −u

De même que le domaine D′ correspondante à D dans les cordonnées u, v est

D′ = {(u, v)/u ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 1}

∫∫
D

xp−1yq−1e−(x+y) dxdy =

∫∫
D′

(uv)p−1(u(1− v))q−1e−u| − u| du dv

=

∫∫
D′

(u)p+q−1vp−1(1− v)q−1e−u du dv

=

∫ +∞

0

∫ 1

0

(u)p+q−1vp−1(1− v)q−1e−u du dv

=

(∫ +∞

0

(u)p+q−1e−u du

)(∫ 1

0

vp−1(1− v)q−1 dv

)

= Γ(p+ q)B(p, q)

Par conséquent, on a :

B(p, q) =
Γ(p) .Γ(q)

Γ(p+ q)
.

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite



1.1. FONCTIONS SPÉCIALES 9

1.1.3 fonction Mittag-Leffler

Définition 1.3. (voir[5]). La fonction de Mittag-Leffler est définie par :

Eα(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1)
, α > 0

et la fonction de Mittag-Leffler généralisée est définie par :

Eα,β(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
, α, β > 0

Exemple 1.2.

E1(x) = E1,1(x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

xk

k!
= ex

Propriétés 1.2. Pour α, β ∈ R, on a :

Eα,β (x) = xEα,β+α (x) +
1

Γ (β)

Démonstration. On a :

Eα,β (x) =
+∞∑
k=0

xk

Γ (αk + β)

=
+∞∑
k=1

xk

Γ (αk + β)
+

x0

Γ (0.α + β)

=
+∞∑
k=1

xk

Γ (αk + β)
+

1

Γ (β)

= x
+∞∑
k=1

xk−1

Γ (αk + β)
+

1

Γ (β){
pose j = k − 1⇔ k = j + 1

pour k = 1⇒ j = 0

= x

+∞∑
j=0

xj

Γ (α(j + 1) + β)
+

1

Γ (β)

= x

+∞∑
j=0

xj

Γ (αj + β + α)
+

1

Γ (β)

= x

+∞∑
k=0

xk

Γ (αk + β + α)
+

1

Γ (β)

= xEα,β+α (x) +
1

Γ (β)
.

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 10

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soit f : [a, b] −→ R (−∞ < a < b < +∞) etf ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b],
Nous avons :

I1a+f(x) =

∫ x

a

f(x) dt.

I1a+f(x) la primitive de f qui s’annule en a.

I2a+f(x) = I1a+(I1a+f(x))

=

∫ x

a

I1a+f(t) dt

=

∫ x

a

(∫ t

a

f(s) ds

)
dt

on intègre par partie
pose g(t) =

∫ t
0
f(s) ds

I2a+f(x) =

[
t

∫ t

a

f(s) ds

]x
a

−
∫ x

a

tf(t) dt

= x

∫ x

a

f(s) ds−
∫ x

a

tf(t) dt

= x

∫ x

a

f(t) dt−
∫ x

a

tf(t) dt

=

∫ x

a

(x− t)f(t) dt.

Donc, pour neme itération, on obtient,

Ina+f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1 f(t) dt

Grâce à la fonction Gamma que nous avoue définie précédemment
la propriété Γ(n) = (n− 1)! ∀n ∈ N on a :

Ina+f(x) =
1

Γ (n)

∫ x

a

(x− t)n−1 f(t) dt

Définition 1.4. (voir[5, 15]). Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R
et f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur R

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite



1.2. INTÉGRALES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 11

Les intégrales

Iαa+f(x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− t)α−1 f(t) dt x > a,Re(α) > 0 (1.1)

Iαb−f(x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

(t− x)α−1 f(t) dt x < b,Re(α) > 0 (1.2)

sont appelés les intégrales fractionnaires à gauche (à droite) de Riemann-Liouville
d’ordre α ∈ C Re(α) > 0) respectivement.

Exemple 1.3. Soit f(x) = (x− a)β−1 on a :

Iαa+f(x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

(x− a)α−1 (t− a)β−1 dt


posons t− a = s(x− a)

t = a⇔ s = 0

t = x⇔ s = 1

dt = (x− a)ds

Iαa+f(x) =
1

Γ (α)
(x− a)α+β−1

∫ 1

0

sβ−1 (1− s)α−1 ds

=
B (β, α)

Γ(α)
(x− a)α+β−1 B (β, α) =

Γ(β)Γ(α)

Γ(β + α)

=
Γ(β)

Γ(β + α)
(x− a)α+β−1 .

Remarque 1.2. L’intégrale d’une fonction constante a sens de Riemann-Liouville
d’ordre α > 0 est donnée par :

Iαa+f(x) =
C

Γ (α + 1)
(x− a)α

et

Iαb−f(x) =
C

Γ (α + 1)
(b− x)α

f(x) = C ∈ R

Proposition 1.2. (voir[15, page34]). Soient f ∈ C([a, b]) et α > 0 alors :

Iαa+I
β
a+f(x) = Iβa+I

α
a+f(x) = Iα+βa+ f(x)

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite



1.3. DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 12

Démonstration.

Iαa+I
β
a+f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1
(

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)β−1 f(s) ds

)

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

(x− t)α−1 (t− s)β−1 f(s) ds dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s)

∫ x

s

(x− t)α−1 (t− s)β−1 dt ds changement de l’ordre d’intégrale



a ≤ s ≤ t ≤ x

posons u =
t− s
x− s

t = s⇔ u = 0

t = x⇔ u = 1

du =
dt

x− s

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s) (x− s)α+β−1
∫ 1

0

(1− u)α−1 uβ−1 du ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(s) (x− s)α+β−1B (β, α) ds

=
1

Γ(α)Γ(β)
.
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)

∫ x

a

f(s) (x− s)α+β−1 ds

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

f(s) (x− s)α+β−1 ds

= Iα+βa+ f(x)

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5. (voir[5, page70]). Soit f ∈ L1([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les déri-
vées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville Dαa+f(x) et Dαb−f(x) d’ordre α ∈ C, Re(α) > 0

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite
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sont définies par :

Dαa+f (x) =

(
d

dx

)n (
In−αa+ f(x)

)
=

1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x > a.

(1.3)

et

Dαb−f (x) =

(
− d

dx

)n (
In−αb− f(x)

)
=

1

Γ (n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x < b.

(1.4)

respectivement, où [Re(α)] est la partie entière de Re(α).

Propriétés 1.3. (voir[5, page71]). Soient α, β ∈ C avec Re(α), Re(β) > 0 et a, b ∈ R.
Nous avens

1. Dαa+ (x− a)β−1 =
Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1

2. Dαb− (b− x)β−1 =
Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−1

Démonstration. 1. f(x) = (x− a)β−1

Dαa+ (x− a)β−1 =

(
d

dx

)n (
In−αa+ f(x)

)
(D’après l’exemple 1.3)

=

(
d

dx

)n(
Γ(β)

Γ(n− α + β)
(x− a)n−α+β−1

)
et (

d

dx

)n
(x− a)n−α+β−1 = (n− α + β − 1) (n− 1 + β − 2) ...×

(n− α + β − 1− (n− 1)) (x− a)−α+β−1

= (n− α + β − 1) (n− 1 + β − 2) ... (β − α)

(x− a)−α+β−1

et d’autre coté :

Γ (n− α + β) = (n− α + β − 1) Γ (n− α + β − 1)

= (n− α + β − 1) (n− α + β − 2) Γ (n− α + β − 2)

= (n− α + β − 1) (n− α + β − 2) .... (β − α) Γ (β − α)

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite
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Donc :

Dαa+ (x− a)β−1 =
Γ(β)

Γ(n− α + β)
(n− α + β − 1) ... (β − α) (x− a)−α+β−1

=
(n− α + β − 1) (n− α + β − 2) .... (β − α) Γ(β)

(n− α + β − 1) (n− α + β − 2) .... (β − α) Γ (β − α)
(x− a)−α+β−1

=
Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1 .

2. de mémé manière.

Remarque 1.3. On remarque que si β = 1 et 0 < Re(α) < 1 alors
la dérivées au sens de Riemann-Liouville d’une fonction constante en général n’est pas nulle

Dαa+1 =
(x− a)−α

Γ(1− α)
et Dαb−1 =

(b− x)−α

Γ(1− α)

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.6. (voir[5]). Soient α ∈ C avec n = [Re(α)] + 1 et f : [a, b] −→ C une fonction
telle que f (n) ∈ L1 ([a, b]). Les dérivées fractionnaires d’ordre α de f au sens de Caputo sont
définies par

CDαa+f (x) = In−αa+ f (n) (x) =
1

Γ (n− α)

∫ x

a

f (n) (t) dt

(x− t)α−n+1 (1.5)

et

CDαb−f (x) = (−1)n In−αb− f (n) (x) =
(−1)n

Γ (n− α)

∫ b

x

f (n) (t) dt

(t− x)α−n+1 (1.6)

Propriétés 1.4. (voir[5, page95]). Soient α, β ∈ C avec Re(α), Re(β) > 0 et a, b ∈ R. Nous
avens

1. CDαa+ (x− a)β−1 =
Γ(β)

Γ(β − α)
(x− a)β−α−1 Re(β) > n

2. CDαb− (b− x)β−1 =
Γ(β)

Γ(β − α)
(b− x)β−α−1 Re(β) > n

3. si f(x) = C ∈ R (
CDαa+C

)
(x) = 0 et

(
CDαb−C

)
(x) = 0

Proposition 1.3. (voir[5, page91]). Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.5),(1.6) et les
dérivées au sens de Riemann-Liouville (1.3),(1.4) sont données par

CDαa+f(x) = Dαa+

(
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

)

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite
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et

CDαb−f(x) = Dαb−

(
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(b− x)k

)

on remarque que si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, ..., n− 1 alors :

CDαa+f(x) = Dαa+f (x) et CDαb−f(x) = Dαb−f (x)

Lemme 1.1. (voir[10]). Si α ∈ [0, 1) l’ordre de dérivé fractionnaire ou sens de Caputo, on a :

1. Dα (Eα (xα)) = Eα (xα)

2. Dα (Eα (−xα)) = −Eα (−xα)

3. Dα (sinα (xα)) = cosα (xα)

4. Dα (cosα (xα)) = − sinα (xα)

avec Eα (xα) =
∞∑
k=0

xkα

Γ (kα + 1)
, sinα (xα) =

∞∑
k=0

(−1)k
x(2k+1)α

Γ ((2k + 1)α + 1)

et cosα (xα) =
∞∑
k=0

(−1)k
x2kα

Γ (2kα + 1)

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite



CHAPITRE 2

RDTM POUR UNE ÉQUATION AUX
DÉRIVÉES PARTIELLES

D ans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode (RDTM) pour des équations aux dérivées
partielles d’ordre entière en dimension 1 et 2. De plus, nous avons cherché des solutions

exactes et approchés par des exemples données.

16
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2.1 Transformation différentielle de dimension 1

Définition 2.1. (voir[21]). Si la fonction w(x) est continue et différentiable, la transformation
différentielle de la fonction w(x) est définie par :

W (k) =
1

k!

[
dk

dxk
w (x)

]
x=x0

, k ∈ N (2.1)

avec w(x) est la fonction originale et W (k) est une fonction transformée .
L’inverse de transformation différentielle de w(k) définie par

w (x) =
∞∑
k=0

W (k) (x− x0)k , k ∈ N (2.2)

par la combinaison de (2.1) et (2.2), on obtient

w (x) =
∞∑
k=0

1

k!

[
dk

dxk
w (x)

]
x=x0

(x− x0)k

D’après les définitions ci-dessus, il est facile de voir que le concept de transformation diffé-
rentielle est dérivée de l’expansion en série de Taylor .à l’aide de (2.1) et (2.2) ,la base des
opérations mathématiques elle est faciles que obtenir les donnés dans

Proposition 2.1. (voir[21, 16, 22]). Si

w (x) = au (x)± bv (x) et a, b ∈ R

Alors

W (k) = aU (k)± bV (k)

Démonstration.

W (k) =
1

k!

[
dk

dxk
(au (x)± bv (x))

]
x=0

=
1

k!

[
a
dk

dxk
u (x)± b d

k

dxk
v (x)

]
x=0

=
a

k!

[
dk

dxk
u (x)

]
x=0

± b

k!

[
dk

dxk
v (x)

]
x=0

= aU (k)± bV (k) .

Proposition 2.2. (voir[21, 16, 22]). Si

w (x) =
dmu (x)

dxm
m ∈ N

Alors

W (k) =
(k +m)!

k!
U (k +m)

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite
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Démonstration.

W (k) =
1

k!

[
dk

dxk

(
dmu (x)

dxm

)]
x=0

W (k) =
1

k!

[
dk+mu (x)

dxk+m

]
x=0

W (k) =
(k +m)!

(k +m)!

1

k!

[
dk+mu (x)

dxk+m

]
x=0

W (k) =
(k +m)!

k!

1

(k +m)!

[
dk+mu (x)

dxk+m

]
x=0

W (k) =
(k +m)!

k!
U (k +m) .

Proposition 2.3. (voir[21, 16, 22]). Si

w (x) = u (x) v (x)

Alors

W (k) =
k∑
r=0

U (r)V (k − r)

Démonstration.

w (x) = u (x) v (x)

=

(
∞∑
k=0

U (k)xk

)(
∞∑
k=0

V (k)xk

)
=
(
U (0) + U (1)x+ U (2)x2 + · · ·

) (
V (0) + V (1)x+ V (2)x2 + · · ·

)
= U (0)V (0) + (U (1)V (0) + V (1)U (0))x+ (U (2)V (0) + V (2)U (0) + U (1)V (1))x2 + · · ·
+ (U (0)V (k) + U (1)V (k − 1) + · · ·+ U (k − 1)V (1) + U (k)V (0))xk

=
∞∑
k=0

k∑
r=0

U (r)V (k − r)︸ ︷︷ ︸
W (k)

xk

Donc

W (k) =
k∑
r=0

U (r)V (k − r)

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite
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2.2 Méthode de transformation différentielle réduite

On considéré u(x, t) une fonction à deux variable et supposons qu’il puisse être représenté
comme un produit de deux fonctions à variable unique,c’est-à-dire u(x, t) = f(x)g(t)
on utilise les propriétés du transformée différentielle, u(x, t) peut être représenté comme

u (x, t) =
∞∑
i=0

F (i)xi
∞∑
j=0

G (j) tj =
∞∑
k=0

Uk (x) tk

où Uk (x) est appelé fonction t-dimensionnel de la fonction u(x, t)

Les définitions et opérations de base de méthode du transformation différentielle réduite
sont introduit comme suit

Définition 2.2. (voir[21, 20]). Si la fonction u(x, t) est analytique et continue et différentiable
par rapport au temps t et à l’espace x dans le domaine intérêt. Alors,

Uk (x) =
1

k!

[
∂k

∂tk
u (x, t)

]
t=t0

, k ∈ N (2.3)

où la fonction t-dimensionnel Uk (x) est un fonction transformée.
Les minuscules u(x, t) représentent l’originale de fonction pendant que Uk (x) majuscule repré-
sentent le fonction transformée.
La transformation différentielle inverse de Uk (x) est défini par :

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) (t− t0)k , k ∈ N (2.4)

Puis en combinant les équations (2.3) et (2.4), nous écrivons

u(x, t) =
∞∑
k=0

1

k!

[
∂k

∂tk
u(x, t)

]
t=t0

(t− t0)k . (2.5)

Parmi les définitions ci-dessus, on peut trouver que le concept de transformation différen-
tielle réduit est dérivée de série de puissance .

Exemple 2.1. On considérons

u(x, t) = ex+t ,

cette fonction peut être écrit comme

u(x, t) = ex+t =

(
1 + x+

x2

2
+ ....

)(
1 + t+

t2

2
+ ....

)
=
∞∑
i=0

F (i)xi
∞∑
j=0

G(j)tj.
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D’autre par

u(x, t) = ex+t = ex
(

1 + t+
t2

2
+ ....

)
= ex + ext+ ex

t2

2
+ ......

=
∞∑
k=0

ex

k!
tk =

∞∑
k=0

Uk(x)tk.

pour illustrer les concepts de base de RDTM, considérons l’équation générale suivante :

Lu(x, t) +Ru(x, t) +Nu(x, t) = g(x, t).

Avec la condition initiale

u(x, 0) = f(x)

où L =
∂

∂t
, R =

∂2

∂x2
est un opérateur linéaire ,Nu(x, t), g(x, t) deux termes respectivement non

linéaire et non homogène.

Proposition 2.4. (voir[20]). Si

w (x, t) = au (x, t)± bv (x, t) et a, b ∈ R

Alors

Wk (x) = aUk (x)± bVk (x)

Démonstration.

Wk (x) =
1

k!

[
∂k

∂tk
(au (x, t)± bv (x, t))

]
t=0

=
1

k!

[
a
∂k

∂tk
u (x, t)± b ∂

k

∂tk
v (x, t)

]
t=0

=
a

k!

[
∂k

∂tk
u (x, t)

]
t=0

± b

k!

[
∂k

∂tk
v (x, t)

]
t=0

Donc

Wk (x) = aUk (x)± bVk (x) .

Proposition 2.5. (voir[21]). Si

w (x, t) = xmtn m,n ∈ N

Alors

Wk (x) = xmδ(k − n)

SAOUDI D. Méthode de transformation différentielle réduite
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Démonstration. w (x, t) = xmtn m,n ∈ N

Wk (x) =
1

k!

[
∂k

∂tk
xmtn

]
t=0

=
xm

k!

[
∂k

∂tk
tn
]
t=0

Si k = n

Wk (x) =
xm

k!
(n) (n− 1) (n− 2) . . . (n− (k − 1)) tn−k

=
xm

k!
(n) (n− 1) (n− 2) . . . (n− (k − 1))

=
xm

k!
(k) (k − 1) (k − 2) . . . (k − (k − 1))

=
xm

k!
k!

Wk (x) = xm

Si k > n

Wk (x) = 0

Si k < n

Wk (x) =
xm

k!
n (n− 1) (n− 2) . . . (n− (k − 1)) tn−k

= 0

Donc

Wk (x) = xmδ(k − n).

Proposition 2.6. (voir[21, 16, 20]). Si

w (x, t) =
∂u (x, t)

∂x

Alors

Wk (x) =
∂

∂x
Uk (x)

Démonstration.

Wk (x) =
1

k!

[
∂k

∂tk

(
∂

∂x
u (x, t)

)]
t=0

=
∂

∂x

(
1

k!

[
∂k

∂tk
u (x, t)

]
t=0

)
Donc

Wk (x) =
∂

∂x
Uk (x) .
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Proposition 2.7. (voir[20, 14, 16]). Si

w (x, t) =
∂ru (x, t)

∂tr
r ∈ N

Alors

Wk (x) =
(k + r)!

k!
Uk+r (x)

Démonstration.

Wk (x) =
1

k!

[
∂k

∂tk

(
∂r

∂tr
u (x, t)

)]
t=0

=
1

k!

[
∂k+r

∂tk+r
u (x, t)

]
t=0

=
(k + r)!

k!

1

(k + r)!

[
∂k+r

∂tk+r
u (x, t)

]
t=0

Donc

Wk (x) =
(k + r)!

k!
Uk+r (x) .

Proposition 2.8. (voir[21, 20]). Si

w (x, t) = u (x, t) v (x, t)

Alors

Wk (x) =
k∑
r=0

Ur (x)Vk−r (x) =
k∑
r=0

Vr (x)Uk−r (x)

Démonstration.

w (x, t) = u (x, t) v (x, t)

=

(
∞∑
k=0

Uk (x) tk

)(
∞∑
k=0

Vk (x) tk

)
=
(
U0 (x) + U1 (x) t+ U2 (x) t2 + · · ·

) (
V0 (x) + V1 (x) t+ V2 (x) t2 + · · ·

)
= U0 (x)V0 (x) + (U1 (x)V0 (x) + V1 (x)U0 (x)) t

+ (U2 (x)V0 (x) + V2 (x)U0 (x) + U1 (x)V1 (x)) t2 + · · ·
+ (U0 (x)Vk (x) + U1 (x)Vk−1 (x) + · · ·+ Uk−1 (x)V1 (x) + Uk (x)V0 (x)) tk

=
∞∑
k=0

k∑
r=0

Ur (x)Vk−r (x)︸ ︷︷ ︸
Wk(x)

tk

Donc

Wk (x) =
k∑
r=0

Ur (x)Vk−r (x) .
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Proposition 2.9. (voir[21, 20, 22]). Si

w (x, t) = xmtnu(x, t) m,n ∈ N

Alors

Wk (x) = xmUk−n(x) k ≥ n

Démonstration.

Wk (x) =
1

k!

[
∂k

∂tk
(xmtnu (x, t))

]
t=0

=
xm

k!

[
∂k

∂tk
(tnu (x, t))

]
t=0

=
xm

k!

[
k∑
i=0

k!

i! (k − i)!
(tn)(i)

∂k−i

∂tk−i
u (x, t)

]
t=0

si i > n

(tn)(i) = 0

si i < n

(tn)(i) = n (n− 1) · · · (n− (i− 1)) tn−i

= 0 on t = 0

si i = n

Wk (x) =
xm

k!

[
k!

n! (k − n)!
(tn)(n)

∂k−n

∂tk−n
u (x, t)

]
t=0

=
xm

k!

[
k!n (n− 1) · · · × 2× 1

n! (k − n)!
tn−n

∂k−n

∂tk−n
u (x, t)

]
t=0

=
xm

k!

k!n!

n! (k − n)!

[
∂k−n

∂tk−n
u (x, t)

]
t=0

= xm
1

(k − n)!

[
∂k−n

∂tk−n
u (x, t)

]
t=0

= xmUk−n (x) .

Proposition 2.10. (voir[20]). Pour le terme non linéaire Nu (x, t) on a
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code maple de terme non linéaire
restart;
NF:NU(x,t): #fonction non linéaire
m:=5: #Ordre
u[t]:=sum(u[b]*t^b,b=0..m):
NF[t]:=subs(Nu(x,t)=u[t],NF):
s:=expand(NF[t],t):
dt:=unapply(s,t):
for i from 0 to m do
n[i]:=((D@@i)(dt)(0)/i!):
print(N[i],n[i]); #fonction transformée
od:

D’après la RDTM et la Propositions, nous pouvons construire la formule d’itération comme
suivante :

(k + 1)Uk+1(x) = Gk(x)−RUk(x)−NUk(x). (2.6)

Où Uk(x), RUk(x), NUk(x) et Gk(x) sont les transformations des fonctions respectivement à
Lu(x, t), Ru(x, t), Nu(x, t) et g(x, t) . avec la condition initiale,

U0(x) = f(x). (2.7)

En remplaçant (2.7) dans (2.6) et par des calculs itératifs simples, on obtient ce qui suit de
valeurs Uk(x) .Puis la transformation inverse de l’ensemble des valeurs {Uk(x)}nk=0 donne la
solution d’approximation,

Ũn(x, t) =
n∑
k=0

Uk(x)tk.

Où n l’ordre de la solution approchée . par conséquent , la solution exacte du problème est
donnée par

U(x, t) = lim
x→∞

Ũn(x, t) (2.8)

2.3 Quelques Exemples

Exemple 2.2. (problème linéaire homogène )

P1

{
utt = uxx − 3u, 0 < x < π, t > 0

C.I : u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 2 cos(x)
(2.9)

On utilisant la méthode de RDT pour l’équation (2.9) parmi condition initiale, on obtient,

(k + 2)!

k!
Uk+2 (x) =

∂2

∂x2
Uk (x)− 3Uk (x) (2.10)

et

U0 (x) = 0, U1 (x) = 2 cos (x) (2.11)
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2.3. QUELQUES EXEMPLES 25

pour k = 0, on remplace (2.11) dans (2.10) on a :

2U2 (x) =
∂2

∂x2
U0 (x)− 3U0 (x)

U2 (x) = 0

pour k = 1

3!U3 (x) =
∂2

∂x2
U1 (x)− 3U1 (x)

3!U3 (x) =
∂2

∂x2
2 cos (x)− 6 cos (x)

3!U3 (x) = −2 cos (x)− 6 cos (x) = −8 cos (x)

U3 (x) = −4

3
cos (x)

pour k = 2, 3, · · · , on obtient,

U4 (x) = 0, U5 (x) =
4

155
cos (x) , U6 (x) = 0, U7 (x) = − 8

315
cos (x) , · · ·

Donc :

Uk (x) =


(−1)(

k−1
2 )

k!
2k cos (x) si k impaire

0 si k paire

pour démontre la solution de problème (2.9) on utilise la transformation inverse (formule (2.4))

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) tk

u (x, t) = cos (x)
∞∑

k=1,3,···

(−1)(
k−1
2 )

k!
(2t)k

u (x, t) = cos (x) sin (2t) .

Exemple 2.3. (problème linéaire non homogène )

P2

{
utt + uxx − 2u = (12t2 − 3t4) sin (x) , x > 0, t > 0

u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = 0
(2.12)

On utilisant la méthode de RDT pour la variable t pour l’équation (2.12) parmi condition ini-
tiale, on obtient

(k + 2)!

k!
Uk+2 (x) = (12δ (k − 2)− 3δ (k − 4)) sin (x) + 2Uk (x)− ∂2

∂x2
Uk (x) (2.13)

et

U0 (x) = 0, U1 (x) = 0 (2.14)
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pour k = 0, on remplace (2.14) dans (2.13), on a :

2!U2 (x) = (12δ (−2)− 3δ (−4)) sin (x) + 2U0 (x)− ∂2

∂x2
U0 (x)

U2 (x) = 0

pour k = 1

3!U3 (x) = (12δ (−1)− 3δ (−3)) sin (x) + 2U1 (x)− ∂2

∂x2
U1 (x)

U3 (x) = 0

pour k = 2

4!

2!
U4 (x) = (12δ (0)− 3δ (−2)) sin (x) + 2U2 (x)− ∂2

∂x2
U2 (x)

U4 (x) = sin (x)

pour k = 3, 4, · · · , on obtient,

U5 (x) = U6 (x) = U7 (x) = · · · = 0

Uk (x) = 0, si k = 5, 6, · · ·

Alors par la transformation inverse (formule (2.4)), on a :

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) tk

= t4 sin (x)

u (x, t) = t4 sin (x) est une solution exacte de (2.12).

Exemple 2.4. (problème linéaire non homogène de dérive mixte uxt )

P3


uxt = u− t, 0 < x < a, 0 < t < b et a, b ∈ R
u (x, 0) = ex, u (0, t) = t+ et

u (0, 0) = 1

(2.15)

On utilisant la méthode de RDT pour la variable x, on a :

(k + 1)
d

dt
Uk+1 (t) = Uk (t)− tδ (k) (2.16)

et

U0 (t) = t+ et, U1 (t) = 0 (2.17)

pour k = 0, on remplace (2.17) dans (2.16), on a :

d

dt
U1 (t) = U0 (t)− tδ (0)

= t+ et − t
= et
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Alors :

d

dt
U1 (t) = et

=⇒

U1 (t) = et − 1 + U1 (0)

= et − 1 + 1

= et

pour k = 1, 2, · · ·

U2 (t) =
et

2
, U3 (t) =

et

3!
, U4 (t) =

et

4!
, · · ·

Donc :

Uk (t) =
et

k!
, si k = 1, 2, · · ·

Alors par transformation inverse (formule (2.4)), on a :

u (x, t) =
∞∑
k=1

Uk (t)xk + t+ et

=
∞∑
k=1

et

k!
xk + t+ et

= et
∞∑
k=1

xk

k!
+ t+ et

= et
∞∑
k=0

xk

k!
+ t+ et − et

= et
∞∑
k=0

xk

k!
+ t

= et+x + t.

u (x, t) = et+x + t est une solution exacte de (2.15).

Exemple 2.5. (problème homogène quasi linéaire )

P4

ut + (1 + u)ux = 0, x > 0, t > 0

u (x, 0) =
x− 1

2

(2.18)

On utilisant la méthode de RDT pour l’équation (2.18) parmi condition initiale, on obtient

(k + 1)Uk+1 (x) = −∂Uk (x)

∂x
−

k∑
r=0

Uk−r (x)
∂Ur (x)

∂x
(2.19)
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et

U0 (x) =
1

0!

[
∂0

∂t0

(
x− 1

2

)]
t=0

=
x− 1

2
(2.20)

pour k = 0, on remplace (2.20) dans (2.19), on a :

U1 (x) = −∂U0 (x)

∂x
−

0∑
r=0

U0 (x)
∂U0 (x)

∂x

= −
∂

(
x− 1

2

)
∂x

−
(
x− 1

2

)(
1

2

)
= −1

2
− x− 1

4

= −x
4
− 1

4

pour k = 1, 2, · · ·

U2 (x) =
x

8
+

1

8
, U3 (x) = − x

16
− 1

16
,

U4 (x) =
x

32
+

1

32
, U5 (x) = − x

64
− 1

64
, · · ·

Donc

ũ5 (x, t) =
5∑

k=0

Uk (x) tk

ũ5 (x, t) = U0 (x) + U1 (x) + U2 (x) + U3 (x) + U4 (x) + U5 (x)

ũ5 (x, t) =

(
x

2
− 1

2

)
+

(
−x

4
− 1

4

)
t+

(
x

8
+

1

8

)
t2 +

(
− x

16
− 1

16

)
t3

+

(
x

32
+

1

32

)
t4 +

(
− x

64
− 1

64

)
t5.

La solution exact de problème (2.18) donne par

u (x, t) =
x− t− 1

t+ 2

La série
5∑

k=0

Uk (x) tk est converge à u (x, t) si 0 ≤ t < 1.
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FIGURE 2.1 – solution exacte et approché pour t = 0.4 et t = 0.8

pour le domaine de t ≥ 1 la solution approché n’est pas converge vers la solution exacte.

FIGURE 2.2 – solution exacte et approché pour t = 1 et t = 1.2

Démonstration. voir [2] Les Séries entières

Exemple 2.6. (problème non linéaire non homogène )

P5

{
utt = uxx + u+ u2 − xt− x2t2, 0 < x < π, t > 0

C.I : u (x, 0) = 0, ut (x, 0) = x
(2.21)
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On utilisant la méthode de RDT pour l’équation (2.21) parmi condition initiale, on obtient,

(k + 2)!

k!
Uk+2 (x) =

∂2

∂x2
Uk (x) + Uk (x) +

k∑
r=0

Ur (x)Uk−r (x)− xδ (k − 1)− x2δ (k − 2) (2.22)

et

U0 (x) = 0, U1 (x) = x (2.23)

pour k = 0, on remplace (2.23) dans (2.22), on a :

2U2 (x) =
∂2

∂x2
U0 (x) + U0 (x) +

0∑
r=0

U0 (x)U0 (x)− xδ (−1)− x2δ (−2)

U2 (x) = 0

pour k = 1, on a :

3!U3 (x) =
∂2

∂x2
U1 (x) + U1 (x) +

1∑
r=0

Ur (x)U1−r (x)− xδ (0)− x2δ (−1)

U3 (x) = x− x
U3 (x) = 0

Donc :

Uk (x) = 0, si k = 2, 3, · · ·

Alors par transformation inverse (formule (2.4)) on a :

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) tk

u (x, t) = xt.

u (x, t) = xt est une solution exacte de (2.21).

Exemple 2.7. (problème non linéaire non homogène )

P6

{
utt − uxx + u2 = −x cos (t) + x2 cos2 (t) , x > 0, t > 0

u (x, 0) = x, ut (x, 0) = 0
(2.24)

On utilisant la méthode de RDT pour l’équation (2.24) parmi condition initiale, on obtient

(k + 2)!

k!
Uk+2 (x)− ∂2

∂x2
Uk (x) +Nk (x) = Fk (x) (2.25)

où Nk (x) et Fk (x) est la transformée de u2 (x, t) et − x cos (t) + x2 cos2 (t)
respectivement

N0 (x) = U2
0 (x)

N1 (x) = 2U0 (x)U1 (x)

N2 (x) = 2U0 (x)U2 (x) + U2
1 (x)

N3 (x) = 2U2
0 (x)U3 (x) + 2U1 (x)U2 (x)

...
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et

F0 (x) = −x+ x2

F1 (x) = 0

F2 (x) =
x

2
− x2

F3 (x) = 0

...

la transformation de la condition initiale

U0 (x) = x, U1 (x) = 0 (2.26)

pour k = 0, on remplace (2.26) dans (2.25), on a :

2U2 (x)− ∂2

∂x2
U0 (x) +N0 (x) = F0 (x)

2U2 (x) =
∂2

∂x2
U0 (x)− U2

0 (x) + F0 (x)

2U2 (x) =
∂2x

∂x2
− x2 − x+ x2

U2 (x) = −x
2

pour k = 1, on a :

3!U3 (x)− ∂2

∂x2
U1 (x) +N1 (x) = F1 (x)

3!U3 (x) =
∂2

∂x2
U1 (x)− U2

1 (x) + F1 (x)

3!U3 (x) = 0

U3 (x) = 0

pour k = 2, 3, · · ·

U4 (x) =
x

24
, U5 (x) = 0,

U6 (x) = − x

720
, U7 (x) = 0, · · ·

Donc :

Uk (x) =

 0 si k impair

(−1)
k
2

k!
x si k paire

Alors par transformation inverse (formule (2.4)), on a :

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) tk

u (x, t) = x
∞∑
k=0

(−1)
k
2

k!
tk

u (x, t) = x cos (t) .
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u (x, t) = x cos (t) est une solution exacte de (2.24).

2.4 Méthode de transformation différentielle de deux dimen-
sions

Définition 2.3. (voir[21]). La transformation différentielle de deux dimensions de la fonction
w(x, t) est définie par

W (k, h) =
1

k!h!

[
∂k+h

∂xk∂th
w (x, t)

]
(x0,t0)

, k, h ∈ N (2.27)

avec w(x, t) est la fonction originale et W (k, h) est une fonction transformée .
L’inverse de transformation différentielle de deux dimensions de w(k, h) définie par

w (x, t) =
∞∑
k=0

∞∑
h=0

W (k, h) (x− x0)k (t− t0)h (2.28)

par la combinison de (2.27) et (2.28), on obtient,

w (x, t) =
∞∑
k=0

∞∑
h=0

1

k!h!

[
∂k+h

∂xk∂th
w (x, t)

]
(x0,t0)

(x− x0)k (t− t0)h

par conséquent, nous pouvons obtenir la base des opérations mathématiques de la transfor-
mations différentielle à deux dimensions dans le proposition suivant

Proposition 2.11. (voir[21]). Si

w (x, t) = au (x, t)± bv (x, t) et a, b ∈ R

Alors

W (k, h) = aU (k, h)± bV (k, h)

Démonstration.

W (k, h) =
1

k!h!

[
∂k+h

∂xk∂th
(au (x, t)± bv (x, t))

]
(0,0)

=
a

k!h!

[
∂k+h

∂xk∂th
u (x, t)

]
(0,0)

± b

k!h!

[
∂k+h

∂xk∂th
v (x, t)

]
(0,0)

= aU (k, h)± bV (k, h)
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Proposition 2.12. (voir[21]). Si

w (x, t) =
∂u (x, t)

∂x

Alors

W (k, h) = (k + 1)U (k + 1, h)

Démonstration.

W (k, h) =
1

k!h!

[
∂k+h

∂xk∂th

(
∂u (x, t)

∂x

)]
(0,0)

=
1

k!h!

[
∂k+1+h

∂xk+1∂th
u (x, t)

]
(0,0)

=
(k + 1)!

(k + 1)!

1

k!h!

[
∂k+1+h

∂xk+1∂th
u (x, t)

]
(0,0)

=
(k + 1)!

k!

1

(k + 1)!h!

[
∂k+1+h

∂xk+1∂th
u (x, t)

]
(0,0)

=
(k + 1)!

k!
U (k + 1, h)

=
(k + 1) k!

k!
U (k + 1, h)

= (k + 1)U (k + 1, h) .

Proposition 2.13. (voir[21]). Si

w (x, t) =
∂u (x, t)

∂t

Alors

W (k, h) = (h+ 1)U (k, h+ 1)
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Démonstration.

W (k, h) =
1

k!h!

[
∂k+h

∂xk∂th

(
∂u (x, t)

∂t

)]
(0,0)

=
1

k!h!

[
∂k+h+1

∂xk∂th+1
u (x, t)

]
(0,0)

=
(h+ 1)!

(h+ 1)!

1

k!h!

[
∂k+h+1

∂xk∂th+1
u (x, t)

]
(0,0)

=
(h+ 1)!

h!

1

(h+ 1)!k!

[
∂k+h+1

∂xk∂th+1
u (x, t)

]
(0,0)

=
(h+ 1)!

h!
U (k, h+ 1)

=
(h+ 1)h!

h!
U (k, h+ 1)

= (h+ 1)U (k, h+ 1) .

Proposition 2.14. (voir[21]). Si

w (x, t) =
∂r+su (x, t)

∂xr∂ts
et r, s ∈ N

Alors

W (k, h) =
(k + r)!

k!

(h+ s)!

h!
U (k + r, h+ s)
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Démonstration.

W (k, h) =
1

k!h!

[
∂k+h

∂xk∂th

(
∂r+su (x, t)

∂xr∂ts

)]
(0,0)

=
1

k!h!

[
∂k+r+h+s

∂xk+r∂th+s
u (x, t)

]
(0,0)

=
(k + r)!

(k + r)!

(h+ s)!

(h+ s)!

1

k!h!

[
∂k+r+h+s

∂xk+r∂th+s
u (x, t)

]
(0,0)

=
(k + r)! (h+ s)!

k!h!

1

(k + r)! (h+ s)!

[
∂k+r+h+s

∂xk+r∂th+s
u (x, t)

]
(0,0)

=
(k + r)!

k!

(h+ s)!

h!
U (k + r, h+ s)

Proposition 2.15. (voir[21]). Si

w (x, t) = u (x, t) v (x, t)

Alors

W (k, h) = U (k, h)⊗ V (k, h)

=
k∑
r=0

h∑
s=0

U (r, h− s)V (k − r, s)

Démonstration.

w (x, t) = u (x, t) v (x, t)

w (x, t) =

(
∞∑
k=0

∞∑
h=0

U (k, h)xkth

)(
∞∑
k=0

∞∑
h=0

V (k, h)xkth

)
w (x, t) =

[
U (0, 0) + U (0, 1) t+ U (0, 2) t2 + . . .+ U (1, 0)x+ U (1, 1)xt+ U (1, 2)xt2 + . . .+ . . .

]
×[

V (0, 0) + V (0, 1) t+ V (0, 2) t2 + . . .+ V (1, 0)x+ V (1, 1)xt+ V (1, 2)xt2 + . . .+ . . .
]

=
∞∑
k=0

∞∑
h=0

k∑
r=0

h∑
s=0

U (r, h− s)V (k − r, s)︸ ︷︷ ︸
W (k,h)

xkth

Donc

W (k, h) =
k∑
r=0

h∑
s=0

U (r, h− s)V (k − r, s)
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CHAPITRE 3

RDTM POUR UNE ÉQUATION AUX
DÉRIVÉES PARTIELLES FRACTIONNAIRES

D ans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de (RDTM) pour les équations aux déri-
vées partielles d’ordre fractionnaire a travers des exemples choisis.

36
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3.1 Méthode de transformation différentielle réduite fraction-
naire

Définition 3.1. (voir[17]). Si la fonction u(x, t) est analytic et continu différentiable pour t,on a :

Uk (x) =
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
u (x, t)

]
t=t0

, k ∈ N (3.1)

où α est un paramètre décrivant l’ordre de la dérivée fractionnaire dans le temps
et la t-dimensionnel fonction spectrale Uk (x) est la fonction transformée.

Définition 3.2. (voir[17]). La transformée inverse différentielle de Uk (x) est défini par

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) (t− t0)kα, k ∈ N (3.2)

combinaison l’équation (3.2) et (3.1), on obtient

u (x, t) =
∞∑
k=0

1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
u (x, t)

]
t=t0

(t− t0)kα

3.1.1 Théorèmes de Méthode de transformation différentielle réduite frac-
tionnaire

Théorème 3.1. (voir[4]). Si

w (x, t) = u (x, t)± v (x, t)

Alors

Wk (x) = Uk (x)± Vk (x)

Démonstration.

Wk (x) =
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
w (x, t)

]
t=0

=
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
u (x, t)± v (x, t)

]
t=t0

=
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
u (x, t)

]
t=0

± 1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
v (x, t)

]
t=0

= Uk (x)± Vk (x) .

Théorème 3.2. (voir[4]). Si

W (x, t) = au (x, t) a ∈ R

Alors

Wk (x) = aUk (x)
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Démonstration.

Wk (x) =
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
w (x, t)

]
t=0

=
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
(au (x, t))

]
t=0

=
a

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
u (x, t)

]
t=0

= aUk (x) .

Théorème 3.3. (voir[4]). Si

w (x, t) = u (x, t) v (x, t)

Alors

Wk (x) =
k∑
l=0

Ul (x)Vk−l (x)

Démonstration.

w (x, t) = u (x, t) v (x, t)

=

(
∞∑
k=0

Uk (x) tkα

)(
∞∑
k=0

Vk (x) tkα

)
=
(
U0 (x) + U1 (x) tα + U2 (x) t2α + · · ·

) (
V0 (x) + V1 (x) tα + V2 (x) t2α + · · ·

)
= U0 (x)V0 (x) + (U1 (x)V0 (x) + V1 (x)U0 (x)) tα

+ (U2 (x)V0 (x) + V2 (x)U0 (x) + U1 (x)V1 (x)) t2α + · · ·
+ (U0 (x)Vk (x) + U1 (x)Vk−1 (x) + · · ·+ Uk−1 (x)V1 (x) + Uk (x)V0 (x)) tkα

=
∞∑
k=0

k∑
l=0

Ul (x)Vk−l (x)︸ ︷︷ ︸
Wk(x)

tkα

Donc d’après (3.2), on a :

Wk (x) =
k∑
l=0

Ul (x)Vk−l (x) .

Théorème 3.4. (voir[4]). Si

w (x, t) =
∂nα

∂tnα
u (x, t) etn ∈ N

Alors

Wk (x) =
Γ (1 + (k + n)α)

Γ (kα + 1)
Uk+n (x)
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Démonstration.

Wk (x) =
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
w (x, t)

]
t=0

=
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα

(
∂nα

∂tnα
u (x, t)

)]
t=0

=
1

Γ (kα + 1)

[
∂(k+n)α

∂t(k+n)α
u (x, t)

]
t=0

=
Γ (1 + (k + n)α)

Γ (kα + 1)

1

Γ (1 + (k + n)α)

[
∂(k+n)α

∂t(k+n)α
u (x, t)

]
t=0

=
Γ (1 + (k + n)α)

Γ (kα + 1)
Uk+n (x)

Théorème 3.5. (voir[4]). Si

w (x, t) =
xmα

Γ(1 +mα)

tnα

Γ(1 + nα)
et m,n ∈ N

Alors

Wk (x) =
xmα

Γ (1 +mα)

δα (k − n)

Γ(1 + α)

où la fonction delta Dirac fractionnaire δα

δα (k − n) =

{
1 si k = n

0 si k 6= n

Démonstration.

Wk (x) =
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
w (x, t)

]
t=0

=
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα

(
xmα

Γ(1 +mα)

tnα

Γ(1 + nα)

)]
t=0

=
xmα

Γ(1 +mα)

1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα

(
tnα

Γ(1 + nα)

)]
t=0

=
xmα

Γ (1 +mα)

δα (k − n)

Γ(1 + α)
.
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Théorème 3.6. (voir[4]). Si

w (x, t) =
∂nα

∂xnα
u (x, t) et n ∈ N

Alors

Wk (x) =
∂nα

∂xnα
Uk (x)

Démonstration.

Wk (x) =
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
w (x, t)

]
t=0

=
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα

(
∂nα

∂xnα
u (x, t)

)]
t=0

=
∂nα

∂xnα
1

Γ (kα + 1)

[
∂kα

∂tkα
u (x, t)

]
t=0

=
∂nα

∂xnα
Uk (x) .

Propriétés 3.1. (voir[19]). On appelé RD la méthode RDT.

1. RD

[
eλt
]

=
λk

k!

2. RD [sin (ax+ by + wt)] =
wk

k!
sin

(
πk

2!
+ ax+ by

)
3. RD [cos (ax+ by + wt)] =

wk

k!
cos

(
πk

2!
+ ax+ by

)

3.2 Quelques Exemples

Exemple 3.1. ( problème linéaire homogène)

P1


∂α

∂tα
u(x, t) =

∂2

∂x2
u(x, t) x > 0, t > 0, 0 < α ≤ 1

u (x, 0) = x2

(3.3)

On utilisant la méthode de RDT fractionnaire pour l’équation (3.3) parmi condition initiale, on
obtient

Uk+1 (x) =
Γ (kα + 1)

Γ (kα + α + 1)

∂2

∂x2
Uk(x) (3.4)
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et

U0 (x) = x2 (3.5)

pour k = 0, on remplace (3.5) dans (3.4), on a :

U1 (x) =
Γ (1)

Γ (α + 1)

∂2

∂x2
U0 (x)

=
2

Γ (α + 1)

pour k = 1

U2 (x) =
Γ (1 + α)

Γ (2α + 1)

∂2

∂x2
U1 (x)

=
Γ (1 + α)

Γ (2α + 1)

∂2

∂x2
2

Γ (α + 1)

= 0

pour k = 2, 3, · · · , on obtient

Uk (x) = 0

pour démontre la solution du problème (3.3) on utilise la transformation inverse (formule (3.2))

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) tkα

u (x, t) = x2 +
2

Γ (α + 1)
tα.

Remarques 3.1. 1. pour α = 1, u (x, t) = x2 + 2t est une solution exacte de problème
∂

∂t
u(x, t) =

∂2

∂x2
u(x, t) x > 0, t > 0

u (x, 0) = x2

2. Pour compenser la solution dans l’équation (3.3), nous trouvons que
(a) avec la dérivé fractionnaire ou sens de Caputo,

∂α

∂tα
u(x, t) =

∂α

∂tα

(
x2 +

2

Γ (α + 1)
tα
)

=
∂α

∂tα
x2 +

∂α

∂tα

(
2

Γ (α + 1)
tα
)

= 0 +
2

Γ (α + 1)

∂α

∂tα
tα
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d’après la Propriété 1.4 pour β = α + 1 et a = 0, on a :

∂α

∂tα
tα =

Γ (1 + α)

Γ (α + 1− α)
tα+1−α−1

=
Γ (1 + α)

Γ (1)
t0

= Γ (1 + α)

Donc
∂α

∂tα
u(x, t) =

2

Γ (α + 1)
Γ (1 + α)

= 2

et on a :

∂2

∂x2
u(x, t) =

∂2

∂x2
x2

= 2

pour t = 0
u(x, 0) = x2

(b) avec la dérivé fractionnaire ou sens de Riemann-Liouville,

∂α

∂tα
u(x, t) =

∂α

∂tα

(
x2 +

2

Γ (α + 1)
tα
)

=
∂α

∂tα
x2 +

∂α

∂tα

(
2

Γ (α + 1)
tα
)

=
x2

Γ (1− α)
t−α + 2 (d’après la Propriété 1.3 et la remarque 1.3)

on remarque que la dérivé fractionnaire ou sens de Riemann-Liouville d’une fonction
constant n’est pas nulle.
Donc :

x2

Γ (1− α)
t−α + 2 6= 2

Dans les exemples suivants, tous les dérivés fractionnaires ou sens de Caputo.

Exemple 3.2. ( problème linéaire homogène)

P2


∂2α

∂t2α
u(x, t) +

∂2α

∂x2α
u(x, t) = u(x, t) t > 0, 0 < α ≤ 1

u (x, 0) = 0,
∂α

∂tα
u(x, 0) = Eα (xα)

(3.6)
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Pour obtenir la solution de problème P2 en utilisant le RDTM, nous pouvons transformer le
problème (3.6) à relation d’itération suivante :

Uk+2 (x) =
Γ (kα + 1)

Γ ((k + 2)α + 1)

(
Uk(x)− ∂2αUk(x)

∂x2α

)
(3.7)

parmi la condition initiale, on obtient :

U0 (x) = 0, U1 (x) =
1

Γ(1 + α)
Eα (xα) (3.8)

pour k = 0, on remplace (3.8) dans (3.7) on a :

U2 (x) =
1

Γ (2α + 1)

(
U0(x)− ∂2αU0(x)

∂x2α

)

= 0

pour k = 1

U3 (x) =
Γ (α + 1)

Γ (3α + 1)

(
U1(x)− ∂2αU1(x)

∂x2α

)

= 0

pour k = 2

U4 (x) =
Γ (2α + 1)

Γ (4α + 1)

(
U2(x)− ∂2αU2(x)

∂x2α

)

= 0

pour k = 2, 3, · · · , on obtient,

Uk (x) = 0

pour démontre la solution du problème (3.6) on utilise la transformation inverse (formule (3.2))

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) tkα

u (x, t) =
tα

Γ (α + 1)
Eα (xα) .

Exemple 3.3. ( problème linéaire non homogène)

P3


∂α

∂tα
u(x, t) =

∂2

∂x2
u(x, t) + sin (x) 0 < x < π, t > 0, 0 < α ≤ 1

u (x, 0) = cos (x)

(3.9)
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En appliquant la transformation différentielle réduite pour le problème (3.9), nous obtenons la
relation d’itération suivante,

Uk+1 (x) =
Γ (kα + 1)

Γ (kα + α + 1)

(
∂2

∂x2
Uk(x) + sin (x)

)
(3.10)

à partir la condition initiale, à sons forme :

U0 (x) = cos (x) (3.11)

En utilisant l’équation d’itération, nous obtenons les valeurs suivants successivement

U1 (x) =
sin(x)− cos(x)

Γ (α + 1)
, U2 (x) =

cos(x)− sin(x)

Γ (2α + 1)
, U3 (x) =

sin(x)− cos(x)

Γ (3α + 1)
,

U4 (x) =
cos(x)− sin(x)

Γ (4α + 1)
, U5 (x) =

sin(x)− cos(x)

Γ (5α + 1)
, . . .

La solution u(x, t) donnée par :

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) tkα

= cos(x) +
sin(x)− cos(x)

Γ (α + 1)
tα +

cos(x)− sin(x)

Γ (2α + 1)
t2α +

sin(x)− cos(x)

Γ (3α + 1)
t3α + . . .

= cos(x) + [cos(x)− sin(x)]
∞∑
k=1

(−1)ktkα

Γ (kα + 1)

= cos(x) + [cos(x)− sin(x)]
∞∑
k=1

(−1)ktkα

Γ (kα + 1)
+ cos(x)− sin(x)− cos(x) + sin(x)

= [cos(x)− sin(x)]
∞∑
k=0

(−1)ktkα

Γ (kα + 1)
+ sin(x)

= [cos(x)− sin(x)]
∞∑
k=0

(−1)
kα
α tkα

Γ (kα + 1)
+ sin(x)

= [cos(x)− sin(x)]
∞∑
k=0

((−1)
1
α t)kα

Γ (kα + 1)
+ sin(x)

= et(−1)
1
α (cos(x)− sin(x)) + sin(x)

La solution exact de problème (3.9) pour α = 1 donne par :

u (x, t) = e−t (cos (x)− sin (x)) + sin (x)

Exemple 3.4. (équation télégraphique fractionnaire dans le temps (TFTE) non linéaire non ho-
mogène)

P4


∂2u

∂x2
=
∂2αu

∂t2α
+ 2

∂αu

∂tα
+ u2 − e2x−4t + ex−2t, x > 0, t > 0

u (x, 0) = ex, ut (x, 0) = −2ex

(3.12)
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avec 0 < α ≤ 1
On utilisant la méthode de FRDT pour l’équation (3.12) parmi condition initiale, on obtient,

Γ (kα + 2α + 1)

Γ (kα + 1)
Uk+2 (x) + 2

Γ (kα + α + 1)

Γ (kα + 1)
Uk+1 (x) =

∂2

∂x2
Uk(x)

−
k∑
r=0

Ur (x)Uk−r (x) + e2x
(

(−4)k

k!

)
− ex

(
(−2)k

k!

) (3.13)

et

U0 (x) = ex, U1 (x) = −2ex (3.14)

on remplace (3.14) dans (3.13), on a :

Uk (x) =
(−2)k

Γ
(
k
λ

+ 1
)Γ

(
λ+ 1

λ

)
ex, k ≥ 2

avec α =
1

λ
Pour démontre la solution de problème P4, on utilise la transformation inverse (formule (2.4))

u (x, t) =
∞∑
k=0

Uk (x) tkα

=
∞∑
k=0

Uk (x) t
k
λ

= ex

[
1 + (−2) t

1
λ + Γ

(
λ+ 1

λ

){
(−2)2

Γ
(
2
λ

+ 1
)t 2

λ +
(−2)3

Γ
(
3
λ

+ 1
)t 3

λ + · · ·

}]
.

Remarque 3.1. Si λ = 1

u (x, t) = ex−2t

est une solution exacte de l’équation non fractionnaire (3.12), telle que α =
1

λ
.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons appliqué la méthode de transformation différentielle réduite
(RDTM) pour trouver des solutions des équations aux dérivées partielles d’ordre entière et
fractionnaire. On peut en conclure que cette méthode est très puissante et efficace pour trouver
la solution analytique pour une large classe d’équations aux dérivées partielles d’ordre entière
et fractionnaire. Les résultats obtenus montrent que la méthode (RDTM) est précise, efficace et
nécessite moins d’effort par rapport aux autres méthodes analytiques et numériques.

Ce travail se déroule en deux étapes :

3 RDTM pour une équation aux dérivées partielles : nous avons appliqué la méthode
(RDTM) pour des équations aux dérivées partielles d’ordre entière en dimension 1 et 2. De
plus, nous avons cherché des solutions exactes et approchés par des exemples données.

3 RDTM pour une équation aux dérivées partielles fractionnaires : nous avons appliqué
le même méthode de (RDTM) pour les équations aux dérivées partielles d’ordre fraction-
naire a travers des exemples choisis.

Comme perspectives, nous avons les problèmes ouverts suivants :

+ Application de la méthode RDTM pour des EDPs fractionnaires d’ordre α > 1.

+ Application de la méthode RDTM pour des EDPs fractionnaires définies dans un domaine
de R2 et R3.
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I n this memoir, we have solved some of the classical and fractional partial differential equations by
using the reduced differential transformation method (RDTM). The idea of this method is to consi-

der the solution in the form of a Taylor series that converges to the exact solution. This method is semi-
analytical and widely used by many researchers for the resolution of classical or fractional partial dif-
ferential equations, linear and non-linear, homogeneous and non-homogeneous. The results obtained
show that the method (RDTM) is accurate, efficient and requires less effort compared to other analytical
and numerical methods.

Keywords : Fractional calculus, Fractional partial differential equation, Reduced differential
transformation method.

D ans ce mémoire, nous avons résolé quelques des équations aux dérivées partielles d’ordre entière
ou fractionnaire par l’utilisation de la méthode de transformation différentielle réduite (RDTM).

L’idée de cette méthode est de considérer la solution sous la forme d’un série de Taylor qui converge
vers la solution exacte. Cette méthode est semi-analytique et largement utilisée par de nombreux cher-
cheurs pour la résolution des équations aux dérivées partielles classique ou fractionnaire, linéaires et
non linéaires, homogènes et non homogènes. Les résultats obtenus montrent que la méthode (RDTM)
est précise, efficace et nécessite moins d’effort par rapport aux autres méthodes analytiques et numé-
riques.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire, équation aux dérivées partielles fractionnaire, Méthode de
transformation différentielle réduite.
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