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Introduction générale

Introduction

La théorie quantiqgue des champs C’est la mécanique quantique d’un systéme

avec un nombre infini de degrés de liberté. L’application qui fut développée vers la fin des
années 40 par Richard Phillips Feynman, Julian Seymour Schwinger et Sin-itiro Tomonaga
et complétée une année plus tard par Freeman John Dyson, est 1’¢lectrodynamique
quantique, la théorie qui décrit avec une grande précision I’interaction entre les électrons et
le champ électromagnétique. Elle associe une particule au champ électromagnétique, le «
quantum » du champ, qu’appelé photon. L’interaction entre particules chargées est décrite
comme le résultat d’échange entre elles d’un ou plusieurs photons. Feynman a trouvé une
méthode systématique pour décrire cette interaction a 1’aide d’images qu’on appelle «

diagrammes de Feynman » [01 , 02].
Ou la théorie quantique de champs c’est le quantum Field théorie (QFT) en anglais

L 'élément clef est la mise en commun de la théorie quantique et de la relativité restreinte,
En découle un champ d'application extrémement large qui s'articule autour de trois
domaines principaux :

- La physique des particules élémentaires et leurs interactions, résume par le Modeéle
Standard.

- Le formalisme de la physique de la matiére condensée, avec des applications telles

que la Supraconductivite, la superfluidité, les transitions de phase.

- La physique de I'univers proche du Big Bang : actuations primordiales dont provient
laformation de la structure de I'univers, évaporation des trous noirs (rayonnement de

Hawking), etc...
On se concentrera ici sur le premier domaine. La premiere partie élabore pas _a pas
les notions essentielles : champs classiques libres, quantification et champs quantiques

libres, classifications des différents types de champs, symétries discretes et continues, Dans
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la seconde partie, on introduira les interactions fondamentales entre ces champs. En
particulier, on établira la théorie des diagrammes de Feynman, qui permettront de calculer
des temps de vie ou des sections efficaces. On posera les principes qui régissent la
construction de Lagrangiens, ce qui permettra alors de jeter les bases du Modéle Standard de

la physique des particules[02,03,04].
En mécanique quantique 1’espace de phase est defini en remplacant les variables et les

moments canoniques & mopar des opérateurs hermétiques qui obéissent aux réegles de

commutations canonique[%;, p;]1=i5;, de méme sur un espace non commutatif les

coordonnées d'espace temps ordinaire x* sont remplacées par des coordonnées non
commutatives X“ obéissant aux régles de commutations [X“,X"]=i6“" ou 6" sont des

parametres réels antisymétriques. Sur un espace non commutatif la construction des théories
de jauge se fait de la méme maniere qu'en théorie de jauge sur un espace ordinaire, il suffit t

de remplacer les champs classiques par les champs non commutatifs » [02, 05 ].
Ce travail comprend trios chapitres, il est organisé de la fagon suivante:

Dans le premier chapitre nous avons montré que les lois de conservation de la
physique classique découlent des propriétés d'invariance par rapport a des transformation da
jauge, sur les groupe abélienne U(1) et les groupe non- abélienne SU(2) dans l'espace

ordinaire.

Le deuxieme chapitres est consacré a une exposition des formalismes mathématiques
de I'espace non commutatif on générale, en utilisant le produit de Moyal-Weyl (produit star)

et transformation de Seiberg- Witten.
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Au troisieme chapitre en appliqué les formalismes mathématiques de I'espace non
commutatif sur les groupe abélienne U(1) et les groupe non- abélienne SU(2) et étudiée le

positron et électron dans deux cas ordinaire et non commutatif.

En termine notre travaille par une conclusion générale exposera le travail accompli.
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Chapitre | :Les interactions électromagnétique et faible dans I'espace ordinaire

I-1-Introduction:

Dans ce chapitre on révisé les intéractions électromagnétiques et faible on cadre des

théorie de jauge (la symétrie locale et la symétrie globale) on basée sur les groupes U (1)

et SU(2) respectivement, dans l'espace ordinaire.

I-2-Rappels sur les groupes:

En général , pour gaugée une théorie physique, il est nécessaire d’appliquées les
transformations physiques , Ces transformations forment des groupes en théorie quantique
des champs et théorie de jauge surtout le model standard, donc on rappelle quelques
application essentiels de la théorie des groupes [06].

Soit S un ensemble non vide et (*) une application:

SxS S (1.1)

L’ensemble S forme un groupe si :

1- La relation d’associativité:

Cette relation est réalisée par la propriété suivante:

AcyQsz HX G $z0 (12)
2- L’élément neutre:
La propriété de I’élément neutre, noté par le symbolee, est :
seeS,exx=x*e=X : Xe$S (1.3)

3- L’élément inverse:
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Cette relation est réalisée par la propriété suivante:
A% B S,X B S,x ex Hx $x He (1.4)
Le groupe sera qualifié d'abélien si .de plus :
X*y=y*x V(X y)eS (1.5)
I-2-1-Les groupes de lie et algebre de lie:
I-2-1- 1- Quelques groupes de lie matriciels:

Les groupes de matrices jouées un réle fondamental dans la théorie de jouge, les plus

importants sont représenté comme suivant :

1-Le groupe linéaire GL(n,R):
Ce groupe noté par GL(n,R) et satisfait la définition [02]:

GL(n,R) = {M, matricen xn; M,  Retdet M = 0| (1.6)

Les sous groupes O(n) , SL(n,R) et SO(n) sont définit par les relations suivant:

O(n)={M eGL(,R): MM* =M "M =TT, } (1.7)
SL(n,R) ={M e GL(n, R);det M =1} (1.8)
Et:
SO(n) =0(n)NSL(n, R) (1.9)

2-Le groupe linéaire GL(n,C):

Ce groupe note par GL(n, C) et satisfait la définition [02]:
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GL(n,C) = {M , matricenxn; M € Cetdet M = 0} (1.10)
Les sous groupes U(n) , SL(n,C) et SU(n) sont définit par les relations suivant:

Un)={M eGL(,C): MMT=M'M =TT, |
SL(n,C) ={M eGL(n,C): detM =1} (1.12)
SU()=U(n)nSL(n,C)

I-2-1-2-L’algébre de Lie :

On dit que g est munie d'une structure d'algébre de Lie si il existe une loi de

composition interne [07] :

g*g—g (1.12)
{(X,Y)a[x,Y]

Avec les crochets de X et Y satisfait les propriétés suivants :

1- La relation de distributivité :

V(X,Y,Z)eg?, V(A u)eR*[AX +uY,Z]1=A[X,Z]+ 1Y, Z] (1.13)
2- La relation de L'antisymétrie :

V(X,Y)egxg,[X,Y]=-]Y, X] (1.14)

3- Et en fin identité de Jacobi est satisfaite:

V(X,Y,Z)egxgxg,[X,Y]}Z]+[[z,x]Y]+[lY. 2] X]=0 (1.15)
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Et

[X* X*]=i> fx (1.16)
a=0

Ou f/" sont les constantes de structure de 1’algébre de Lie g. Avec {,u =1,_n}

I-3-Les transformations physiques :

La théorie de jauge est une théorie des champs qui décrit les interactions
fondamentales (fortes, faibles et électromagnétique). Elle est basée sur le principe
d’invariance de la densité¢ lagrangienne lorsque cette derniéres est soumise a une

transformation de jauge, ces transformations sont [02,08] :
1-Transformations appliquée sur les coordonnées d’espace-temps :

X = x* = f(x",a) (1.17)
2-Transformations des champs :

Les transformations des champs sont divisées en trois parties, le premier connu par
champs physiques scalaires, le second est champs physiques fermionique et les champs

vectoriels.

2-1-Champs physiques scalaires :

Les champs physiques scalaires classés en deux types réels ou complexes.
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-Champs physiques scalaires non chargés et noté par : go(x”,a) ou o est un

paramétre constante et x Le quadrivecteur position dans I’espace de Minkowski.

-Champs physiques scalaires de spin s=0 et se transforme comme suivant :
o(x".a) > (x" a)= F(go(x”,a),x”) (1.18)
2-2-Champs physiques fermionique :

Le champ fermionique noté par w(x”,a) de charge négative ou positive (électron

ou positron), de spin s=1/2 et satisfait le statistique Fermi-Dirac et obéissant le principe de

Pauli. Et se transforme comme suivant :
w(xX*,a) >y (x*,a) =e“y(x",a) (1.19)
2-3-Champs vectoriels :

Les champs vectoriels de spin s=1 comme le photon. Et se transforme comme

suivant :

A“(X) = A*(X) = G* (A“(X), @) (1.20)

De tel sort le principe de moindre action est satisfait dans les trois champs :

& =0 (1.21)
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I-3-1-Introduction sur les Interactions électromagnétiques :

L’interaction d'une particule de masse m et de la charge électrique e en

I'électromagnétique (em) est caractérisées par les propriétés suivantes [09]:

mettent en jeu des particules chargées électriquement ;

e’ 1

e couplage électromagnétique: o, = 137 ;

e temps d’interaction ou vie moyenne typique de ~107°s ;
e section efficace typique de ~10°°m?;

e échange de photons y;

portée R =oo.

Exemples d’interactions €lectromagnétiques :

a. Effet photoélectrique : y +e —e
b. Diffusion de Rutherford :e+e —>e+e

c. Rayonnement de freinage :e+N —e+N"+y

I-3-1-1-Symétrie de jauge électromagnétique (groupe abélien U(1)):

Electro- Dynamique Quantique (Q.E.D) :

10
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L’¢électro- Dynamique Quantique (Q.E.D) est une description quantique et relativiste
de I'interaction entre le champ électromagnétique, champ de jauge abélien de symétrie U(1),
veéhiculé par des bosons de jauge que sont les photons, et les électrons, leptons électrisés de

la premiére génération.

C'est la théorie physique dont les vérifications expérimentales sont a I'heure actuelle
les plus précises. C'est ainsi que le moment magnétique de I'électron, exprimé avec son spin,
sa charge électrique et sa masse[03]:

U=0—5
H mec

La dynamique du champ électromagnétique est décrite par le lagrangien
quadratique:

Lz—%FﬂvF"”’—J#A” (1.22)

Ou F,, est le tenseur antisymétrique du champ électromagneétique de rang 2, et

J,, e quadrivecteur courant. Si on dérive les équations de Lagrange pour A* | on trouve

deux des équations de Maxwell dans le vide, a partir I'équation d'Euler-Lagrange:

o, Lt L _g (1.23)
0(0,A) A,
e . N oL .
En utilisé I'expression (1.23), le deuxiéme terme —— devient:

KV Ny VR
oA, oA, v

11
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I-3-1-2- Transformation de jauge du groupe U (1) :

Le Lagrangien libre [03,10,11]:

_ _ 1.24
L:i‘P;/”ﬁﬂ‘P—mW (1.24)
N’est invariant par la transformation locale [10]:
P(x) > ¥'(x')=e“Mw(x) (1.25)

Reéécrire du lagrangien :

L'expression du Lagrangien de I'électrodynamique quantique est donnée par la

formule suivant [12,13]:

== Ry F O 40, ~mP + 6%y M pAS (1-26)

Le terme de masse MYY  reste bien sir invariant par contre le terme cinétique :
1910, % - %90, 4i(0  a(x)ei 0w 1 ei@tp
= i¥y“o W - ¥y po ﬂa(x). (1.27)

La dérivee covariant D, définie par :

D, =0, —ieA, (1.28)

Pour trouver une action physique invariante par la transformation de jauge on exige

de donnée la transformation D,y :

1 L +ia(X)
D,¥ - D', ¥'=¢"¥D ¥ (1.29)

7]

Ou A, est un champ de jauge qui se transforme de la fagon [11,12]:

12
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, 1
A, > A, =A, +Ea#a(x) (1.30)
Cela permis de I'invariant de le terme F, [10]:

F,—>F,=0,A—0A,

= +%a#(ava(x))+ 0,A —0,A, —éav(aya(x))
=F

uv

(1.31)

On vient donc de montre que le lagrangien est invariant sous les transformations

jointe des deux champs suivante [10]:

- 1
ISV
” +elua® (1.32)

P(x) > ¥ (X) =explia(X)]¥(X)

Le tenseur du champ électromagnetique F,, est trouve par l'application de

v

I'équation :

ID

M

D, |=—ieF,, (1.33)

Tel que :
F..=0@,A -0,A) (1.34)

On peut alors écrire le lagrangien QED comme suivant [10,11]:

1 B —
LQED=—ZFWF” +i¥y“D, ¥ - m¥¥ (1.35)

13
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I1-3-2- Introduction sur les Interactions faibles :

L'interaction nucléaire faible, responsable en particulier du phénomene de la

radioactivité. On classe les interactions faibles par la nature des particules [09] :
Leptoniques : Comme un exemple la désintégration leptonique du muon :
H —>e + \76 +v,
Semi-Leptoniques : Comme un exemple la désintégration £ du neutron :
n—>p+e +v,

Non-Leptoniques (hadroniques) : Comme un exemple la désintégration hadronique du

AO .
AN —>p+r
Les interactions faibles sont caractérisées par les propriétés suivantes [09] :

e Mettent en jeu des neutrinos ou des quarks qui changent de saveur, ¢’est-a-dire
des Particules ayant une charge faible;

e Couplage faible (entre protons):

14
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G m?
Ao = ——~107°,G. =1.16 10°Gev'?;
A

Temps d’interaction ou vie moyenne typique de ~10®s;

Section efficace de ~10™*m?:

Echange de bosons W * (courants chargés) et Z° (courant neutre) ;

portée R=10"*m;

Les interactions faibles décrire par la densité lagrangien :

L =6 i (1.36)

Avec le courant leptonique :

1" =wrA-ry, (1.37)
Dans le cas général on peut écrire chaque spineur [02] :
1 1
w= §(1+ 75)v1+§(1—75)w

W =ypt+y, (1.38)

Les parties gauchies y, et v, sont groupé comme suivant :

1
—(A-75)v,
Velu A2

15
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I-3-3- L’algébre du groupe unitaire uni modulaire (spéciale SU(2)) :

L’algébre de Lie SU(n)du groupe spécial unitaire SU (n) ne coincide pas avec celle

du groupe unitaire [02 ,09 ,12].

TeSU() ,T"+T=0 ,tr(T)=0 (1.40)
La dimension réelle de cette algebre est :
dimSU(n)=n*-1 (1.41)

L’algébre SU(n) est donc I’ensemble des matrices hermitiennes nxn de trace nulle.

I-3-3- 1-L’algébre de SU(2) :

Les générateurs T“ qui forment I’algébre SU (2) sont auto-adjoints et de trace nulle

[09,12]

{Ta T =0 (1.42)

tr[T?]=0

Le groupe SU(2) est un groupe a :2° —1=3 paramétres réelles, on trouve ensemble

suivant [09,12] :

T S R

16
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Sont Appelle les matrice de Pauli. De tell sorte que les générateurs 7% sont définit

par :

T =Zo" (1.44)

c? o 2 b OF
[7,7]=21f > (1.45)

Les constantes de structure de SU (2) sont les composantes du tenseur antisymétrique
de Levi-Civita [12] :
+1...Si{(abc) =(123),(231),(312)}

f2° = g = —1..Si{(abc) = (132),(321),(213)} (1.46)
O autrement

I-3-3- 2-Symétrie de jauge non abélienne (cas de SU(2)) :

Les deux groupes SU(2) et SU(3) sont les groupes plus utilisé en théorie de jauge
non abélienne, le premier décrite I’interaction faible et le second décrite I’interaction forte

respectivement.

Puisque la dimension du groupe de jauge SU(2)est2?—1=3, le nombre bosons de
jauge est 3. Quant aux spineurs de la théorie, dont chacun forme un double par rapport au

groupe de symétrie [02] :

17
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w :[%j (1.47)

Qui se transforme sous la transformation de groupe SU (2) [14] :

{ V) -y (0=U (@ () (148)
y(X) >y (X) =y (XU (a)
Avec U («) prend la forme suivant [15] :

U(oz)zexp(—igaa %aJ (1.49)
Donc

() >y () = exp(— > %a]eu(x) (150)

OU o sont les matrices de Pauli, et (a=a',a’,a’) sont les paramétres de

transformation du groupe SU (2) .

18
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L’expression de la densité lagrangien liber qui décrire le champ fermionique est

donnée par [14] :

Lo =w ()70, ~my (x)

(1.51)

a)-Etude la symétrie globale dans ce cas (a est constante) :

La symétrie globale est caractérisé par « est constante.

% Le comportement du terme de masse :

W ()My (X) > ()my (x)
=y (XU (@)mU (a)y (x)

=y (X)My (x)

% Le comportement du terme cinétique :

iy ()7 0,0 (x) > iy ()70, ()
=iy (YU ()7 "0,V (@)y (x)

=iy (%70 ¥ (X)

Et :

|7 U(@)]=[r"U(@)*]=0

19
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U@U(a)'=U(a)'U(a)=1 (1.55)
Donc la densité de lagrangien (liber) est invariante par les transformations globales.
b)-Etude la symétrie locale :

L’idée de théorie de jauge c’est de rendre la symétrie globale en une symétrie locale.

Dans ce cas « est en fonction de x :
o N O0
U(a)=exp(-i) (x)7) (1.56)
a=1

On va voir maintenant les transformations des différents termes.

% Le comportement du terme de masse :

v ()M (X) > ()my’ (X)

B (1.57)
=y (X)my (X)
Donc ce terme est invariant.
% Le comportement du terme cinétique :
iy ()70, (X) = iy ()70, (X)
=iy (x)U (@(X)) 78, [U (a(x))y(x)]
(1.58)

=iy (U (@(2) 7" [(3,U (@(x))w (%)

+U (a(x))(0,¥ (X))]
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Mais ce terme n’est pas invariant sous les transformations de symétrie locale, pour
restaurer ’invariance on introduit le champ vecteur AZ (@=1, 2, 3) et la dérivée

covariante D, suivant [02] :

D,y (0= (0, ~ iAW) =@, A3 % () (159)

Ou gest le constant de couplage et A; sont les champs des vecteurs de

jauge satisfont [02] :
a Ja
A = gAﬂ?,a=l,2,3 (1.60)

La dérivee covariante se transforme comme suivant [16] :

D,y (x) - (D, (X))
(1.61)
=U (a()(Dw(x)
Avec :
D, =U(a(x))D,U(a(x)™ (1.62)

A partie la relation (1.61), on trouve les transformations de champ A, :
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(0, —IA U (a())y (x) =U (a(X)(@, —iA, )y (X)
= (0,U (@(x))y (x) +U (a2 (X))@, (x) —1AU (a(x)y(x)
=U (a ()2, (x)-iU (a(x))Aw(X)

= iAU (@)U (@(¥) ™ =iU (@(x)) AU (a(x) ™

+(8,U (@)U (a(x))™
= A, =U(a(x)AU(@(x)* =@ U @)U (@)™ (1.63)

Dans le cas des transformations infinitésimales ou (a(x)({1) [15] :

U (a(x)) zl—iiaa(x)%a+0(a2)
a:13 . (1.64)
U(a(x) ™ ~1+ iZaa(x)%JrO(az)

Si on remplacant la relation (1.64) dans (1.63) et avec I’utilise de I’équation (1.45) on

trouve :

3
‘a a apnc c 1 a
A=A, +Z__:,8 babAﬂ—gﬁﬂa (1.65)
a : abc_ b ac 1 a
= A, :;g a A#—ana (1.66)

Pour trouver I’expression du tenseurfv | nous utilisons la combinaison suivante

[15]:
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[Dy' Dv]l/lz_”:yvl// (|67)
En peut faire les calcules :

(DD, -D,D,)y =((2, —1A,)(3, —iA,) - (3, —iA,)(@, —iA,) )y
=(0,0,—0,A —iAD, —AA —3,0,+0,iA +iAD,+AA )y
=-i((@,A -0,A)-I[A, Al)y
=-iF,y

:Fyv:(ayAv_avAy)_i[AyvAv] (|68)

Avec

O_a

O_a
FW=g|:a7 et Aﬂ:gA;j?,a:l,z,g

uv

a b c

(o2 a a H o} (o} Cc
> F. =9 (0,A"-0,A, )—I92[77]A)’/x

d

O-a a a 3 Cl G C
=>F, = 97(5;,”» -0,A)+g*> ™ 7A,,b'°»
d=1

O-a a a 3 anc C
=F, = 97((8‘}» -0,A, )+ng b AﬂbA» j
c=1

3
=F=0,A"-0,A")+ gzga“AjM (1.69)

c=1

terme.analLogueQED

terme.nonabelien

A partir les relations suivantes :
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([Dﬂ, D, ] w(x)) =U()[D,.D,] (¥ (%) (1.70)

D,y (x) = D,y (x) =U(@()(D,¥(x)
On trouve I’expression :

F.v () =U(@)F,w(x) (1.72)
Sous les transformations infinitésimales (1.62) on trouve :

F 2 = FL, (1.72)

Finalement on peut écrire la densité lagrangienne complet qui est invariant par les

transformations de jauge (ousL=0):

LE LO + I-photonique (|73)
Avec

Lo =y (X)(i7"D, ~m)y (x)
1 (1.74)

L :_ZF:”VF/UV

photonique
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I-4-Conclusion :

Dans ce chapitre nous étudierons les interactions électromagnétique et faible (le
groupe abélien U (1) et le groupe non abélienne SU (2) ) dans I’espace ordinaire ,Et nous

étudierons partiellement les symétries locales et globales .
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Chapitre 11: Formalisme mathématique dans I'espace non commutatif

I1-1-Introduction :

Dans ce chapitre nous étudions les déférentes formules mathématiques dans 1’espace
non commutatif concernant les transformations des champs fermionique et les champs des
jauges. On a étudié l'algébre de l'espace non commutatif (le produit star, la formule de
Moyal _ Weyl, propriétés du produit star, les transformations de jauge non

commutatif...etc.).

En mécanique quantique 1’espace de phase est définie en remplacant les variables et

A

les moments canoniques %;, p; par des opérateurs hermétiques qui obgissent aux regles de

commutations canoniques suivantes [17]:

{[)’Zi' ﬁj]zié‘ij (11.1)

[%.%,1=0
Il trés important de notre que, cette algébre est écrie dans le systeme (C =h :1). Dans

I'espace non commutatif les coordonnées d’espace temps ordinaire sont remplacees par des

coordonnées non commutatives obéissant aux régles de commutations suivantes [17] :

/_/_\
1
2 2
_><> -

J] ij
1.2
o (12)

Ici &; =—0; est une matrice antisymétrique qui représente la non-commutativite de
I'espace-temps.

Dans 1’espace non commutatif la construction des théories de jauge se fait de la
méme manicre qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire, il suffit de remplacer les

champs classiques par les champs non commutatifs, le produit ordinaire commutatif par le

produit de Moyal-Weyl (produit star (*)) [05].
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Donc la théorie de jauge dans un espace non commutatif est formulée on basé sur

I'algebre de Sieberg-Witten.
I1-2- Le produit star
I1-2-1- La formule de Moyal-Weyl

Dans le cadre de la quantification canonique de la mécanique quantique Hermann
Weyl a donné une prescription qui permet d’associer des opérateurs a des fonctions

classiques des variables canoniques.

La transformé de Fourier de chaque fonction f(x) ou g(x), est note par ?(k) et

g (k) respectivement suivant 1’expression [05.18.19] :

f(x)= (Zﬂ)_zjd4xeikx f (k)

P (11.3)
g(x) = (27) 2[d“xe*™ G (k)

Peut étre défini comme suit, nous associons a f et g les opérateurs de Weyl W (f) et

W(g):

W(f)= (2ﬁ)§jd4keik* f (k)

3 (1.4)
W(g) = (27) ? [ d*ke*G(K)
Ensuite le produit W (f)W(g) est définie par :
3 3 I

W (W (g)=(2x) 2(2x) 2J‘d“kd“pe'kxe"’xf (kK)g(p) (11.5)

Utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff :

A_B A+B+1h[A,B]+ih2[[A,B],B]—ih3[[A,B],A]+ .......

e'e"=e 2 12 12 (1.6)

Alors le produit de Weyl W (f)W(g) prend la forme:
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iki+ipR—h—k; ;6"

W(F)W(g) = (27) 2(27) * [d*kd*pe” " 2" F(K)G(p)

=W(f +g)

Ou f =g Estune nouvelle fonction définie par:

Tpgi 0 0

(frxg)=e’ *¥[f()a(],..

Cette relation est développée comme suite :

()00 = T (9900 +~h6? - £ (-2 g(x) +0(6?)
2 ox' ox!
11-2-2- Propriétés du produit star
Le produit star satisfait les déférentes propriétes :
a-Le produit star est non commutatif [17] :
f(x)*g(x) = g(x) * f(x)
b-Le produit star est associatif :

(f () *g(x)) *h(x) = f(x) *(g(x) *h(x))

c-La relation de complexe conjugué:

(FO)*g(x)) = f(x)" *g(x)’

d- La relation d’intégrale :
Ja*X(F +@)(x) =] d*x(g * F)(x) =[ d*Xf ()9(x)

e-Permutation cyclique:

Jd°x(f = gxh)(x) =[d®x(h = f + g)(x) =[d°x(f xh*g)(x)

f-Satisfait la regle de Leibniz:

0,(f*g)=0,fxg+f=+0,9
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Remargue:

Pour distingue enter le cas de l'espace ordinaire et I'espace non commutatif, les

quantités physiques dans I'espace ordinaire a partir ce moment noté par v, A, ,F, D, et

uv?

A

dans I'espace non commutatif noté pary, A ,F, ,D, .

uv?
I1-3 - Les transformations des jauges non commutatives

Dans I’espace non commutatif, la théorie de jauge définie par le remplacant toutes

les multiplications par le produit star.
11-3-1- Rappelle sur les transformations dans I'espace ordinaire
La théorie de jauge non abélienne est basée sur 1’algébre suivant [05.17.20] :

[T, T°]=if ®T¢c=1..,N (11.9)
Dans I’espace ordinaire les transformations locales de champ fermionique, la dérivée

covariante, le champ de jauge et le tenseur F, respectivement est donnée par [13]:

v () >y (X)=e“"Ty (x)

D,w (X) =D,y (x) =U(@(x))D,w (X
A, — A =U(@x)AU @)™ -i@,U @)U @x)* (11.10)
F,, = F,, =U(@(X)F,U(@(x)*
Avec :
F.,=@,A -3,A)-iA, Al

Qui sont devient dans le cas infinitésimal:

v (%) =0+, (0T (¥)
=8,y (X)=ia, ()T (X)

=8,y (X)=ia(y (X) (11.12)
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8,D,w (x)=ia(X)D,y (X) (11.12)
S,A, =0,a(x)+i[a(x),A,] (11.13)
o,F, =il(a(x).F,] (11.14)

On peut vérifier que La combinaison de deux transformations est donnée par

[18.19.21] :

@y (N3 () =S5 (N8, (X)) =i, ()T (1B, ()T")
= (1B, )T *Yier, ()T *)yr (%)
=a, ()4 Ty ()
=i, ()6, () Ty (x)
=[a(x), By (x)
= O itacop0n? (X) (I.15)

11-3-2- Les transformations non commutatif
Dans ce cas la relation (I1.11) est remplacée par [18.20] :
S,y (X) =1A(X) *y7(X) (11.16)
Avec :
A(X)=A(x),T? (1.17)
Et les transformations précédentes deviennent sous la forme [13]:

Pour la dérivée covariante:
5, D7 (x) =iA(X)* D i7(x) (11.18)
Pour le champ de jauge :
S\A, =[x, AXI+I[A() A,]
En utilisant le produit de Moyal-Weyl le commutateur [x}:f(x)] s'écrit, pour 6,

constante, sous la forme :
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[x, f(0)]=i6,,0" f (x)
Donc :
S\A, =0, AX)+i[A(X) A,]
pour le tenseur Ifw qui prend sa forme dans 1’espace non commutatif:
F,.=@,A -0,A)-i[AA]

Ce teneur transforme dans 1’espace non commutatif comme suivant :

S.F,, =i[(A(Q)'F,.]
Avec la combinaison de deux transformations est devient [19.21]:
S5 ()85 (X) = 557 (X)3,47 (X) = (A(X) * Z(X) = £(x) * A(x)) * 17 (X)

= [A(X)Z()]* 17 (x)

(11.19)

(11.20)

(11.21)

(11.22)

(I1.23)

L'expression de paramétre ©dans I'espace non commutatif en fonction des

générateurs du groupe SU (N) est développée comme suite [19.20] :

A) = AX), T A (X) g  ToTP i+ AN, i THLT ™

ou
T*=T"
:TaTb::%{Ta,Tb}

T a, ._i n 8 an
Ta, T = n!;T T

I1-4-Les transformations des champs dans I'espace hon commutatif

(11.24)

(11.25)

Pour résoudre le probléeme de la charge en géométrie non-commutative en utilisant

autres que les groupes unitaires U(N) les groupes SU(N) ou SO(N), et pour conserver la
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forme des transformations de jauge des differents champs dynamiques, on est obliger de

travailler avec les Seiberg-Witten maps de ces champs (y[w, A], Aﬂ[A] ), ...ext [17].

Donc Pour chaque parametre il est possible de construire une théorie de jauge. Le

champ spinoriel représenté dans I'équation (11.16) devient sous la forme [18.19.20] :

S =iA [Al*y (11.26)
Et les transformations non commutatives des relations précédentes deviennent sous les

formes :

5, (D, (X)) =iA,[A]* D, (x) (11.27)
S,A, =8, A [AI+I[A,[A]A,] (11.28)
5. F. =i[A[AT'F,,] (11.29)

Pour déterminer A ,[A]en fonction de a(X) et A, (x)on utilise la relation suivante:

[6,,8,157(X) = & 41,y (X)

Avec: —i[e, Bl=ax B (11.30)
Avec l'équation (11.26) on peut écrire :

[6,,.8,157(x) =5, (1A J[ Al * 17 (%)) — 8, (iA, [A] (X)) (11.32)

On utilisant la regle de Leibniz (sixiéme propriétes de produit star) la relation (11.31)

devient:
15, ,[AT% 7 () +1A ,[A]* 8,57 (x) 18, [A]#17 (x) ~iA ,[A]* 57 (%)
=18, A [Al#y (x) +IA AL * (A, [A]#17(x) =18, [Al#17 (X) A, [A]

*(iA ,[Al* (X))
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= (0, A, [A1=6,A, [A]) * 7 (X) + (A [A]* A ,[A]) #7 (X) — A J[A]* A, [A]) %7 (X)
=i(0,A,[A1=6,A LA *57(x) + (A, [A]* A, [A] - A ,[A]* A, [A]) 47 (X)

=i(8, A 5[A1= 8, [A]) ¥y () + [A [A] A S [AT] 7 (X) = Ay, 3 [A] (%)
Donc :
(0, A 4[A]= S, A,[AD +[A[AT A S [ATl = Ay, 5 [A]
=iA . 4[A] (I1.32)
Ensuite on développe A [a][20]:
A[A] = AX) + hAL [A]+h2 A2 [A] + ..o (11.33)
On remplace (11.33) dans (11.32), ou premier ordre de h on trouve I'équation:
(0, A s[Al -6, A'[A]) +[a, A [Al]-[ B Alu[Al] - A wxs [ A]
- —%9” f.2(x,0,8} (11.34)
La solution générale de cette contrainte est donnée par:
AL [A]==6" {a a(X), A, }= ; 0" {02, (), A} ToT® (11.35)

I1-4-1- les champs
En théorie de jauge non commutative le champ (x) transforme selon la relation

(11.26). On développe w(x) comme suit [20]:

VAl =y +hiy [A]+ 22 [ Al + e, (11.36)

Les transformations du champ spénoriel dans I'espace non commutatif sont de la
forme :
Syla] = oy ° + h'sy [+ h26y 2[A] + ... (11.37)
Ou

oy =ia(X)y
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Sont les transformations dans le cas ordinaire (zéro ordre de h).

Si on remplace (11.36) dans (11.26) on trouve ou premier ordre de h la transformation:

S WAl =ia(X)y Al +iA [Aly —%maia(x)a W (11.38)

Et si on prend la solution (11.35) de A* [A], nous trouvons:

wl[A]z—EelAajW +§91AAJV/ (11.39)
De méme pour les ordres plus supérieurs.

5w [Al =i (X [ Al +iAL [Aly [l +iA% [Aly —ge”aiAz[A]ajw

—%e”aia(x)ajwl[A]—ée”ek'aiaka(x)ajalw (11.40)
I1-4-2- Le potentiel de jauge
On a vu le comportement du potentiel A dans I'espace non commutatif. Les
transformations non commutatif du potentiel de jauge sont donnée par:

o,A, =0, A [AI+I[A, [A] Al

Qui développe comme suit :
A [Al=A, [a]+ hA. [a]+ hZAj [a]+......... (1.41)
Donc:
oA, [a]= A, [a]+hdA, [a]+h?oAz[a] +....... (11.42)

Ou zéro ordre de h on trouve (11.13), et a premier ordre de h on trouve:

5,A[a] =0, AL [a]+i[AL[a], A,]+i[e(X), Aj,[a]]—%ek' Pa(.0A,]  (1143)

o

Avec :

Alla] = —%9“ {A.0,A, +F, ] (11.44)
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De méme pour le tenseur ., on trouve ou premier ordre de h:

pv 1

Flo =%ek' . F, }—%ek' fa.@ +D)F,, | (11.45)

Finalement on écrit dans espace non commutatif les formules des champs précédentes:

A, [a] = a(x) + %9” {p.a(x), A, }+0(6%)

w(X) =y —%G‘jaiajw +é6’”aiajw +0(0%)
] (11.46)
A,la]= A, —Zek' {A.8,A, +F, }+0(6?)

. 1 1
Fo= Pt 50" . .k, }—Zek' .0, +D)F,, |+0(0?)

11-5-Conclusion :

Dans ce chapitre nous étudierons les formalismes mathématiques de | ' espace non

commutatif , et nous avons déterminé la relation suivant :

Termeyoy coumurare = T€MEogpare + COFTeCtions
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Chapitre l11:  L’effet du non commutativité de I’espace-temps sur les théories de

jauges abeliennes et non abéliennes avec quelques applications

I11-1- Introduction:
Dans ce chapitre on applique les formalismes mathématiques de 1’espace non
commutatif sur la théorie de jauge de I’interaction électromagnétique et faible, et plus

on déterminé les régles de Feynman correspond quelque  processus physique

élémentaire dans I’espace non commutatif.

I11-2-Rappelle sur les transformations de jauge ordinaire :

On a vue que les expressions des dérivés covariants correspond les groupes des

jauges U(1)et SU(2) dans I’espace ordinaire respectivement sont donnée par [12,13] :

D, =0, ~ieA,, (1n.1)
. o,
D,=0,-IA, =8ﬂ—|g;7Aﬂ (1.2)

Les effets des dérivées covariantes sur les déférents champs spinoriel sont donnée

par [02] :
D,y =(8,—ieA )y (111.3)
. o,
Dyw=(00,- |g;7Aﬂ)V/ (111.4)

respectivement. Les champs de jauge transformé correspond les groupes U(l) et

SU(2)[11, 12,15] :

. 1
A=A, +20,a(x) (111.5)
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U

3
‘a a abc c 1 a
A=A+ 2715 b abAﬂ—aﬁ a (111.6)

On peut donner la représentation explicite des tenseurs F,, en termes des

champs correspond les groupes U (1)et SU(2) respectivement [02,15]

FW :aﬂa—avAﬂ (1n.7)
F.,=0,A-0,A)-i[A,A] (111.8)
Avec :
a O-a a O-a
F.,=9F, - et A =0A 7,a:1,2,3 (1.9)
Donc :
a a a abc b c
Foo=0.A"—0,A +9™"A A (111.10)

Les tenseur antisymétries des champs des jauges correspond les deux groupes

U (1) etSU(2) respectivement donnée par :
[D,.D,]=—ieF,, (11.11)
[D,,D,]1=-igF, (111.12)
I11-3-Les transformations des jauges dans I'espace non commutatif :

On vu que les transformations de jauge des champs spinoriel, le champ de jauge

et latenseur F,, dans I’espace ordinaire sont donnée respectivement [13]:

o,y (X) =ia(X)y(X) (1n.13)

5,A, =0,a(X)+i[a(x),A,] (1.14)
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o,F, =il(a(x),F,] (111.15)

D’par¢ les connaissances de I’espace tempe non commutatif vu dans le chapitre
I1, pour obtenir les formalismes des transformations appliquées aux champs spinoriel.

On remplace le produit ordinaire par le produit star(*), les champs W par

I’opérateur ¥, le paramétre « est remplacé par I"operateur A donc les transformations

devient dans ’espace temps non commutatif [05, 20, 22]:

S.7(x) =iA(X) ¥ (X) (111.16)
S\A, =—ilx, A(X)]+I[AX)A,] (111.17)
5,F,, =il(A(X)'F,] (111.18)

Avec A(X) le paramétre des transformations infinitésimales tel que :
A(X)=A(x),T? (111.19)
Le commutateur [X#TA(X)] s'écrit :
[x, A(X)]=i6,,0"A(X) (111.20)

Ce que permit de trouver I’expression de transformation o, A et F, (x)dans

I’espace non commutatif :

S\A, =0, A() +i[A(X)"A,] (111.21)
F.(0)=0,A()-0,A,()~i[A,(x) A (X)] (111.22)

Avec :
Ax) =i0, A" (x) , F,(x)=i0,0,F"(X) (111.23)

40



Chapitre l11:  L’effet du non commutativité de I’espace-temps sur les théories de
jauges abeliennes et non abéliennes avec quelques applications

Concernant I’expression D,y dans I’espace non commutatif, on applique les

transformations que on vu dans le deuxieme chapitre, on peut trouver facilement :

Dy =(8,—iA)*y (111.24)
Dy =08, —iA, i (111.25)

Donc :
5, (D () =iA, (x)* D,y (x) (111.26)

Et le tenseur de courbure non commutatif F,, (x) est défini par la relation suivant:
Fw(x)zi[Dﬂva] (11.27)
Donc finalement les transformations de Seiberg-Witten :
A [Al=a(x) +%9"’ {0,a(x), A} +0O(6°)
) =y — L 0VAB +- 01 A Ay +0(6?
l//(X)—l/f—E A vy AAy +0(6")

A 1 2
AlA=A, -0 {A.0A,+F,}+0(0°)

pk v

- 1 kl l ki 2
FW[A]=FM+§9 {F F,}—Ze {A(,(8|+D,)FW}+O(9) (111.28)

6,D,/(x) =iA()* D,y (x)

41



Chapitre l11:  L’effet du non commutativité de I’espace-temps sur les théories de
jauges abeliennes et non abéliennes avec quelques applications

I11-4-L"¢électrodynamique quantique QED non commutative:
Dans un espace temps non commutatif on va garder la méme forme du lagrangien,

mais les champs X 4 et As  seront des opérateurs qui dépendent des

coordonnées X, Qui sont eux-mémes non commutatif [17]:

N I .
L:—ZFWF” +(iD-my (111.29)

Avec
D=0—ieA (111.30)

L action S définit par :

S=TrL (111.31)

En utilisant la transformation de Weyl L est le transforme de L donné par[17] :

L=—%F”V*F”V+l/7(ia’9+eA—m)*l// (111.32)

Et I’action S :

S=[d*xL (111.33)

Soit U est un opérateur unitaire, Dans le cas de la QED sur un espace temps

ordinaire (Commutatif) lagrangien L est invariant par les transformations U =e'¢®

élément du groupe U(2) , On exige de méme pour le cas non commutatif. Soit la

transformation [17]:
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ia(x)

woy' =Uxy=e =*xy (11.34)
Dans le cas non commutatif :
v *(iD—-m)*y =iy *({D-m)*y (111.35)
Avec :
v'=U*y (111.36)
Et:
aﬂy/'=ayu *y +U*0 (11.37)
Avec :
v =pxU" (111.38)
D' = 7”8’# +iey A (111.39)
Donc:
w U " x(iy"0, —eyA*)xU xy =y *(iy"0, —ey"A") xy (111.40)
En utilisant:
UX)*UT(x)=U"(x) *U(x)=1
iUT*0,U—eU™ A, *U=—eA, (111.41)
Donc:
Ay =UsA, *UT+10,0 50" (111.42)
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Le tenseur F,, ordinaire:
Fuy=0,A, —0,A, (111.43)

Est un invariant de jauge :

Fuv =Fu (11.44)

Ou:

F;'Jv:a,uAt,/_avA;z (|“45)

Mais si on définit F,, comme suit:

F..=0,A —0,A, +ie[A, A] (111.46)

Pour une transformation de jauge

Fuy — F%’“,=U>1<FW*U+ (1n.47)

Le lagrangien de Maxwell se transforme comme suit [17] :

_%F/;VF'HV:_%U*F/N*F”"*UJ' (111.48)

Donc, on peut écrire I’expression de 1’action comme suit :

Maxwell —

' I—%F}:VF"‘Vd“x (111.49)
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En utilisant la propriété de cyclicité de la trace :

S’ :j—EU+ *U*F, *F“d*x
Maxwell 4 HV

(111.50)

Maxwell

S Est un invariant de jauge, et par conséquent, ’action totale de  @EL sur

Maxwell
un espace temps non Commutatif est un invariant de jauge, Pour le différentier du

groupe U() ordinaire généré par les éléments de type €™ | on le nomme U@

qui est dégénéré par les éléments de type e*™ ou (e'™), ou e"*®™,

el =1+ia(x) + ()2 a() * a(x) + ... (11.51)

Le groupe U, (1) estnon abélien puisquesi Ui et U deux éléments de

U@ Alors:
Ul*U2 ¢U2 *Ul (“|52)

En fin, pour trouver I’expression de la densité Lagrangienne (QED) non

commutatif, il faut écrire les expressions 7, Aﬂ et Fu, comme suit [23] :

v=y+y'(y,A;07)+0(0%)
A=A, +A(A;07)+0(0°) (111.53)

A

F.=F,+0”(F,F,-AJd,F )+0(6%).

up' vo p~ ol uv
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AVec:
1 0
w:—ze A(aaAﬂ+F )
T 1 pPo
A”__EH Ap(aaw) (111.54)
FW=8#AV—8VA/J

D’aprés les équations (11152), (111.53) et (I11.54) on trouve la densité

Lagrangienne (QED) non commutatif :

LQED—NC = LQED—Or + Leore (111.55)
Ou Lcore €St donneée par :
1 . - .
LCOre:—EG” (0,A0,w+A0, 651//)+ 07 (A, (0, A, +F, Jy+A,A 0, y—id A0, v)
10””A6 “D L 0770 Ay 149"" F F_F*“ 1F F E*
) My Dy +om Wy =207 (F R =7 F R FY)
(111.56)

I11-5- Les regles de Feynman pour QED non commutative :

La densité lagrangien d’un champ fermionique en interaction avec un champ
photoniques  est la somme deux termes, le premier décrie Lagrangienne libre et le

second I’interaction entre champs fermionique et photonique [17]:

L= L0+L| (|“57)
Ou L, et L, est donnée par:
o Npia . uv
=y (X)(id m)x//_(x) i F.F (11.58)
L, =—eyAy

L’expression de la matrice Dyson S est donnée par:

%, T{H, (X)H, (%;)..H, (x,)} (111.59)

=io =i

n=0
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Ou T est le produit chronologique définit par:

_ | P()P(X), -t

T —{¢(x)¢(x)}—{ AN ot (111.60)
Si, l'operateur T appliqué sur les champs spinoriel :
Y(X)W(x),t >t

T =YY (X)s= 11.61

00w 00) {'l//(x')l//(x),t'>t (1164

111-5-1-Théoreme de Wick :

L’operateur T appliqué sur les operateurs A B,C,D.W, X,Yet Z est donnée par
[17]:

T(ABCD..WXYZ) = N(ABDW..WXYZ ) + N (ABCD..WXYZ)

7 o e (111.62)
+ N(ABCD..WXYZ) + N (ABCD..WXYZ ) + N(AB... WXYZ) +...

Ou AB signifie la contraction de deux champs A et B de méme type

(photonique-photonique et fermionique-fermionique) est donnée par :

A(x¢)B(x2) =< 0| {A(x)B(x2)}| 0~ (111.63)
En particulier pour les champs spinoriel et photonique:
W07 05) = 185 (4 ~X,) = - [4* S, (p)e*
(27)"*

INTRY TR [ , (111.64)
A (X, )AY (X,) =AY (X, — X,) = Wjd Y (K e

Il est tres important de noter que, le propagateur représenté le médiateur de
I’interaction entre deux points de 1’espace-temps. En représentation d’impulsion, les

deux propagateurs spinoriel et photonique[02,03,17,23,24].
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. i(p+m i
ISF(p)= Z(p 2 ) = .
p-—-m°+ie p-m+ie
H v _ig/lV
ALY =
oKk +ie

Avec :

— d?)—p —ipx + ipx
w(x)—gj 7] 2 B (U9 ™ b7 (P V(p.s)e™ ]
y(X) =y (x)+y (x)

Avec la notation :

Donc on a trouve :
w() =" [ [a, (P)u(p,s)e ™ +b; (p)v(p,s)e™ 1]

Ona:

Donc on peut écrire :

w(x) = [[a, (p)u(p,s)e ™ +b; (p)v(p,s)e™ 1]

Ou:
w'(x)e,p,s==u(p,s)e™ 0>
w (X)|0 == J.v(p,s)e‘px e, p,s >
Et
7 (x) = Zj ———Ib.V(p,s)e™ +a; (p)u(p,s)e™]

ZH 2E
y(X) =y (X)+y¥ ()
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On utilise I’équation (111.67) et (111.69) pour trouve:

7 (x) = [Ib, (p)V(p,s)e™ +a; (p)TU(p,s)e™ ] (111.73)
p,s
Avec :
v (x)]e", p,s>=v(p,s)e ™0
v (X)|0>= J.U(p,s)e‘px|e‘,p,s> (In.74)
p.,s
Ou u(p,s) et v(p,s) sont des spineurs qui Vvérifient I'équation de Dirac
- ,5)=0
(p—m)u(p,s) (111.75)
(p—m)v(p,s)=0
Ou u(p,s) et v(p,s) :
¢S
u(p,s)=vE+m| op
@
E+m
. 111.76
op s ( )
X
E+m
v(p,s)=vE+m
ZS
Avec les conditions :
s _ 1 s _ 0
? “lo),ou ¥ T2 (111.77)
[ Q) ou o< h (111.78)
X=\_q)oux = 0 .
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E
u+(p,r)u(p,s)=V*(p,r)v(p,5)=ﬁ"5m
u® (p,r)v(p,s)=0 (111. 79)
a(p,s)=u"(p,s)y’
v(p,s)=v*(p,s)y’
Ou u (p,s) et v(p,s) :
u(p,s) =r°u’(p,s) =V°\/E+m(¢*s o (p*s)

E+m

y = (111.80)
+Mm

Avec a,(p)et  (b,(p)) Sont les opérateurs de destruction d'un électron (d'un

Positron) de spin s et d'impulsionp et a; (p)(b, (p)) Sont les opérateurs de

création d'un électron (d'un positron) de spin s et d’impulsion p.

Les relations d’anti commutation suivantes [17,23,24,25,26.27]:

B (phad (p))=br (p1bE (P)}=GrsSpp (111.81)
Avec 6,0, :
0 rzs
O, =17,5SI
{1 r=s (111.82)

5pp = ZE(ﬁ)a(S)(ﬁ_ p,)

Les autres antis commutateurs sont nuls, Les opérateurs nombres des particules

définissent par:

N,(p)=a, (p)a,(p) (111.83)

Et les opérateurs nombres des antis particules définit par:

N.(p)=b (p)by(p) (111.84)
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L état du vide |0~ est défini par:

a,(p)|0>=0 (11185)
b,(p)|0>=0 '
En d’autres termes on a:
y ' (x)]0-=0 (111.86)
pr(x)[0-=0
Le champ A, (x) , il est donné par :
A“(X) = A" (X)+ A (X) (111.87)
Avec :
d®k i
A () =D | —5—esc, (ke ™
7 I(2r[3)325 e (111.88)
d’k . i
A (x) = |————¢;c; (k)e™
(x) ;j(m)aZE e; (k)
On utiles I’intégrale :
d®k
- - 111.89
J (2I1)°2E ! (11189)

Et:

ZIL j (111.90)

Donc, on peut écrire:

A“(X) = j ehc, (k)e ™

A () = [ e (ke (15D

A,k
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Les conditions:

KON M —
#0023 =01 (111.92)
a6 (K)ey =—-g4”

L’opérateur destruction d'un photon de polarisation A et d'impulsion k est

c,(k), l'opérateur de création d'un photon de polarisation A et d'impulsion k est

c, (k) , Les lois de commutations vérifient que :

e, (k)¢5 (k)| =9, £ (111.93)

Les autres commutateurs sont nuls. L'état du vide |0 > est défini par :

c,(k)]0>=0
f( ) (111.94)
A:(k)|0~=0
I11-5-2-La matrice S :
L’¢élément S est définie par:
SO —< f15M i (111.95)
Pour leoun=1,0na
SO —< f|SW|ix (111.96)
Et d’apres la relation Dyson on peut trouver :
S® =—jifdxH,(x) =—i[dxe : pAy : (111.97)
Alor, on peut écrire :
< FSY|i==—iefdx<f | @y Ay i~ (111.98)
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Le terme contient donc 8 processus, sont représenté par les diagrammes suivant :

e’ e
e +y—>e
e’ e’
N
e +y—>e
.
& T
€
- +
wm< -
e+
e e
e —>e +y
e’ e’
e" —>e +y
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e +e’ «y

vide<—y+e” +e”

+

e
Qui devient dans le cadre de la géométrie non commutative de la forme:

SO =—ifdxH,(x) =—i[dxe : 7 * Axy: (111.99)

Alor, on peut écrire :

<fISYis=—iefdx< | wxy“A *y i (111.100)
H, Définit Hamiltonien représente les différentes interactions possible
: H, : Définit le produit normal
I11-6-Application sur le positron :

Les régles de Feynman associe un diagramme I'état initial |i> est constitué

d'un positron de spin S et dimpulsion P, , [I’état final B f - estconstitué d'un

positron de spin s’ et dimpulsion p; et d'un photon de polarisation A et

d'impulsion k;
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I11-6-1-Positron dans I’espace commutatif (ordinaire):

Pour déterminé I’élément S& qui correspond ce processus, il faut considérer

I’operateur d’annulation d’un positron initial et 1’operateur de création d’un positron

final et I’operateur de création d’un photon final.

On utilise I’expression (111.97) pour trouve suivant [17,23,24,26] :

SO =—iefd*x : W Ay : (111.101)

Y7

Avec

A, =7"A, (111.102)

Avec I’effet de 7 7 (X) sur I’état |[e”, p,,s’ > est donnée par:

7r(x)]e*,p;,s’ ==v(p,,s)e " |0 (111.103)
A“(X) |0 == jg;ﬂ(lzf)e*‘kfw 7K A (111.104)
Ko
v (X)]0>= jv(pi,s)eipix le*, p;,s > (111.105)
Donc : ’
li>~=|e*, p,,s>=b,(p;)|0> (111.106)
Et:
| f e, p;,s, ki, A>==c;(k;)bs(p;)|0> (111.207)
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Donc, on a:

SO —_<e* p,,s"\ 7.k, 2| iejd“x:?*(x);/”A;(x)y/‘(x) le*,p.,s> (111.108)
L’équation (111.108)réduit ce la forme :
S® —_je j d*x[v(p,,s"e " 1lr“e (K, )e ™™ 1v(p;,s)e™ ] (111.109)
On peut simplifier I’équation (I111.109) :
s® = —iejd“xe‘“’i‘pf*k“[V(pf s e (K OV (p;,9)] (111.110)
En utilisant I’intégral [17] :
[déxe' PP —2245@ (p. — p, +k,) (111.111)
Pour trouver :
SO =275 (p, - p; +k, )M, (111.112)
Ou My, ®  est ’amplitude de Feynman dans 1’espace-temps ordinaire, qui
donnée par :
M, =—iev(p,,s)r e (K, V(p;,9) (111.113)
On trouve les regles de Feynman suivantes dans 1’espace temps ordinaire :

1 . Pour chaque vertex entre deux fermions et un photon, écrire un facteur :
L'impulsion de positron initial est p;.

L'impulsion de positron final est p;

2. Pour chaque ligne interne de photon, marqué par I'impulsion k , écrire un facteur
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P01 @ A AR AN O
ke +ie

3. pour chaque ligne interne de fermion, marqué par I'impulsion p , écrire :

. . 1
'Sf(p)Zlm p

\ 4

- Positron initiate: v (p;) v, (p;)

\ 4

- Positron finale: v, (p;) > Ve (Py)
- Electron initiate: u (p;) u.(p;)
- Electron finale: T, (p,) . us(py)

- Photon initiate: &, (k;) (ki)/\/\}\/\/\/\,! (A)
- Photon finale: ¢,(k;) (1) \NANNN (k)

111-6-2-Etude le processus d’interaction de Positron dans I’espace non

Commutatif :

L’équation (111.101) qui décrire le processus d’interaction de Positron dans

I’espace ordinaire devient dans 1’espace-temps non commutatif comme suit :

SO =—jefdx : Frry A ky” (111.114)
Ou:

li==le"(p,,s) ==b,(p,) |0+ (111.115)
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Et:
| f>~=e" (p;,s)yk;,A>=c;(k;)bs(p;)|0> (111.116)
Donc :
<fISOis=—iefdx< | wr*y A xy i  (111.117)

Et en utilisant les propriétés de produit star :

7 )% A () *y () ~b*c’b (111.118)
Et:
w () |i == v (p;)explipix]| 0 >~ (111.119)
Et:
A () *p () [ == [ £ (k )7,V (p) e ik X *exp(ipyX) | 1A,k ) - (111.120)
Alors :

7 )X A (0*p (9=
= [V (p)e (K )7,V (p) exp(—ip  x) *exp ik x)* exp(ipX)e” (p, )y | Ak, >

(1.121)

Pour la transition |i~— | f >, ou les états initiaux et finals sont indiqués par les

impulsions des particules actuelles, les éléments de S -matrice donnes :
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< ISP |i-=—iev(p,,s)y e (K)(p;,s)[d*x[e"™]*[e™ ] *[e™]

(111.122)
Le terme :

J.dAXEXO[—ipr]*em[ikfx]*eXp[ipiX]:J-dA XeXO[kf A pi]exp[_ipf /\(kf + pi)exp[i(kf P+ p.)]

= (27)* 5 (ky = py + p)eRliCk, A pYexpl-ip, Ak, +p)] (111.123)

Il faut que :
kf +Ps =Pj (“|124)

Satisfait le principe de conservation d'impulsion énergie, en utilisant les propriétés

Suivants [17, 24, 27]:

Ki AR =(Pi =P )AR ==Pi AP
P Alki —=p;)=p; Ap; =0
Id4xeXp[_ipfX]*EXp[ikfX]*eXp[ipiX]:(277)45(4)(kf — P+ py)explip; A p]
(111.125)

On trouve M (I’'amplitude de Feynman dans I’espace-temps non commutatif):

MR =V (py)ey (ki )(=iey, expli(p; A P )DV,(P)) (111.126)

On trouve les régles de Feynman suivantes :

1 . Pour chaque vertex entre deux fermions et un photon, écrire un facteur :

—iey* epli(p, A p;)]
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L'impulsion de positron initial est p;.

L'impulsion de positron final est p; .

Cest #—0 alors pjaps —0 eton retrouve I'expression du vertex QED

Commutatif (-iey, ).

2. Pour chaque ligne externe, un des facteurs suivants :

- Positron initiale: v,(p;) v, (p;)

\ 4

- Positron finale: v, (p;) Vo (py)

- Photon initiale: &#(p,) (ki)/\/\}\/\/\/\,l (1)
_ Photon finale: &“(k,) (A \NANNN (k)

111-6-3-Etude le processus d’interaction d’un électron dans ’espace

\ 4

Non commutatif:

Le processus d’interaction d’un électron dans 1’espace ordinaire devient dans

I’espace-temps non commutatif comme suit :

SO =—jefdx : @ *y A k. (111.127)

Ou:

li>=e (p;,s)>=a s(p,)| 0> (111.128)
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Et:

| £ =de(py,8)r(k, A ==c} (k,)a; (p,) | 0> (111.129)

Donc:

< SO i-=—iefdx<f | @ *y“A *y* i (111.130)

Et en utilisant les propriétés de produit star :

v (XN)*A (X)*y (X)~a'c'a (111.131)
Et:

v (X) i >=u,(p;)ep[-ip,x]| 0> (111.132)

Et:
A () *p ()= [ 25 (K, )7,u,(p ) @ik x)*exp(-ip ) [ (A k) = (111.133)

Alors :

70X A (0* (9] -
= [T, (po)er (K, )7, u, (p) exp(ip x) *exp ik x)* exp(-ip,X)e ™ (py . 8)y | A,k =

(111.134)

Pour la transition |i-— | f >, ou les états initiaux et finals sont indiqués par les

impulsions des particules actuelles, les éléments de S -matrice donnés :
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< F ISP |i==—iet(p,,s")y e} (K Ju(p;,s)[d*x[e™ T*[e™*T*[e "] (111.135)

Le terme :

[ d“xexpip, x] *exp[ik, x] * exp[-ip,x] = [ d*xexp[k, A plewlip, Ak, — p)epli(k, + p, - p)]

] ) .136
= (21 59K, + py — p)explitk, A p)lexplipy Al —py) )

Il faut que :

Ki +Pf =P (111.137)

Satisfait le principe de conservation d'impulsion énergie, en utilisant les propriétés

Suivants :

Ki APi=(Pi = P)ADP =—P; AP
P Ak =p;)=p; Ap; =0
Id4X€Xp[ipfX]*em[ikfx]*EXp[—ipiX]= @2r)* Wk, + p; — p;)explip; A p;]
(111.138)

On trouve M ,(\}():_e (’amplitude de Feynman dans 1’espace-temps non commutatif):

MO =0, (p,)er (K, )(—ey, eli(p A p)Du(p,)  (111.139)

On trouve les regles de Feynman suivantes :

1 . Pour chaque vertex entre deux fermions et un photon, écrire un facteur :
~iey*epli(p, A p,)]
L'impulsion d’électron initial est p;.

L'impulsion d’¢électron final est p;
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Chapitre l11:  L’effet du non commutativité de I’espace-temps sur les théories de
jauges abeliennes et non abéliennes avec quelques applications

Cest 90 alors pjap; —0 eton retrouve I'expression du vertex QED

Commutatif (-iey, ).

2. Pour chaque ligne externe, un des facteurs suivants :

- Electron initiale: u,(p;) u.(p;)

v

- Electron finale: u,(p;)

v
c
U'L
~
©
~

. Photon initiale: £*(k;) (ki)/\/‘/\/\/\/\J (1)
Photon finale: ¢“(k,) (1)) \ I\ VN (k)
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Conclusion generale

Conclusion :

A travers ce mémoire de master en physique théorique intitulé par :

L’effet du non commutativité de I'espace-temps sur les théories de jauges

abéliennes et non abéliennes avec quelques applications.

Nous avons présenté la théorie de jauge sur les groupes abélienne et non abélienne U (1) et
SU(2) respectivement dans les deux espaces ordinaire et non commutatif. En plus on
révisé les formalismes mathématiques de 1’espace-temps non commutatif.

En troisieme chapitre, nous avons étudié une extension dans le contexte de I'espace-
temps non commutatif. Nous avons appliquée I'idée du non commutativité de I'espace temps
dans le cadre de I’électrodynamique quantique. L’action physique non commutatif est
construit. On termine notre étude par deux applications pour généré les regles de Feynman
dans I’espace-temps non commutatif, la premiere application est consacré sur I’interaction
d’un positron avec un champ électromagnétique et le second sur I’interaction d’un électron
avec un champ ¢lectromagnétique. D’apres les amplitudes de Feynman trouvé on déduire

quelque regles de Feynman.
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Abstract

In this physical study of the report for master in theoretical physics of particle
physics at high energy, the electromagnetic and the weak interactions are review,
these interactions based on the two principal groups U (1) and SU (2) in ordinary
space.

We review the mathematical and physical structure in noncommutative space-
time; finally we apply the noncommutative spaces formulation to generate some
Feynman rules.
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