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La théorie quantique des champs C’est la mécanique quantique d’un système 

avec un nombre infini de degrés de liberté. L’application qui fut développée vers la fin des 

années 40 par Richard Phillips Feynman, Julian Seymour Schwinger et Sin-itiro Tomonaga 

et complétée une année plus tard par Freeman John Dyson, est l’électrodynamique 

quantique, la théorie qui décrit avec une grande précision l’interaction entre les électrons et 

le champ électromagnétique. Elle associe une particule au champ électromagnétique, le « 

quantum » du champ, qu’appelé photon. L’interaction entre particules chargées est décrite 

comme le résultat d’échange entre elles d’un ou plusieurs photons. Feynman a trouvé une 

méthode systématique pour décrire cette interaction à l’aide d’images qu’on appelle « 

diagrammes de Feynman » [01 , 02].  

Ou la théorie quantique de champs c’est le quantum Field théorie (QFT) en anglais 

L 'élément clef est la mise en commun de la théorie quantique et de la relativité restreinte, 

En découle un champ d'application extrêmement large qui s'articule autour de trois 

domaines principaux : 

- La physique des particules élémentaires et leurs interactions, résume par le Modèle 

 Standard. 

 

- Le formalisme de la physique de la matière condensée, avec des applications telles 

que la Supraconductivité, la superfluidité, les transitions de phase. 

- La physique de l'univers proche du Big Bang : actuations primordiales dont provient 

laformation de la structure de l'univers, évaporation des trous noirs (rayonnement de 

Hawking), etc… 

On se concentrera ici sur le premier domaine. La première partie élabore pas _a pas 

les notions essentielles : champs classiques libres, quantification et champs quantiques 

libres, classifications des différents types de champs, symétries discrètes et continues, Dans 
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la seconde partie, on introduira les interactions fondamentales entre ces champs. En 

particulier, on établira la théorie des diagrammes de Feynman, qui permettront de calculer 

des temps de vie ou des sections efficaces. On posera les principes qui régissent la 

construction de Lagrangiens, ce qui permettra alors de jeter les bases du Modèle Standard de 

la physique des particules[02,03,04].  

En mécanique quantique l’espace de phase est défini en remplaçant les variables et les 

moments canoniques par des opérateurs hermétiques qui obéissent aux règles de 

commutations canonique ijji ipx ]ˆ,ˆ[ , de même sur un espace non commutatif les 

coordonnées d'espace temps ordinaire 
x  sont remplacées par des coordonnées non 

commutatives x̂  obéissant aux règles de commutations  ixx ]ˆ,ˆ[  où    sont des 

paramètres réels antisymétriques. Sur un espace non commutatif la construction des théories 

de jauge se fait de la même manière qu'en théorie de jauge sur un espace ordinaire, il suffit t 

de remplacer les champs classiques par les champs non commutatifs » [02, 05 ]. 

 Ce travail comprend trios chapitres, il est organisé de la façon suivante: 

Dans le premier chapitre nous avons montré que les lois de conservation de la 

physique classique découlent des propriétés d'invariance par rapport à des transformation da 

jauge, sur les groupe abélienne U(1) et les groupe non- abélienne SU(2)  dans l'espace 

ordinaire. 

Le deuxième chapitres est consacré à une exposition des formalismes mathématiques 

de l'espace non commutatif on générale, en utilisant le produit de Moyal-Weyl (produit star) 

et transformation de Seiberg- Witten. 
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Au troisième chapitre en appliqué  les formalismes mathématiques de l'espace non 

commutatif sur les groupe abélienne U(1) et les groupe non- abélienne SU(2) et étudiée le 

positron  et électron dans deux cas ordinaire et non commutatif. 

En termine notre travaille par une conclusion générale exposera le travail accompli. 
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I-1-Introduction: 

 
 Dans ce chapitre on révisé les intéractions électromagnétiques et faible on cadre des 

théorie de jauge (la symétrie locale et la symétrie globale) on basée sur les groupes )1(U  

 et SU(2) respectivement, dans l'espace ordinaire. 

 

I-2-Rappels sur les groupes: 

 
 En général , pour gaugée une théorie physique, il est nécessaire d’appliquées les 

transformations physiques , Ces transformations forment des groupes en théorie quantique 

des champs et théorie de jauge surtout le model standard, donc on rappelle quelques 

application essentiels de la théorie des groupes [06]. 

 

Soit  S  un ensemble non vide et ( )  une application: 

 
                                    SSS                                                                         

L’ensemble S forme un groupe si : 

 

1- La relation d’associativité: 
 

Cette relation est réalisée par la propriété suivante: 

x y z x y  z    I. 2
                                     

 

2- L’élément neutre: 
 

La propriété de l’élément neutre, noté par le symbole e , est : 

 

                                         SxxexxeSe  :,                                                         

 

 

3- L’élément inverse: 

(I.1) 

(I.2) 

(I.3) 
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   Cette relation est réalisée par la propriété suivante:  

 

                      
x  S,x1

 S,x1
x x x1

e     I. 4
                               

 

Le groupe sera qualifié d'abélien si .de plus : 

 

                      Syxxyyx  ),(,                                                                 

 

I-2-1-Les groupes de lie et algèbre de lie: 
 

   I-2-1- 1-  Quelques groupes de lie matriciels: 

 
Les groupes de matrices jouées un rôle fondamental dans la théorie de jouge, les plus 

importants sont représenté comme suivant : 

 

1-Le groupe linéaire ),( RnGL : 

 
Ce groupe noté par ),( RnGL  et satisfait la définition [02]: 

 

          0detR;,),(  MetMnmatricenMRnGL ij                                    

 

 

Les sous groupes  )(nO  , ),( RnSL  et )(nSO   sont définit par les relations suivant: 

 

 nMMMMRnGLMnO  :),()(                                                   

                                                                                       

 

 

                                   1det);,(),(  MRnGLMRnSL                                              

                                                                                    

         Et : 

 

 

                               ),()()( RnSLnOnSO                                                                                     

2-Le groupe linéaire )C,(nGL : 

 
  Ce groupe noté par )C,(nGL  et satisfait la définition [02]: 

(I.4) 

(I.5) 

(I.6) 

(I.7) 

(I.8) 

(I.9) 
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              0detC;,)C,(  MetMnmatricenMnGL ij                                          (I.10) 

 

Les sous groupes  )(nU  , )C,(nSL  et )(nSU   sont définit par les relations suivant: 

 

 
 

C),()()(

1det:)C,()C,(

:)C,()( ††

nSLnUnSU

MnGLMnSL

MMMMnGLMnU n







                                                               (I.11) 

 

I-2-1-2-L’algèbre de Lie : 

On dit que g est munie d'une structure d'algèbre de Lie si il existe une loi de 

composition interne  [07] :     

                         
   







YXYX

ggg

,,

*
                                                                                         

Avec les crochets de X et Y satisfait les propriétés suivants : 

1- La  relation de distributivité : 

      ],[],[],[,),(,),,( 23 ZYZXZYXRgZYX                            (I.13) 

2- La  relation de L'antisymétrie : 

         ],[],[,),( XYYXggYX                                                                        (I.14) 

 

3- Et en fin l’identité de Jacobi est satisfaite: 

         0,,,,,,,),,(  XZYYXZZYXgggZYX                              (I.15) 

(I.12) 
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    Et  

                             




n

a

a

a XfiXX
0

],[ 

                                                      

Où  
af  sont les constantes de structure de l’algèbre de Lie g. Avec    n,1   

 

 

I-3-Les transformations physiques :  

 
La théorie de jauge  est une théorie des champs qui décrit les interactions 

fondamentales (fortes, faibles et électromagnétique). Elle est basée sur le principe 

d’invariance de la densité lagrangienne lorsque cette dernières est soumise à une 

transformation de jauge, ces transformations sont [02,08] : 

1-Transformations appliquée sur les coordonnées d’espace-temps : 

                                                           ),('  xfxx                                                           

2-Transformations des champs :  

 Les transformations des champs sont divisées en trois parties, le premier connu par 

champs physiques scalaires, le second est  champs physiques fermionique et les champs 

vectoriels. 

 

2-1-Champs physiques scalaires :  

  Les champs physiques scalaires classés en deux types réels ou complexes. 

(I .16) 

(I.17) 



Chapitre I :Les interactions électromagnétique et faible dans l'espace ordinaire      

 

 9 

-Champs physiques scalaires non chargés et noté par :
 

 ,x   ou   est un 

paramètre constante et x

 
Le quadrivecteur position dans l’espace de Minkowski. 

-Champs physiques scalaires de spin s=0 et se transforme comme suivant :  

                                  , ' ' , , ,x x F x x                                                (I.18) 

2-2-Champs physiques fermionique :  

  Le champ fermionique noté par    ,x  de charge négative ou positive (électron 

ou positron), de spin s=1/2 et satisfait le statistique Fermi-Dirac et obéissant le principe de 

Pauli. Et se transforme comme suivant :  

                                       ),(),(),( ''   xexx i                                             (I.19) 

2-3-Champs vectoriels : 

  Les  champs vectoriels  de spin s=1  comme le photon. Et se transforme comme 

suivant :                                                                              

 )),(()()( '  xAGxAxA                                                 (I.20)                                                             

 

De tel sort le principe de moindre action est satisfait dans les trois champs : 

                                                0S                                                          (I.21)                                                               

 

 



Chapitre I :Les interactions électromagnétique et faible dans l'espace ordinaire      

 

 10 

 

I-3-1-Introduction sur les Interactions électromagnétiques : 

L’interaction d'une particule de masse m et de la charge électrique e en 

l'électromagnétique (em) est  caractérisées par les propriétés suivantes [09]: 

 mettent en jeu des particules chargées électriquement ; 

 couplage électromagnétique:
137

1

4

2





e

em  ; 

 temps d’interaction ou vie moyenne typique de s2010  ; 

 section efficace typique de ;10 233m   

 échange de photons ;   

 portée .R   

 Exemples d’interactions électromagnétiques :  

a. Effet photoélectrique : e e    

b. Diffusion de Rutherford : e e e e    

c. Rayonnement de freinage : e N e N      

 

 

I-3-1-1-Symétrie de jauge électromagnétique  (groupe abélien U(1)):  

 Electro- Dynamique  Quantique (Q.E.D) : 
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 L’électro- Dynamique  Quantique (Q.E.D) est une description quantique et relativiste 

de l'interaction entre le champ électromagnétique, champ de jauge abélien de symétrie U(1), 

véhiculé par des bosons de jauge que sont les photons, et les électrons, leptons électrisés de 

la première génération. 

C'est la théorie physique dont les vérifications expérimentales sont à l'heure actuelle 

les plus précises. C'est ainsi que le moment magnétique de l'électron, exprimé avec son spin, 

sa charge électrique et sa masse[03]: 

                                                              s
mc

e
g

2


       

    La dynamique du champ électromagnétique est décrite par le lagrangien 

quadratique: 

                                                  





 AJFFL 
4

1
                                             (I.22) 

  Ou F   est le tenseur antisymétrique du champ électromagnétique de rang 2, et 

J  le quadrivecteur courant. Si on dérive les équations de Lagrange pour A , on trouve 

deux des équations de Maxwell dans le vide, a partir l'équation d'Euler-Lagrange: 

                                                      

0
)(















A

L

A

L

                                                  

En utilisé l'expression (I.23), le deuxième terme 
A

L




 devient: 

                                                













 JJ
A

A
J

A

L











 

 

(I.23) 
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I-3-1-2- Transformation de jauge du groupe U (1) : 

  Le  Lagrangien libre  [03,10,11]:  

                                            
 miL 


                                                                                                                                                                                       

N’est invariant par la transformation locale [10]: 

                               xexx xi  )('' 

                                                  

Réécrire du lagrangien : 

    L'expression du Lagrangien de l'électrodynamique quantique est donnée par la 

formule suivant [12,13]: 

                          



  AemiFFL 

4

1
                           (I.26) 

Le terme de masse  m    reste bien sûr invariant par contre le terme cinétique : 

                            








  xixixi eexieii     

                                   
 .xi  




 
                                              (I.27) 

La dérivée covariant D  définie par : 

                                                          ieAD                                                            (I.28) 

    Pour trouver une action physique invariante par la transformation de jauge on exige 

de donnée la transformation D : 

                                              
   




 DeDD xi''                                                (I.29) 

Où A  est un champ de jauge qui se transforme de la façon [11,12]: 

(I.24) 

(I.25) 
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                                                 x
e

AAA  
1

'                                                  (I.30) 

Cela permis de l'invariant de le terme F [10]: 

                       ''' AAFF   

                                         
   



 

F

x
e

AAx
e



 )(
1

)(
1

                       (I.31) 

 On vient donc de montre que le lagrangien est invariant sous les transformations 

jointe des deux champs suivante [10]: 

                                         

 











)()(exp)()(

)(
1

'

'

xxixx

x
e

AAA






                                          (I.32) 

    Le tenseur du champ électromagnétique  F  est trouve par l'application de 

l'équation : 

                                                            ieFDD ,                                                       (I.33)    

 

   Tel que :   

                                                       )(  AAF                                                     (I.34)                                                                           

On peut alors écrire le lagrangien QED comme suivant [10,11]:   

                                          mDiFFLQED 


 
4

1
                                   (I.35) 
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I-3-2- Introduction sur les Interactions faibles : 

L'interaction  nucléaire  faible, responsable en particulier du phénomène de la 

radioactivité. On classe les interactions faibles par la nature des particules [09] : 

Leptoniques : Comme un exemple la désintégration leptonique du muon :  

  

ee  

Semi-Leptoniques : Comme un exemple la désintégration   du neutron :  

eepn    

Non-Leptoniques (hadroniques) : Comme un exemple la  désintégration hadronique du 

0  : 

 p0  

Les interactions faibles sont caractérisées par les propriétés suivantes [09] : 

 Mettent en jeu des neutrinos ou des quarks qui changent de saveur, c’est-à-dire 

des Particules ayant une charge faible;  

 Couplage faible (entre protons): 
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;1016.1,10
4

256

2

  GevG
mG

F

pF

Fermi


  

 Temps d’interaction ou vie moyenne typique de ;10 8 s  

 Section efficace de ;10 244m  

 Echange de bosons  
W  (courants chargés) et  0Z  (courant neutre) ; 

 portée 1810 ;R m   

Les interactions faibles décrire par la densité lagrangien : 

†

2

F
F

G
j jL                                                        (I.36)                                                             

 

Avec le courant leptonique : 

5(1 )ej 

                                                                                                (I.37) 

Dans le cas général on peut écrire chaque spineur [02] : 

                                                          5 5

1 1
(1 ) (1 )

2 2
         

R L                                                                 (I.38) 

Les parties gauchies 
e et  sont groupé comme suivant : 

    
5

5

1
(1 )

2

1
(1 )

2

e

e LL
e

e




 
 




 

 
    

       
     
 

                                         (I.39)      
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I-3-3- L’algèbre du groupe unitaire uni modulaire (spéciale SU(2)) : 

L’algèbre  de Lie ( )SU n du groupe spécial unitaire ( )SU n ne coïncide pas avec celle 

du groupe unitaire [02 ,09 ,12].  

                                       †( ) , 0 , ( ) 0T SU n T T tr T                                         (I .40) 

La dimension réelle de cette algèbre  est : 

                                                      1)(dim 2  nnSU                                                    (I.41) 

L’algèbre  ( )SU n  est donc l’ensemble des matrices hermitiennes n n  de trace nulle. 

I-3-3- 1-L’algèbre de SU(2) :   

Les générateurs qui forment l’algèbre (2)SU  sont auto-adjoints et de trace nulle 

[09,12]  

† 0

[ ] 0

a a

a

T T

tr T

  



                                                       (I.42) 

 Le groupe (2)SU  est un groupe à :
22 1 3   paramètres réelles, on trouve ensemble 

suivant [09,12] : 



























 











10

01
,

0

0
,

01

10
321 

i

i
                               (I.43)                                                  
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Sont Appelle les matrice de Pauli. De tell sorte que les générateurs     sont définit 

par : 

                                            aaT 
2

1
                                                           (I.44) 

Avec a satisfait l’algèbre suivant :  

                                              



3

1 2
]

2
,

2
[

c

c
abc

ba

if


                                                (I.45)    

Les constantes de structure de (2)SU  sont les composantes du tenseur antisymétrique 

de Levi-Civita [12] : 

        
        

1... 123 , 231 , 312

1... 132 , 321 , 213

0.................................

abc abc

Si abc

f Si abc

autrement



 


   



                                                     (I.46) 

I-3-3- 2-Symétrie de jauge non abélienne (cas de SU(2)) : 

Les deux groupes (2)SU  et (3)SU  sont les groupes plus utilisé en théorie de jauge 

non abélienne, le premier décrite l’interaction faible et le second décrite l’interaction forte 

respectivement.  

Puisque la dimension du  groupe de jauge (2)SU est
22 1 3  , le nombre bosons de 

jauge est 3. Quant aux spineurs de la théorie, dont chacun forme un double par rapport au 

groupe de symétrie [02] :  
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









2

1




                                       (I.47) 

Qui se transforme sous la transformation de groupe )2(SU  [14] :   








1'

'

)()()()(

)()()()(





Uxxx

xUxx
                                         (I.48) 

 

 

Avec )(U  prend la forme suivant [15] :  









 

 2
exp)(

3

1

a

a

aiU


                                              (I.49) 

Donc     :                

)(
2

exp)()(
3

1

' xixx
a

a

a 


 







 



                      (I.50) 

Où   sont les matrices de Pauli, et   ( ),, 321    sont les paramètres de 

transformation du groupe (2)SU  . 
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L’expression de la densité lagrangien liber qui décrire le champ fermionique est 

donnée par [14] : 

0 ( )( ) ( )x i m x

   L                                              (I.51) 

a)-Etude la symétrie globale dans ce cas (   est constante) : 

La symétrie globale est caractérisé par  est constante.  

 Le comportement du terme de masse : 

' '

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x m x x m x

x U mU x

x m x

   

   

 









                             (I.52) 

 Le comportement du terme cinétique :  

)()(

)()()()(

)()()()(

1

''

xxi

xUUxi

xxixxi




























              (I.53) 

 

Et :                                               

1, ( ) , ( ) 0U U                                                       (I.54) 
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  )()()()( 11  UUUU  𝕀                                         (I.55) 

Donc la densité de lagrangien (liber) est invariante par les transformations globales. 

b)-Etude la symétrie locale : 

L’idée de théorie de jauge c’est de rendre la symétrie globale en une symétrie locale. 

Dans ce cas   est en fonction de x : 

)
2

)(exp()(
3

1

a

a

a xiU


 


                                             (I.56) 

On va voir maintenant les transformations des différents termes. 

 Le comportement du terme de masse : 

' '( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

x m x x m x

x m x

   

 





                                           (I.57) 

Donc ce terme est invariant.  

 Le comportement du terme cinétique : 

    

' '

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( )) [ ( ( )) ( )]

( ) ( ( )) [( ( ( ))) ( )

( ( ))( ( ))]

i x x i x x

i x U x U x x

i x U x U x x

U x x









 







     

    

    

 





  

 

 

 

       (I.58) 
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Mais ce terme n’est pas invariant sous les transformations de symétrie locale, pour 

restaurer   l’invariance  on introduit le champ vecteur aA   (a=1, 2, 3)  et  la dérivée 

covariante D suivant [02] : 

)()
2

()()()( xigAxiAxD
a

a 


                  (I.59) 

Où g est le constant de couplage et aA  sont les champs des vecteurs de 

jauge satisfont [02] : 

3,2,1,
2

 agAA
a

a 
                                                 (I.60) 

La dérivée covariante se transforme comme suivant [16] : 

 

 )())((

)()(
'

xDxU

xDxD













                                           (I.61) 

 

Avec :                                           

1'
))(())((  xUDxUD                                             (I.62)                                    

A partie la relation (I.61), on trouve les  transformations de champ A  :  
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'

'

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))( ) ( )

( ( ( ))) ( ) ( ( ))( ( )) ( ( )) ( )

( ( )) ( ) ( ( )) ( )

iA U x x U x iA x

U x x U x x iA U x x

U x x iU x A x

   

  

 

   

     

   

    

    

  

 

' 1 1

1

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ( ( ))) ( ( ))

iA U x U x iU x A U x

U x U x

 



   

 

 



 

 

 

11' ))(()))((())(())((   xUxUixUAxUA         (I.63) 

Dans le cas des transformations infinitésimales  ou ( ( ) 1x  ) [15] : 

)(
2

)(1))((

)(
2

)(1))((

2
3

1

1

2
3

1











OxixU

OxixU

a

a
a

a

a
a














                           (I.64) 

Si on remplaçant la relation (I.64) dans (I.63) et avec l’utilise de l’équation (I.45) on 

trouve : 

a

c

cbabcaa

g
AAA    



13

1

'                                  (I.65) 

a

c

cbabca

g
AA    



13

1

                                      (I.66) 

Pour trouver l’expression du tenseur , nous utilisons la combinaison suivante 

[15] : 
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[ , ]D D iF    
                                                           

(I.67)
 

En peut faire les calcules : 

 

 

( ) ( )( ) ( )( )

( )

( ) [ , ]

D D D D iA iA iA iA

iA iA A A iA iA A A

i A A i A A

iF

           

               

     



 







          

             

    

 

 

],[)(  AAiAAF                                        (I.68) 

Avec    :                      

, 1,2,3
2 2

a a
a aF gF et A gA a   

 
  

 

2

3
2

1

3

1

( ) [ , ]
2 2 2

( )
2 2

( )
2

a b c
a a b c

a d
a a bcd b c

d

a
a a abc b c

c

F g A A ig A A

F g A A g A A

F g A A g A A

      

      

      

  

 









    

    

 
     

 





 

  
  

abeliennonterme

cb

c

abc

QEDanaLogueterme

aaa AAgAAF

..

3

1
..

)(  


               (I.69) 

 

A partir les  relations suivantes : 
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 

   )())(()()(

)(],)[()(],[

'

'

xDxUxDxD

xDDUxDD




















                                                  (I.70) 

On trouve l’expression : 

)()()('' xFUxF                                                                                        (I.71) 

Sous les transformations infinitésimales (I.62) on trouve : 

cb

abc

a FF                                                                                                        (I.72) 

Finalement on peut écrire la densité lagrangienne complet  qui est invariant par les 

transformations de jauge (ou 0 L= ):  

0 photoniqueL= L L                                                   (I.73) 

Avec                     

0 ( )( ) ( )

1

4
photonique

x i D m x

F F









   










L

L
                         

(I.74) 
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I-4-Conclusion : 

 
   Dans ce chapitre nous étudierons  les interactions électromagnétique et faible (le 

groupe abélien  )1(U   et le groupe non abélienne )2(SU  ) dans l’espace ordinaire ,Et nous 

étudierons  partiellement les symétries locales et globales . 

    

 



 

CChhaappiittrree  IIII  
 

 

Formalisme mathématique 

de l'espace non commutatif 
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II-1-Introduction : 

 Dans ce chapitre nous étudions les déférentes formules mathématiques dans l’espace 

non commutatif concernant les transformations des champs fermionique et les champs des 

jauges. On a étudié l'algèbre de l'espace non commutatif (le produit star, la formule de 

Moyal _ Weyl, propriétés du produit star, les transformations de jauge non 

commutatif…etc.). 

En mécanique quantique l’espace de phase est définie en remplaçant les variables et 

les moments canoniques ji px ˆ,ˆ  par des opérateurs  hermétiques qui obéissent aux règles de 

commutations canoniques suivantes [17]: 











0]ˆ,ˆ[

]ˆ,ˆ[

ji

ijji

xx

ipx 
                                                        (II.1)                                                       

Il très important de notre que, cette algèbre est écrie dans le système  1 C . Dans 

l'espace non commutatif les coordonnées d’espace temps ordinaire sont remplacées par des 

coordonnées non commutatives obéissant aux règles de commutations suivantes [17] : 

 











ijji

ijji

ixx

ipx





]ˆ,ˆ[

]ˆ,ˆ[
                                                        (II.2) 

 Ici  jiij     est une matrice antisymétrique qui représente la non-commutativité de 

l'espace-temps. 

Dans l’espace non commutatif  la construction des théories de jauge se fait de la 

même manière qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire, il suffit de remplacer les 

champs classiques par les champs non commutatifs, le produit ordinaire commutatif par le 

produit de Moyal-Weyl (produit star (*)) [05]. 
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 Donc la théorie de jauge dans un espace non commutatif est formulée on basé sur 

l'algèbre de Sieberg-Witten. 

II-2-   Le produit star 

II-2-1-   La formule de Moyal-Weyl     

 Dans le cadre de la quantification canonique de la mécanique quantique Hermann 

Weyl a donné une prescription qui permet d’associer des opérateurs à des fonctions 

classiques des variables canoniques. 

La transformé de Fourier de chaque fonction )(xf  ou  )(xg , est note par )(
~

kf  et 

)(~ kg  respectivement suivant l’expression [05.18.19] : 




















)(~)2()(

)(
~

)2()(

42

3

42

3

kgxedxg

kfxedxf

ikx

ikx




                                          (II.3)                    

 Peut être défini comme suit,  nous associons à f et g les opérateurs de Weyl )( fW  et 

)(gW : 




















)(~)2()(

)(
~

)2()(

ˆ42

3

ˆ42

3

kgkedgW

kfkedfW

xik

xik




                                         (II.4) 

  

Ensuite le produit )()( gWfW  est définie  par : 

)(~)(
~

)2()2()()(
ˆˆ442

3

2

3

pgkfepekddgWfW xipxik




                       (II.5)  

   Utilisant la formule de Campbell-Baker-Hausdorff : 

.......]],,[[
12

1
]],,[[

12

1
],[

2

1 32 


ABAhBBAhBAhBA

BA eee                              (II.6) 

   Alors le produit de Weyl   )()( gWfW   prend la forme: 
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)(

)(~)(
~

)2()2()()( 2
ˆˆ

442

3

2

3

gfW

pgkfpekddgWfW
ij

ji pk
i

hxipxik










 

   Où gf     Est une nouvelle fonction définie par:  

xy

yx
h

i

ygxfegf
ji

ij











 )]()([)(
2


                                         (II.7) 

   Cette relation est développée  comme suite : 

)()()(
2

)()())(( 2 Oxg
x

xf
x

h
i

xgxfxgf
ji

ij 







                      (II.8) 

II-2-2-  Propriétés du produit star  

Le produit star satisfait les déférentes propriétés : 

a-Le produit star est non commutatif [17] : 

)()()()( xfxgxgxf   

b-Le produit star est associatif : 

))()(()()())()(( xhxgxfxhxgxf   

c-La relation de complexe  conjugué: 

  )()())()(( xgxfxgxf  

d- La relation d’intégrale : 

  )()())(())(( 444 xgxxfdxfgxdxgfxd  

e-Permutation cyclique: 

  ))(())(())(( xghfxdxgfhxdxhgfxd DDD  

f-Satisfait la règle de Leibniz: 

gfgfgf   )(  
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Remarque:  

 Pour distingue enter le cas de l'espace ordinaire et l'espace non commutatif, les 

quantités physiques dans l'espace ordinaire a partir ce moment noté par  DFA ,,,  et 

dans l'espace non commutatif noté par  DFA ˆ,ˆ,ˆ,ˆ .                                                                                                                                        

II-3 -    Les transformations des jauges non commutatives  

 Dans l’espace non commutatif, la théorie de jauge définie par le remplaçant  toutes 

les multiplications par le produit star. 

II-3-1-  Rappelle sur les transformations dans l'espace ordinaire 

   La théorie de jauge non abélienne est basée sur l’algèbre suivant [05.17.20] : 

NcTifTT cabcba ,....,1,],[                                             (II.9) 

Dans l’espace ordinaire  les transformations  locales de champ fermionique, la dérivée 

covariante, le champ de jauge et le tenseur F respectivement est donnée par [13]: 

)()()(
)('

xexx
a

a Txi  
  

1'

11'

''

))(())((

))(())((())(())((

)())(()()(











xUFxUFF

xUxUixUAxUAA

xDxUxDxD













         (II.10) 

 Avec : 

],[)(  AAiAAF   

Qui sont devient dans le cas infinitésimal:   

)())(1()(
'

xTxix a

a    

)()()( xTxix a

a    

 )()()( xxix                                                (II.11) 
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)()()( xDxixD                                             (II.12) 

]),([)(   AxixA                                            (II.13) 

]),([(   FxiF                                                  (II.14) 

On peut vérifier que La combinaison de deux transformations est donnée par 

[18.19.21] : 

)15.()(

)()](),([

)()()(

)(],)[()(

)())()()((

))(()())()()()((

)](),([ 











 x

xxx

xTfxxi

xTTxx

xTxiTxi

TxiTxixxxx

xxi

cabc

ba

ba

ba

a

a

b

b

b

b

a

a

















  

II-3-2-    Les transformations non commutatif 

  Dans ce cas la relation (II.11) est  remplacée par [18.20] : 

)(ˆ)()(ˆ xxix                                                (II.16) 

   Avec : 

a

aTxx )()(                                                    (II.17) 

  Et les transformations précédentes deviennent sous la forme [13]: 

Pour la dérivée covariante: 

)(ˆˆ)()(ˆˆˆ xDxixD                                             (II.18) 

Pour le champ de jauge : 

]ˆ)([)]([ˆˆ *

,

*

,  AxixxA   

  En utilisant le produit de Moyal-Weyl le commutateur )]([
*

,
xfx  s'écrit, pour   

constante, sous la forme :  
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)()]([
*

,
xfixfx 

                                               (II.19) 

     Donc :                                                    

]ˆ)([)(ˆ *

,  AxixA                                         (II.20) 

pour le tenseur F̂  qui prend sa forme dans l’espace non commutatif : 

]ˆˆ[)ˆˆ(ˆ *

,  AAiAAF                                       (II.21) 

 Ce teneur transforme dans l’espace non commutatif comme suivant : 

]ˆ)([(ˆ *

,  FxiF                                                (II.22) 

  Avec la combinaison de deux transformations est devient [19.21]: 

)23.()(ˆ)]()([

)(ˆ))()()()(()(ˆˆ)(ˆˆ)(ˆˆ)(ˆˆ

*

, 

 

xxx

xxxxxxxxx





                     

  L'expression de paramètre xdans l'espace non commutatif en fonction des 

générateurs du groupe SU (N) est développée comme suite [19.20] :  

:....:)(......::)(::)()( 1

1 ....

11 n

n

aa

aa

nba

ab

a

a TTxTTxTxx             (II.24) 

  Où  

 










n

i

aaaa

baba

aa

nn TT
n

TT

TTTT

TT

1

....
!

1
:....:

,
2

1
::

::

11

                                     (II.25) 

II-4-Les transformations des champs dans l'espace non commutatif 

 Pour résoudre le problème de la charge en géométrie non-commutative en utilisant 

autres que les groupes unitaires U(N) les groupes SU(N) ou SO(N), et pour conserver la 
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forme des transformations de jauge des différents champs dynamiques, on est obliger de 

travailler avec les Seiberg-Witten maps de ces champs  ( ],[ˆ A ,     ][ˆ AA ), …ext [17]. 

 Donc Pour chaque paramètre il est possible de construire une théorie de jauge. Le 

champ spinoriel représenté dans l'équation  (II.16) devient sous la forme [18.19.20] : 

 
ˆ][ˆˆ  Ai                                                    (II.26) 

Et les transformations non commutatives des relations précédentes deviennent sous les 

formes : 

)(ˆˆ][))(ˆˆ(ˆ xDAixD                                           (II.27) 

]ˆ][[][ˆˆ *

,  AAiAA                                         (II.28) 

]ˆ][[(ˆˆ *

,  FAiF                                                 (II.29) 

   Pour déterminer ][A en fonction de )(et   (x) xA on utilise la relation suivante: 

)(ˆ)(ˆ],[ ],[ xx i       

Avec:                                          ],[i                                                    (II.30) 

   Avec l'équation (II.26) on peut écrire : 

))(ˆ][(ˆ))(ˆ][(ˆ)(ˆ]ˆ,ˆ[ xAixAix                      (II.31) 

  On utilisant la règle de Leibniz (sixième propriétés de produit star) la relation (II.31) 

devient: 

             

))(ˆ][(

][)(ˆ][ˆ))(ˆ][(][)(ˆ][ˆ

)(ˆˆ][)(ˆ][ˆ)(ˆˆ][)(ˆ][ˆ

xAi

AixAixAiAixAi

xAixAixAixAi


















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)(ˆ][)(ˆ]][][[)(ˆ])[ˆ][ˆ(

)(ˆ])[][][][()(ˆ])[ˆ][ˆ(

)(ˆ])[][)(ˆ])[][()(ˆ])[ˆ][ˆ(

],[

*

, xAxAAxAAi

xAAAAxAAi

xAAxAAxAAi



















 

  Donc :       

)32.(][

][]][][[])[ˆ][ˆ( ],[

*

,





 Ai

AAAAAi



 
                    

   Ensuite on développe ][a [20]: 

...........][][)(][ 221  AhAhxAA                              (II.33) 

  On remplace (II.33) dans (II.32), ou premier ordre de h on trouve l'équation: 

 )34.(),(
2

][]][,[]][,[])[ˆ][ˆ( 11111



 



 

ji

ij x
i

AiAAAAi

                               

  La solution générale de cette contrainte est donnée par:  

  ::),(
2

1
),(

4

1
][ ,

1 ba

bjai

ij

ji

ij TTAxAxA                        (II.35)  

II-4-1-   les champs              

 En théorie de jauge non commutative le champ )(x  transforme selon la relation 

(II.26). On développe )(x comme suit [20]: 

................][][][ˆ 2211  AhAhA                              (II.36) 

  Les transformations du champ spénoriel dans l'espace non commutatif sont de la 

forme : 

...............][]1[][ˆˆ 22110  Ahha                           (II.37) 

  Ou  

 )(xi   
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   Sont les transformations dans le cas ordinaire (zéro ordre de h). 

   Si on remplace (II.36) dans (II.26) on trouve ou premier ordre de h la transformation:  

  ji

ij xAiAxiA  )(
2

1
][][)(][ 111                     (II.38) 

Et si on prend  la solution (II.35) de ][1 A , nous trouvons: 

 ji

ij

ji

ij AA
i

AA
22

1
][1                                   (II.39) 

   De même pour les ordres plus supérieurs. 

)40.()(
8

][)(
2

1

][
2

1
][][][][)(][

1

121122







 

ljki

klij

ji

ij

ji

ij

x
i

Ax

AAiaAiAxiA

                       

II-4-2-    Le potentiel de jauge  

On a vu le comportement du potentiel A dans l'espace non commutatif. Les 

transformations non commutatif du potentiel de jauge sont donnée par: 

]ˆ][[][ˆˆ *

,  AAiAA   

  Qui développe comme suit : 

.........][][][][ 221  aAhahAaAAA                           (II.41) 

  Donc: 

.......][][][][ˆˆ 221  aAhaAhaAaA                          (II.42) 

 Ou zéro ordre de h on trouve (II.13), et à premier ordre de h on trouve: 

   AxaAxiAaiaaA lk

kl  ),(
2

1
]][),([]],[[][][ 1111         (II.43) 

 Avec : 

   llk

kl FAAaA  ,
4

1
][1                                       (II.44) 
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De même pour le tenseur F̂  , on trouve ou premier ordre de h: 

     FDaFFF llk

kl

lk

kl )(,
4

1
,

2

11                         (II.45) 

Finalement on écrit dans espace non commutatif les formules des champs précédentes: 





  























)()(,
4

1
,

2

1ˆ

)(,
4

1
][ˆ

)(
22

1
)(ˆ

)(),(
4

1
)(][

2

2

2

2















OFDaFFFF

OFAAAaA

Oaa
i

ax

OAxxa

llk

kl

lk

kl

llk

kl

ji

ij

ji

ij

ji

ij

       (II.46) 

II-5-Conclusion : 

 Dans ce chapitre nous étudierons les formalismes mathématiques de l ' espace non 

commutatif , et nous avons déterminé la relation suivant : 

scorrectionTermeTerme ORDINAIRECOMMUTATFNON .  
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  III-1-  Introduction : 

Dans ce chapitre on applique les formalismes mathématiques de l’espace non 

commutatif  sur la théorie de jauge de l’interaction électromagnétique et faible, et plus 

on déterminé les règles de Feynman correspond quelque  processus physique 

élémentaire dans l’espace non commutatif. 

  III-2-Rappelle sur les transformations de jauge ordinaire : 

On a vue que les expressions des dérivés covariants correspond les groupes des 

jauges   1U et  2SU  dans l’espace ordinaire respectivement sont donnée par [12,13] : 

                                           ieAD                                                  (III.1) 

                                       

3

1 2

a
aD iA ig A    







                           (III.2) 

Les effets des dérivées covariantes sur les déférents champs spinoriel sont donnée 

par [02] : 

                                (III.3)
                                            

( )D ieA      

(III.4)

                                    

3

1

( )
2

a
aD ig A  




 



    

respectivement.  Les champs de jauge transformé correspond les groupes    1U et 

 2SU [11, 12,15] : 

                             

' 1
( )A A x

e
                                                        (III.5)  
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3
'

1

1a a abc b c a

c

A A A
g

     


                                  (III.6)  

On peut donner la représentation explicite des tenseurs  F  en termes des 

champs  correspond les groupes    1U et  2SU  respectivement [02,15] : 

                                 
F A A                                                         (III.7) 

                               
( ) [ , ]F A A i A A                                            (III.8) 

Avec : 

                           
, 1,2,3

2 2

a a
a aF gF et A gA a   

 
                          (III.9) 

Donc : 

                                                      
a a a abc b cF A A g A A                        (III.10) 

Les tenseur antisymétries des champs des jauges correspond les deux groupes 

(1)U et (2)SU  respectivement donnée par : 

                                   
[ , ]D D ieF                                                        (III.11) 

                                  
[ , ]D D igF                                                       (III.12)  

III-3-Les transformations des jauges dans l'espace non commutatif : 

 On vu que les transformations de jauge des champs spinoriel, le champ de jauge 

et la tenseur F dans l’espace ordinaire sont donnée respectivement [13]: 

                                   
( ) ( ) ( )x i x x                                                   (III.13) 

                                   
( ) [ ( ), ]A x i x A                                           (III.14) 
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[( ( ), ]F i x F                                                  (III.15) 

 D’paré les connaissances de l’espace tempe non commutatif vu dans le chapitre 

II, pour obtenir les formalismes des transformations  appliquées aux champs spinoriel. 

On remplace le produit ordinaire par le produit star  * , les champs   par 

l’opérateur ̂ , le paramètre    est remplacé par l’operateur  donc les transformations 

devient dans l’espace temps non commutatif  [05, 20, 22]: 

                                          
ˆ ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )x i x x                                                   (III.16) 

                                          
* *

, ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ[ ( )] [ ( ) ]A i x x i x A                                    (III.17) 

                                            
*

,
ˆ ˆ ˆ ˆ[( ( ) ]F i x F                                                 (III.18) 

Avec ( )x le paramètre des transformations  infinitésimales tel que : 

                                        
ˆ ( ) ( ) a

ax x T                                                          (III.19) 

Le commutateur 
*

,[ ( )]x x   s'écrit : 

                                                
*

,[ ( )] ( )x x i x

                                             (III.20) 

Ce que permit de trouver l’expression de transformation  ˆ Â et ˆ ( )F x dans   

l’espace non commutatif : 

                                           
*

,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) [ ( ) ]A x i x A                                            (III.21) 

                             
*

,
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]F x A x A x i A x A x                                  (III.22) 

Avec :                      

                                     
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) , ( ) ( )kl

k lA x i A x F x i F x

                     (III.23) 
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Concernant  l’expression  ˆ ˆD  dans l’espace non commutatif, on applique les 

transformations que on vu dans le deuxième chapitre, on peut trouver facilement : 

                                           
ˆˆ ˆ ˆ( )D iA                                                       (III.24) 

                                           
ˆˆ ˆ ˆ ˆD iA                                                        (III.25) 

Donc :  

                                      
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ( )) ( ) ( )D x i x D x                                           (III.26) 

Et le tenseur de courbure non commutatif ( )F x est défini par la relation suivant: 

                                    
*

,
ˆ ˆ ˆ( ) [ ]F x i D D                                                             (III.27) 

Donc finalement les transformations de Seiberg-Witten : 

  21ˆ [ ] ( ) ( ), ( )
4

ij

i jA x x A O                                       

21
ˆ ( ) ( )

2 4

ij ij

i j i j

i
x A A A O           

 21ˆ [ ] , ( )
4

kl

k l lA A A A A F O                       

   21 1ˆ [ ] , , ( ) ( )
2 4

kl kl

k l k l lF A F F F A D F O                           (III.28)    

             
)(ˆˆ)(ˆ)(ˆˆˆ xDxixD     
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III-4-L'électrodynamique quantique QED non commutative: 

 

Dans un espace temps non commutatif on va garder la même forme du lagrangien, 

mais les champs   ,   et  A  seront des opérateurs qui dépendent des 

coordonnées x̂   Qui sont eux-mêmes non commutatif [17]: 

 

                                    


ˆ)(ˆˆˆ
4

1ˆ mDiFFL                                       (III.29) 

Avec 

                                                              AieD  ˆ                                                 (III.30) 

 

L`action S définit  par : 

 

                                                                 LTrS ˆ                                                    (III.31) 

 

En utilisant la transformation de Weyl   L̂  est le transforme de  L   donné par[17] :  

 

                        
  )(

4

1
mAeiFFL                                       (III.32) 

 

Et l’action S : 

 

                                                                        xLdS 4
                                         (III.33) 

 

 

 Soit U est un opérateur unitaire, Dans le cas de la  QED   sur un espace temps 

ordinaire (Commutatif)  lagrangien  L   est invariant par les transformations )(xieU    

élément du groupe  )1(U  , On exige de même pour le cas non commutatif. Soit la 

transformation [17]: 
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                                                      



)( xi

eU                          (III.34) 

 

Dans le cas non commutatif : 

 

                                                          )()( mDimDi              (III.35) 

Avec : 

 

                                                                       U                                           (III.36) 

 

Et : 

                                                   UU                                       (III.37) 

 

Avec : 

                                                            U                                                    (III.38) 

 

                                                 


  AieD                                                  (III.39) 

Donc: 

 

               





   )()( AeiUAeiU                (III.40 )                                   

 

En utilisant: 

 

                                              eAUAeUUiU

xUxUxUxU






 1)()()()(

                                (III.41) 

Donc: 

                                              UU
e

i
UAUA                                       (III.42) 
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Le tenseur F   ordinaire: 

                                          AAF                                                             (III.43) 

 

Est un invariant de jauge : 

                                                    FF                                                                 (III.44) 

 

Ou : 

                                        AAF                                                                (III.45) 

 

Mais si on définit  F  comme suit: 

 

                         (III.46)                        ][
*

,  AAieAAF                            

             

Pour une transformation de jauge 

 

                                        UFUFF                                                    (III.47) 

 

Le lagrangien de Maxwell se transforme comme suit [17] : 

 

                                                   UFFUFF 





4

1

4

1
                         (III.48) 

 

Donc, on peut écrire l’expression de l’action comme suit : 

 

                                                xdFFSMaxwell

4

4

1 


                                       (III.49) 
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En utilisant la propriété de cyclicité de la trace : 

                                     

Maxwell

Maxwell

S

xdFFUUS



  4

4

1 


                          (III.50) 

MaxwellS Est un invariant de jauge, et par conséquent, l’action totale de  QED  sur 

un espace temps non Commutatif est un invariant de jauge, Pour le différentier du 

groupe  )1(U   ordinaire généré par les éléments de type  eix  , on le nomme  )1(NCU   

qui est dégénéré par les éléments de type  )(xie 
  ou  )( )(xie   ou  .)(xie    

 

                                         ...)()()()(1 2

2

)(
 xxxie ixi


                          (III.51) 

 

Le groupe  )1(NCU   est non abélien puisque si  U1   et  U2   deux éléments de  

)1(NCU   Alors : 

                                                           1221 UUUU                                          (III.52)  

 

En fin, pour trouver l’expression de la densité Lagrangienne (QED) non 

commutatif, il faut écrire les expressions  FetA ˆˆ,ˆ  comme suit [23] : 

                              
















).()(ˆ

)();(ˆ

)();,(ˆ

2

2

2




















OFAFFFF

OAAAA

OA

                   (III.53) 
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Avec: 

                                                    



































AAF

AA

FAA

)(
2

1
'

)(
2

1
'

                          (III.54) 

D’après les équations (III.52),  53.III  et  54.III  on trouve la densité 

Lagrangienne (QED) non commutatif : 

                                                        CoreOrQEDNCQED LLL                                 (III.55) 

   

Ou CoreL  est donnée par : 

)
4

1
(

2

1

2

1

2

1

))((
2

)(
2

1




























FFFFFFAmDiA

AiAAFAA
i

AALCore





                                                                                                                               (III.56) 

 

III-5- Les  règles de Feynman pour QED non commutative : 

 La densité lagrangien d’un champ fermionique en interaction avec un champ 

photoniques   est la somme deux termes, le premier décrie Lagrangienne libre et le 

second  l’interaction entre champs fermionique  et photonique [17]: 

                                                                 ILLL  0                                                (III.57) 

Où  0L   et  IL   est  donnée par: 

                                          


 


AeL

FFxmixL

I 


4
1

0 )())((
                               (III.58) 

L’expression de la matrice Dyson S  est  donnée par: 

 

 )()...()(......
!

)(
)( 21

4

2

4

1

4

00

nIIIn

n

n

n

xHxHxHTxdxdxd
n

i
nSS  












 
              (III.59)                    
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Ou  T   est le produit chronologique définit par: 

 

                                     









ttxx

ttxx
xxT





),()( 

),()(
)()(




                                    (III.60)                                      

Si , l'operateur T appliqué sur les champs spinoriel : 

                                 









ttxx

ttxx
xxT





),()(- 

),()(
)()(


                                 (III.61)  

                                      

III-5-1-Théorème de Wick :  

 

  L’operateur T  appliqué sur les operateurs ZetYXWDCBA ,,...,,,  est donnée par 

[17]: 

     
...)....()...()...(

)...()...()...(





YZWXABNWXYZCDABNWXYZDABCN

WXYZCDABNWXYZABDWNWXYZABCDT
                     (III.62) 

 

Ou  AB  signifie la contraction de deux champs  A   et  B   de même type 

(photonique-photonique et fermionique-fermionique) est donnée par : 

 

                                                 0|)()(|0)()( 2121 xBxAxBxA                                   (III.63) 

 

En particulier pour les champs spinoriel et  photonique: 

                                                          













)(4

42121

)(4

42121

21

21

)(
)2(

)()()(

)(
~

)2(
)()()(

xxik

FF

xxip

FF

eKkd
i

xxixAxA

epSpd
i

xxiSxx








                                 (III.64) 

 

Il est très important de noter que, le propagateur représenté le médiateur de 

l’interaction entre deux points de l’espace-temps. En représentation d’impulsion, les 

deux propagateurs spinoriel et  photonique[02,03,17,23,24]: 
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






ik

ig
i

imp

i

imp

mpi
piS

F

F













2

22

)(
)(

                             (III.65) 

Avec : 

                      

)()()(

]),()(),()([
22

)(
3

3

xxx

espvpbespupa
E

pd
x ipx

s

ipx

s

s















     (III.66) 

Avec la notation : 

                                                             
  
 pE

pd

22
3

3

                                         (III.67) 

Donc on a trouve : 

 

                         
 

s p

ipx

s

ipx

s espvpbespupax ]),()(),()([)(                (III.68) 

On a :  

                                                                   
 

sps p ,                                             (III.69) 

Donc on peut écrire : 

  

                           
 

sp

ipx

s

ipx

s espvpbespupax
,

]),()(),()([)(                    (III.70) 

Ou :     

                                            



speespvx

espuspex

sp

ipx

ipx

,,|),(0|)(

0|),(,,|)(

,














                         (III.71) 

 

Et       

                           
 

)()()(

]),()(),([
22

)(
3

3

xxx

espupaespvb
E

pd
x ipx

s

ipx

s

s















          (III.72)  
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On utilise l’équation (III.67) et (III.69) pour trouve: 

 

                          ]),()(),()([)(
,

ipx

s

sp

ipx

s espupaespvpbx 

                      (III.73) 

Avec : 

                                             



speespux

espvspex
ipx

sp

ipx

,,|),(0|)(

0|),(,,|)(

,












                          (III.74) 

Où ),( spu   et ),( spv   sont des spineurs qui vérifient l'équation de Dirac 

 

                                                                   
0),()(

0),()(





spvmp

spump
                                 (III.75) 

Ou  ),( spu  et  ),( spv  : 

                                                       
















































s

s

s

s

mE

p

mEspv

mE

pmEspu















),(

),(

                           (III.76)           

Avec les conditions : 











0

1
s

, ou  









1

0
s

                         (III.77) 













1

0
s ,ou  










0

1
s                          (III.78) 
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0

0

),(),(

),(),(

0),(),(

),(),(),(),(







spvspv

spuspu

spvrpu
m

E
spvrpvspurpu rs

p

















                  (III. 79)                         

Ou  ),( spu  et  ),( spv  : 

                       





























ss

ss

mE

p
mEspvspv

mE

p
mEspuspu

**00

**00

),(),(

),(),(















                    (III.80) 

 Avec ))(()( pbetpa ss  Sont les opérateurs de destruction d'un électron (d'un 

Positron) de spin s   et d'impulsion p   et ))()(( pbpa ss

   Sont les opérateurs de 

création d'un électron (d'un positron) de spin s  et d’impulsion p . 

 

Les relations d’anti commutation suivantes [17,23,24,25,26.27]: 

 

                         pprssrsr pbpbpapa   )(),()(),(                                                 (III.81) 

 

Avec pprs  : 

                                                        

)()(2

1

0

)3( pppE

sr

sr
si

pp

rs

















                                  (III.82) 

Les autres antis commutateurs sont nuls, Les opérateurs nombres des particules 

définissent par: 

                                     )()()( papapN sss

                                                         (III.83) 

 

Et les opérateurs nombres des antis particules définit par: 

 

                                    pbpbpN sss ()()(   )                                                       (III.84) 
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L`état du vide 0|   est défini par: 

 

                                            
00|)(

00|)(









pb

pa

s

s
                                                              (III.85) 

En d`autres termes on a: 

                                          
00|)(

00|)(












x

x




                                                                   (III.86) 

Le champ  )(xA   , il est donné par : 

 )()()( xAxAxA                                                   (III.87) 

Avec : 

 

 
ikx

ikx

ekc
E

kd
xA

ekc
E

kd
xA















)(
22

)(

)(
22

)(

*

3

3

3

3






















                           (III.88)                         

On utiles l’intégrale : 

                                                                     
  
 kE

kd

22
3

3

                                 (III.89) 

 

Et : 

                                                                     
   
 kE

kd

,

3

3

22 

                            (III.90) 

 

Donc, on peut écrire: 












k

ikx

k

ikx

ekcxA

ekcxA

,

*

,

)()(

)()(





















                                              (III.91) 
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Les conditions: 

                                                    

















gk

gk





 )(

)(
                                                 (III.92) 

L’opérateur destruction d'un photon de polarisation     et d'impulsion  k   est 

)(kc , l'opérateur de création d'un photon de polarisation     et d'impulsion  k   est  

)(kc

  , Les lois de commutations vérifient que : 

 

                                                      kkgkckc   )(),(                                     (III.93) 

                                                

 

Les autres commutateurs sont nuls. L'état du vide 0|  est défini par : 

 

                                                                   
00|)(

00|)(





 



kA

kc




                                      (III.94) 

                                                 

III-5-2-La matrice S : 

 

L’élément  )(n

fiS  est définie par: 

 

                                    
   iSfS nn

fi ||)(                                                               (III.95) 

 

Pour le ou n=1, on a  

                                                      
   iSfS fi || 1)1(                                              (III.96) 

 

Et d’après la relation Dyson on peut trouver :   

 

                                    ::)()1( AdxeixdxHiS I                               (III.97)  

 

Alor, on peut écrire : 

 

                   iAfdxieiSf :||:|| )1(  


                                (III.98) 
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Le terme contient donc 8 processus, sont représenté par les diagrammes suivant :  

 

            
e                 e  

  ee                                                         

 

   

 

               e                  e                 

 


  ee  

 

 

                             

        e    

  ee 

   

 

      e          

 

                                       


e          

 
  ee 

 

 

  
e                                                                                

      

 

 
e                                e                                                                                                           

       ee  

 

 

 

 

 

                    e                              
e       

        

                                            ee  
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         e    

 

                                                                    ee   

 

 
 

   
e  

 

                                                                                        
e        

  

                                                                      
  eevide   

 

 
 

                     e                            

Qui devient dans le cadre de la géométrie non commutative de la forme: 

 

                           ::)()1(   AdxeixdxHiS I                                 (III.99) 

 

Alor, on peut écrire : 

 

                          iAfdxieiSf :||:|| )1(  
                      (III.100) 

 

IH  Définit Hamiltonien représente les différentes interactions possible 

     :: IH Définit le produit normal 

 
III-6-Application sur le positron : 

 

  Les règles de Feynman associe un diagramme l'état initial  i|   est constitué 

d'un  positron de spin S  et   d'impulsion iP   ,   l’état final    f     est constitué d'un 

positron de spin  S   et d'impulsion  fp   et d'un photon de polarisation     et 

d'impulsion fk . 
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III-6-1-Positron dans l’espace commutatif (ordinaire): 

 

 Pour déterminé  l’élément  
)1(

fiS  qui correspond ce processus, il faut considérer 

l’operateur d’annulation d’un positron initial et l’operateur de création d’un positron 

final et l’operateur de création d’un photon final. 

 

On utilise l’expression (III.97) pour trouve suivant [17,23,24,26] : 

                                           

                                     ::4)1(    AxdieS                                (III.101) 

Avec  

                                   


  AA                                        (III.102) 

 

Avec l’effet de )(x  sur l’état spe f
 ,,| est donnée par: 

(III.103)     0|),(,,|)(
xip

ff
fespvspex

  

                                  
 






 
,

* ,,|)(0|)(

f

f

k

f

xik

f kekxA 


                  (III.104)                                  

 

                                          
 

sp

i

xip

i

i

i speespvx
,

,,|),(0|)(                    ( III.105) 

Donc : 

                                                        0|)(,,|| isi pbspei                           (III.106) 

Et : 

                              0|)()(,,,,,|| fsfff pbkckspef 


                        (III.107) 
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Donc, on a: 

 

           
   spexxAxxdiekspeS ifffi ,,|)()()(|,,,,, 4)1(  

     (III.108)       

L’équation  (III.108)réduit ce la forme : 

               


 ]),(][)(][),([ *4)1( xip

i

xik

f

xip

ffi
iff espvekespvxdieS





              (III.109) 

On peut simplifier l’équation (III.109) : 

                             


)],()(),([ *)(4)1( spVkspvxedieS iff

xkppi

fi
fi





             (III.110) 

                         

En utilisant l’intégral [17] : 

                                )(2 )4(4)(4

ffi

xkppi
kppxed ffi 


                   (III.111) 

Pour trouver : 

                                           
)1()4(4)1( )(2 orffifi MkppS                               (III.112)                 

 

 Ou )1(
orM    est l’amplitude de Feynman dans l’espace-temps ordinaire, qui 

donnée par : 

                                            ),()(),( *)1(
spvkspvieM iffor





                    (III.113) 

 

On trouve les règles de Feynman suivantes dans l’espace temps ordinaire : 

1  . Pour chaque vertex entre deux fermions et un photon, écrire un facteur : 

 

L'impulsion de positron initial est  .ip   

 

 L'impulsion de positron final est  fp   

  

 2.   Pour chaque ligne interne de photon, marqué par l'impulsion  k   , écrire un facteur 
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




ik

ig
ikiDF






2
)(         )(             k                  )(B     

 

 3.   pour chaque ligne interne de fermion, marqué par l'impulsion p , écrire : 

 

 

                             
imp

ipiS f



1

)(                           p 

 

 

- Positron initiate:  )( is pv          )( is pv  

- Positron finale:  )( fs pv                                       )( fs pv   

- Electron initiate:  )( is pu            )( is pu  

- Electron finale:  )( fs pu                                        )( fs pu   

- Photon initiate:  )( ik    )( ik                                 )(    

- Photon finale:  )( fk       )(                                )( fk  

 

III-6-2-Etude le processus d’interaction de Positron dans l’espace non 

 

 Commutatif : 

 

 L’équation (III.101) qui décrire le processus d’interaction de Positron dans 

l’espace ordinaire devient dans l’espace-temps non commutatif comme suit :  

 

 

                                  
 AdxieS :)1(                              (III.114) 

Ou : 

                                    0|)(),(|| isi pbspei                                    (III.115) 
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Et : 

             0|)()(,(),(|| fsfff pbkckspef 


                               (III.116) 

Donc : 

                 iAfdxieiSf :||:|| )1(    
        (III.117) 

Et en utilisant les propriétés de produit star :  

                                           bcbxxAx   )(*)(*)(                                   (III.118)                                       

Et : 

 

                                                               0|exp)(|)( xippvix iis                                      (III.119)                 

  

Et : 

       ),(|)exp(*exp)()(|)(*)( *

fifisf kxipxikpvkixxA  


               (III.120) 

        

Alors :                                                                                                                           

  

  



ffiffisffs kspexipxikxippvkpv

ixxAx

,|),()exp(*exp*)exp()()()(

|)(*)(*)(

* 


















           

(III.121)                                                                                                                                                            

 

Pour la transition i|    f| , ou les états initiaux et finals sont indiqués par les 

impulsions des particules actuelles, les éléments de  S  -matrice donnés : 
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      


 ][*][*][),()(),(|| 4*)1( xipxikxiP

iffi
iff eeexdspvkspvieiSf


 


      

(III.122)                     

Le terme : 

)](exp[)(exp[]exp[]exp[]exp[]exp[ 44

iffiffififf ppkipkippkxdxipxikxipxd  
 

 )(exp)](exp[)()2( )4(4

iffififf pkippkippk  
                       (III.123)       

 

                                                                                                                     

Il faut que :  

                                                                  iff ppk                                            (III.124) 

 

Satisfait le principe de conservation d'impulsion énergie, en utilisant les propriétés 

Suivants [17, 24, 27]: 

 

]exp[)()2(]exp[]exp[]exp[

0)(

)(

)4(44

fiiffiff

ffiff

ififiif

pipppkxipxikxipxd

pppkp

ppppppk







 

       

(III.125)      

                             

On trouve )1(

NCM  (l’amplitude de Feynman dans l’espace-temps non commutatif): 

 

                                 )1(

NCM )()])(exp[)(()( *

isfiffs pvppiiekpv   


           (III.126)                                    

                              

 

On trouve les règles de Feynman suivantes : 

 1  . Pour chaque vertex entre deux fermions et un photon, écrire un facteur : 

 

 )(exp fi ppiie    
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L'impulsion de positron initial est  .ip   

 

L'impulsion de positron final est  fp  . 

C'est  0   alors  fi pp     0    et on retrouve l'expression du vertex  QED  

Commutatif ( ie ).  

 

.2   Pour chaque ligne externe, un des facteurs suivants : 

 

 

- Positron initiale:  )( is pv            )( is pv  

- Positron finale:  )( fs pv                                       )( fs pv   

- Photon initiale:  )( fp
      )( ik                              )(  

- Photon finale:  )( fk
             )(                                )( fk  

III-6-3-Etude le processus d’interaction d’un électron dans l’espace  

Non commutatif: 

 

Le processus d’interaction d’un électron dans  l’espace ordinaire devient dans 

l’espace-temps non commutatif comme suit :  

 

 

                               ::)1(    
 AdxieS                          (III.127) 

Ou :  

                                          0|)(),(|| isi paspei                            (III.128)                             
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Et : 

                         0|)()(,(),(|| fsfff pakckspef 


                  (III.129)                

Donc: 

                 iAfdxieiSf :||:|| )1(    
                 (III.130)                         

Et en utilisant les propriétés de produit star :  

 

                                           acaxxAx   )(*)(*)(                                   (III.131) 

Et : 

 

                                                               0|exp)(|)( xippuix iis                                    (III.132)                                                      

  

Et : 

 

                ),(|)exp(*exp)()(|)(*)( *

fifisf kxipxikpukixxA  


     (III.133) 

        

            

Alors :                                                                                                                            

  



ffiffisffs kspexipxikxippukpu

ixxAx

,|),()exp(*exp*)exp()()()(

|)(*)(*)(

* 


















           

(III.134)                                                                                                                                                           

Pour la transition i|    f| , ou les états initiaux et finals sont indiqués par les 

impulsions des particules actuelles, les éléments de  S  -matrice donnés :                                                      
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      


 ][*][*][),()(),(|| 4*)1( xipxikxip

ifffi
iff eeexdspukspuieiSf


 


  (III.135) 

         

Le terme : 

)](exp[)(exp[]exp[]exp[]exp[]exp[ 44

iffiffififf ppkipkippkxdxipxikxipxd  
 

)(exp[)](exp[)()2( )4(4

iffififf pkippkippk  
       (III.136) 

                                                                                                                                   

Il faut que :  

                                                                  iff ppk                                            (III.137) 

Satisfait le principe de conservation d'impulsion énergie, en utilisant les propriétés 

Suivants : 

 

]exp[)()2(]exp[]exp[]exp[

0)(

)(

)4(44

fiiffiff

ffiff

ififiif

pipppkxipxikxipxd

pppkp

ppppppk







 

           

(III.138)      

                             

On trouve )1(
eNC

M


 (l’amplitude de Feynman dans l’espace-temps non commutatif): 

 

                                 )1(
eNC

M


)()])(exp[)(()( *

isfiffs puppiiekpu   

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On trouve les règles de Feynman suivantes : 

 

 1  . Pour chaque vertex entre deux fermions et un photon, écrire un facteur : 

 

 )(exp fi ppiie    

 

L'impulsion d’électron initial est  .ip   

 

 L'impulsion d’électron final est  fp   

 

 



Chapitre III:    L’effet du non commutativité de l’espace-temps sur les théories de 

jauges abéliennes et non abéliennes avec quelques applications 
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C'est  0   alors  fi pp     0    et on retrouve l'expression du vertex  QED   

Commutatif ( ie ).  

.2   Pour chaque ligne externe, un des facteurs suivants : 

 

 

- Electron initiale:  )( is pu      )( is pu  

 

  

- Electron finale:  )( fs pu                                   )( fs pu        

 

  

- Photon initiale:  )( ik
     ik                                )(  

 

  

- Photon finale:  )( fk
    )(                                 )( fk  

 

 

                                    

 

                      

 



Conclusion générale   
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Conclusion : 
 

A travers ce mémoire de master en physique théorique intitulé par : 

 

 L’effet du non commutativité de l’espace-temps sur les théories de jauges 

abéliennes et non abéliennes avec quelques applications. 

 

Nous avons présenté la théorie de jauge sur les  groupes abélienne et non abélienne U (1) et 

SU(2)   respectivement  dans les deux espaces ordinaire et non commutatif. En plus on 

révisé les formalismes mathématiques de l’espace-temps non commutatif. 

     En troisième chapitre, nous avons étudié une extension dans le contexte de l'espace-

temps non commutatif. Nous avons appliquée l'idée du non commutativité de l'espace temps 

dans le cadre de l’électrodynamique quantique. L’action physique non commutatif est 

construit.  On termine notre étude par deux applications pour généré les règles de Feynman 

dans l’espace-temps non commutatif, la première application est consacré  sur l’interaction 

d’un positron avec un champ électromagnétique et le second sur l’interaction d’un électron 

avec un champ électromagnétique. D’âpres les amplitudes de Feynman trouvé on déduire  

quelque règles de Feynman.  
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 ملخص

    تطزقىا فً ٌذي انذراست انفٍشٌائٍت انخاصت بمذكزة انماستز فً فٍشٌاء انجسٍماث عانٍت انطاقت إنى 

  َU(1)ٌاتً انتفاعـلاث تعتمــذ عهــــى سمزتٍــه أساسٍتٍــه  ٌمـا ,انتفاعهٍــــه انكٍزَمغىاطٍســً  َ انضعٍـف 

SU(2)  َجذوا بعض . َ بعذٌا قمىا بمزاجعت انصٍػ انزٌاضٍت انخاصت بانفضاء انلا تبادنً ,فً انفضاء انعادي 

  . بذراست انبُستزَن َ الإنكتزَن فً انفضائٍٍه انعادي َ انلاتبادنى  Feynmanقُاعذ 

 

 كلمات مفتاحيه

  جذاء, فضاء عادي  , فضاء انلاتبادنى, تفاعم ضعٍف, تفاعم انكٍزَمغىاطٍسٍت, تحٌُلاث انعٍار,وظزٌت انعٍار

 .ٌَته - طزٌقت سٌبارغ, مٍال ٌَم

 

Mots clés 

Théorie de jauge, transformations de jauge, intéractions électromagnétiques, 

intéractions faible, espace non commutatif, espace ordinaire ,produit Moyal -Weyl 

,méthode de seiberg-witten . 

Abstract 

  In this physical study of the report for master in theoretical physics of  particle 

physics at  high energy, the electromagnetic and the weak interactions are review, 

these interactions based on the two principal groups U (1) and SU (2) in ordinary 

space. 

We review the mathematical and physical structure in noncommutative space-

time; finally we apply the noncommutative spaces formulation to generate some 

Feynman rules. 

Key word 

Gauge theory, gauge transformation, electromagnetic interaction, weak 

interaction, noncommutative space, ordinary space, produced Moyal - Weyl, method 

of seiberg-witten.  


