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Notations

— Tous les espaces dans ce mémoire sont définis sur R”.

— Pour a € N, la longueur de a est |a] = a3 + ag + ... + , .
P, . ar olely

— la dérivée partielle de f est 0°f = 5o —ana -

= (f9)* =2 _p<a C5(f)P(g) @ est la formule de Leibniz .

— ol = ooy

— Laplacient de f est Af =>"7 % :

— Siz € R" [z] est sa partie entiére.

— Si f: R — C est une fonction, alors le support de f est supp f = {x € R*: f(x) # 0}.

~ [xg= [z [(x—y)g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.

—r-&= i z; - §; est le produit scalaire usuel dans R".

- L}OC(]R”J)ieOst I'espace des fonctions mesurables, intégrables sur tout compact de R".

— D(R™) = C§°(R"™) est l'espace des fonctions C*°(R™) a support compact .

— S(R™) est I'espace de Schwartz des fonctions C*°(R™) a décroissance rapide .

— D'(R™) et S’'(R™) désignent respectivement ’espace des distributions et distributions
tempérées .

— W (R") est I'espace de Sobolev tel que W)* = {f € S'(R") : 0°f € L, |a] <m}

— C}" Pensemble des fonctions de classe C™ telle que toute leur dérivées sont bornées

et [|flley = 2 [10°fIl

la<m

Fls, = S £ (@) ).
- ||f||Lp(eq) = (fRn<]§)|fk(x)|q)de);, pour 0 < p,q < oo et f = (fr(2)),

A lleyr,y = (é(fw (@)l dx)?) 1, pour 0 < p,q < o0 et f = (fu(e))-

— Si f € S(R"), alors sa transformation de Fourier est :

-~

ENO=FO = [ sl

est sa transformation de Fourier inverse est :

(FLA)(E) = (2m) " / e f (2)dE.

n
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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier la continuité des opérateurs pseudo-différentiels
dans Pespace de Trieble-Lizorkin usuel Fj , avec des symboles non réguliers, ces opérateurs
ont introduit comme outil dans la dévelopement de la théory des EDP, de plus ils peuvent
former une nouvelle base des techniques numériques utilisées dans I'analyse et simulation
des systémes physiques.

L’étude de la continuité des opérateurs pseudo-différentiels fait dans plusieur espaces
comme l'espace de Lebesgue LP, I'espace de Besov B, , l'espace de Bassel H..., Notre
but dans ce mémoire est de prouver la continuité des o.ps.d dans l'espace I} avec une
condition suffisante et optimale, Djeriou et Moussai dans [5] ont étudiés ce probleme dans
I'espace de Trieble-Lizorkin généralisé F4 avec la fonction v, : [0,00) — [0, 00) vérifie :

sup t* sup Uu(s)
o<t<1 0<s<1 U,(ts)

<00,
dans ce travail nous avons pris
v,(t)=t" avect=2"7 et p=s.

Ce mémoire se compose de trios chapitres et d’une bilbiographie avec la fagon suivante :

Le premier chapitre est constitué des notions fondamentals sur quelques espaces fonc-
tionnels et inégalités qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Dans le deuxiéme chapitre on va présenter quelques définitions essentielles et la décom-
position en symboles élémentaires de ces opérateurs.

Dans le troisiéme chapitre nous démontrons la continuité des o.ps.d dans l'espace F,

avec une condition suffisante et optimale.



Chapitre 1
Notions préliminaires

Dans ce chapitre on va présenter quelques définitions des espaces fonctionnels, en par-
ticulier 'espace de Triebel Lizorkin, et quelques résultas préliminaires utiles pour les cha-

pitres suivantes .

1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

La décomposition de Littlewood-Paley est un technique trés utile pour étudier les sym-
boles dans les espaces comme 'espaces de Triebel Lizorkin. On va définir cette décompo-
sition et étudier ses propriétés fondamentales.

Soit x € D(R") telle que :

fsuppxc{geanégk\gQ}

- 0<x<1,{eR

et soit la fonction v € S(R™) définit par :

x(§)

> g 70

v(€) =

telles que :

supp v C {£ € R™: 1 < [¢] <2} et v(£) > 0, pour § < [¢] < 2,



1.1. La décomposition de Littlewood-Paley

1 ¥(©

-} L
S
Figl_
On pose p(§) =1 —>"32, 7(27%¢), on obtient la fonction " cut-off " telle que :
- peE Ooo’
— p est paire,
-0 S P S 1a
— supp p C {£ € R" 1 [¢] < 2}.
14 p©
|
|
I
1
]
I
- : L =
0 1 3
Fig 2
de plus, on a :
pE+Y N2 =1, VEeR" (1.1)
k=1
> (27 =1, V& e R\ {0} (1.2)

keZ
Avec ( 1.1) converge dans S(R").

— (1.1) est appellé partition de I'unité non homogéne.
— (1.2) est appellé partition de I'unité homogéne.

On définit les opérateurs de convolutions,



1.1. La décomposition de Littlewood-Paley

Se @ S'(R") — C®(R")
Q; + S'(R") — C*(R")

telles que :

(Skf)(@) = (FH(y(27*)) = f)w)  pourk=1,2,3.
Qi) (@) = (FH(p(27.)) = f)()  pourj=0,1,2..

avec Sy = Qo.

Ecrivons la relation (1.1) au point 277¢ :

P27+ > (2 =1
k=1+j
Si on pose | = k + j,
P27+ Y (2T =1.
1=1+2j
Il vient
P27+ > (27 = 1.
k=1+j
En multipliant par F f on obtient
PRIOFf+ > 2O Ff = Ff,
k=1+j

en appliquant 1'application F~! sur (1.3), on obtient

Qi+ Y Sf=f (VjeN),
k=1+j
Pour 7 = 0 on trouve
pOFf+D 12 O)Ff=Ff
k=1
ie

Qof +Y Sif=1f.
k=1

alors

F=>_ Skl
k=0

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)



1.1. La décomposition de Littlewood-Paley

On remplacant f dans(1.4), on obtient

Qif + Y Sef =D Sef+ > Sif. (1.7)
k=0

k=1+j k=1+j
Donc

Qif =Y Skf .
k=0

La série (1.6) est la décomposition de Littlewood-paley, et elle converge dans S’(R™).

Lemme 1.1 1] existe une constante C, > 0 ne dépendant que de vy, telle que pour tout

1<p<+occetfelL,ona
1Skf @), < ClFl,
méme pour {Q;};cy -

Preuve. On a
(Skf)(@) = (FH(v(27%)) = f)(2)
comme 7y € C§°, sa transformation de Fourie inverse appartient & S et donc & L, le résulta

est donc une conséquence de I'inégalité de Young (1.15) :

ISef(@)l,, = |F =1,
S Hf_I’YHLl ||f||Lp
< ¢ fll, -

1.1.1 Décomposition du produit f - g

Définition 1.2 soient [ et g deux fonction dans S'(R™). On définit le produit f - g par :

f-g= jli_{glo(ij) (Qj9)-

lorsque la limite existe dans S'(R™).



1.2. Quelques espaces fonctionnels

Soient f et g telle que :

F=>8if
j=0

9=Qig+ > Skg

k=1+j

feg = D S5if(Qig+ D Sig)
Jj=0 k=14
f—

[e'e) e’ 1
= Y S Qg+ > Sa(>”S8if)
j=0 k=1

=0
donc _ _ _
Fra=2_Sif Qg+ Skg Quaf car (Qsf = Z Si.f) (1.8)

de plus, On a . - -

F(Sif - Qi9) = F(S;f) * FQjg)
et

supp f g C supp f +supp g . (1.9)
donc

supp F(S;fQ;9) C {€ e R™ 1 |¢] < b2/}

1.2 Quelques espaces fonctionnels

1.2.1 L’espace de Besov

Définition 1.3 soient s € R, 0 < p,q < 00, on définit [’espace de Besov B;ﬁq(]R”) par :

B R ={res®) e |

s < 1+00
Bpq + }

telle que :

» (SIS poura # o0
floy, =9 7
T suplv ;1) pour g = 50



1.2. Quelques espaces fonctionnels

1.2.2 L’espace de potentiel de Bessel
Définition 1.4 soient s € R, 1 < p < oo , on définit l’espace de potentiel de Bessel
H;(R™) par :

Hy(R) = {1 € S ®R") et |flly, < +o0}

telle que :

/]

w = |FHQ P EENO)

1.2.3 L’espace de Triebel-Lizorkin

L’espace de Triebel-Lizorkin est une généralisation des espaces de potentiel de Bessel,
nous allons rappeler la définition de I’espace de Triebel -Lizorkin, et quelques propriétés

qui concerne cette espace comme l’inclusion, I'interpolation...etc.

Définition 1.5 soient s e R, 0 < p < oo, 0 < q < 00, on définit l’espace de Triebel-
Lizorkin F; (R™) par :

Fp ) = {f € SR et |flg,, < +oo}

telle que :

Q|

pour q # oo
p (1.10)

pour q = oo

(@715 £()D)

Jj=

[e=]

/]

s =
FP-,q

sup(2¥|5;f(.)1)

J=0

1.2.4 L’inclusion dans F}iq

Nous rappelons quelques égalités et inclusions au sens des normes dans I'espace F; | (R™).

Proposition 1.6 On a les propriétés suivantes :

~ F)y(R") = L,(R"), 1<p<oo (lespace de Lebesgue),

- LR =WHRY), 1<p<ooetmeN" (Iespace de Sobolev),
- 5, (R") =B, (R"), 1<p<ooetseR (lIespace de Besov),
- R =H)(R™), 1<p<ooetsecR (I'espace de potentiel de Bessel).



1.2. Quelques espaces fonctionnels

Preuve. [13]. =

Proposition 1.7 Pour s c R0 < g < o0 et 0 < p < oo On a les injections suivantes :

S S S
— . (ﬁ (_)
p,min(p,q) 3 P.q B p,max(p,q) ’

— Sotent 0 < 1 < g2 <00, €>0, alOTSSC_)F;f,qC_)8,>

— Soient 0< q1 S q> S o, € > 07 alors '{7;08,—1’1—16 - FPti )

- 8i0<q <q<o0,adorsk; —F

_ ; _n_ e _n S1 oy fs2
Sotent p; < py et s1 o =82 = ok alors Fpl,q sz,q’

— Pour tout entier m > s, on a W — FJ .
Preuve. voir[12 page 47] m

Définition 1.8 On dit que l’espace de Triebel -Lizorkin F,; (R™) est une Algeébre s’il existe

une constant C' > 0 telle que :

1f - gl

< C-|f]

S 3 ’ ||g| s Y
Fpiq quq Fp’q

pour toutes f et g appartiennent a F; (R™).
Proposition 1.9 Poursc R, 0<p<oo,0<q¢g< o0, 0na:
(1) <= (2) <= (3)

telle que :
(1) F,;, est une algebre,
(2) Fyy = Lo,

(8) s>2ous="%e 0<p<l

1.2.5 Interpolation

Définition 1.10 (Espace complex)Soient Ay, Ay deux espaces de Banach, 0 < 6 < 1. On
dit que a € A = (Ao, Ar)g si et seulement s’il existe une fonction [ = f(z),z =x+ 1y,

tel que

(a) f(z) est analytique sur la bande 0 < x < 1 et a valeur dans Ay + Ai, continue et

bornée sur la bande {z € C: 0 <z < 1}.



1.2. Quelques espaces fonctionnels

(b) f(iy) est continue et bornée sur Ag.
(c) f(1+iy) est continue et bornée sur A;.
(d) f tend vers 0 si |y| — oo.

(¢) a= f(0).

On muni A par la norme

lall gy = tnf max([lf @)lla, » 1/ +im)ll4,)-

Interpolation dans L,

Théoréme 1.11 (Riesz-Thorin) Soient (X, ) et (Y,v) deuz espaces mesurés et, 1 <
Do, P1, G0, @1 < +00, avec pg # p1 et qo # qi, et T un opérateur linéaire définit sur les
fonctions simple de (X, ), a valeur dans (Y,v). On suppose que pour tout fonction simple

on ait :

Lpo(X) = Lgo(Y)  avee [ T(f)lly, < Mo |11,

< My (|1l

q1 —

o

Ly (X) = Lg (V) avee [T(f)]]

Alors pour 0 < 6 < 1 et toute fonction simple f :

T Ly(X) — Ly(Y)

avec

ot — = = +

IT()Nl, < My~"M7 |1 £1l,
1 1-0 6 1 1-46 0
+— = —.
p Po P q qo q1
[ ]

Preuve. voir [3]
Exemple 1.12 Soit T la transformation de fourier F définie par :

Fi(e) = [ e faax

On a alors évidemment

FHOI< [ 1f@lax veer”



1.3. Estimations de base

et par la formule de Plancherel

[ iFror = ot [ 17w
donc

F : Ly — Ly avec My=1

F : Ly — Ly avec M1:(27T)%,

on applique le théoréme de Riesz-Thorin, on conclure que

F:L,— L,
avec
%:¥+g, é:%Jrg, 0<0<1
En éliminant 0, On voit quelzl——, c’est-a-dire ¢ = p', avec 1 <p <2

IF £l < )7 111,

Interpolation complex dans £,

Proposition 1.13 Soient 0 < 0 < 1, (s9,51) € R%1 < py,ps < 00, et 1 < q1,qo < 00,
tels que :
1—-60 0

+ —, et s = 50(1 — 0) + s16.
41 qz

1 1-06 0
- — +_
p b1 D2

1
"q
Alors

(B2, F3 ) = F2.

P1,91° © P2,92

Preuve. voir [12]. =

1.3 Estimations de base

1.3.1 Inégalités classique

Quelques inégalités classiques, jouent un role trés important en analyse fonctionnelle et

harmonique, Nous ferons un petite rappel sur ces inégalités, pour la suite de cette mémoire

10



1.3. Estimations de base

Proposition 1.14 (Inégalité de Hélder) Soient f € L,(R") et g € L,(R™) avec 1 <

p,q < oo alors

fg e L(RY) et |fgll, <IIfIl,-llgll
1 1 1
avec (- + - = —)
p q T

Proposition 1.15 (Inégalité de Young )soient p,q,r € [1,00|, alors pour toute f €

L,(R") et g € Ly(R"), on a
fxge L(R")

et
1f*gll, < £, llgll,
1 1 1
avec — + — = —+ 1.
p g T
Preuve.

Soient g € L,(R") et Popérateur linéaire T'f = f * g, définit par
Tf(x) = / 9(x —y)f(y)dy,
de plus
Tf(x)] < . l9(z — )| 1 (y)] dy
En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
Tf (@) < llglz =)l - 171,
D’autre part I'inégalité de Holder donne
1T, < llgll, - I1£1
On applique le théoréeme d’interpolation de Riesz-Thorin, telle que
T : Ly(R") — Lo(R™) de (1.11)
T : Li(R") — L,(R") de (1.12)
Il vient
T : L,(R") — L.(R")
ITAIl, < llglly™ Nallg - 11£1L, -

1 1 1
Avec -+ 1=-+—-. =
r

11

(1.11)

(1.12)



1.3. Estimations de base

Proposition 1.16 Soient 0 < a < 1 et 0 < p < oo , pour toute suite réelle & termes

positifs {e;}, oy dans (,(N), les suites ay et By appartiennent a (,(N), telle que

k
ap=a") ae,
§=0
et
By = a* Z ajEj
j=k
de plus
2
||(ak)|‘ép(N) + H(ﬁk)HZP(N) < 1-a H(gj)ng(N)
1 1
Preuve. Pour 1<p<oocet -+ —-=1o0na
p D

k k

k=j  k=j
- =14
ap = akjej—gap PE;
Jj=0 Jj=0
k
k—j k—j
= E apgj-ap’
Jj=0

Par I'inégalité de Holder, on obtien

k k
i=0 ‘

7=0
k k ,
o < (A (e
§=0 j=0
Par la somme sur k,
" k k ,
S(af) < (O d e a")y)  vneN
k=0 k=0 55 =

VAN
1
QN
\_/'
s
—~
(]
(@)
LS
IS
ES
<
S~—

IA

—~
e L

M
]
N—
—~
S

.
N—
bS]

Donc
lew)llgmy = 7= el -

Pour 0 <p<1



1.3. Estimations de base

Donc

3
3
3

C’est a dire

Méme calcul pour 3;. =

Lemme 1.17 Soit ¢ € C*°, on a l"inégalité suivante

)

|76, < € sup ||o
lal<L

o0

avec L = [%} + 1.

Preuve. Soit ¢ € C*°, Nous avons

1
(2m)"

par l'inégalité de Cauchy-Schwartz et 1'inégalité de Bessel-Parseval, on obtient

(14 PYF 0O = s [ 9 = A,V ola)dx

ol

o@] aH([ (1+Iel)ra}

n

17 g), < (pr((I—AI)

< Csup ||

la|<L

o0

avec L = [g] +1. m

1.3.2 Fonction maximale

Définition 1.18 (Fonction maximale de Hardy-Littlewood)Soit f une fonction lo-

calement intégrable sur R™, alors

1
Mf(x) :SHPW/B(M) |f(v)|dy,

r>0

est la fonction mazimale de Hardy-Littewood de f Ou B(z,r) ={y € R": |y —z| <7r}.

Remarque 1.19 Si f,g € L}, (R") et A > 0 ,alors :

M(f+g) < M(f)+ M(g).
MAS) = [ALM(f).

13



1.4. Séries convergentes dans F; (R")

Lemme 1.20 La fonction mazimale M envoie L, dans L,, pour toutes f € L, et 1 <

D <00,

1M fIl, < el fll,

Preuve. Voir [7]. =

Proposition 1.21 Soient 1 <p < oo etl1l < g < o0.
(1) Soient f € LY*(R™), ¢ € Li(R™), pour tout fonction ¢ définit par ¢,(x) =t "¢ (%),

on a

[f @) < lolly Mf(x)  (vE>0) .
(2) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute suite des fonctions de distributions

{ fj}jeNlocalement lebesgue intégrables, on a

||ij||Lp(eq) <c ||fj||Lp(eq)

Preuve. voir[11]. m

1.4 Séries convergentes dans F; (R")

Proposition 1.22 Soient b > 1, s € R. Alors

1) Il existe une constante ¢ > 0 telle que ["inégalité suivante
)

(00 o0

>_ /i Z CAVOINE

Jj=0 =0

est vérifiée pour toute suite des distributions tempérrées { f; }j ey telle que supp F f; C

-

(1.13)

.Q

S
Fp,q p

{€eR": b1 < €] < b2}

(2) I existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité suivante

o0

@ 1D

J=0

1711, (1.14)

< ¢ fﬁp H¢O‘>

est vérifiée pour toute fonction ¢ € CP(R™) et supp ¢ C {£€ € R : b~ < |¢| < b}
et toute suite des distributions tempérrées { f]-}j o »définit par f; = ¢(277€) f(§) avec

fes.

14



1.4. Séries convergentes dans F; (R")

(8) Soient 0 < by < by < 2by. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité
suivante

<c

<Z<2ﬂ5 ()Y

Jj=0

ij

est vérifiée pour toute suite des distribution tempérrées { fj}jGN telle que supp Ff; C

{§ S R™: bl2j S |£| S b22j} .

p Fa

(4) Si s> 0, on peut remplager les couronnes b=127 < |£| < b27 par les boules [£| < b27

dans (1)pour obtient

Soh| <o @ InLOn:

S
Fp,q

Preuve. Preuve de (1). On définit Sy f; par :

Sifi = Fly@27%) « /i

Skfj # 0 si ]j—k|§tavect:2+[logb},ona

log 2
o0 o0 + q
> i Q| 2. 25 )
=0 lps, k=0 |j=k— »
On pose
Sifi(z) = Li(z) + Ix(x)
telle que

he =2 [ FRe )y
Liz) = 2 / F (25 — ) f;()dy
la—y|>2~F

On estimer [7, par la proposition 1.21/(1) on obtient

|I(x)| = ‘.7:_17(2'“.) * fj} < cM f;(z) pour |z —y| < ok

15



1.4. Séries convergentes dans F; (R")

telle que c est indépendant de j et & .

Maintenant on estimer 5.

L@ < 2y [ (25— )| 1) dy
lZO 2l k<|x y‘<2l k+1
< qﬁm§j/‘ (1 2o = yl) V1) dy
1>0 2=k <z —y|<2l—kt1
< o 20k~ H)”/ fiy)|dy
2 oy _+ynﬂ —
< ) 27 Mfi(x)
>0
S C4ij([)’}).
On a
2% < 2525 pour k < j (1.15)
Pour s > 0, ona
k—+t 00
DRSS < w2ty 272 IS f
j=k—t j=k
< 2%y 272V,
j=k
Pour s < 0, ona
k+t k
DO2HISf] < a2t 2792 S fy
j=k—t j=0

k
< 2% 272N

5=0
On calculer la norme dans L,(¢,), et appliquer la proposition 1.16 puis la proposition

1.21/(2) on obtient le résulta

00 ' )
< Ol @)Y
Fj 4(R™) =0 P
Pour s = 0, ona
-+t -+t
Z QSk ’Skf]‘ S C1 Z QSjMfJ .
j=k—t j=k—t
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1.4. Séries convergentes dans F; (R")

Par 'inégalité de Holder, on obtient

k+t 1 k+t ‘ L
S 2FSf S a2t + 1) (Y (VM f))a
j=k—t j=k—t
donc
00 o) k+t )
S fi < e | Q@M 1)
J=0 F9  (R") j=0 j=k—t »
< al|OS@IM L)Y
=0 »
< Q- @f)ne
=0 »

Preuve de (2). On prendre la décomposition de Littlewood-Paley
fi=>_Sufi VjeN
k=0

nous obtenons ‘
J+t

fi= > 2"Fe(2) « Sif

k=j—t

]

telle que supp ¢(277)N supp F f; # @ pour |j — k| <t avect =2+ [L‘)’ES

J+t
il = | 2" FTe2) « Suf
k=j—t
J+t
< C||F |, Z MSif ,(par la proposition 1.21/(1))
k=j—t
J+t
< (Y sup ‘qb(a) Z MSyf  ,(parle lemme 1.17)
lof<L e
donc, par la relation (1.15)
Jtt 9sj
S |f (@) 2w
21f5) < Cosup ‘qb Ook;—t S 2 MSf

< Cyop o0
la|<L

J+t '
> 2R ALS, f
j—t

o Pl

Maintenant il suffit de calculer la norme dans L,(¢,), et appliquer la proposition 1.16 puis

la proposition 1.21/(2) pour obtient le résultat.
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1.4. Séries convergentes dans F; (R")

Preuve de(3). Soient a; et ay tels que g < ap < by < by < ay < 2bp, et une fonction

Y € S telle que :
1 siby <[é<b
Fu(€) = 1 i

0 si ¢l <apou ¢ >ay

Nous avons Fp (279 F fr, = 0si j # k et F(277€)F f; = Ff;, alors par (1.14), on trouve

o0

O @10

7=0

o0

= {[Q_@ (@ p27) * )Y

7=0

m»a
Q|

o0

= [|O @@y ka ")

7=0

s
prq

Preuve de(4). Comme la preuve de (1) on prendre le cas s > 0 puis on calculer la norme

dans L,(¢,), et appliquer la proposition 1.16 puis la proposition 1.21/(2) pour obtient cette

résultat
o0 o0 1
> 1 e[| Q@ 150N
§=0 FZ;?q j=0 »
n

18



Chapitre 2

Les opérateurs pseudo-différentiels

Le point de départ est la classe de opérateurs pseudo différentiels classiques présentés

par Hormander.
Dans ce chapitre, on donne quelque définitions essentielles, et la décomposition en sym-

boles élémentaires des opérateurs pseudo-différentiels.

2.1 Espace de symboles

Nous commengons par rappeler la classe des symboles non homogenes qui est une cas
spécial de la classe de Hormander des symboles o.

Soit la fonction o(x,£) € C®(R™ x R"), avec z € R" et £ € R”, nous utilisons les
abréviations suivantes :

0o(z,€)
8x?1...8xn" 7

olal
3?0@»5):8@%%52 et lo(x,€) =

avec a = (aq, g, ..., ) et 5= (B, By, -, 5,,) sont multi-indices.

Définition 2.1 (La classe de Hérmander) Soient m € R, 0 < p <1, et0 <6 < 1.
La classe de Hormander S} est l’ensemble des fonctions o(x,§) € C°(R™ x R") tel que

pour tous multi-indices o, B . Il existe Cy 3 > 0 tel que
08050 (2, €)| < Cop(L+ [€])mrlololsl
Définition 2.2 Soient 0 < § <1, m >0, N € N. S{%s5(w, N) est la classe des symboles

o(x,&) € C®°(R™xR"™) de dégré m et de type (1,9) qui vérifiant l’inégalités suivantes pour
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2.1. Espace de symboles

tout « et B tel que |5| < N. Ils existent C, g, C:x,ﬂ strictement positive, tels que :
08000 (2,€)| < Cap(1 + &)1+l (2.1)

02000 (x + 1, &) — 2020 (w,€)| < Co, sw(|h] |€]°) (1 + |g])mlel+o1el (2.2)

ol w est module de continuité.

Définition 2.3 Le module de continuité est une fonction w : [0, +o00] — [0, +-00] utilisée
pour mesurer quantitativement la continuité uniforme des fonctions de plus :

— lim o w(t) = 0.

— w est continue.

— w est concave.

— w est croissante.
On a des exemples sur le module de continuité

~w(t)=t, si0<d<1.

~w(t) = L pour 0 <8 et 0 <t <1
t

Exemple 2.4 La fonction o(z,£) = > O'g(ib)fﬁ est un symbole de dégre m et de type

[B|<m
(1,0) ou op(x) € Cp°.
Soit a, f € N".
0000(x,&)| = (0807 Y op(a)e”
|8]<m
< Z |08 070 5(x)E”|
[BI<m
< ) [0os()oge’]
|8]<m
< Z Co ’alﬁ\*lal
|BI<m
< Caﬂ|§||ﬁ|—\oé|

< Cop(L+[E))ml

donc o € STj.
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2.1. Espace de symboles

Définition 2.5 Soit o(x,§) € S{s(w,N). On définit Uopérateur pseudo-différentiel de

symbole o par :

o D)) = s | oln OF O L feS

(2m)"
Remarque 2.6 On note l’ensemble des opérateurs pseudo-différentiel d’order m et de

type (1,06) appartient a la classe S{s(w, N') par OPs(w, N).

Remarque 2.7 L’espace des symboles ST’y vérifiant (2.1) est un espace de Frécher pour

les semis-normes suivantes :

Tapp(0) = sup  |08000(x,€)| (1 + |g[)~mFle=0
§eR™,|B|<L

Il en est de méme, pour l'espace des symboles vérifiant (2.2), avec les semis-normes

‘8?850(:6 + h, &) — 8?850@7 5)! (1 + |¢])—m+lal=318]
T (0) = sup A
ceR s w([nl1€P)

2.1.1 Propriétés des symboles

Proposition 2.8 Soient m € R, o € ST et v,p des multi indices. Alors 8g8£a €
Szz&—(lvl—ﬂpl)‘

Preuve. Soient «, f des multi-indices, par définition on a

0200000 (x,6)| = |0£OOL0%a (. £)]

EYx Y

— Jor 0z a(a,6)

IN

I 1

< C(1+ |€|)(m—lv\+6|p\)—\a|+6lﬁ\.
Pour la 2°"¢ condition, (on utilise la formule de Leibniz) on a

020207000 (x + &) — 02028 ko (x,€)| = |080780000 (2 + h,€) — 2802000 (x,€)]

= |0¢0) o (x + h,&) — 050 o (x,€)|

< Coyrypr (Al 1€°) (1 + |¢]ym—lotr+l8+el
5 - e
<l (B €) (1 4 fgl) Ittt

donc 9} 9% € S&—(\vl—&\pl). ]
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2.2. Réduction aux symboles élémentaires

2.2 Reéduction aux symboles élémentaires

Nous traiterons la réduction des symboles a la forme élémentaires comme présentée par

Coifman et Meyer. Cette réduction a un role important dans la 3 émé chapitre [4].
Définition 2.9 Soient a > 0 et w module de continuité. On définit ’espace C**(R™)par :
Cr (R = {f € SR et ||f]cun < +00}

telle que

(8 )

1 £llgee = 11l + ,;L—% sup [EIe ZZLD I
Définition 2.10 On dit que o € Sf‘é(w, N) est un symbole élémentaire, s’il existe une
fonction 6§ € D(R™) de supp 0 C {&: 1 <[] < 2} et une suite de fonctions {M;};cy dans
C* telle que :

o(w,6) =) 2" M;(272)0(277¢) (2:3)

J=0

Proposition 2.11 Soit L > n+1 et o € S%(w, N) alors

ow.6) = @&+ [ (1) T o (o )y (2.4

avec oy(z,§) est un symbole élémentaire de S{’s(w, N) c.a.d

[e.e]

oy(@,€) =) _ 2™ M;,(272)6,(277¢) (2.5)
=0
et
r(z,§) =0 pour |£]>1 (2.6)

avec {M;} jen une suite de fonctions continues sur R, convergant uniformément dans

o, et 0, € Cg° de plus
sup H(??QyHoo <c¢ pour |a] < L—n-—1, (2.7)
yeR”

et
Ha?”r’(,’ f)”cé\r < C7T|a\,N(O')

H(‘??r(. + h, &) — 3?7"(-’5)“@ < C%‘QLL(O')W(VLD
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2.2. Réduction aux symboles élémentaires

Preuve. Soit ¢ € C§° telle que

Losif¢] <3

0 si|¢]>1
On pose o(z, &) = a(x,§) + r(z,§), avec
r(z,€) = (§)o(z, §)

et
a(z,§) = (1 = ¢(§))o(z,§)

Etape 1. Nous étudions le terme a(z, §)

Soit la fonction § € D(R™) telle que :

| —

Supp0={§€R”: S|§\§2}

et .
> PRI =1.
j=0

Pour la construction de 6, voir[3 pagel36]. On pose

7,(.6) = 2(E)al2 Yz, 26)
11 vient
7€) = @m) " [ ) E My )y 29)

ou

L
2

Mustr)= [ e = 1achon )i

Nous allons vérifier que la suite {M;,}  yconvergant uniformément dans C**. Soit le
multi-indice 3 telle que |5| < N
DMy (@) = / e WE(1 = |Ag)) 2 00 (x, €)de,

2-1<|gf<2

par la formule de Leibniz on remarque que (1 — \A5|)§8£Jj(x,£) est une combinaison

linéaire finie de termes
2(|0“_5|B|)j2_jm9(7)(5)6?85@(2_6%,2j§) avec |a| + |y =L .
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2.2. Réduction aux symboles élémentaires

Par I'inégalité (2.1) on obtient

oMol = | [ e lad) ol e o
2-1<[¢[<2
< 27m Z 2(Ia|—5|ﬁ)j/ ‘9(7)(@‘
jal+hl=L ki<

X (279 4 |g])mlel+alBl ge

< omaale) Yo [ o0
jal+yl=1 /2 SkI<2
X (277 + |§|)m—|a\+5\ﬂld§
L’estimation est évident si m — |a| 4+ § |3 > 0, mais si m — |a| + 0 |8] = —t < 0 nous

intrduisons un entier N tel que n + N > t.

Nous avons

69)] < e+ 1)~

par conséquent on trouve

10z Miy ()l < e

De méme pour

02 Mustr + ) = OiMy @] < eiFnte) X[ @] a0+ 27 )

L=lal+[|

X<2,j + ‘5’>mf|a|+5|ﬁld§

< oFja(e)w(lh) > / o ‘<1+26j 1€1°%)
Lejalipy /2 Sl
X(Q—j+|€|)m |a|+5lﬁld§
< csw(|hl).

par conséquent on trouve
107 My (- + 1) = ZM;, O], < cw([R]).

Donc

M;, C C*
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2.2. Réduction aux symboles élémentaires

On revenir & la construction de o,(z,§).

Par les égalités (2.9) on trouve

[e.9]

a(z,§) = > (6(27¢))a(w,€)

j=0
= ) 2"0(277¢)0,(27x,279€)
=0

n+1—L

= Cn [ )T )

x Y 2Imel U2 ) M, (27 ) by
j=0

On pose

n+1—L

0,(6) = 2m) (L +[y[")" = e¥4h(E)

et
oy(2,€) = i’f 20 M (2926, (27€).

maintenant on estimer I'inégalité (2.7) (par la formule de Leibniz)

L !
0¢0,(6) = (2m) " (L+ [y") "2 evE Y ﬁﬁy)w(a—”(f)-

0<v<a

n+l1—L

Puisque |y|"' (1 + |y[*)* = < 1, pour |y| < L —n — 1, on obtient

sup Hageyu <c¢ pour |of <L—n-—1.
yeR™ >
Etape 2. Maintenant nous étudions le terme r(x, &) définit par
= 1 2)=2elv ey (2)d
r(z,€) L+ [yl") "0y (x)dy ,
telle que :

9, (x) = (2m) 2" / e WE(L — AP, €)dE,

n

Il est facile d’obtenir ’estimations

197 (- Ol gy < emian(o)

et
|0gr (. +1.€) = r ()| o < Ty L (0)l[R]) -

25

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)



2.2. Réduction aux symboles élémentaires

Si |B] < N, alors

|00y ()| = |(2m) 7" [ eV (L = Ag)* O (x, §)dg]
< cTyn N (0)
(2.12) et (2.13) = (029, (2 + h) — 020, ()] < e1Tann(0) [lgoy (IR 1€])dE
< oTan v (@)w(|h]) figop (14 1€]°)dE
< csw(|h]).

\

avec ci, C2, c3 sont indépendants de y, donc on obtient

sup Yy || oy < +00.
yeER™
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Chapitre 3

Continuité des o.ps.d d’order m sur

S
p,q

Dans ce chapitre nous allons démontrer la continuité des opérateur pseudo-différentiel

d’order m sur ’espace de Triebel-Lizorkin F? | et ce condition

D’
(S (26N (2-A-Dky)ays < foo (3.1)
k=1

est suffisante et optimale pour la continuité sur F}; .

3.1 Préparation

Les lemmes, et la proposition suivantes jouent un roéle fondamental dans les preuves des
théoréemes de ce chapitre.

Lemme 3.1 [l existe une constante c > 0 telle que pour toute N € N et (/\/l(-ﬁ))

;' )jen une

suite de fonctions dans CN*, On a Uinégalité suivante
St M2 )| < elsup [ Myl )20 V(2 ™)
leEN

Preuve. Par le développement deTaylor on a

Miz—y) = Y MMf)(:p)JrN > M/l(l—t)N‘lMgﬂ)(x—ty)dt (3.2)

IBl<N o |B|=N ot Jo
—2\B
- ¥ i ﬁy!) MP(z) + Rj(x,y).

I8l<N
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3.1. Préparation

On pose

J

L e - ) - M

=N Y (=
1Bl=N

puisque 0 ¢supp~, on a

2 [ (o F )@y = 27490 =0,

d’autre part, par la concavité de w on obtient

1B (z,y)] < cw(ly]) |yl -

Si on remplagais M (z — y) par M;(2°(z — y)) dans (3.2), alors

FHO)) Ry (272,27

R"

< alop Myl )20 [ o)) ) ol

n

|Se(M;(27°))(2)] = y)dy

< 20BN (20 / F @) 1 (1 + ly)dy

n

< 2N,

Donc, nous obtenons le résultat. m

Proposition 3.2 Soient s >0, N e N, 1 <q¢g<o0, 1 <p<oo,0<d<1l,n>0, et
w est module de continuité vérifiant (3.1). Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

[inégalité suivante

m\»—t

j(2jé')fj

(2 [£5()

Fog =0 p

est vérifie pour toute suite {M;ﬁ) }ien de fonctions dans CN<. et toute suite { f; }JEN avec

suppF f; C {€ € R™: [§] <27}

Preuve. Par (1.4)on obtient

QiM;+ > SiM; =M,

k=1+j

ce qui implique

ZM (27%) f; = hiyho
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3.1. Préparation

avec
ZfJQJ M;(27.)
et
oo k—1
=22 HiSM;(27).
k=1 5=0

Estimation de h;. D’aprés(1.9), la fonction F(f;Q; (Mj(2j6')) est supporté par la boule
€] < (n+2)27 tels que :

supp FQj(M;(2°.) C {€ e R™: |¢] < 2771}
et
supp F f; C {5 eR™": ¢ < 772j}.
La proposition 1.22 / (4) et I'inégalité suivante

sup [|@;(M; ()|, < e[| 77 sup [ Myl
JEN jeN

donnent
[hillps < (27| £;Q;(M;(27°)])P)a
Jj=0 p
< aa(sup [Mllewa) || O @)D
JEN =0
p
Estimation de hy. On a
k—1
suppF (Y f;Sk(M;(27)) C {€ e R" 1 ]¢| < (F +2)2"}.
7=0

On utilise, la proposition 1.22 / (4), le lemme 3.1, la croissance de w,!’'inégalité de Holder,

et I'ypothése (3.1) respectivement, on trouve
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3.1. Préparation

oo k—1
Mallgy, = {122 D fiSu(M;(27)
=1 =0 Fiq
< o Zaskzus M) 15O
k=1 p
< o faskzw D208 | £ ()}
k=1 P
< o |00 S
k=1 Jj=0 p
< Z 2(-N(-9) DGO D27 £
=1 P
< (327 |3 @ 50D
7=0 7=0 »
< o |50
j=0 »
Donc
;200 f; = ||hithe| g
Fq
< @ IL0N)
:0 p
|

Lemme 3.3 Soient s >0, N e N, 1 <q¢g<o00,1<p<oo0,0<d<1,n>0, etw est

module de continuité vérifiant (3.1). Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

<C
. SCIT

cN,w

N7
pour toute f € C et g € F .

Preuve. Soient f € CV«et g € F?¥_, d’aprés (1.8) on a :

p,q’
f-gzz +Zskf Qr-19)
=0 k=1
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3.1. Préparation

tels que
suppF ((S;9) (Q;f)) C {E €R™ 1 [¢] <427}
et
suppF ((Skf)( Qe-19)) C {E € R™: [§] < 3-27} .
donc o .
> (S i)+ (Skf)( Qr-19)
=0 k=1 v
Par la proposition 1.22 / (4), on obtient
> Si9) (@) <ClA,
=0

S
FPMI

On changer M; par f dans le lemme 3.1, on estime comme hy dans la preuve de la

proposition précédent, et par la proposition 1.22 / (4), on trouve

> (Skf) (Qk-19) < o || O@F (S (Qi-1g)))
k=1 P h=t v
< o (2(2(8 M@ )N (IfIl ..
s
< allfll . ol
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3.2. Continuité des o.ps.d (Condition suffisante)

3.2 Continuité des o.ps.d (Condition suffisante)

Théoréme 3.4 Soient s >0, m>0, NeN, 1<q¢g<o0,1<p<oo,0<d<1,n>0,

et w est module de continuité vérifiant
(Do(@UNEe(27O=M)0T < oo (3.3)
k=1

alors tout o.ps.d o(., D) de symbole o de classe S{'s(w, N) est bornée de I;7i™ dans F,

et ,

lo (. D)l gy, < clf

s+m .
Fpaq

Preuve. Etape 1. D’aprés la proposition 2.11, on peut écrire le symbole o € ST

comme suivant
o(w,€) =r(e. )+ [ L) T oyt

nous allons estimer r(., D)f et o,(., D) f en norme de F;, , pour f € F,

Par La proposition 3.2 et la proposition 1.22 / (2) respectivement, on obtient

loy(@, D)fllgy = ||D 2" M2 ) F 10,277 ) F £()
7=0 Fiq
= D2 M) fi()
=0 Fiaq
< o || @S fO)Ys
=0 »
< o sup |08 VIIflpain
lof<[§)+1 o ’
< esllfllpeam -
avec
fi(x) = F 10,27 )FF(O))()
et

supp f; C {xER” ] < b2j}.

Etape 2. Maintenant on estimer r(., D) f . D’aprés (2.10) et (2.11) on a

e D)) = [ (L4 1) 20, o+ )y
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3.2. Continuité des o.ps.d (Condition suffisante)

Alors par le lemme 3.3, 'invariance de la norme de F}; par la translation on obtient

Ir(z, D)f]

[ @ty o, @+ o)y

s
Fpaq
s
FLU#I

IN

dy

S
Fp,q

[y 1o, )
.,

IN

ca(sup [9y(@)ll,,

Ca “ﬂ

IN

s+m :
Ff'aq
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3.3. Continuité des o.ps.d (Condition optimale)

3.3 Continuité des o.ps.d (Condition optimale)

Théoréme 3.5 Soient s >0, m >0, NeN, 1<q¢g<o0,1<p<oo,0<d<1,n>0,

on suppose que
[0.9]

(DN Dhy(2 1R )e = fog
k=1

alors il existe un 0.ps.d o(., D) de symbole o de classe ST%s(w, N) et une fonction h € FJi™

tel que o(., D)h n’appartient pas dans F,, (o(.,D)h & F;, ).

Preuve. Nous utilisons les notations suivante = = (z1,2') € RxR" et £ = (£,,¢) €
R x R*1.
Soit 'opérateur o(., D) de symbole

o(w,8) =Y 271N y(27(1700)elm2ryem (x,€ €RY) (3.4)
j=0

Nous allons démontrer que o € S7%(w, V).

Etape 1. Puisque w est monotone, et si 277 < |h| on obtient

oli2/hn) _ 1‘ < 2u(2% |n)) (Vh € R") (3.5)
D’autre part on a w est concave, et si 27 |h| < 1 on obtient
2 | w(2707Y) < w (27 |h])

On pose
Mj(iU) — 2—(1—5)ij(2—(1—6)1')6(1:1:127)

On utilise la partition de I'unité suivante
AE+D mer) =1
k=1
de type (1.1) avec A\, € C§° et

supp A C {£eR": 27 <[¢] <2}

suppn C {£ € R":[¢] <2}

Alors nous écrivons

o(z,§) = r(z,§) + a(z,§)
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3.3. Continuité des o.ps.d (Condition optimale)

avec
r(z,§) = A(§)o(z,€)
ot .
a(z,€) = (2"
ot

Maintenat, on estimer 9¢d7a(z,§), comme dans (1.7), telle que

9¢0%a(w, €) = Z Z+ Z )05 14;0¢ (€7'n(27"¢))

j=0 k=0 k=1+j

On pose

j 00
Z+ Z aﬁﬂjag (€7'n(2 kf))

k=0 k=1+j

telle que :
supp & C {¢ e R: 2771 < |¢) <2741 (1 =0,1,2)}

alors k € L telle que L a au plus trois éléments.
On pose
oo J oo
=2 QO+ D )00 (27),
j=0 k=0 k=1+j
avec

supp ¥ C {5 cR: 271 < ¢ <273 (1 =, ...,4)},

alors j € L telle que L aau plus cing éléments.

Puis sur le supp 7" (avec |y| < |a|), on a |[¢| ~ 27 et || ~ 2, donc

270181 < c(1+ |€|)6|5\
|92 (€7 n(27%))| < e(1 + [y

|08 ()| < 21A=DUB=M) (1 4 |¢)?18

0211, + 1) = O, ()] < @11 1) lo(h | )

puisque || < Net0<J<1lona

$ 2 0-D08N) < a5, (1 — 20N~y

jeL
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3.3. Continuité des o.ps.d (Condition optimale)

Par conséquent a(x,&) vérifiant (2.1) et (2.2).
Meéme calcule pour r(z,§).

Donc o € S7%.

Etape 2. Soit g € S telle que :

Fge g, lglly, =1 et suppFyg C {E €R": % <l¢) < i}
On pose
g ) ST SEF0
0 sié=0
et
9,(€) = e g(x)
telle que
Fg;(€) = Fg(& —2'.¢)
et

3 5
supp Fg; C {feR" : 12] <€ < 129}

Par la proposition 1.22 / (3), on obtient

lo(, D)l = (|7 o (@, ) Fh)|
— | FUE 2 0w )l ¢ mpg)
j=0
= || 2 e - (-0 gl
= P
= |[30 2 0N (21D
= By
S (95— (1=0)N)j (9~ (1-0)i\a) &
> C(j;o@ w(2 ) gl
> +oo.
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3.4. Résulta finale

3.4 Reésulta finale

On considére A7’;(w, N) un sous-ensemble de S{’s(w, N) constitué par des symboles
élémentaire de type (2.3). Alors les théorémes (3.4) et (3.5) donnent la caractérisation

suivant .

Théoréme 3.6 Soients >0, m>0, NeN 1<g<oo,1<p<oo,0<d<letn>0.

Alors on

(1) = (2)

telle que :
(1) Soit w un module de continuité vérifiant(3.3).
(2) Alors tout 0.ps.d o(z, D) de symbole o € A7's(w, N) est borné de F;¥™ dans F; .
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudier la continuité des opérateurs pseudo-différentiels sur les

espaces de Triebel -Lizorkin usuel £ , dans cas particulier du la résultat qui obtenu par

A. Djeriou et M. Moussai dans [5], avec une condition suffisante et optimale.

(Z(2(37(176)N)kw(27(175)k))q)% < +00.

00
k=1
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