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Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. Son histoire
remonte & L’Hopital (1693) qui se pose la question d’interpréter la dérivée d’ordre
1/2. C’est Lacroix (1879) qui montre que pour f(z) = z% et a > 0,

1
L ey =2t D oy
dx2 I (CL + %)

Ensuite, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Weyl, Riez, Marchaud et Caputo,
entre autres, ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on
définit les dérivées et intégrales non entiéres.

Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés
principalement sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev , celui de Rubin
ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo. Les équations différentielles fractionnaires
(EDFs) apparaissent naturellement dans différents domaines scientifiques comme la
physique, l'ingénierie, la médicine, I’électrochimie, la théorie du controle, etc. L’effi-
cacité de ces équations dans la modélisation de plusieurs phénoménes du monde réel
a motivé beaucoup de chercheurs a étudier leurs aspects quantitatifs et qualitatifs.

Les études sur I'existence et I'unicité des solutions d’équations différentielles frac-
tionnaires sont trés abondantes, entre autres les travaux citer Zhang et Benchohra .
On propose dans ce travail, de faire une synthése de certains travaux sur l’existence
et I'unicité des solutions pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre
fractionnaire.

Le mémoire se compose de trois chapitres qui s’articulent de la facon suivante :

Le premier chapitre est consacré aux définitions élémentaires et notions de base re-
latives au calcul fractionnaire telles que : 'intégration fractionnaire, la dérivation
fractionnaire au sense de Riemann-Liouville, Caputo. On présentera quelques unes
de leurs propriétés et on précisera aussi la relation entre ces deux approches, qui
sont les plus utilisées.

Dans le seconde chapitre, on abordera la question d’existence et d’unicité de

la solution pour le probléme Cauchy et le probléme aux limites pour I’équations
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différentielle d’ordre fractionnaire de type Caputo suivant :
1.
CDy(t) = fty(t), t€[0,T), 0<a<1
y(0) =vo, wo €R
ou f:[0,7] x R — R, est une fonction continue.
2.
“Dy(t) = f(t,y(t)), t€[0,T], 0<a<l @
ay(0) +by(T) = ¢

ou f:]0,7] x R — R est une fonction continue. et a,b, c des constant réelles tell
que a+b # 0.
3.
{%w@:fmmm,teMH,1<a<z )

y(0) = yo, y(T) = yr

ou f:1]0,7] x R — R est fonction continue.
Dans le troisiéme chapitre on va considérer un probléme étudiée par S. Zhang
dans [10], c’est I'équation différentielle fractionnaire non linéaire de type Riemann-

Liouville suivante :

{D&Mﬂ+f@u@)z& te0,1], 3<a<4

u(0) = /(0) = u’(0) = /(1) = 0 @)

ou f:[0,1] x R — R est fonction continue.

L’existence et I'unicité d’une solution continue de tous les problémes est établit
par la transformation de ce probléme & une équation intégrale équivalente, dont
la solution est identifiée & un point fixe d’'un opérateur contractant (sous certaines
hypothéses suffisantes sur la fonction f) dans un espace fonctionnel convenablement
choisi.
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Chapitre 1
Eléments de calcul fractionnaire

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives
au calcul fractionnaire telles que : les fonctions spéciales (Gamma, Beta, Mittag-
Leffler), intégration fractionnaire de Riemann Liouville, la dérivation fractionnaire

au sense Riemann-Liouville, Caputo, qui sont les plus utilisées.

1.1 Fonction spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1 On appelle fonction Gamma, la fonction défine par :

['(x) :/ t"le7tdt, (x€C, Re(x)>0)
0

avec 71 = ele—1)nt,

Exemple 1.1
1.

1 oo e
F(§) = / t2letdt = 2/ e~ ds = /7, (posant le changement de variable t = s°)
0 0

Lemme 1.1 [5,6] La fonction Gamma est une fonction de classe C™ sur R, (resp
holomorphe sur le demi plan x € C, Re(z) > 0) et,

+00
Vk € N*, Vo € RY, (resp,x € C, Re(z) > 0), T®)(2) = / (Int) " Le tdt
0



Proposition 1.1 [5,6]/ Pour tout x € C, Re(z) >0, n€N, on a :

1. T(x+1) = zl(x)

+o00 100
F(.T + 1) — / T tdt = [_tme—t]g-oo + J]/ tm_le_t
0 0

= zl(x)

2. il suffit d’appliquons 1 pour z =n — 1
3. Nous allons démontrer la formule par récurrence sur n € N

Remarque 1.1 [5,6] La détermination de la fonction Gamma pour les valeur né-

gatifs non entiéres par la formule I'(z) = @7 et la transition d’un intervalle & un
autre (—1,0), (—=2,—-1),(=3,-2),... la fonction Gamma n’existe pas pour les valeur

négatifs entiéres.

Exemple 1.2
! 1. T(EE+1)  T(d)
P(_) = 271 = 7% = _2\/E
2 =1 -1
2 2
2.
-3, T(FE+1) I'(5H) 27 47
M= = =5 =3
2 2 2



* Le graphe de la fonction Gamma I :

1
Lh T
i
1
L
1
| S

Proposition 1.2 [5,6]/ Pour tout p >0, on a :

' nln?
L) = i 2. (p+n)

Preuve. Considérons la fonction,

f(n,p) = /0" (1 - g)nxp_ldx

on peut facilement voir que :

lim f(n,p) =T(p)

n——+00
. D’une autre part, par I'intégration par parties on obtient :

flnp) = /On (1-2) 2 tde = {( - f)n”’”_p]n - /on(l Tty

n n-ply, P n
1 n n—1
= —/ (1—E> xPdx.
P Jo n

Aprés 'intégration par parties n fois, on obtient :

n _ onn=1-[n—(-1] [/ = T D gy
f(n,p) = n"p(p-l—l)-"[p—f—(n—l)]/o (1 n) ' d
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)l Py
f(n,p) = np(p+1)---[p+ (n—1)] [n—l—p}o

nln?
p(p+1)---(n+p)’

par conséquent
n!n?
I'(p) = lim .
#) = lm, plp+1)(p+2)-- (p+n)

1.1.2 Fonction Beta d’Euler

Définition 1.2 La fonction Beta est un type d’intégrale d’Euler définie par :

1
Blpg) = [ @ (1= ) e, (pa € C Re(p) > 0, Relg) > 0)
0
Proposition 1.3 on a :

L'(p)L'(q)

Blp.a) = L(p+q)

Preuve. Soit D = (0, +00) x (0, 4+00)

“+o0o +00
I(p)I(q) = ( /0 l’”‘le‘mdl’) ( /0 yq‘le‘ydy)
— //xplyqle(”y)d:cdy
D

en utilisant un changement de cordonnées, considérons les nouvelles cordonnées
Uu=x+y N T = uv
_ =z _ ’
v= y=u(l—wv)
ozy) _

) — | L—v —u =—uv—u(l—v)=—u,

(% u

Q

de méme que le domaine D’ correspondant & D dans les cordonnées u, v est
D' = (u,v)/u>0,0<v<1,

alors :

//xp_lyq_le_(”y)dxdy = // (uv)PH(u(1l — v)) e | — u|dudv
D !



D/
= // uPT P (1 — ) e dudy
+oo 1
= (/ up+q_le_“du) </ P (1 — v)q_ldv>
0 0

= T(p+q)B(p,q),

par conséquent on a :
I'(p)T'(q)

Blp.g) = L(p+q)

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffter

Définition 1.3 La fonction simple de Mittage-Leffter est définie par :

+oo k
X
= B P S——— 0

et la fonction de Mittage-Leffter généralisée est définie par :

—+o0 k
x
E = _ .
Exemple 1.3
1.
Br=En= Zrk+1 Zk':
2.
<= a® X 2t
Ey=FE;; = _ = cosh v/z.
2= "2l kZF(Qk:Jrl) kzo(%)! cosh
3.
+oo k +oo k +oo k1
x x 1 x 1
B S N Y A L
12 ;r(mz) ;(kﬂ)! x;(kﬂ)! G
4.
+o0 $k +o0o
Ei3= o = —(e"—1—ux).
b3 ];F(lwr?)) Zk+2 x2z (k +2)! x2( 7)



Théoréme 1.1 [5,6] Pour touta=neN, XeR on a:

(%)nEn(m) — B, (")

d) P, s(Na™) = AP TIE, (A,

(&
Proposition 1.4 [5,6/ Pour o,5 >0, X\ € R on a transformée de Laplace ;
s h
L[tPE, s(M)](s) = v 5> 0, |As?| < 1.
SOC .
Preuve. Grace a la définition de transformée de Laplace, on a :

+oo
£[t’3_1Ea75()\ta)](s):/ P E, s( M) e dt
0

+o0 +00 a\k
A9)
= P11 E (— —st It
/0 I(ak + 5)6

k=0

+00 )\k +o00 bt B
= _— toRtP=le=stqy
> a9,

posons le changement de variable st = 7, on obtient :

BN = 3 e [ iy
a, = T
p 0 F(Oék + 6) 0

+00 Nk g—ak—B

- kz_; Mokt 5y, @k +5)

+oo
= 577 Z(As‘a)k
k=0

et pour [As®| < 1, on a > %0 (As™)F = donc

1
1-As—a?
B—1 a S_ﬁ s
LT EasONs) = 5 = S

1.2 Intégrale de Riemann-Liouville

1) Fonction défines sur [a, }]
Soit f : [a,b] — R une fonction défine sur [a,b] . Notons par (I} f) la primitive de
f qui s’annule on (a) :

e fatl, (1)) = [ ol
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L’intégration de (I, f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en

a et dont la dérivée s’annule en a. De plus, d’aprés le théoréme de Fubini,

AP = (pottien) = [ ([ st )au
_ /at(t—x)f(x)d:c.

Soit n € N*, En notant (I}, f)" la niéme itération de (I}, f), une récurrence directe

montre que

! ; / (t — o) f(x)de

(L )" (t) = CE

si on note g = (I, f)", g est donc I'unique fonction vérifiant,
VO<k<n-—1, g(k)(a) =0, ¢™ =
I’égalité g™ = f justifie la définition suivante :

Définition 1.4 Soit n € N*, L’intégrale o gauche d’ordre n de f, que l’on note
(I f) est définie par :

(Lo F)(t) = ! I / (t — )" f(x)dz.

(n—1

Grace a la fonction Gamma d’Euler que nous avons définie précédemment.
C’est la propriété I'(n+ 1) = nl, Yn € N, qui permet de généraliser la définition 1.4
de la maniére suivante :

Définition 1.5 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & gauche d’ordre o >
0, est définie par :
1

e ot (500 = 7o / (t — o) f(x)de

De méme maniére on définit 'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville & droite
d’ordre o > 0, par :

Vi € [a,b], (I8 f)(t) = %a) / (@ — " ().



2) Fonction définies sur R* et R.

Il est naturel d’étendre la définition 1.5 aux axes RT et R, Notons ces opérateurs
(Ig.f) et (12f) -
I .
Vte R, (I&f)t) = — t— o) d
€ ) ( O*f)() F(a) /0( 'T) f(x) T

WER (1IN0 = o [ (-0 @

[(a) Joo
Proposition 1.5 [5,6/ Pour « >0, >0, on a :
1.
(13-t = ) )(0) = o= )
2.
(0= 0°7)(0) = (b= 0+
Preuve.
1.
@ —1 _ 1 ! a—1 —1 _
(I%(t —a)’ () = m/a (t — 2)* Yz — a)’ 'dz, posons (x —a) = s(t — a)

1 ! a—1 -1
= i [ (=0 = st =) s = ) = s

_ L a)® B—1 185—1 Sa—l S

= mltm e [

R L N (DIN2)
_ F(B) aa+,871

= Ta+p'

2. Méme idée le changement de variable est (b —z) = s(b—1) .

Théoréme 1.2 [5,6] Si f € L'([a,b]), alors I f existe pour tout o > 0, et 1% f €
LY([a,0]) .

Proposition 1.6 [5,6] Soit « >0, >0, et f € L'([a,b]).
Alors
3+If+f = Igjﬂ



Preuve.

o i = ! t oL wx—s “Lf(s)ds))dx
L0 = s [0 g [ @m0
1

- T /ﬁ/ (t —2)* " (z— )" fs)dsdx,

changement de l'ordre

dintégration
- m/ 10 [t oG TER T
_ aF ‘/f - Mﬁl/(1_malwﬁmm&
_ Fgﬁﬁﬁléfsifmawleﬁﬂm%,@%mﬁﬁziﬁﬁxg)

L T@EM) [ e,
_F(a)F(B)F(a+B)/af<)(t )

S = DRI

= ).

Proposition 1.7 [5,6] Soit a >0, f € L'([0,]), b> 0,
alors la transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouuville
IS [ est
£(I5v)(s) = s~ L(f)(s).
Preuve. On peut écrire I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville I, f, comme

convolution de deux fonction g(t) = ﬁta_l et f(t), C-a-d

(I8 f)(t) = ﬁ / (t — )91 f(2)da

- g(t) * f(t)
Alors
LIS f)s) = £(g=f)(s)
= £(g)(s) x £(f)(s)
_ (ﬁt) (5) % £(f)(5)
= sL(f)(s).
[ |



1.3 Dérivées fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, on va commencer par
introduire les deux plus importantes approches de calcul fractionnaire : au sens
de Riemann-Liouville et au sens de Caputo. On présentera quelques unes de leurs

propriétés et on précisera aussi la relation entre ces deux approches.

1.3.1 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Si @ > 0, on note [a] la partie entiére de « :[a] est I'unique entier vérifiant
[a] < a < [a] +1, soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique

% = 5—22 o, I}, on peut définir une dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par :
4 _d s
dte dt “

Plus généralement, si a > 0, et n = [ + 1, on peut poser :

o

- = oa I;n’i
dt>  dt?

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 1.6 Soit @ > 0 et n = [a] + 1, la dérivée fractionnaire de Riemanne-

Liouwville a gauche d’ordre o est définie par :

vt € [a,b], DO f(t) = (%)n " f(8)

1 I I
= —F(n—a)%/a(t_x) f(z)dx.

De plus, on a vu que le définition 1.6 d’intégrale a droite était associée a —d/dt.

le raisonnement précédent conduit donc & la définition suivante :

Définition 1.7 Soit o > 0, et n = [a] + 1 . la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville a droite d’ordre o est définie par :
(0% d " n—o
el D) = (~5) B
(_1)n dn /b I
_N 7 - _t n—«x d
I'(n—a)dt" J, (x=1) f(@)de

Soit maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement

et sont appelées dérivées de Liouuville.

10



Définition 1.8 Soit a > 0, et n = [o] + 1. la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouwille a gauche d’ordre o est définie par :

VieR, DIf(t) = (%) o I f(t)

—F(nl— 3 % /_w(t 2o f(2)de

De plus, on a vu que le définition 1.8 d’intégrale a droit était associée a —d/dt.
le raisonnement précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 1.9 Soit « > 0 et n = [a] + 1. la dérivée fractionnaire de Liouville &

droite d’ordre o est définie par :

VteR, DOf(t) — (_%)noznaf@)
_ —Fé;l_)na)% /t (= 2 fa)d.

Remarque 1.2 /7]
1. Poura =0, n=1, on aaD’ f(t)=2(I} f)= f(?)
2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres entiers
Dy f(t) = Dif(t) = G f(t)
Vn € N,
Dy f(t) = Drf(t) = (=1)" g= f(t)

Proposition 1.8 [5,6/ Pour « >0, >0, on a :

1.
o —a -1 — F(ﬁ) —a B—a—1
(D5t =)™ () = g gy (=0
2.
N v ) NP
Preuve.

1. Posons f(t) = (t — )’ !, d’aprés la définition 1.6 et proposition 1.8 on a :

(D3N = (5o I f()
o (TG) -
= (@ (F(n—a+ﬁ)(t_a) " )

11



et
(%) t—a)" 1 = n—a+B8-1)(n—a+B-1—(n—1))(t—a) !
= (n—oz-i—ﬂ—1)(n—o¢—|—@—2)...(5_a)(t_a)5_a_1’

et d’autre coté :

'n—a+p) = m—a+f-DI'n—a+pB-1), T(x+1) =al(x)
= n—a+p-1n—a+p-2'n—a+Lp—2)
= n—at+f-ln-—a+pf-2)(f-a)(8—-a),

donc

Di0 = oo sn—a f= -+ -2 (3 )t
_ _matB-Dn-atB-2) (B a)l()
m—a+p-1ln—-—a+p~-2)(f—-a)l'(8-a)
T, e
ERCEO A

2. De méme maniére .

(t —a)P~1

Remarque 1.3 [5,6/ Pour \=—1, a=0ona:

(Dgt) (1) = F(nr_()(\lil;_i_l(n—oc—i-/\)(n—oﬁ—)\—1)....()\+1—a)t’\_a

['(a+1)

B I'(n—a+ A+ 1)(" —(a=MN))n—=1—=(a—=A)....(1 = (a = A 2,

PO+ a— :
F(/\(_ZJr)l)t’\ “osi a—XMeg{1,2, ... ,n}
(Djt)(t) =

0, st a—XNeE{L,2,....... ,n}
Sia—Ae{l,2,-- - n}=>a—-A=m=>A=a—-m, me{l,2,...n} C-a-d

(D2t™)(t) = 0, m € {1,2,....,n}.

Proposition 1.9 [5,6] Soita >0, 8> 0, n = [a]+1, on a les propriétés suivantes :

1. 81 f(t) € Ly([a,b]), (1 <p<o0), alors
(Dgr I £)(t) = f (1), et(Dy-I;- f) = f(1),

12



2. Sia> B, etf(t) € Ly(ja,b]), (1 <a < oo) alors :
(DI 12 F)() = (1577 F)(0), et(D] I f) = (5P )(8),
3. Si f(t) € CY[a,b]), ¢ =[a+ B]+1, alors :
(DDl ) (1) = (Der) (1), et (DD 1) (1) = (D7) (1),
4. Si f(t) € Li([a,b]), (I"7*f) € AC™([a,b]), alors :
ez = 50 -3 G e

K=1

n (=) K (e p)(nK)
e = fo-3 = F(aU_b—KQ . (b)

K=1

(b—t)~.

1.3.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur l'interversion des compositions dans la formule de
définition 1.4 semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée

dérivée de Caputo .

Définition 1.10 Soit a > 0, et n = [a| + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo
gauche d’ordre o est définie par :

welat, “Dsw = Ive (%) 10

1

= — t — )" ) () d
el K AT

Définition aussi son analogue a droite.

Définition 1.11 Soit « > 0, et n = [a| + 1 la dérivée fractionnaire de Caputo

droite d’ordre o est définie par :

Vt € [a,b], “Dyf(t) = Ig_ao<__)nf(t)

= —<_1)n bx— n—a=l () () dy

Remarque 1.4 [7] Par contre, de telles définition ne recollent pas correctement

aux dérivées classique :

cpr, ft) = f™(t) - f(a)
Vn € N*,

CDyf(t) = (=1)"(f () — F (b))
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Heureusement, le résultat sutvant montre qu’elles approchent les dérivées classiques

par limite inférieure.

Remarque 1.5

1)  On note AC([a,b]) l’espace des fonctions absolument continues sur |a,b| ;

f e AC(la, b)) & Jp € L([a,b]) telle que [ =c+ [T o(t)dt.

2)  On note AC™(Ja, b)), n € N* | lespace des fonctions f définies surfa,b] a valeurs
dans C' qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a l'ordre n — 1 donc :
AC™([a,b) ={f: Q= C: f® € C([a,b]), k=0..n—1, f"D € AC([a,b])} .

Lemme 1.2 [5,6] Soit a € RY/N, et n = [a]+ 1. si f € AC"([a,b]), alors presque
partout :

lim DL f() = )

a—n—

lim “Dif(t) = (=1)"f"()

a—n—

Proposition 1.10 /5,6/ Pour « >0, >0, on a:

1.
NI () BV
(“D5 =)™ () = g gyt =0V 6>
2.
CHa ( _ #\B-1 _ I'(8) _ \B—a—1 n
D=0/ ()= gz =7 6>
Preuve.

1. Posons f(t) = (t —a)?~!, d’aprés la défintion de (D) on a :

(DNl = L7 (%) 1(t) = ﬁ / (t — )" f) (2)da
et
(%) (t — a),@,l = B-1DB=-2)---B-1—(m-1)(t—- a)5*1*"
= (B E-2) (B )0
d ot

(B-1)(B—-2)..(8—n)

(CDS"' )(t) = F(n—a)

¢
/ (t—z)" Yo —a)’ " du,

14



on suppose que (z —a) = s(t — a),

Alors on a :

C o _ B=1DB-=2).(8-n) ' R T PAYCE
Ozt = Ceee B [yt

_ (6 — 1>(ﬁ — 2)(ﬁ — n) —a B—a—1 ! —s nfaflsﬁfnfl 3
- st [ d
_ B=DB=2)..-1),  saipm 0 8_n
- F(n—a) (t ) B( 76 )

L BB (Bl =B =n)  amans
T(n—a)l(f—a)

— B(n —Q, B - n) = F(n ;(%)E(f)_ n>
I\ R
BLCEDARR

2. De méme maniére.
[
Remarque 1.6 [5,6/ Pour A\=0—1, a=0o0na :

AN = 1A =2).(A = (n— 1))T(A = (n— 1)) ,

C o g\ —a
D&t = t
o F'A—a+1)

roe e si, A ¢ {0,1,2,.n — 1
(“Dg ) () = > —1

0 si, A€ {0,1,2,....mn—1}

C-d-d
(“Dget™) (1) =0, me{0,1,2,.cccon— 1}

Théoréme 1.3 [7] Soit « >0, et n = [a] + 1. Si f: [a,b] = R, posséde (n — 1)

dérivées en (a) et (D%, f) existe. Alors

nl (g
0z ) (0 = D5 |10 - 3 TPt -

persique pour tout t € [a,b).
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Preuve. Par définition on a :

LR n n=l ek,
D s - o )<t—a>k] - () = [f(t)— Ty

k=0

(A [y Sy
<E) /a I'(n—a«) [ﬂx) B prd k!
En utilisant l'itégration par partie on a :
n=lop(k) d n=1 ,(p)
o) = 1) -3 g0t = [fm—;f kf%_@k]
(t—z)" ot (t—ax)" @
T(n — ) ~ Th—axtl)
on obtient :
no I A ) — f®(a)
I lgt)] = /zz T—a) [f(l“) —kzzo 1 (a:—a)k] dx
B (t —az) @ ¢ P t—a) d
- [F(n—a—i—l)g(x)]a_/a T a1 1) de? e
d' ot p
Ieg(0)] = I3 412 (1)
De méme facon pour n -fois,
n—ao _ n—a+n d"
L) = L =2g(t)
n n—« dn
= ]a+]a+ % (t)
_ et AU
= Iyt [f(t)—kzzo o (Yf—a)k]
o mead” d* | f9(a) _
= LDt ), -0 L:o I (t—@)k] =0,
alors :
n—1 n—1
o |1t - - a| - (5) e o - o
=0 k=0
d n
- (&) m
d " n Tn—« d"
= () wo g

—_
(o}



n—« dn
= Ia+ %f(t)
= (“D2f) ().
]

Corollaire 1.1 [7] Soit >0, n=[a]+1 et (D% f), (“D2, f)(t) sont existent,
on suppose que f*)(a) =0 pour k=0,1,2,..,n — 1. Alors :

(D3 )(1) = (Dgs [)(2)-

Proposition 1.11 /[5,6] Soit « > 0, § > 0, n = [a] + 1, on a les propriétés

suwantes :

1. Si f(t) € CY([a,b]), ¢ = [+ S] + 1, alors :
(“pe. “DLr) (6 = (“DLr) (0),

et
(“ps- “D) 1) ) = (“Dr) (1),
2. 8i f(t) € C™([a,b]), ou f(t) € AC"([a,b]), alors :

(Iew D f) () = f(t) -

(- “Dy-f)(t) = f(t) -
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Chapitre 2

Equations Différentielles

Fractionnaires de Type Caputo

Ce chapitre constitue une partie préliminaire dans la quelle on rappelle des no-
tions et des résultats fondamentaux de la théorie de 'analyse fonctionnelle (principe
de contraction de Banach, équicontinuité, théoréme de Schauder, théoréme d’Arzela-
Ascoli,...) qui représentent un outils indispensable dans notre étude.

On abordera ensuite, la question d’existence et d’unicité de la solution pour le
probléme Cauchy et le probléme aux limites pour I'équations différentielle d’ordre

fractionnaire de type Caputo suivant :

1.
CDoyt) = f(ty1), te0.T), 0<a<1 o)
y(0) =y, weR ’
ou f:]0,7] x R — R, est une fonction continue.
2.
“Dey(t) = f(t,y(t), t€0,T], 0<a<l (29)
ay(0) + by(T) = ¢ |

ou f:[0,7] x R — R est une fonction continue. et a,b, ¢ des constant réelles tell
que a + b # 0.
3.

{ CDay(t) = f(t>y(t))> te [O7T]7 l<a<?2 (2.3)

y(0) = yo, y(T) = yr

ou f:1]0,7] x R — R, est une fonction continue.

18



2.1 Lemmes Fondamentaux et théorémes de point

fixe

Dans ce section on a destiné aux différents outils et résultats de la théorie de
Ianalyse fonctionnelles utilisés par la suite : principe de contraction de Banach,

équicontinuité, théoréme de Schauder, théoréme d’Arzela-Ascoli,...

2.1.1 Théorémes de point fixe

Définition 2.1 Soit X wune espace de Banach on dit que F' est contractent =
Vri, 20 € X ona:

[F(21) — Fz2)| < klzr —aof,  0<k<1

Théoréme 2.1 [3/ Banach

Soit X une espace de Banach, et soit 'opérateur F : X — X est contractent Alors :
F admets un point fixe unique.

i-e Jy* € X tell que F(y*) = y*

Théoréme 2.2 [3/ Ascoli-Arzela
Soit l’ensemble F' de C(X,Y) (espace de Banach) on dit que F' est relativement

compacte dans C(X,Y) si et seulement si :

i) F' est borné donc 3k > 0 tell que :

If(@)|| <k Vae Xet feF,

ii) F' est équicontinue C-a-d Ve > 0,30 > 0 tell que :
|x1 — @] < 6 = || f(x1) — f(xo)|| <€ Vay,20 € X et f € F.

Théoréme 2.3 [I/ Schauder
Soit (E,d) un espace métrique complet et A une partie convexe fermé de E et soit
F:A— A onasilensemble Fx:x € A relativement compact dans E .Alors F

posséde au moins un point fize

Définition 2.2 On dit que . A est convexe 1-€ :

Ve,ye A, Vi€ [0,1] :te+(1—t)ye A
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Théoréme 2.4 [3] Schaefer
Soit X une espace de Banach et opérateur F' : X — X complétement continu Alors

F posséde au moins un point fize . on dit que F est complétement continu st :

i) Vb C X = F(b) est relativement compacte,
ii) si Uensemble P =y € X : AF(y) =y, X €]0,1] est borné.

2.1.2 Lemmes fondamentaux

On a les lemmes fondamentaux suivant :

Lemme 2.1 [10] Soit a > 0, donc l’équation différentialles de type Riemann-
Liouwille :
D%u(t) =0 0<t<1

admet la solution suivant :

tel que : G eR, i=0,1,2,---,n,n=[a]+1

la demonstration d’aprés Remaque 1.3 .

Lemme 2.2 [10] On pose

uwe C(0,1)NL0,1), D% e C(0,1)NL(0,1)
Alors

I°D%u(t) = u(t) + ert® "+ eot® 2 4 -t "

¢ ER, i=0,1,2,---.,n n=la]+1

Preuve. Soit a > 0, et soit w € C(0,1) N L(0,1) on a :

" (ImeuRY) (0)

1°D%u(t) = u(t)—; o %7 )

(reu=Dy ) o (I ) (0) s, ("w) (0)
I'(«) I'a—1) I'a—n+1)

ta—k

a—n

= u(t) —

(Infau(nfi))(o)

Ol POSE C; = — " —Fr—77

eR, Vi=1,2,---,n on trouve I'égalité.
[ |
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Lemme 2.3 [10] Soit o > 0, "équation différentialles :
“Dh(t) =0
admet la solution suivante :
h(t) =co+cit +cot + -+ + ¢yt

geR, 1=01,2,---,.n—1 n=la]+1

la demonstration d’aprés Remaque 1.6

Lemme 2.4 [10] Soit o >0, :
si;eR:1=0,1,2,---n—1, n=[a]+1ona:

19 “Dh(t) = h(t) + co + it + cot? 4o , Cp—1t"

Preuve.
Soit a > 0, et Vh € C"(]0,1]), on a :

I“°Dh(t) = h(t)—) ot

k=0
h//(o) h(nfl)(o)
= h(t)— |h0)+ R0t + ——t* 4+ 4+ ————¢"!
R L R
on pose ¢; = —h(:z(!o) eR, 1=1,2,---,n—1, on trouve I'égalité .
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2.2 Probléme de Cauchy dans le cas 0 < a < 1

On va étudier I'existence et 1'unicité de la solution d’un probléme de Cauchy
pour des équation différentielles d’ordre fractionnaire on utilise la dérivée au sens de

Caputo qui s’écrire sous la forme suivant :

(2.4)

{CD@@:f@M®LtGJ:MTLO<a<1
y(0) =yo, wo€R

ou f:J xR — R, est une fonction continue.

Proposition 2.1 /2] Soit 0 < a < 1 et h: [0,T] — R une fonction continue.

fonction y ;

y(t) =yo + ﬁ/{) (t —2)* 'h(x)dz (2.5)

est une solution de l’équation intégrale fractionnaire si et seulement si y est la solu-

tion du probleme a valeur initiale pour [’équation :
Do) = h(t),  te[0,T] (2.6)

y(0) = yo (2.7)

Preuve.

On applique l'opérateur I*, on a :

1D = I%h(t)
y(t)+cy = I°h(t) alors
y(t) = I%h(t) —co

D’apres les conditions aux limites on a :

{ 5(0) = (1°m)(0) = e = —co

Alors
—Ch =Y = Co= —Yo-

donc on a :

y(t) = I°h(t) — (—wo)
1

= m/o (t —2)* “h(x)dx + yo
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Inversement on a :
y(t) = (I"h)(t) + yo

on applique © D a I’équation président on a :

CDey(t) = CDU(IR)(E) + Dy
0

donc il reste vérifier que si  y(0) = yp

on a :

y(0) = I*h(0) + yo
= 0+wo
= Yo

Alors y est solution du probléme.
[ ]

Résultat Existence et Unicité de Solution :

Pour étudier des résultats d’existence et d’unicité dans cette probléme on utilise
le théoréme de point fixe de Banach .
et pour étudier l'existence et l'unicité de solution (2,4) donne les condition dans
I'espace C[0,T] .
Notre approche est basée sur la réduction du probléme considéré en une équation

intégrale suivant :

o0 =w+ s [0y gy 0<t<T  (28)
Lemme 2.5 [/] Soit a € R(0 < a < 1), et fi_a(t) = ([;7°f) (t), on a si f(t) €
C[0,T] et fi_o(t) € CH0,T], alors :

. fl—a(o)

T(a) =, t€l0,T] (2.9)

(I°Df)(t) = f(t)

Lemme 2.6 [}/

L’opérateur d’intégration I, avec o € R est borné dans C[0,T]

[e7

T
I« < . 2.10
| 9”0 > F(l ) ||9||C ( )
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Théoréme 2.5 [j] Soit 0 < a <1, et G un ouvert de R f:]0,T] x G — R vérifie
la condition de Lipschitz suivant :

(H1) il existe une constante k > 0;
|f(tvy) —f(t72)| < kly_2’7 Vi e [O,T], et y,z € G

et T
——
[Na+1)
Alors, il existe une solution unique y(t) pour le probléme de Cauchy (2,4) dans
Vespace C|0,T].

<1

Preuve. On utilise le théoréme du point fixe de Banach pour l’espace C|[0,T] qui

est un espace métrique complet avec la distance donnée par :

d(z1,72) = ||z1 — $2H(10T] = 5[1113] |z1(t) — z2(8)]
0T

on récrit I'équation (2,5) sous la forme suivant :
y(t) = (Ty)(?)
ol
I .
) =0+ g [ (6= 2" Fayle))da, (211)
I'(a) Jo
pour appliquer le théoréme de Banach, il faut montrer :
1. Siy(t) € C[0,T] Alors (Ty)(t) € C[0,T],
2. pour chaque y1,y, € C[0,T], on a :
|Ty: — Ty2HC[U,T] <wly - y2HC[0,T} avec (0 <w < 1) (2.12)

comme f(t,y) € C[O T] et tenant compte du lemme 2.6 on a :

H ry(e)

0 t—l’)l_

o] S T T(a+1) 1t y(t ))“C[O,T]

alors (Ty)(t) € C[O T]. montrons maintenant (2,12) .

d’aprés lemme 2.6 et en utilisant la condition de Lipschitiz on obtient :

T~ Tl = | ey [ U@ — s =]
< >Hf(x n(O) = Fe sy [ (=)o
< faag M) = @ n Oy
< kT

m [y — ?JQHC[O,T}
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onaw= % < 1, Alors d’aprés le théoréme du point fixe de Banach il existe une
solution unique y(t) € C|[0,T], de I’équation (2,4) sur [0, 7] .
|

2.3 Problémes aux Limites

Dans cette partie on va étudier ’existence et 'unicité de la solution d’un pro-
bléme aux limites pour des équation différentielles d’ordre fractionnaire, et on a dans

cette partie deux cas suivant :

2.3.1 Probléme aux Limites dans le Cas 0 < a < 1

Définition 2.3 On dit que une fonction y € C*([0,T], R), est solution du probléme
(2,2) si y vérifier Uéquation ©Dy(t) = f(t,y(t)), sur [0,T] et avec la condition
ay(0) +by(T) =c .

Proposition 2.2 [2] Soit0 < a <1, et h:[0,T] — R, une fonction continue. une

fonction y ;

1

y(t) = Ta)/o (t—2)* 'h(z)dx — - —11- 2 {%/0 (T — 2)* *h(z)dr —c|, (2.13)

est une solution de [’équation intégrale fractionnaire si et seulement sty est la solu-

tion du probléeme aux limites suivant :
“DY%(t) = h(t), te[0,T] (2.14)
ay(0) +by(T) =c (2.15)
Preuve. On applique 'opérateur I, on a :
I D% = I°h(t)

y(t)+cy = I%h(t)
y(t) = I%h(t) = co

Alors d’aprés les conditions aux limites on a :

{ y(0) = (I"R)(0) — co = —co
y(T) = (I°h)(T) — ¢

Alors
ay(0) +by(T) =c = —acy +b[I*h(T) — o) =c =
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(a+b)co = b(I*h)(T) — ¢ = co = =5 [b(I*h)(T) — ¢], a+b#0
donc on a :

WO = 1R~ — IR)T)

_ ﬁ/ot(t—x)o‘_lh(:v)d:v— aib {% /OT(T—x)O‘_lh(a:)da:—c ,

Inversiment on a :

y(0) = ()0 = — BIH(T) — o]

on applique €D a I’équation président on a :

Cpey(t) = CDP(IR)(E) — CD[—— (BI°K(T) —

a-+b
= h(t)

donc il reste vérifier que si, ay(0) + by(T) = c.

] @) = 1(0) = BT — €] (1)
y(T) = I°R(T) — =5 [B(IR)(T) =] oo 2)
de let2ona:
() +by(T) = S BIR)(T) = ]+ HIR)(T) — — BIR)(T) —
= LR — o1 h)(T)
= —b(I°h)(t) + ¢ + b(I*h)(T)

= C.

Alors y est solution du probléme . m

Résultat Existence et Unicité de Solution :

I) On utilisant le théoréme contraction de Banach pour l'unicité de la solution
du (2,2).

Théoréme 2.6 [2]/ Supposons que :
(H2) Fk >0, tell que on a :

\f(t,x) = f(t,2)| < k(z—2), VieJ etz,z€R
S

o [o|
kT (1 + \a—l—bl) o
Fa+1) ’
Done, le probleme (2,2) admet une solution unique sur [0,T],

(2.16)

26



Preuve. Transformer le probléme (2,2) en un probléme de point fixe on a :
F: C([0,T]),R) = C([0,T]), R

défini par :

ol R ) [% | o swatanis - .

e

(2.17)
Donc les points fixes de F' sont les solution du probléme (2,2) on a :
F est bien défini, en effet : si y € C([0,T],R) alors (Fyy) € C([0,T],R),
donc si montrer F' est contraction alors F' admet un point fixe en effet si y, 2z €
C([0,T],R) alors Vt € J, on a :

1

[F(y)(t) — F(2)(1)] < @/0 (t —2)* " [f (2, y(x)) = [, 2(x))| do

[T e
e [ @0 yw) - fe ()l

klly — | /t 1
< 2 X t—x)* ‘dx
ST LY

blk ||y — T
L Jelklly = Il / (T — oyl
0

['(a)|a + b|
a b
KT (1+ ‘a|+\b|> -
- al'(a) Y o0
Donc
R (14 225

1) = F)e < o

Donc on pout déduire que F est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach

Iy — zll

F admet un seul point fixe. cette point est solution du probléme (2,2) .
n

IT) Pour deuxiéme résultat d’existence de la solution du (2,2) On utilisant le théo-

réme du point fixe théoréeme de Schaefer .

Théoréme 2.7 [2] Supposons que
(H3) La fonction f:[0,T] x R — R est continue.
(H4) Il existe une constant M > 0 tell que :

|f(t,x)] < M, Vte[0,T], et x €R.
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Alors, le probléeme (2,2) admet au moins une solution sur [0,T].

Preuve.
Pour montrer F' de(2,2) admet un point fixe on a 4 étape suivant :
Etape (1) :
F est continue : soit {y,} une suite dans C([0,T],R) convergent pour |||, vers y
C-a-d
Tim {lyn —ylloe =0
=0, Vte[0,T]ona:

loc

I1 faut montrer que lim || F(y,) — F(y)
n—oo

1

[F(yn)(t) = F(y)(1)] < m/o (t = 2)* [ f (@, yu(@) — [z, y(@))| do

b ! -
+R5H:HA(T—@ (2, ya()) — fl2,y(2))| do

1 t o1
gfayéu—x> s 1)~ 1y do

'Tﬂﬁ%IaA(T‘x“15W>V@waw—f@w@DMx

z€[0,T]

£t = Fv O [ [ vy L (T
< @) {A“ ) d*!a+wA(T ) d]

T (14 ) 17 G = £y
= al'(a)

f est continue alors,

7= (14 ) 17 Cm() = Ol

0 d
Mo +1) — 0 quand n — oo

1 (yn) (t) = F(y)(@)]| <

d’ou la continuité de F.

Etape(II) :

On a si F({E}) est borné = {E} est borné dans C([0, 7], R),

en effet suffit de montrer que pour tout o > 0, il existe une constante L > 0 : pour
tout y € Uy, Uy, ={y € C([0,T,R) : |ly|l, < o}, ona |[[F(y)||, <L .par (H4) on
a pour tout ¢t € [0, T,

oo
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1

)OI < 775 / (t — o) | y(o))| da

tr [ = s L
< % /Ot(t — ) + —F(a];/|[clzb|+ T OT(T — ) tdr + |a’i‘ 0
< @ T
Alors :
I1EWl < aé\{a)TQ * ozF((]g||2|+ b| ) |a|vCL| b| =L

Donc par suite, F'(U,) est borné.

Etape (III) :

F({E} : ({E} est borné) est un ensemble équicontinu de C([0,T],R). Soit t1,ty €
[0,T], t1 < ta, Uy un ensemble borné de C([0,T],R) et soit y € U,,

Alors :

M o M
Moy 1) (2~ 0" = Bl pemgy (= h)

M M

Sm(h—tl) +F(a+1)(1_t2)

quand t; — t5, momber droit de I'inégalité précédent tend vers 0, d’ou la continuité
de F d’aprés étape (I1), et (I11), et le théoréme d’Ascoli-Arzéla, F(U, est relati-
vement compact pour tout borné U, .

C-a-d F' est complétement continu et par I'étape I, F' est continu par conséquent,
F:C([0,T],R) — C([0,T],R) est continu et complétement continu .

Etape (VI) :
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Donc il reste & montrer que ¢ = {y € C(J,R) : y = AF(y) tell que 0 < X\ < 1}, est
borné et y € e = y = A\F(y), tell que 0 < A < 1 .donc Vt € J, On a :

w0 =7 | ) ) - oy (T ) syl ]

et d’aprés (H4), et Vt € J on a :
WO < f7 [ =2 @) do
c]

tr [ = e+ L
Fﬁ/ )" o + |a|4c—| b|
T
+—F(aj\)4|(|sz o) (T — x)* 'dx
Alors, Vt € [0,T], on a :
IF e < o T+ aragie s T+ g = &

£ montre que est borné alors on a d’aprés théoréme de Schaefer on déduit que F
admet au moins un point fixe que est une solution du probléme (2,2) .
[ |

2.3.2 Probléme aux Limites dans le Cas 1 < o <2

Définition 2.4 On dit que une fonction y € C(J,R), est solution du probléme

(2,3), siy, vérifier I’équation suivant :
“Dyt)=h(t), teJec[0,T]1<a<?2 (2.18)

Proposition 2.3 /2] On dit que y, est solution de [’équation intégrale fraction-

naire ;

y(t) = ﬁ/{) g(t,x)h(z)dx + yo + yT; Yoy (2.19)

si et seulement si y est solution de (2,3).

g(t,x) est la fonction de Green défini par :

tog)el MDY < p <t < T
glt,x) = { P S (2.20)

Al 0<t<a<T
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Remarque 2.1 [a fonction t € J — fOT lg(t,z)|dx est continue sur J, alors est

T
§:sup{/ lg(t — )|dx, teJ }
0

On pose que y vérifiée (2,18) alors d’aprés le lemme 2.4 on a :

bornée et on a :

Preuve.

y(t) = co + a1t + ﬁ/o (t —2)* *h(z)dz

et par la condition initial on a :
y(0) = yo
et on a :

W(T) = o+ erT + ﬁ /O (T — 2)* " h(x)dx

Alors on déduit que :

T —
/ (T — )" h(z)de + LT %0
0 T
C-a-d :

y(t) = o + ﬁ /0 ((t =)' = %(T — z)* h(z)dx + —yT:; o,

1 Ty ol
+m/t —=(T — )" " h(x)dx

de plus on trouve I’équation (2,19) Inversement, si y vérifiée I’équation (2,19) donc
I'équation (2,18) et la condition initial est vérifiée .
[
Résultat d’existence de solution :
Pour étudier des résultats d’existence dans cette probléme, on utilise le théoréme de

point fixe de Schauder .

Théoréme 2.8 [2] Soit les trois condition suivant :

(H5)
f:J xR — R est continue.

(H6) s existent une fonction v € C(J,Ry), et la fonction w € [0, 00[— [0, 00|

continues et non décroissantes tell que :

If(t,z)| <v)w(|z]), VteJetVreR.
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(H7) IM > 0;

M
; = > 1. (2.21)
(@) sup v(2)w(M)g + |yollyr — Yol

ou M est constante et © € J .

Preuve. Soit C' = {y € C(J.R), |ly||..} < M = sous-ensemble C' est fermé et
convexe. donc on montrer que F', vérifiée les condition du théoréme de Schauder
Alors on a 4 étape suivant :

Etape (I) :

F' est continu : soit {y,} une suite convergence vers y, dans C'(J,R), donc Vt € J

ol a .

F(y)() — F(y)(1)] < ﬁ / gt )] 1£ (2, 9m) — F(,y(2))] dao

on a f est continue le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue implique que

| F(yn) — F(y)|l, = 0 quand n — 0
Etape (II) :

F transforme C' en un ensemble borné de C(J,R). soit y € C alors pour chaque
t € J, (H6) implique :

(F,)(t) < ﬁ/o |g(t,x)|f(x,y(g;))dx+MHMM
< r(la)v(t>w(|y(t)|)/0 lg(t, )| dz + |yo| + |yr — ol

Alors on a :
15yl < sup(v)w(M)g + yo + lyr — yol = L.

Etape (III) :
F transforme C' en un ensemble équicontinue de C'(J,R) soit y € C, et t1,ts € J
tell que t; <ty Alors :

[F(y)(t2) — F(y) (1] < \ﬁ / g<t2,x>f<x,y<x>>dx—ﬁ / g(tr, 2) f (. y(x))da

yr — Yo yr — Yo
ty —

- T T

t
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[F(y)(t2) — F(y)(ty| < ﬁ/o l9(t2, ) = g(tr, )| [ (z, y(x))| dx

Yr — Yo
T
Alors quand ¢t; — t5 le mombre & droite ci-dessus tend vers 0 donc par d’Ascoli

+

t2 — t1]

Arzéla N(C) est relativement compact pour tout borné F' alors N est complétement

continu.

Etape (VI) :
on a F(C) C C soit y € C alors on montrer que F, € C, Vt € J, on a :
1

(B0 < w5 | ol @)l de + ]+ 2220

1
o) sup(v)w([[yllo)9 + lyol + [y — yol

IA

Donc on a :

1 -
1yl < mSUP(U)W(M)g + |yo| + lyr — vol

et par (2,21) on a :
£yl < M
Alors on déduit que F' admet au moins un point fixe cette point est une solution du

probléme aux limites (2,3) . m

Exemple 2.1 Considérons le probleme auz limites fractionnaire suivant :

C Na _ ey _
D y(t)—WM, tEJ—[O,l],etO<oz§1

y(0) +y(1) =0

montrer que le probléeme admet une seule solution.

posons
et
t,x) = ,
f(t,z) (94et)(1+2)
soit z,y € [0,00[ et t € J Alors on a :

(t,x) € J x [0, 00]

—t

e z Yy
162 =10l = G T3~ T+
N e’z —yl
O+l +2) (1 +y)
< W’Z—?J’
< i]z—y[
= 10
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Alors (H2) est satisfait avec k = 3= on doit la condition (2,16) est vérifiée pour o

10
eta=b=T =1 En effet

3k

3k
— <17 1 — =0.1
2F(a+1)< sMNa+1) > 5 0.15 (%)

Alors on utilise le théoréme 2.6 le probleme admet une seule solution sur [0, 1] pour

a satisfaisant (x) .
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Chapitre 3

Equations Différentielles
Fractionnaires de type

Riemann-Liouville

Dans ce chapitre on s’intéresse ou probléme non linéaire fractionnaire étudié par
S.Zhang dans [10] :

{D8‘+u()+f(t, u(t)) 0<t<1,3<ac<4 (3.1)
u(0) = u/(0) = u"(0) = (1)=0 |

ot f e C([0,1] x [0,00]), et Dg, est I'opérateur de dérivation fractionnaire d’ordre
a au sense de Riemann-Liouville fractionnaire.
L’existence des solutions positives du probléme est basé sur la méthode de sup-

solutions et inf-solutions, fondée sur I'un des théorémes des points fixes.
3.1 Lemmes Fondamentaux
Lemme 3.1 [10] Si y(t) € C[0,1], et y(t) > 0, le probléme;

{Dmu() (_) 0 O<t<l, 3<a<d 52)

u(0) = v/(0) = u"(0) = (1) = 0

admet un solution unique suivant :

= /01 G(t,s)y(s)ds



ol

G(t,S)Zm (o=1(1 — g)o=3 0<t<s<l1

Preuve. On utilise la définition de la dérivée de Riemann-Liouville et la lemme 2.2

1 {tal(l—s)a3—(t—s)a1 0<s<t<l

on a : ' -t
: t—s)"
u(t) = eyt ot o eat® P 4yt Tt — / ~———y(s)ds
( ) 1 0 F(O&) ( )
D’aprés la condition initiale on a :
1 1
co=c3=0c4=0, et = —/ (1 —5)*3y(s)ds

I'(a) Jo

alors la solution de probléme (3,2) s’écrire sous la forme suivant :

u(t) = /0 " (;(;)S)a_ y(s)ds—/0 %y(s)ds

B /O tal(;(;)s)agy(s)ds—i— /t tal(;(;)s)agy(s)ds— /0 %y@)ds
- | cte.sos

alors on a u(t) > 0, si y(t) > 0, dans t € [0,1] .
n

Lemme 3.2 [10] Si u(t) € C?[0,1] est positive solution de probléme (3,1) donc
mlt) < u(t) < M)

ol

p(t) = ﬁ (Ofa__; - ét“>

et m, M est deux constente .

Preuve. On a u(t) € C?[0, 1], alors il existe M’ > 0, tell que |u(t)] < M’, pour tout
t € [0,1] et on prend :

= i t,u(t)), et M = a tul(t
" (t,u>e[glll}ri[0,M'}f( uld)), e (t,u)e[%,lﬂi{[O,M/]f( ul)

donc par lemme 3.1 on a :

mfc(t,s)ds < ult)
_ / G(t,5)f(s,u(s))ds

1
< M/ G(t,s)ds
0
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alors on déduit que :

o) = /O G(t, 5)ds

R = 2]
1t

c’est a dire,

Définition 3.1 [10/ Soit un fonction 5(t) € C?[0,1], est solution supérieure de
probléme (3,1) si 5(t) vérifide :

—Dg.B(t) > f(t,B(t)) 0<t<l, 3<a<4
5(0) = 0,5'(0) = 0,5"(0) = 0,5"(1) = 0

Définition 3.2 [10] Soit un fonction a(t) € C?[0,1], est solution inférieure de pro-
bleme (3,1) si a(t), veérifiée :

{—Dg‘+a(t)§f(t,a(t) 0<t<l,3<a<di

3.2 Résultat d’existence de solution

Théoréme 3.1 [10] le probléme (3,1) posséde une solution positive u(t), si il veri-
fiée les conditions suivantes :
(Hy) :soit f(t,u) € C(]0,1] x [0,00[, RT), est fonction non décroissant par rapport

a deuxieme variable u, et on a :

F(t,p(t)) # 0 pour t € [0, 1],

avec existe une constant positive o < 1;

k7 f(t,u) < f(t, ku) VO<k<I1
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Preuve. On suit les trois étape suivantes :
Etape (1) :
On preuve les deux fonction suivant :

a(t) =kig(t) et B(t) = kag(t)
est solution inférieure (a(t)), et supérieure (5(t)), pour probléme (1,3) tell que :

0<k1§min{$,(a1)ﬁ }
k‘g Z max{ % ,((J,g)ﬁ }

et on a :
a :min{ , inf f(t,p(t ))} >0
t€[0,1]
as = max{l , sup f(t,p<t>>}
te[0,1]
et on a :

g(t) = / G(t, 5)f (5. pls))ds.

par voire lemme 3.1 on défini la fonction g(t) est positive solution de I'équation

suivant :

u(0) = v'(0) = w"(0) = w"(1) = 0

alors le lemme 3.2 on défini par :

{ Deu(t) + f(t, p(t)) =0 O<t<1l,3<a<4

arp(t) < g(t) < azp(t) vt € [0,1],

puis D’aprés utilise le théoréme 3.1 on a :

kiar < %—% < kiap <1
1 P 1
kaaz < B(t) = koay < 1

(k1a1)” > ki (koaz)? < ko

Alors :

fta®) = ft, —<p(t))

(AVARAV
==
[y
=™ =
~ B~
>
—
~
N—



etona:

kaf(t,plt) = kgf(t,%ﬁ(t))
> kz(%)"f(t,ﬁ(t))
> ka(koaz)™7 f(t,B(2))
> f(t,B(1))
Donc on a :
“D%alt) = kif(t,p(t)) < f(t,a(t)) O<t<1 3<a<4
DB = kaf(t p(t)) > (A1) 0<t<1 3<a<d

Alors on clair
a(t) =kig(t) , B(t) = k()

vérifie un condition initial et encours on a : a(t) = k1g(t), est solution inférieure et
B(t) = kag(t), est solution supérieure de probléme (3,1)
Etape (I1I) :

On preuve le probléme suivant :

{ —Deu(t) = g(t,ult) O<t<l,3<a<i

possédé un solution tell que :

f(t,a(t)) 51 u(t) <
g(t,u(t)) = f(tu(t)) si alt) < u(t) < B@1)
f(tB(1)) s Bt) <

on prend 'opérateur A : C2[0,1] — C?|0, 1] définie par :

Aut) = /0 G(t, 5)g(s, u(s))ds,

tell que G(t, s) on définie précédent et on a A est continue sur C2[0, 1], et la fonction
f(t,u) est non décroissant par rapport a deuxiéme variable de u , et on a pour tout
u € C?[0,1] on obtenons : [f(t,a(t)) < g(t,u(t)) < f(t,8(t)), pour toutt € [0,1],]
Donc il existe un constant M > 0 tell que :

lg(t,u(t))] < M, ce qui implique que A est uniformément borné pour tout

39



u(t) € C?0,1], et 0 < t; < ty < 1, alors on a:

|Au(ty) — Au(tz)| = /OG(tl,s)g(s,u(s))ds—/O G(ta, s)g(s,u(s))ds

1

[G(t1,s) — G(tz, 8)] g(s, uls))ds

< / G(t1, 5) — Glta, )] gls, uls))ds

< et g / £(s

donc A est équicontinue, et d’aprés le théoréme de Ascoli-Arzela, A est compacte.
donc D’apres le théoréme de Schauder 'opérateur A, admet un point fixe c’est a
dire le probléme (3,1) admet solution .

Etape (III) :

On preuve la solution de probléme (3,1) posséde solution positive suppose que u*(t)
est solution de probléme (3,3) et on a f(¢,u) est non décroissant par rapport a

deuxiéme variable u. On défini ’égalité suivant :

ft,a(t) < g(t,u (1) < f(¢B(2)), vt € [0,1]

Alors :

{ Da(t) > f(t.5(0) —g(t.u (D) > 0

2(0) = 2'(0) = 2"(0) = 2"(1) = 0,

tell que : z(t) = B(t) — u*(t) et par le lemme 3.1 on a : z(t) >0
i~e u*(t) < B(t) Vt € [0,1] et on de méme Méthode on a : a(t) < u*(t) pour tout
te[0,1].
Donc u*(t) est positive solution de probléme (3,1)
]
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Exemple 3.1 Soit le probléeme suivant :

{ Dau(t) + f(tu(t) =0, 0<t<l1
u(0) = u/(0) = u"(0) =u"(1) =0

tell que : f(t,u(t) =t + v et0<o<1.

Ona f(t,u(t) =t + u”et, 3 < oz:% < 4 et pour les deux constant k, o
tellque0<o<let,0<k<lona:

k7 f(t,u) = k7t + k%u’
t + (ku)? parce que k° < 1
f(t, ku).

IN

Alors d’aprés le théoréme 3.1 le probléme admet solution positive .
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quel contribution d’existence et d’unicité des so-
lutions du probléme couchy et probléme aux limite pour des équations différentielles
d’ordre fractionnaire au sens de Caputo et sens Riemann-Liouville avec conditions
locales .

Ces résultats ont été obtenus par Papplication de la théorie de point fixe : ( Banach,
Schaefer et Schauder )
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Résumé

Dans ce travail, de faire une synthese de certains travaux sur l’existence et
l'unicité des solutions pour certaines classes équations différentielles
fractionnaire.

Nous présentons quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution
de probleme de Cauchy et probleme aux limites pour des équations
différentielles fractionnaire de type Caputo et de type Riemann-Liouville.
Mots-clés : Calcul fractionnaire, probléme aux limites, théorémes de
point fixe, probleme a valeur initiale, existence .

Abstract

This Works Is concerned with the existence and uniqueness of solution for
fractional order differential equations.

we present existence and uniqueness results of solutions for fractional
order differential equations in the sense of Caputo,and sense of Riemann-
Liouville for boundary value problems.and couchy problems.

Keywords : Fractional calculus, boundary value, fixed point theorems,
initial value problem, existence.
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