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Résumé:

Ce travail se situe dans le cadre des polynémes irréductibles sur un corps fini I, .
Dans cette mémoire on s’intéresse aux polynomes irréductible et certaines de ses pro-
priétés comme nous avons discuté de factorisation de x"-1 sur un corps finilF, .

Mots clés : corps fini, polynémes irréductible sur un corps fini.

Abstract:

This Work is included in the frame irréductible polynomial over finite field [F,.
In this memory we are intersted irréductible polynomial and some of its propretés and

factorization of x"-1 over finite field IF,.

Key words : finite field , irréductible polynomial over finite field F,.
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Notations :
Les notations suivantes seront utilisées le long de ce mémoire:
e (a,b): pged(a,b)
e degp: degré dep
e (p) : idéal engendré par p
e p : fonction polynoémaile induite par p
e car F': caractéristique de F’
e [K : F]: dimention de K sur F minimal
o [: F\{0}
ea\b: adivise b
e a=b(modn): (a—0b) divisible par n
o [F, : corps fini d’ordre ¢
e ¢(n): indicateur d’euler

ieme

ed, :len polynoéme cyclotomique
e m, : le polyndme minimal de «

e 1 : fonction de Mobius
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Introduction

Les polynémes sur un corps fini qui ont beaucoup d’applications dans la théorie des
nombres- La question centrale pour les polynomes dans F [x] , F corps, est de décider quand
un polynéme donné est irréductible ou non sur F- Pour notre intension, les polynémes
irréductibles sur [F, ,p premier sont d’une particularité interéssante- Pour déterminer tous
les polynomes unitaires irréductibles sur IF,,, de degré fixé n, une possibilité est de rechercher
tous les polynomes unitaires réductiubles dans F,[x] de degré n et de les éliminer de
I'ensemble des polynomes dans IF,, [z] de degré n-

Dans ce mémoire, on s’intéresse a I’étude sur les polyndémes irréductibles-

Le premier chapitre est un chapitre d’introduction de anneau de polynéme ot présenté
quelque définition et propriétés fondamentales pour ce tratravail tel que: anneau et corps,
définition et quelques propriétes est etude l'irréductibilité d’un polynome-

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude les polynémes irréductibles nous étudions
les extension d’un corps fini, construction d’un corps fini, propriétes des polynomes irré-
ductibles, racines n**¢ de 'unité est teste d’irréductibilité d’un polynéme sur un corps
fini-

En fin, dans le troisieme chapitre on va étude les décomposition des polynémes et on
achevera notre travail par I’étude les factorisation du polynome x" —1 sur [, est factorisation

de x*" — 1 sur F,



Chapitre 1

Anneau de polynéme

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base dont aura besoin par la suite, anneau et

corps, définitions et quelques propriétés est etude l'irréductibilité d’un polynoéme-

1.1 Rappels de théorie des nombres

Définition 1.1.1

La fonction d’Euler ¢ (n) est définie comme le nombre d’entier positifs non nuls inférieur

ou égaux a n, premiers avec n, i-e-,

o)=Y 1=Hi/1<i<n, (in)=1}
1<i<n
(i,n)=1

Notez que ¢ (1) = 1-
Proposition 1.1.1

(1) La fonction ¢ est une fonction multiplicative, c’est—a—dire si (a,n) = 1,
alors ¢ (na) = 6 (n) & (a)-

(74) Si p est un nombre premier, alors ¢ (p) = p — 1-

(74i) Si p est un nombre premier et i est un entier positif non nul,

alors ¢ (p') =p" ' (p—1)-



1.1. Rappels de théorie des nombres

)

p/n
p premier

> ol =mn

d/n

Théoréme 1.1.1 (Euler — Ferrmat)
Si (n,a) = 1, alors a?™ = 1 modn-
Définition 1.1.2
Soit (n,a) = 1- Le plus petit entier positif non nul r tel que
a”"=1 modn
est appelé l'order de a modulo n est noté ord,, (a) -
Remarque 1.1.1

1) Notez que ord,, (a) = 1 pour tout a dans N*.
2) Notez encore que a” = 1 modn s’ecrit aussin / a” — 1-

3) Sin > 1, l'ordre ord, (a) de a modulo n est 'order de a dans le group multiplicatif

(Z/nZ)" -
Définition 1.1.3

Soit (n,a) =1-8Si ord, (a) = ¢ (n), nous appelons a racine primitive modulo n-
Théoréme 1.1.2

Soit p un nombre premier, p > 2 - Si a est une racine primitive modulo p?,

alors a est une racine primitive modulo p’ pour tout i > 1-



1.2. Anneau et corps

1.2 Anneau et corps

Définition 1.2.1

Un anneau (A, +,-) est la donnée d’'un ensemble non vide A muni de deux lois de
composition internes, notées " +" et 77 (appelées respectivement addition et multiplication),
telles que :

1) (A, +) est un groupe abélien

2) Laloi 7 -7 est associative i.e. Vr,y,z€ A, x-(y-2)=(r-y)- 2

3) Laloi”” est distributive par rapport alaloi”+” Vz,y,z € A, x-(y+2) = z-y+x-2 et
(x+y)-z=x-2+y-z

Remarque 1.2.1

1) Silaloi ” -7 est commutative i.e Vx,y € A, -y = y - x, on dit que 'anneau A est
commutatif.
2) Silaloi ” -7 posséde un élément neutre 1, on dit que A est un anneau unitaire et 1

s’appelle 'unite de A.
Exemple 1.2.1

1) (Z,+,),(Q,+,-),(R,+,-) et (C,+,+) sont des anneaux commutatifs unitaires.
2) L’ensemble des entiers relatifs Z muni de 1’addition et de la multiplication useulles

est un anneau commutatif-
Définition 1.2.2

Dans un anneau A, un idéal [ est dit principal s’il existe un élément a € A qui engendre [ -

En d’autres termes : I = (a) ={ar : r€ A}-

L’idéal I est dit maximal s’il n’est pas contenu dans un autre idéal J différent de ’anneau
A - Un idéal I # A est dit premier si pour tout a, b € Aona :abel =a€loubel-

L’ensemble des classes résiduélles d’'un anneau A modulo un idéal I forme un anneau
noté A/I est dite anneau quation dont les deux opération sont définies par :

Da+I)+Ob+I)=(a+b)+1

2) (a+1)(b+1)=ab+1



1.3. Définitions et quelques propriétés

Définition 1.2.3

Un corps est un anneau unitaire dans lequel tout élément non nul est invérsible-

La caractéristique d’un corps [ est le plus petit entier positif n tel que : nr = 0 por tout
r € F - Sl n’existe pas d’entier positif n le corps F est dit de caractéristique 0 -

Le corps Z/pZ, p premier, est de caractéristique p, les corps Q et R sont de caractéris-

tique O -
Proposition 1.2.1
Dans un corps [ de caractéristique p, p premier, on a :
(a+ b)" = a” + b

Preuve.

Nous utiliserons le fait que dans la formule du binome les coéfficients C' sont divisibles par
p pour 0 <7 < p et que le facteur p dans C’; = % n’est pas supprimé, donc tous
ces termes sont nuls, et il ne reste dans la formule (a + b)” que le premier et le dernier terme,

d’ou le résultat - m
Remarque 1.2.2
On a le méme résultat pour p = p", en faisant le raisonnement par récurrence sur n
- C’est a dire que :
(a+0)" = a”" + 1"
1.3 Définitions et quelques propriétés
Définition 1.3.1

Soit A un anneau commutatif unitaire -Tout suit d’élément de A n’ayant q’un nombre
fini de termes non nul est dit polynome a coéfficient dans A - L’ensemble des polynomes sur
A est noté A [x]-

Dans A [z] on définit I’addition et la multiplication comme suit :



1.3. Définitions et quelques propriétés

(a0a ai, --- )—I_(bOa b17 "‘):(a0+b0; a1+b17 )

k
(GO, ay, --- )(bo, by, ) = (007 C1, ) ol Ckzaibk—i'
i=0

Proposition 1.3.1

Soient p et ¢ deux polynomes non nuls a coéfficient de k -

deg(p x q) = degp + degq
deg (p+¢q) < Max (deg p,deg q)-

Définition 1.3.2

Un élément a d’'un anneau A admet un inverse s’il existe un élément b de A tel que
ab =1 - Un élément a est inversible s’il admet un inverse (unique) - On note alors a~! son

inverse et U (A) 'ensemble des élément inversibles de A -
Exemple 1.3.1

Uz) = {1,-1}

Division euclidienne des polynémes

Soit U et V' deux polynomes de A [z] (A [z]’anneau des polynomes a coefficients dans A) -
Supposons que le coefficient dominant de V' soit inversible dans A-

Il existe alors deux polyndéme () et R, uniquement déterminés, tel que U = VQ +

R avec deg (R) < deg (V) - f
Définition 1.3.3

Soit p (z), q(x) € Alz], on dit que p (z) divise g (z) et on note p(z) / q(z) siq(x) =
p(x)r(z) avec r(z) € Alz] et degp(x) < degq(x), p(z) est alors appelé un diviseur

propre de ¢ () -
Définition 1.3.4

Un polynéme ¢ de deg > 1 qui n’a pas de diviseurs propres et appelé un polynéme

irréductible -



1.4. Etude de l'irréductibilité d’un polynéme

Exemple 1.3.2

1- 22+ 1= (z — i) (z + 1) est réductible dans C [z] mais est irréductible dans R [z] -
222 =2 = (z —v2) (z + V2) est réductible dans R [z] mais est irréductible dans Q [z] -

3- Les polynomes constants ne sont donc ni réductible, ni irréductible-

1.4 Etude de l’irréductibilité d’un polynéme

1.4.1 L’irréductibilité d’un polynéme sur un corps de caractéris-
tique zéro

Corollaire 1.4.1

Soit f (x) un polynéme unitaire, de deg > 1 sur un corps F alors, les propriétes suivantes
sont équivalentes:

i) f(z) est irréductuble sur F

ii) Va € F, f (z 4+ a) est irréductible sur F

iii) f (z + 1) est irréductible sur F-

Corollaire 1.4.2

Si un polynéme est irréductible sur Z, il 'est sur Q-

1.4.2 Ciritére d’irréductibilité D’EISENTEIN d’un polunéme

Proposition 1.4.1

Soit f(z) = 2" + a,_12" ' + - - + a1 + ap, un polynéme unitaire sur Z dont tous les
coéfficients sont divisibles par un certain nombre premier p, et ag n’est pas divisible par

p?, alors f (x) est irréductible sur Q-
Exemple 1.4.1

Le polynéome x* + 923 — 2722 + 15z + 3 est irréductible sur Q - (prendre p = 3)



1.4. Etude de l'irréductibilité d’un polynéme

Exemple 1.4.2

Pour tout nombre premier p, le polynome f (x) = 2P~ + P2+ ..+ +1 est irréductible

sur Q- En effet, il suffit de voir I'irréductibilité du polynome f (z + 1) -

(x+1) -1

1) = Pt

fl+) (x+1)—1
Cha? + CP a4 4 C22? + C2x + C) — 1

x
_ -1 —1,.p—2 2 1
= a4 CP PP+ CR 4 O

Or p divise tous les coéfficients C’; pour 1 < i < p— 1, mais p? ne divise pas le coéf-
ficient C} = p-Ansi f (x4 1) est irréductible par le critéere D’EISENTTEIN et par suit
f (x) est irréductible sur Q-

Théoréme 1.4.1

Les polynomes irréductibles dans C [z] sont précisement les seuls polynomes de deg = 1-
Les polynomes irréductibles dans R [z]| sont les polyndomes de deg = 1 et les polynomes
ap + a1x + ayx? avec a% —4dagaq < 0-

Théoréme de la factorisation unique
Théoréme 1.4.2

Soit F un corps - Alors tout polyndéme p € F [z] a une représentation unique (a I'ordre prés)

de la forme:
p=Tpip2 - Dk
our € Fetpy, pa, -, pr sont des polyndémes unitaires irréductibles sur F-
Ce théoréme affirme 'existence de ’édriture unique d’un polynéme comme produit de

polynoémes unitaires irréductibles mais n’indique pas comment construire décomposition en

facteurs premiers -

Remarque 1.4.1



1.4. Etude de l'irréductibilité d’un polynéme

Soit F un corps et p = ag + a1x + - - - + a2 € Flx] alors,p: F — F;, a— ag+
a1+ - - - + a,a™ est appelée la fonction polyndémaile induite par p -

Si F est un corps de caractéristique 0, alors F [x] = P (FF) -Mais ce résultat n’est pas vrai
si IF est un anneau fini, ainsi dans Z/pZ ,le polynoémes p = x (x + 1)---(x + (n — 1)) est de de-

gré n, mais p est la fonction nulle, en effet :
p(0)=p(1)=--p(n—-1)=0
Définition 1.4.1

Un élément r € F est appelé racine du polynome p € F, [z] si p(r) = 0-

Il y a une relation entre la non existence de racines et I'irréductibilité d’un polynéme p
€ F[z] -Si pest un polyndme irréductible dans F [z] de deg > 2 alors il n’admet pas
de racines dans [F - La réciproque tient pour des polyndémes de deg = 2 ou 3, mais pas

necéssairement pour des polynémes de degré élevé-
Proposition 1.4.2

Un polynéme p € F [z] de degré 2 ou 3 est irréductible dans F [z] si et seulement si p n’admet
pas de racines dans [F-
Preuve.
La condition necéssaire est déja notée- Inversement, si p n’admet de racines dans F
et est réductible dans FF[z], on peut écrire p = gh avec g, h € Flz] et 1 < deg g <
deg h-Mais deg g + deg h = deg p < 3, par conséquent deg g=1, et g(x) = az +
ag avec ag, a; € F, et a; # 0 -Alors —aga; ‘est un racine de g, et par suite elle est racine de p dans F,
on a une contradiction avec le fait que p n’admet pas de racines-
Dans le cas géneral, pour n > 4 ce résultat n’est pas vrai, en effet, dans R[z] e
polynéme p = z * + 22 + 1 n’admet de racines sur R mais il est réductible : 4 + 22 4+ 1 =

(> —z+1)(2*+2z+1) =
Exemple 1.4.3

22 + 2 + 1 est 'unique polynome irréductible de degré 2 sur Fy-



Chapitre 2

polynéme sur un corps fini

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base dont aura besoin par la suite, Extensions
d’un corps fini, construction d’un corps fini, propriétes des polynémes irréductibles, racines
n‘“"¢s de 'unité, nombre de polynoémes unitaire irréductibles de degré fixésur un corps fini

et test d’irréductibilité d’un polynéme sur un corps fini-

2.1 Extensions d’un corps fini
Extension de corps
Définition 2.1.1
Soient [F et £ deux corps commutatifs- Si F C E on dit que F est une extension de [F-
Exemple 2.1.1

a) Tout corps de caractéristique 0 est extension du corps Q-
b) Tout corps de caractéristique p#£ 0 est extension du corps Z/pZ, p premie-

¢) R est un extension de Q-

Proposition 2.1.1

10



2.1. Extensions d’un corps fini

Soient E une extension de F et o € E | si on définit :

Flo] ={f () | f(z) € Flz]}

et
F(a)={f(a) /g(a) | f(z), g(x) € Flz] avec g(a) # 0}
alors :
1) Fla] est le plus petit sous anneau de E qui contient a la fois F et -

2) F («) est le plus petit sous corps qui contient a la fois [F et a-

Extension algébrique
Définition 2.1.2

Soit £/ un une extension du corps F- Un élément o de Fest dit algébrique sur F s’il ya

un polyndéme non nul g avec les coéfficient dans F tel que g () = 0-
Exemple 2.1.2

C =R (i) est une extension algébrique sur R-

Extension finie
Définition 2.1.3

Une extension E de F est dite finie si la dimension de [F -espace vectoriel E est finie-

Le degré d’extension de [ est noté
[E : F] = dimy E-
Exemple 2.1.3

1) [C:R] =2
2) [F(«) : F] = degF (o) = deg (p(z)) ou p(x) le polynéme minimal de « -

Extension simple

Définition 2.1.4

11



2.1. Extensions d’un corps fini

Soit E une extension d'un corps F et soit o un élément de E n’appartenant pas a F- On
apelle extension simple de E le plus petit sous corps de E contenant F et - C’est a dire

F(a)-
Exemple 2.1.4

Q (\/5) - {a +bV2 | a, be Q} est un extension simple de Q-
Définition 2.1.5

Soit E une extension de F, un élément « est dit algébrique sur F si il existe un polynéme
non nul f € F[z] tel que f(a) = 0-
a est dit transcendent dans le cas contraire, c’est a dire s’il n’existe aucun polynéme

f €F[x] tel que f(a) = 0 autre que le polynoéme nul -
Théoréme 2.1.1

Soit E une extension de F et soit @ € E un élément algébrique sur F, alors il existe un
polynome normalisé p (X) € F[X] tel que :

(1) p(a) =0
(2) p(X) est irréductible
(3) siil existe f (z) € F[z] tel que f (a) =0 alors p (X) divise f(X)-

Définition 2.1.6

Le degré de « sur F est par définition le degré du polynome minimal p (X) et on ecrit

degp (o) = deg (p (X)) -
Théoréme 2.1.2

soient F une extension de F et o € F un élément algébrique sur F avec degy (o) = n et

soit p(X) est le polynome minimal de o sur F, alors :

(1) F(o) =F[X] / (p(X))-

(2) {1, a, a? -+, @™} est une base de 'espace vectoriel F («) sur F-

(3) dimg (F(a)) = degg () = deg (p (X)) -

Extension par adjonction

12



2.2. Construction d’un corps fini

Définition 2.1.7

Soit E une extension de [, soit S une partie de F, il existe au moins un sous corps de
E contient a la fois [F et la partie S-

L’intersection de tous les sous corps de F contenant a la fois F et S est un sous corps

noté F (5) -
Remarque 2.1.1

1- Si S C F alors F (S) = F-
2-Si S ={aq, ag, -+, a,} alors F(S) note F (a1, oo, -, ay)-

Exemple 2.1.5

Q (\/5) extension simple de Q par adjonction de v/2-

2.2 Construction d’un corps fini

Pour déterminer les éléments d’'un corps fini [F;, on peut suivre une des méthodes suivantes :
1- Soit en utilisant I’anneau quations F, [x] / (f (z)) ou f(z) est un polynome irré-
ductible sur F,-
2- Soit en utilisant le fait que F; est un groupe cyclique ou chaque élément est une

puissance d’un élément générateur o appartient a Iy -
Théoréme 2.2.1

Soit F, un corps et f (z) € F,[z], alors F,[z] / (f (x)), est un corps si et seulement si
f(x) est irréductible sur F, [x] -

La preuve de ce théoréeme montre non seulement que F, [z] / (f (z)) est un corps,
mais nous donne aussi la facon d’obtenir ses éléments-

Preuve.

On note par / l'idéal principal(f (x)), supposons que f (x) est irréductible sur F,,c-a-d
f(x)=a(z)b(x) tel que a(x),b(x), ont des degrés inférieur au degré de f(z) -

13



2.2. Construction d’un corps fini

On montre dans ce cas que F,[z] / (f(x)) n’est pas un corps: Le degré de tout
polynéme non nul de I doit étre supérieur ou égal au degré de f (z), donca(z) ¢ 1, b(z) ¢
I, par conséquent I +a(x), I +b(x) sont des élément non nul de F, [z] / I-

Mais on a :

(I+a(z)(I+b(z)=1+f(x)=1

ce qui montre que F, [z] / I ne peut étre un corps donc f (x)doit étre irréductible sur F,-

Inversement, supposons que maintenant que f (x) est irréductible sur F,-

F,[x] /I est un anneau commutatif d’'élément unité I + e (ou e est l‘unité de F,),

il suffit donc de démontre que tout élément non nul de F,[z] / I admet un in-
verse dans F, [z] / I-

Soit I+p(z) € F,[z] différent de zéro(c - a - d différent de I), doncp (z) ¢ I, ce qui mon-
tre que p () n’est pas multiple de f (z), comme f (x) est irréductible, alors f (x) et p ()

sont premiers entre eux et donc d’aprés le théoréme de bézout

J,u(z), v(z) eFylz] / (f(z)) tel que
f@)u(@) +p@)v(z)=e

alors on a :

et par conséquent
T+e=T+p@)v(@) = (I +p@) I +0v()=e
c-a-d I + v () est I'élément inverse de I +p(z-) m
Exemple 2.2.1
1) Pour construire Fy, j’ai besion d’une polynéme de degré 2 irréductible surlFy- je véri-
fie immédaitement que z? + z + 1 convient parce qu'il n’a pas de racine, donc F; =

Fo /(22+2+1) ={0, 1, j, 1+j},ouj=x-"

Il y a que deux élément a taster, & savoir j et 1 4 j -
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2.2. Construction d’un corps fini

Les deux conviemment :53—1 = (5 + 1) (1 + 5%+ j) = 0 donc 5> = 1, et j est d’ordre 3 donc en-
gendre F; -Comme 1 + j = j2 est lautre racine de 22 + z + 1, on a le méme résul-
tat -En fait, sans méme calculer,

comme ¢ (3) = 2 il était granti qu'ils engendre le groupe multiplicatif:

2) Soit F un corps de 5 éléments - Aucun des élément de F est une racine du polynéme

f(z) =22+ 2 et donc f (x) est irréductible en F [z] -d’ou
k=TF[z] / (f(2))
est un corps d’ordre 25 -Un élément de k est de forme
aX +b+(f (x)) a,beF

écrire X+ (f (z)) = a-Les puissance de a sont alors déterminées comme suit : o = 3, o® =
3a, a* =4, o® =4a, a® =2, a" = 2a, o® = 1.Donc o n’est pas un élément primitif de k-

Pose § = a + 4 donne

= o*+3a+1=3a+4
B = Ba+4)(a+4)=a

= 4a+ao®=4a+3

B = (a+4)(4a+3)=4a+4
B = (dat+4)(a+4)=3

BT = 3a+2

B = Ba+2)(a+4d)=4a+2
B = (da+2)(a+4)=3a
B = 30’ +2a =20 +4

B = (2a+44)(a+4) =20 +2
B2 = 2a+2)(a+4)=4

donc l'ordre de [ dans le groupe multiplicatif de k est supérieur a 12 et donc [ est un
élément primitiuf de k-

Calculs résiduels sur les polynémes
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2.2. Construction d’un corps fini

Soit f(z) € F,[z], f(z) fixé(F, corps) et soit g (z), h(z) € F,[z],

)
les deux polynome g (z) et h(z) sont dits congrus modulo f (z) en notion
g(x) = h(x)[f (x)] si g (x) —h(x) est divisible par f(z) -

Va(x) € Fylz] ona:a(x)=r(z)[f (2)]

Aveca(z)=q(z) f(z)+r(x) et r(z) =0oudegr(z) <degf(x)-
xSia(z), h(z)eFylz] [ (f(2) =Fyla] /I, I =(f(z))
l-a(z)+h(z)eFyz] /1

2- le produit a(x) h (x) est calculé modulo f (z) -
Exemple 2.2.2
Dans Fy[2] / (22 +2+1) ona
(r+1)?=2>+22+1=2"+1=2 (moda® +z +1)-

Addition et multiplication dans Fy [z] / (22 + 2 +1)-

+ 0 1 T 1+2 X 01 T 1+2
0 0 1 x 1+ 0 0 0 0 0
1 1 0 1+2 = 1 0 =z T 1+2
x T 1+z2 0 0 T 0 x 1+2 1
1+2 142 =z 1 1 1+2 0 1+2 1 x

Théoréeme 2.2.2
Soit IF un corps et p € F[z] de degré k alors :
Flz] /(p) = {040 +ar+ -+ a4 (p) /oy € F}

est un espace véctoriel sur F de base {1, o, o2+, of7'}  oua = [z] = 2+(p) -Onap (o) =

0 et Flz] /(p) est un corps si et seulement si p est irréductible-
Exemple 2.2.3
Soit p(z) = 2% + x + 1, irréductible sur Fs, alors :
Fylz] /(p) = {ao+ a1 / ag, a1 € Fo}

dou: Fy[z] /(p) =10, 1, o, @+ 1} est un corps de quatre éléments-
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2.3. Propriétes des polynomes irréductibles

2.3 Propriétes des polynomes irréductibles

Dans cette partie on discutera des propriétes de base des polynémes irréductibles sur un

corps fini F,-
Lemme 2.3.1

Soit f un polynome irréductible sur F,, est o une racine de f dans un extension de

F,- Alors si g € F,[z] , on a g (a) = 0 si et seulement si f | g-
Exemple 2.3.1

Soient f (z) = x? + x + 1, irréductible sur Fy, et g (z) = 2° + 2* + 1 € Fy [z] -
Soit av une racine de f dans Fg,c’est & dire o> + a+ 1 = 0, d’oit o? = o + 1 ainsi

g(a) =a’ +a*+1 mais
d=c’a=(a+l)a=’+a=(a+1)+a=2a+1=1

Eta*=0a®-a=a, dona®=a’=a+1=a*+1, ce qui donne a® + a* +1 = 0-
C’est a dire que « est racine du polynéme g est on a f | g car g (x) = f (z)-(2®> +x + 1) -

Inversement si f | g et f () =0 on a directement g (a)) = 0-
Théoréme 2.3.1

Pour tout corps fini I, et un entier positif £, il existe un polynoéme irréductible f de degré
k sur [Fy-

En effet, soit 5 un élément primitif de IF «-Alors Fy (5) = F ., et comme
[Fy (B) : ] = [Fq’“ :Fq} =k

alors le polynéme minimal de (3,irréductible sur IF,, doit étre de degré k -
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2.4. Racines n'™* de 'unité

2.4 Racines n**™® de ’unité

2.4.1 Polyndémes cyclotomiques

Racines n'“* de ’unité

Sachant que dans C , les racines n’“"** de I'unité sont z, = exp (27;"“) , k=0,1, ---n—

1, et que tout les z; avec pged(k,n) = 1 sont des générateurs, en particulier z;-Elles sont ap-

pelées les racines n“"¢ primitive de 1'unité -Pour un corps quelconque nous définitions :

Définition 2.4.1

Soit F un corps - Une racine de 2™ — 1 dans F[z] est appelée une racine n" de

iemes

I'unité - L’order d’une racine n de 'unité est le plus petit entier positif k tel que

:a* =1 - Une racines n**™¢ de 'unité d’order n est dite primitive, le corps de décomposition

S, de 2™ — 1 est appelé le corps cyclotomique associé:
Dans la suit on aura besoin de la fonction ¢ de N dans N, dite D’EULER, qui est définie

par :

¢(n)=H{m /1<m<net (mn)=1}|

. .. . t R . . ..
Pour m, n des entiers positifs - Sin = pi'--- P, ot les p; sont des entiers premiers distincts,

alorsgb(n):n(l—l)il)-~-(1—ka>.

Polynémes cyclotomiques
Définition 2.4.2

Soit n une entier positif et F' un corps dont la caractéristique ne divise pas n, et a une

racine primitive n*™¢ de 'unité- Le polynome :
Cp=(r—a1) (v —auw) € Fla)la]

ol ay,- - -, ay, . sont les racines primitives n’"¢ de I'unité dans F («), est appelé le
) ) (n) )

iémes

n polynoéme cyclotomique sur F-

Remarque 2.4.1

18



2.4. Racines n'™* de 'unité

Le polynéme ®,, ne dépend pas de a-
Exemple 2.4.1

Soit n = 8 et F = F5-Comme n = 32 — 1, n n’est pas divisible par 3, et considérons le
polynome x%+x+2 qui est irréductible sur F3, pour sela il suffit de voire que tous les éléments
de FF3 ne sont pas des racines de ce polynéme - On se donne la peine de trouver une racin
primitive huitiéme de I'unité dans Fg = F3 [z] / (2? + x + 1), soit o une racine du polynome
22+ 2+ 1 cest adire a® +a+1 =0, dou sur F3, a? = 2a + 1 -Calculons o pour k =
3, 4,---, &

d=ac?a=_2uv+1)-a=2+a=2Q2a+1)+a=2a+2

at=ada=2a+2)-a=2a*+2a=22a+1) +2a = 2-

o’ =a"-a=2a

ad=a’ a=2a2=2Ra+1)=a+2
a’=aba=(a+2)-a=a?’+2a=2a+1)+2a=a+1-
A=ad"-a=(a+l)-a=a’+a=_2a+1)+a=1

Ainsi Fg = {0, 1, 2, o, 2o, a+1, 2a+1, 2+ a, 2a + 2}

Fo={0, 1, a, a?, a? a* o’ af o'}

Donc « est une racine primitive huitiéme de 'unité-

Et comme ¢ (8) =|{m € N /1<m <8et (m,8) =1} =|{1, 3, 5, 7}| =4

Les autres racines primitives huitiéme de 1'unité sont o, o®, et «
Py =(r—a)(z—a?)(z—0a)(x—a")-

En developpant ceci et en tenant compte que la multiplication dans g, en sa représen-

7. Ainsi on trouve:

tation en puissance de « , se fait en observant que : o’ - af = q/t7(med8)

on trouve que &g = x* + 1-par la suite g n’est pas dans Fy mais dans F [x] -
Remarque 2.4.2

Le polynéme cyclotomique ®,, (x) est de dégre ¢,,-
Pour notre exemple ®g () est de degré ¢,, = 4-

On va voir dans les pages qui suivent que ce fait surprenant est toujour vrai :
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2.4. Racines n'™* de 'unité

®,, a ses coéfficient dans F, - Soit o une racine primitive n'"* de I'unité alors :
®, = H (ac — ai)
i
ot le produit est formé pour tout i avec pged (i,n) = 1- Le polynéme®,, est degré ¢ (n)-
Soit n = kd ainsi o est d’order d , car(ak)d = oM = o™ =1, et est une racine primitive

d *“mes de I'unité- Le d “™¢ polynéme cyclotomique est de la forme :

b, = H (a: — o/k) .

pged(i,d)=1

Tout racine n**™¢ de I'unité est une racine primitive d**™¢ de l'unité pour exactement un seul
d - Par conséquent, on peut regrouper les racines n‘“"* de I'unité ensemble et on obtient le

résultat suivant :

Théoréme 2.4.1

2t —1= H ®, (décomposition cyclotomique)
d/n

Un résultat important se déduit pour le polynéme cyclotomique®,~ , pour p premier et m
un entier positif, a savoir :

m—1

@pnlzl—i—xp _i__{_x(p*l)

pmfl

En effet, du théoréme précédent et sachant que les diviseurs de p™, p premier, sont 1, p,

p?, -, p™ alors :

=1 = [[@a=21-D, O

d/p™
o B a— |
P Q- Dy P
B |
= o1

m—1 m—1

= 142" 4. e lp

Exemple 2.4.2
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2.4. Racines n'™* de 'unité

Soit dans IFy, le polynome z'® — 1, donnons sa décomposition cyclotomique -

Comme les diviseur de 15 sont: 1, 3, 5, 15, ona

1= H Oy = D1 P3P5Py5
d/15
On®; =a+1, &3 =2 +2+1, &5 =t +23+2?+ax+1et 15 = ¥ +a"+2+ 2+ 23 +a+1

En effet, de la formule ®,, = H (xr —a'), oupged (i,n) =1, avec 1 < i < m,et comme

p(15)=|{meN/1<m< z15 et (m,15) =1} =|{1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}| =8

Et la caracteristique 2 de [F5 ne divide pas 1, 3, 5 et 15 on a d’apres le corollaire divide
diviseur

deg &1 =¢(1)=1let & =x+1-

deg @3 =¢(3) =2, et

31
o —1
% = -1
B =1
oz -1
= 2’ +r+1
deg @5 = ¢ (5) =4, et
51
z° —1
CI)5 - 1’51_1—1
-1
o —1

= 2+t 1

®,, &3, @5 sont irréductible sur Fy-Comme 15/ (24 — 1) et deg @15 = ¢ (15) = 8, on con-

clut que @15 est le produit de deux polyndéme irréductible de deg =4 a savoir:

<I>15:(:U4+$+1) (a:4+x3—|—1)

Dot Iécriture du polynome x'® — 1 en produit de polynomes irréductibles sur Fs-

2.4.2 Critére d’irréductibilité d’un polyndéme cyclotomique sur un

corps fini

Définition 2.4.3
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2.4. Racines n'™* de 'unité

Soit p > 1, le polynome f =2=L = zP~1 4 2772 + ... 4 x4 1 est irréductible sur F, si
et seulement si p est premier et ¢ est une racine primitive (p — 1) iéme de 'unité modulo p
(ie ¢ =1 (modp)) -

Preuve.

Supposons f irréductible alors, 1'ordre de f doit diviser g?~!- Mais l'ordre de f est
par définition le plus petit entier naturel e tel que f divise x* — 1, or f divise 2P —
1(car 2? — 1 = (x — 1) f (z)) -Et comme deg f = p—1 ce qui implique que e = p, d’ou on a:
p divise ¢?~! — 1,c’est a dire ¢ — 1 = 0 (mod p), ainsi ¢?"! = 1 (mod p)

et p est premier par le petit théoréeme de fermat-Invérsement,

sioent p un nombre premier et ¢ un entier positif qui vérifier ¢?~! = 1 (mod p) ,

montrons que le polynome f est irréductible sur Fj, en effet

g
_ (z=1)®p _ P

P —1 _ d/p . @14@2
z—1 - z-1 = z-1 =  z-1 ~ =P

et comme p est premier on a ¢ (p) = p—1let gP~! =
1 (modp), par
lemme:®,, [x] € F, [z] est irréductible si, seulement si I’ordre multiplicatif de ¢ modulo n est ¢ (n) ,
c’est a dire si ¢# = 1 (modn) -

le polynéme cyclotomique @, est irréductible sur F,,d’ou le résultat- m
Exemple 2.4.3

Le polynéme f = % =28 + 25 + 2% + 2% + 22 + 2 + 1 est irréductible sur F3, car p =

7 est premier et 3° = 1 (mod 7) -
Définition 2.4.4

On appelle fonction de MOBIUS, I’application

wo o N —N*
d — p(d)
tell que
p(l) =1
p(d) = (=1)", sid est produit de k nombre premier distincts -
w(d) = 0, sid est divisible par le carré d’'une nombre premier
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2.4. Racines n'™* de 'unité

Proposition 2.4.1

Pour tout entier n > 0 on a :

1
> p(d) =
d/n 0
Démonstration. ]
On montre la formule
1
> p(d) =
d/n 0

la formule est triviale si n = 1-

stin=1

sinm>0

stn=1

sinm>0

Supposons n > 1 est notons n = pi'py? - - - p.*la décomposition de n - Les diviseur de n

s’écrivent d = pf ! p§2 .

. -p’g’“ avec 3; < oy, et 'on a p (d) = 0 si 'un des exposants [3; est >

2 - Si t exposants de la décomposition de d valent 1, les autres étant nuls, Z w(d) =

S G- = 1-1 0

Etant donné un corps k est un entier n > 0 si @, (z) est le n

tomique sur I, alors

ou u est la fonction de mobius -

Exemple 2.4.4

d/n

iéme

polynome cyclo-

1) Pour trouver le polynoéme cyclotomique ®g () sans utiliser les racine 8¢ de 1'unité

(1)8 (l’) _ ($8 . 1)#(1) (IA o 1)#(2) (12 . 1)“(4) (I B 1)u(8)

- ey

= 2*+1
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2.4. Racines n'™* de 'unité

2.4.3 Décomposition des polyndémes cyclotomiques dans un corps

fini

D’apres ce qu’on a vu, tout corps fini peut se construire en adjoignant & un corps premier
[F, un élément algébrique bien choisi, racine d’un polynoéme irréductible p € F, [x] - Mais
comme tout élément non nul d’'un corps fini, cet élément est nécessairement un racine de
I'unité, et donc p est un facteur irréductible d’un polynéme z™ — 1 - Or, on a vu qu'un tel
polynoéme se décomposait déja dans Z [z] en produit des polynoémes cyclotomiques ®4, pour
d divisant n - Parconséquent, p est un facteur irréductible (dans F, [x])d’un des polynomes
cyclotomiques @, - 1l existe ainsi une relation directe entre la construction des corps fini de
caractéristique p et la décomposition des polynomes cyclotomiques dans F,, [z] -

Soient p un nombre premier et n un entier > 0- Bien que le polynéme ®,, soit irréductible
sur Q comme on vient de le prouver, il n’en n’est pas nécessairement de méme lorsqu’on le
réduit modulo p - Par exemple, si &7 = 1 + x + - - - + 2° est bien irréductible sur Q, il ne

I’est plus modulo 2, puisqu’on a
1+ X4 4+ X°=(14+X+X%) (14+X*+ X°) [mod 2] -
Proposition 2.4.2

Soit k un corps fini a ¢ élément, et soit n > 0 un entier premier & ¢ - Notons r 'ordre
de la classe de ¢ dans le groupe (Z/pZ)", c’est-a-dire le plus petit entier r > 0 tel que
¢" = 1[modn] - Alors le polynéme cyclotomique ®,, (z) se décompose dans k [z] en pro-

duit de polyndémes unitaire irréductibles de degré r, tous différents-
Exemple 2.4.5

Soit g =3 et n=11,onar =5, et le polynome ®;; =1+ X + - - -+ X% se décom-

pose dans le corps F3 en produit de deux polynomes irréductibles de degré 5-
Corollaire 2.4.1

Soit k un corps fini & ¢ éléments, et soit n un entier positif premier & ¢- Pour que
le polynome cyclotomique ®,, soit irréductible sur k, il faut et il suffit que la classe de ¢

engendre le groupe (Z/pZ)" -
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2.5. Nombre de polynémes unitaire irréductibles, de degré fixé, sur un corps fini

Exemple 2.4.6

Puisque la classe de 2 est un générateur de (Z/3Z)" (vesp (Z/5Z)"),le polyndome ®3 (resp @) est ir-

réductible sur Fo-
Corollaire 2.4.2

Dans ’anneau I, le polynéme ®,-_; est un produit de polynémes unitaires irréductibles de degré
r, tous différents-

On trouve ainsi pour p = 2 et r = 3 la décomposition
I+ X+ 4+ X0= (14X +X°) (14+X*+ X?) € Fy[z]-
Proposition 2.4.3

Pour tout nombre premier p et tout entier r > 0, il existe dans F, [z] des polyndomes prim-

itifs de degré r-

2.5 Nombre de polynémes unitaire irréductibles, de
degré fixé, sur un corps fini

Formule d’invérsion de MOBIUS
Cette formule est une méthode d’invertions de certains type de sommes- La forme clas-

sique est originallement développée en 1935, indépendament par P-HALL et L-WEINER

Cependant en 1964, GAIN-GARLO ROTA généralise la forme classique pour d’autres
situations- L’importance de la fonction p est contenue dans le résultat suivant :

Théoréme 2.5.1

Soit f , g deux applications de N dans un groupe A
Si A est additif abélien alors :

F) =39 = g =Y u(%) (@) 1)

d/n d/n
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2.5. Nombre de polynémes unitaire irréductibles, de degré fixé, sur un corps fini

Si A est multiplicatif abélien alors :
fo) =Tlo(@) =g =T @ (2)
d/n d/n

Preuve.
Compte tenu de la modification citée, une sommation dirécte sur les n divisant m des

deux membres de (1) multipliés par p (2), donne:

Zu(%)f(n) = Zu(%)zg(d)

n/m n/m d/m
= Y9 Y u(r)
d/m d/(n/m)
= g(m)

Un simple changement de désignation conduit a la formul
gm)=>n(5) @
d/n d

la réciproque se fait de la méme maniére

Pour la formule (2) il convient d’éfféctuer les mémes calculs formels:

ITre ) = TITTe@")

n/m n/m d/n

— H H g(d)ﬂ(%)

d/md/(n/m)

(%)
— Hg(d)d/;n)
d/m
= g(m)

En modification légérement les désignations, on aboutit au résultat - m

Exemple 2.5.1
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2.5. Nombre de polynémes unitaire irréductibles, de degré fixé, sur un corps fini

La fonction ¢ D’EULER, définie par

¢ (n) = |U(Z/nZ)]

(l’ordre du groupe des élément invérsibles de 'anneau Z/nZ) -
Sachant que n = Z ¢ (d) et en utilisant la forme additive de la formule d’invérsion de

d/n
MOBIUS on obtient :

)-d (ici f (n) = n)
)

SN

Sin=p"---prralors:

SR
(2601
(- 2) (-2 02)

Du théoréme de la décomposition cyclotomique

[En—lznq)d

d/n

D’ou

Exemple 2.5.2

En appliquant la forme multiplicative de la formule d’invérsion de MOBIUS on obtient

une expréssion explicite pour
=[] @ -v)" (%) (3)
d/n

pour de faibles valeurs de n on a :
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2.5. Nombre de polynémes unitaire irréductibles, de degré fixé, sur un corps fini

d/1
By — H (2 — 1)“(3) = (2! — 1)“(%) (22 — 1)”(%) = 9;2__11 =x+1-car p(2) =—1
d/2
By = H (2 — 1)“(%) = (2! — 1)“(%) (23 — 1)“@) = % = 22 +z+1-puisque ;1 (3) = —1
d/3
o, = H (xd _ 1)“(%) — (931 _ 1)#(%) (352 — 1)“(%) (x4 — 1)“(%) = % =224+ 1
d/4
car (1 (4) =0

avec les méme calculs on trouve :

b =241

Dy = 2% + 23 +1

by =2t —22+1

Calcul du nombre de polynémes unitaires irréductibles, de degré fixé, sur un
corps fini

Soit N, (n) le nombre de polyndmes unitaires irréductibles de degré n sur le corps F,-
La formule 27" — x = H f; on montre que le degré du produit de tout les polynomes irré-

ductibles unitaires sur F, dont le degré divise n est égal & Z N, (d)-d et comme le polynéme 7" —
d/n
x est de degré ¢", on a:

¢ =3 N, (d)-d

d/n
En appliquant la forme additive de la formule d’invérsion de MOBIUS et en posant f
(n) =¢" et g(n) =n-N,(n), on obtient:

N ) =Y u (%) o (4)

d/n

c’est a dire que

Ny =3 (5o 5)

d/n

Exemple 2.5.3
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2.5. Nombre de polynémes unitaire irréductibles, de degré fixé, sur un corps fini

On calcule, sur Fy, le nombre exacte de polynémes irréductibles de deg = 2, 3, 4, 5, 6 -

M@ =1 Q)2 +n @) F) =5 -2 =1
M) =3[ ()2 40 () ) = § @ -2 =2

M@ =1 ()2 +a () (2] - 1 -2) =3

M) =22+ () 2] =1 -2) =

Na(6) = A [ (9) 24 (24 (§) P+ u(§) 2] = 20 -2 -2+ 2) =

La formule (5) montrre que pour tout ¢ = p™, p premier, il existe un polynéme irré-

ductible de degré n -
Voici un tableau donnant le nombre de polynémes unitaires irréductibles,de degré < 14

, sur [Fy

n 67|89 |10 11 | 12 | 13 14
Ny(n) | 9|18 130 |56|99|186 | 335|630 | 1161

Malgré qu’on connait le nombre de polyndémes unitaires irréductibles, de degré n, sur
un corps fini F;-On ne peut pas, en général, les expliciter tous si les deux entier posi-

tifs n et ¢ deviénnent assez grands, cependant on peut calculer leur produit:
Corollaire 2.5.1

Le produit I (¢,n) de tous les polynomes unitaires irréductibles sur F,, de degré n, est

donné par :

d/n
Preuve.
onaz? —x= HI (¢,n) -En posant f (n) = I(q,n) et g(n) =27 — x pour tout n €

d/n
N, et en appligaunt la forme multiplicative de la formule d’inversion de MOBIUS on obtient

wm = [/ <= fm)=]]g@"
d/n d/n

<~ I(q,n) = H (an — x)“(%)

d/n
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2.6. Test d’irréductibilité d’un polynéme sur un corps fini

Exemple 2.5.4

Calculons le produit de tous les polynomes unitaires irréductibles, de deg = 4, sur F,-

1(2,4) = H (x24 - x)u(é)

/4
4 4
a2 —a 2P -1
ot o 3 —1

= 2P+ +2%+ 2+ 1
Et cecicar (1) =1, p(2) = -1, p(4) =0-
Et on a : r® —x=1(2,1) 1(2,2)1(2,4)
=@ —2)(@®+r+1) (@2 + 2%+ 28+ 234+ 1)

2.6 Test d’irréductibilité d’un polynéme sur un corps

fini

Proposition 2.6.1

Un polynoéme f € IF, de degré n est irréductible si les deux conditions suivant sont
vérifiéés:

i) 27" — 2 = 0 (mod f (7))

ii) Et pour tout ¢ premier qui divise n, <xp"/q —x, f (x)) =1

Exemple 2.6.1

Sur F,, soit le polynome f = a* + 23 + 1, montrons qu’il est irréductible, véri-
fions alors s’il réalise les deux conditions (dans Fo ona : —1 =1)

i) 2% + 2 =0 (modz* + 2° + 1), en effet

e b=+ 23+ D) (@2 e+ 20 2% 4 2T 4 25 4t )

ii) et comme 2 est le seul nombre premier qui divise 4 on a :

22 o =a* + v et pged(at +z, 2t + 28+ 1) = 10
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Chapitre 3

Décomposition des polyndémes

Dans ce chapitre, on rappelle les notions de base dont aura besoin par la suite, factotisation

du polynomes " — 1 sur F, est factorisation de z*" — 1 sur F,-

3.1 Factorisation du polynomes x"-1 sur I,
Polyn6me minimal
Définition 3.1.1

Soit o € Fym- Le polynome minimal de o sur [F, est le polynome unitaire de plus bas

degré f (z) € F, [x] vérifiant f () = 0-Nous le notons M, (x) -
Proposition 3.1.1

Soit a € F,m-Soit d un entier positif non nul-Le degré deg M, (z) du polynéme mini-
mal M, (z) de a sur F, est égal a d si et seulement si d est le plus petit entier positif non

nul tel que X
Corollaire 3.1.1
Soit o € Fym- Soit 1 l'ordre de «a-Alors

deg M, (z) = ord;(q) -
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3.1. Factorisation du polynomes x"-1 sur [,

Proposition 3.1.2

Soit o € Fym- Soit 1 'ordre de a-Alors

ord;(q)—1

M, (z) = H (x—o/f) :

1=

C’est—a—dire {a, ad, af -, ozqml('”_l} est ’ensemble des racines de M, (z)
Proposition 3.1.3

Soit a € F,m-Tout les racine de M, (z) sont de méme ordre-

Conjugaison
Définition 3.1.2
La conjugaison dans F,m est le relation 3 définie par
aRp  si M, (x) = Mg (x)
Proposition 3.1.4
La conjugaison dans F = est un relation d’équivalence -
Définition 3.1.3

Les conjugués d'un élément o de F,» sont les élément de la classe d’équivalence de o pour le con-

jugaison dans [Fgm-
Proposition 3.1.5

Soit a € Fym-Soit [ 'ordre de a-La conjugués de o sont
ord;(q)—1

2 3
a, ol o o - af

Ils sont distincts deux & deux -
Racines de ’unité

Rappelons que (n,q) = 1-Soit m un entier positif non nul tel que n / ¢"™ — 1-
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3.1. Factorisation du polynomes x"-1 sur [,

Définition 3.1.4

On appelle racine n —iémes de 'unité sur F, , un élément de F,m dont l'ordre divise n,
on appelle racine n —iémes primitive de I'unité sur [, un élément de Fy» d’ordre n -

En particulier si n = ¢"-1, une racine primitive n-i¢mes de I'unité sur I, est un élément
primitif de Fym-

Les racine n —iemes de I'unité sur I, forment un sous groupe multiplicatif ;.-

En effet, si § et v sont deux racines n-idmes de l'unité sur F,, (87)" = g"y" =
1 et donc B est aussi une racine n-iémes de 'unité sur Fy-

D’ailleurs, (B’l)n = (™)' =1 un sous group de B

Comme FF},. est cyclique, ce sous groupe est aussi cyclique -

Soit 1 I’entier tel que n = ¢™—1 -Soit o une élément primitif de Fm-Alors 3 est une racine n-

qm_1 o qTVL_l

iy T T n-Donc (3 est un généra-

iemes primitive de I'unité sur IF;, car 'ordre de o est égal & @
teur de ce sous groupe qui est d’ordre n-
Ce sous groupe est composé de toutes les racines de x™ — 1, i-e-la décomposition de ™ —

1 sur Fj est
n—1

x”—le(m—Bi)

=0

Soit 7y une racine n —iémes de I'unité sur I, ses conjugués dans F,~ sont les puissances de
7, donc ils sont aussi des racines n —iémes de 1'unité sur F,-La conjugaison dans F,» définit
donc une relation d’équivalence dans I’ensemble des racines n-iémes de I'unité sur IF,-On peut
alors dire les mémes choses comme dans la remarque précédent chaque classe d’équivalence
est composée de toutes les racines d’un polyndéme minimal, et

*1l y a autant des classes d’équivalence que de polynome minimaux différents des racines
n-iémes de 'unité sur [Fy-

* le cardinal de toute classe est égal au degré du polynome correspondant

Nous obtenons aussi que

2" —1=]]M, ()

ou parcourt un ensemble de représentants des classes d’équivalence, et compte tenu de la

proposition dans la partie polynome minimal, que le polynéme minimal de v = 7, j €

33



3.1. Factorisation du polynomes x"-1 sur [,

Z,, est égal a

ordg(gq)—1 A ord(q)—1 N
M, (x) = 1] (x—vq>= 11 (c%ﬁ”)
i=0 =0
ou / est 'ordre de v, ¢ = CoR

Cas générale prenon maintenant le cas général ou n et g ne sont pas forcément premiers
entre eux- Soit n = rp®, ou r est premier avec p et s > 0

(p® est la plus grand puissance de p qui divise n ) -Alors
x"—lzx”’s—lz(ﬂ—l)ps,

car nous travaillons sur le corps [, de caractéristique p-
Puis que r est premier avec p, nous pouvons décomposer " — 1 comme si dessus, et en
déduire la décomposition de 2™ — 1 - Plus précisément, si 3 est un racine r—iémes primitive

de l'unité sur ¥y, alors

r—1
m"—le(X—Bi)
i=0
et donc .
. r—1 ' p r—1 .
ey (Tle-m) -l
i=0 i=0
De méme,

2 —1= (2" — 1) = <H M, <x>> =] @

ou parcourt un ensemple de rprésentants des classes d’équivalence par conjugaison des
racines r—iémes de 'unité sur F,-

Classes cyclotomiques

Soit (n,q) = 1-
iéme

Soit 3 une racine n*“™¢ primitive de I'unité sur F,- Z,, les ensemble de relation d’équivalence-

Définition 3.1.5

Pour tout entier j, j € Z,, nous définissons la classe yclotomique de j modulo n sur

F, comme I’ensemble

cl (j) = {.]7 jq7 jq27' " quﬁl}mOdn,
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3.1. Factorisation du polynomes x"-1 sur [,

ou r est le plus petit entier positif non nul tel que j¢" = j mod n-

Nous pouvons donc récrire les résultat- Nous avons que
r = deg Mg, (v) = ordy (q)

ou £ est 'ordre de 47, nous obtenus que le polynéme minimal de v = 37, j € Z, est

M, (x) = H (x_ﬁl)

i€cl(j)
Le nombre de classes cyclotomiques modulo n sur F, est égal au nombre de polynomes

minimaux dfférents des racines n-i¢mes de I'unité sur IF,- La formule nous donne
:U”—leMBJ (x),
Y

ou j parcourt un ensemble de représentants des classes cyclotomiques modulo n sur [F,-Donc
le nombre de classes cyclotomique modulo n sur F, est égal au nombre de diviseurs irré-

ductibles de 2" — 1 sur F,-
Décomposition de 2" — 1 sur F,
Définition 3.1.6

Soit (n,a) = 1-Le plus petit entier positif non nul r tel que " = 1 modn est ap-
pelé lordre de a modulo n et noté ord, (a) -

Si a > 1, 'ordre ord, (a) de a modulo n est l'ordre de a dans le groupe multiplicatif
(Z/nZ)"

Algoritheme de décomposition

1- Détermination du plus petit entier m tel que n divise ¢" — 1-On en déduit le corps des
racine n—iémes de I'unité sur F,,soit L = Fym;

2. Détermination des differents classes cyclotomique(i, iq, ig?,- - -i¢’,- - -) leur nombre
est celui des facteurs irréductible cherché, et le nombre d’éléments dans une classes est le
degré du polynéme correspondant;

3- Pour chaque classe cyclotomique, détermination du polyndéme correspondant

(en utilisant les opeération dand le corps L) -
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3.1. Factorisation du polynomes x"-1 sur [,

Exemple 3.1.1

(i) Considérons 2> —1sur Foona n=3, ¢g=2et m=2car 22 —1=3

pour les classes cyclotomique modulo 3 on a :

Co = {0,27} ={0}
Cr = {1,277} ={1,2}

Les deux polynémes minimaux sont:
My (2) = (z— 1)
M (2) =[] (@ =a?) = (@ - a) (@ - a?)

jeCy
(v une racine 3-iémes primitive de 1'unité sur )

Pour déterminie le coeficient binaire de M; (z) , il faut faire des calcule dans [Fy, puis que
4=2% nous considérons polynéomes de degré 2 irréductible sur Fy, par exemple f (z)=x? +

2

x + 1 si a racine de f (z) alors f (o) =0 on a donc o = o+ 1 alors

M (z)=(z—0a)(z—0o®) =2+ (a+aP)z+1=2"+z+1
Donc la factorisation de x®> — 1 sur F, est
P —1=(x—-1) (" +z+1)

(i7) Considérons x?'-1 sur Fy-Il est facile de vérifier que {0, 1, 3, 5, 7, 9} est un en-
semble complet de représentants des classes cyclotomique de 2 modulo 21- Puis que 21est un
diviseur de 2°-1, nous considérons le corps Fgs-Soit a une racine de 14z +2%-On peut vérifier
que o est un élément primitif de Fgy (vérifier que a3 # 1, o7 # 1, o® # 1 est o®! # 1) -Nous lis-

tons les classes cyclotomique de 2 modulo 3 contenant des multiples de 3 :

Co={0},  Cy=1{3, 6, 12, 24, 48, 33},
Cy = {9, 18, 36}, Cy5 = {15, 30, 60, 57, 51, 39},
Cyr = {21, 42}, Cor = {27, 54, 45}

Par conséquent, nous obtenons
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3.1. Factorisation du polynomes x"-1 sur [,

My(z) = 14z,

My(z) = [ (z—0o’) =1+a+2"+a*+25
Je€Cs

My (z) = H(az—aj):1+x2+x3,
J€Cy

Mis (x) = H (z—a)) =1+2"+2*+2° + 2"
j€Cis

My (x) = H (m—ozj)zl—i-a:—i-xQ,
jela

My (z) = H (z—d))=1+az+a*
Jj€C27

Donc la factorisation de 2'-1 sur Fy en polyndmes irréductible:

{L'21 -1 = MO (I‘) M3 ($) Mg (ZL’) M15 (l’) M21 (I‘) M27 (I)
= (I+z)(I+z+2”+2"+2% (1+2°+2°) (1+2° + 2" + 2° + 2°)

(1—|—x+x2) (1+x+x3)~

(i71) Considérons x'3-1 sur F3-Il est facile de vérifier que {0, 1, 2, 4, 7} est un ensem-
ble complet de représentants des classes cyclotomique de 3 modulo 13- Puis que 13est un
diviseur de 33-1, nous considérons le corps Far-Soit @ une racine de 14+2x+x3 - a est un
¢élément primitif de Fo7 - les classes cyclotomique de 3 modulo 26 contenant des multiples

de 2 -Par conséquent, nous obtenons

Mﬁ(x) = 2+$7

My (z) = j[CIQ(x—aj):(x—(f) (z—af) (v—a®) =2+ z+2° + 2,
My (z) = g(x—aj):(x—a4)(:13—0412)(:6—0410):2+x2+x3,

M (z) = jg(x_aa‘):(x_&) (z—01?) (v — 0®) = 2+ 20+ 22 + 2%,
My () = 1} (¢ — o) = (2 — ') (¢ — a'®) (2 — a®) = 2+ 20 + 2*
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3.2. Factorisation de x*"-1 sur F,

Donc la factorisation de z'3-1 sur Fs est :

.7313 -1 = MO (I‘) M2 (l’) M4 ((L’) MS (.I) M14 ((L’)

= 2+2)(24+z+27+2°) (2+2°+2°) (24 20+ 22° +2°) (24 22+ 2°) -

3.2 Factorisation de x*"-1 sur IF,

On considérons que ¢ une puissance d’'un nombre premier impair et p un nombre premier
. . . ) . .

impair, premier avec ¢ -Pour n’importe quel entier s, la classe cyclotomique de s modulo
4p" est ’ensemble

Cs = {37 54, Sq27 ) Sqn571}

ou n le plus petit entier positif tel que sq™ = s (mod 4p™) - Notez que n, 1’ordre multiplicatif

7 . . N . o, . « . .
de ¢ modulo —22 ) -Soit o une racine 4p"™ — iéme primitive de 'unité dans un extension

ged(s,4p™

de corps F, Il est bien que

M, (z) = H (z —a)

1€Cs

est le polynéme minimal de a’sur I, et m

T = H M (x)

donne la factorisation de z%" — 1 en facteurs irréductibles sur F, , ou par tout un ensemble
de réprésentants de classes g-cyclotomiques modulo 4p™-
Pour tout entier m > 1, on note O,, (¢) Pordre multiplicatif de ¢ modulo m -Pour tout

ensemble s on noté par |s| le cardinal de s - Soit

¢ (p
f=0p(a) ete=212)
f
ou ¢ indique la fonction d’euler -Nous écrivons
¢ =1+plc, pte d>1

si ¢ =1 (mod4) nous trouvons pour tout entier £ 1< ¢ < n,

Opl (Q) = ngg (q) — fpmax(e_d’g)
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3.2. Factorisation de x*"-1 sur F,

et
fpmax(ffdyo) siq=1 (IIlOd 4) )

Oy (q) = fprax(t=d0)  gi g =3 (mod4) avec f pair,
2 fpmax(t=d0) sj g = 3 (mod4) avec f impair-
pour 1 <[ <n, soit

14 4
_ max({—d,0) _ gb (p ) _ A (p ) — opymin(4,d)—1,
A (g) fp et 0 (E) A\ (f) fpmax(f—d,O) €p

4p™

PGCD AT i-e-soit n—/ la plus grande puissance

Soit ¢ la plus grande puissance de p divisant

de p divisant s -Soit s = p"~‘s’, p{ s’ alors

fpraxt=d0)  5i g =1 (mod4),
deg (Myn-tg()) = ‘Cpn_es’} =4 fprx=d0) 5 g =3 (mod4) avec soit f ou s pair,

2 fpmax(t=d0) gj g = 3 (mod 4) avec f ou s impair-

|
p

Soit r une racine primitive modulo p telle que pgcd( , p) = 1-Comme p est impaire, il ex-
iste un entier = tel que

rp* =1 —r(mod4)-
on pose g = r+xp-Alors g '—1 = (r + 2p?)’ ' =1 = r2—1 (mod p?) -Donc ged (%,p) =
ged (%, p) = 1, ce qui donne que g est un racine primitive modulo p’ pour tout ¢ >
1 on trouve,

g =1(mod4)-

nous prouvons ce qui suit
Théoréme 3.2.1

Soit F, un corps fini & ¢ élément et p un nombre premier impair avec ¢ -Soit n >
lun entier avec ¢ (¢), 1 < ¢ < n et g défini ci-dessus-
(i) Si ¢g=1(mod4),
5(0)—1

w" =1 = My () Myn () M_pn (2) Moy (2) [T ] Mypn-1ge (7)),
a€R (=1 k=0

ou R={1, —1, 2, 4}
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3.2. Factorisation de x*"-1 sur F,

(17) Si ¢ =3(mod4) et f pair,

n 6(0)-1 2 n §0)-1
2" — 1= Mo () Myr () Moy () [T T] Mpn-1r () [T ]] Maipn-ign () -
=1 k=0 i=1¢=1 k=0
(13i) Si ¢ =3(mod4) et f impair,
- 1 — MO ( )M n (J}) MQPIL (.I) H H M27,pnflgk (ZL’)
i=0 =1 k=0

Pour de prouver le théoréme, nous démontrons d’abord quelques lemmes -
Lemme 3.2.1

Si ¢ =1 (mod4), alors tous les classes ¢ cyclotomique distinct modulo 4p™ sont donnés
par
Co={0}, Cpn ={p"}, Copr={-p"}, Copn ={2p"},
Copn—tgh = {ap” Lok, ap"gkq, - - - ap"_egkq’\(é)_l} poura € R={1, —1, 2, 4},0<
E<o(l)—Tlestl1</{<n:
Preuve.
Nous affirmons que le classe cyclotomique Cypn-i1gr, 0 <k <5 (0)—1, 1</ <n,a € R=

{1, —1, 2, 4} sont distinct -suppose C, ,n-1, g0y = C, pour certains ¢;, k;, a;, 1 <

a2pn7l29k2 ,

(i<n, 1<k <6)—1, a,€ R={1, —1, 2, 4}, i =1, 2-ensuite nous avons
arp" gk = agp™ g2 ¢7 (mod 4p™)
pour un certain nombre j - Nous devons donc avoir
ged (arp™ g, 4p™) = ged (axp™ 29" ¢’ 4p™) = ged (ap™ 2¢", 4p™)

comme ¢ est premier a 4p - Cela donne ¢; = {5 = { et soit a; = as ou a1 = —ay = £1-

Sia; = —ay = +1donne

pn Egk:l :pn ngQq (mod4p")

ce qui donne plus

—-1= ng kl (m0d4p )
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3.2. Factorisation de x*"-1 sur F,

comme g = 1 (mod4) et ¢ =1(mod4), —1=1(mod4), une contradiction-

Sia; = as = a , donne
ap g™ = p"'g"* ¢ (mod 4p")

pour certains j, ce qui donne

g’”_’€1 = qj (mod 4p£)

élever les deux puissance A (¢), nous obtenons

comme ¢ est un racine primitive modulo p!, cela donne ca ¢ (pﬁ) divise (k1 — k2) A (), i@ -
e-, ) (E) divise (kl — ]CQ) depuis-O S ]Cl, ]{72 S —
c’est possible si et seulement si k; = ko-

cela prouve I'affirmation -en outre, ce sont tout les classe cyclotomique modulo 4p™ , on a

n 8(0)—1

|OO|+|CP”|+|C—p”|+|c2p"|+zz Z ‘Oapn—egk‘
a€R (=1 k=0
n 6(£)—1

= 4+> > > A0

acR (=1 k=0

= 4+Z§:5(£)A 0

a€R (=1

= 4+4Z¢(pf) =
/=1

[ |
Lemme 3.2.2
Sig = 3(mod4) est f est pair, alors tous les classes cyclotomiques distincts modulo 4p™ sont don-
nés par
Co={0}, Cpn={p",0"q}, Copm = {20"}, Cprge = {p" 9", ap""d*q,- - ap”*’zg’“qw*l}
pour 0 < k <26 (0)—1,1 <€ < nj est Coipnrge = {2p"Cg*, 2pn~tgrq, -, 2ipnlgk?O-1}

pouri=1,20<k<o({)—1,1<l<n-

Preuve.
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3.2. Factorisation de x*"-1 sur F,

Si Cipn-t1 ghr = Coiyn-taghy pour certains ky, ko, £1, 0y, avec 0 < k; <26 (¢) —1, 1 < ¢; <
n, est iy, iy € {0,1,2, } puis travailler comme dans le lemma (3-2-1),
onvoitcaly =0, =Fletay=ay=a -

Sii=1ou2est 0 <k <0()—1, puis Coipn-ighy = Coipns =tk =

gk2 implique 2ipn—tght =

2ipn—tgka gl (mod 4p™) pour certains j; ce qui donne la congruence a savoir
gkl_k2 = qj (mod 4p£) .

Travaille maintenant comme dans le lemme(3 - 2 - 1), nous obtenons k;=ks-

Sii= O, puis Opn—zgkl = Cln

pn—tgke IMplique

p" g = p" g (mod4p™)

pour certains j, qui donne
g™ %2 = ¢/ (mod 4)
puisque ¢ = 1(mod4) est ¢ = 3(mod4) nous devons avoir ce j est pair -Soit j =
2j'-cela donne
g2 = ¢¥" (modyp) -

A0

puisque f est pair, nous avons A (£) est pair et donc les deux congruence a la puissance 5~ nous obtenons

g(k1*k2)¥ = qj’\(z)/ =1 (modpg) :

comme g est un racine primitive modulo p‘, cela donne que ¢ (p’f) divise (k1 — ko) @, i-

e+, 26 () divise (k1 — ko) -car 0 < ky, ke < 26 (£)—1, c'est possible si et seulement si k; = k-

En oura, ce sont tous les classes cyclotomiques modulo 4p™, on donne

n 26(6)—1 n 25(¢
|CO|+|Cp”|+|C2p”|+Z Z ‘Cap" Ek‘"f‘zz Z ‘022" g
(=1 k=0 i=1 (=1 k=0

n 26(¢ n

2 5(0)—1
— 4+Z Z NOEDIIDIPIG

k=0 7

= 4+225(e)w)+2i

=1

= 4+ 20(p") +2) ¢ ()
= 4+4) ¢(p) =

(o2}
—~
Y
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3.2. Factorisation de x*"-1 sur F,

Lemme 3.2.3

Si ¢ = 3(mod4) est f est impair, alors tous les classe cyclotomique distincts mod-

ulo 4p™ sont donnés par

Co={0}, Cp ={p"p"a}, Copr = {20"}, est Cporge = {p" 9", p" 9", -+, p" 9" O},
Coipn—tgh = {2’p" Lgk, 2ipn—lgkq, -, 2ipn—tghg )_1}, pouri=1,2 0<k<d()—

1, 1</ <n-
Preuve. Si Coipn—tygtr = Chipntia gry poOUr certains ky, ko, 1, £z, avec 0 < k; <

d(0)—1,1<¥l; <mn,etiy,iz €{0,1,2, }, puis travailler comme dans le lemma (3 -2 1), on voit ca f; =
ly="Cetip=1y=1-

En outre Si i = 1 ou 2 est 0 Travaille maintenant comme dans le lemme(3 - 2 - 2), nous
obtenons ki=ks-

Sii =0, puis Cpu-igry = Cpn—i

gk implique

p" g = p" g2l (mod dp™)

pour certains j, ce qui donnela congruence a savoire
ki—ky — j !
g =q (mod p ) .

Travaille maintenant comme dans le lemme(3 - 2 - 1), nous obtenons k;=k-
En oura, ce sont tous les classes cyclotomiques modulo 4p™, on donne

Col + G + o+ 323 z Cp i

=1 (=1 =0
n 284 2 n 8(0)-1
= 4+ ) Z A0+ D D> A0
/=1 k=0 =1 =1 k=0
= 4+Z26(€))\(€)+Zi5(€))\(€)
/=1 =1 [=1

n

= 4+Zn:2¢(p£)+2 ¢ (p")

/=1
= 4+4) ¢(p) =
(=1
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3.2. Factorisation de x*"-1 sur F,

g™ " = ¢ (mod 4)
puisque g = 1(mod4) est ¢ = 3(mod4) nous devons avoir ce j est pair -Soit j =
2j'-cela donne
g = ¢%" (mod p*) -

Q)

puisque f est pair, nous avons A (¢) est pair et donc les deux congruence a la puissance 5~ nous obtenons

gk 52 — MO = q (mod p) -

comme g est un racine primitive modulo p’, cela donne que ¢ (p*) divise (k1 — k2) %, e, 20 (¢)
divise (k1 — ko) -car 0 < ky, ko < 26 (¢) — 1, c’est possible si et seulement si ky = ko

En oura, ce sont tous les classes cyclotomiques modulo 4 p™, on donne

n 2504 n 26(¢
[Col + |G| + |Copn| + > Z \OapmHZZ Z |Caipn-sgr|
/=1 k=0 i=1 /=1 k=0
n 26()—1 2 o §(0)-1
= 4+ > A0+ A (0)
/=1 k=0 =1 (=1 k=0
= 4+ 25N +2) 5(0)A(0)
/=1 =1
= 4+ 20(p") +2) ¢ ()
/=1 /=1
= 4+4Z¢(p£):4p”
/=1

|
Exemple 3.2.1

Nous donnons maintenant quelques exemples illustratifs avec logiciel matimalica
1) Sig=>5, p=3, n=1, alors on trouve
2-1=1+z)2+2)B+2)(4d+2)(1+x+2?) (44 2z +2?) (4 + 3z + 2?) (1 + 4z + 2?)-
2)Siqg=3, p=>5, n=1, alors on trouve
M —1=01042)2+z)1+2?)(1+22+2°+2*) (1 +2+2°+2° + %)
(142 + 22 + 2*) (1 + 2z + 22 + 223 + 2*) -
3)Si ¢q=3, p=7, n=1, alors on trouve
B_1l=01+2)2+2)Q+2*)(1+z+2*+2°+2° 1 +a+2>+ 2>+ 2! +2° +29)
(14 2z + 223 + 22° + 2°) (1 + 22 + 22 + 223 + 2* + 225 + 25) -
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté les polynomes irréductibles dans le corps fini F, et on
présenté les cas suivant :

» définition est quelque proprité de polynome irréductible-

» Polynome irréductible sur un corps fini F,-

» Factorisation de x" — 1 sur I, (en cas particuler factorisation de z*" — 1 sur F, ) .
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Résumé

Ce travail se situe dans le cadre des polynémes irréductibles sur un corps
fini IF; .

Dans cette mémoire on s’intéresse aux polyndmes irréductible et certaines de
ses propriétés comme nous avons discuté de factorisation de x™ — 1 sur un

corps finilF; .

Mots clés : corps fini, polyndmes irréductible sur un corps fini.

Abstract
This Work is included in the frame irréductible polynomial over finite field IF, .

In this memory we are intersted irréductible polynomial and some of its

propretés and factorization of x™ — 1 over finite field I F; .

Key words : finite field , irréductible polynomial over finite field IF; .





