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NOTATIONS

(E, ||.IIg) espace normeé.

E* espace dual de E.
H espace de Hilbert.
D(Q) espace de fonction de test D (2) = C5° (Q2) .
D' () espace des distribution, le dual de D (Q2) .
DI(Q)xD(Q) le crochet de dualité.
le produit scalaire.
M+ orthogonal de M.
pP-p- presque partout.
Supp f support de la fonction f.

Py projection sur le convexe fermé K.
_(ow 0w ow ) _
Vu = <6x1, B s %N) = grad u.
ale| i N
o,y ¥ — .
D Qﬁ—m, |a|—;@z.,@€N .
do mesure de frontiere 0f).
g—z = Vu.n dérivée normale extérieur.
Au =" 2% _Laplacien d
u = 52~ =Laplacien de u.

H™, H?, H; espaces de Sobolev.
H~! le dual de I’espace H'.
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Introduction

Au cours de vingtiéme siécle, aprés avoir les fondements de I’analyse fonctionnelle, ’extension
du calcul différentiels ou partiels aux espaces normés, les méthodes variationnelles n’ont
jamais cessé d’étre developpées, ot les inéquations variationnelles sont devenue un outil
redoutable dans I’étude mathématique.

La minimisation des opérateurs qui a obtenu a partir de la formulation variationnelle
d’un opérateur élliptique avec des conditions aux limites, on montre le résultat de I'existence
et 'unicité qui se donne par le théoreme de Stampacchia qui a apparu en 1967, c’est le
point de départ de la théorie des inéquations variationnelles, cette théorie a de nombreuse
applications dans différents domaines tels que I’économie, la finance, I’optimisation...

L’objectif de ce travail est trouver la fonctionnelle d’énergie d’'un opérateur élliptique
avec des conditions aux limites en utilisant la formulation variationnelle, donc la question
naturelle qu’elle se pose, la fonctionnelle ou plutédt le probléme aux limites, posséde-t-il une
solution? s’il existe, est-elle unique? est ce que on peut I’écrire sous forme de minimisation
d’une fonctionnelle?

Ce travail compose par trois chapitres, qui sont:

Le premier chapitre de fagon générale contient des définitions, des concepts, des résultats
fondamentaux dans ’analyse fonctionnelle , didié aux espaces fonctionnels (I’espace normé,
I’espace de Hilbert, I’espace de sobolev..).

Le deuxieme chapitre consacre & 1’étude tout d’abord, un coup d’ceil sur 'optimisation
en dimension finie et infinie, sous contrainte et sans contrainte. En les deux cas, nous allons

voir les résultats d’existence et d’unicité.



Introduction

On s’interesse a 1’étude de I'inéquation variationnelle présente des résultats en général

connus, qu’est sous forme

a(u,v—u)>{(f,v—u)

ou 'opérateur est linéaire, continu dans ’espace de Hilbert en basant sur I'utilisation
les deux théorémes fondamentals a ce travail qui sont Stampacchia et Lax-Milgram, qu’est
caractérisé la solution d’un probléme elliptique sous forme minimisation d’une fonctionnelle
J:H — R, telle que J (v) = %a(v,v) — (f,v).

Le dernier chapitre, je prend comme un exemple d’appliqué le probléme obstacle pour
I'opérateur Laplace de cas générale, je montre 'existence et 'unicité de la solution avec
I’écrire le probléme comme un probléme d’optimisation avec contrainte sous les hypothéses
convonable.

Finalement, on rédige une conclusion générale qui résume ce travail.



Chapitre 1

Rappels sur les espaces normés et les

opérateurs

Dans ce chapitre, nous allons voir quelques rappels sur I’analyse fonctionnelle, notamment
les espaces normés, les opérateurs, espace de sobolev, ainsi que leurs propriétés qui seront

aider dans la suite de ce travail.

1.1 Espace métrique

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble non vide. on appelle distance sur X tout application

d: X x X — R, vérifiant pour tout x,y et z € X :
1. d(z,y) =0 x=y;
2. d(z,y) = d(y,x) (symétrie);
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) (inégatité triangulaire);

On appelle espace métrique le couple (X, d) tel que X est un ensemble et d la distance

définie sur X.

Remarque 1.1.1 Si d vérifie les propriétés 2) et 3) seulement alors d est dite semi-

distance sur X.



1.2. Espace Normé

Définition 1.1.2 (Espace complet) Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite
de Cauchy de X est converge dans X.

Théoréme 1.1.1 [2/(Point fixe-Picard)
Soit (X, d) espace métrique complet. Si Uapplication ¢ : X — X est une contractante,
c’est a dire: 3k € [0,1]
4(6(2),6 () < kd (x,)

-alors ¢ admet un unique point fivze v € X : ¢ (x) = .

1.2 Espace Normé

Définition 1.2.1 Soit E unk-espace vectoriel (k = R) une norme sur E est une application

N : E — R vérifiant :
1.VxreE N(x)=0&z=0;
2.VAXeR, V€ E: N(A\x) = |\ N(x) (homogénété);
3. Vr,ye E: N(z+y) < N(z)+ N(y) (inégalité triangulaire).

Définition 1.2.2 Un espace vectoriel normé (e.v.n.) est un espace vectoriel E muni

d’une norme, noté (E,N).

Remarque 1.2.1 Si N vérifie les propriétés 2) et 3) seulement, alors N est dite semi-

norme sur b.
Remarque 1.2.2 Toute norme N(.) définit une distance sur E:
v T,y € E7 N(l’ - y) = d(l‘,y)

Remarque 1.2.3 Donc les e.v.n. ne sont qu’un cas particulier de e.v.métrique, une norme

définit toujour une distance mais une distance n’est pas nécessairement associe & une norme.



1.3. Les espaces LP

Exemple 1.2.1 a- Soit E = RY (c’est un espace vectoriel sur R), les expressions suivantes

sont des normes sur RN :

i=N N 3
1-|lzlly = X2 [wil, 2- ||zl = sup |ai| . 3-[lzfl, = <Z$2> 0l & = (L1, -y TN ) -
i=1 1<i<N —

b- Soit £ = C([0,1],R) espace vectoriel réel de toutes les fonctions f : [0,1] — R

continues, les expressions suivantes sont des normes sur F :

1-||f!|1—/0 [f (@) dz, 2-[|fllo = sup |f(z)], 3-[f]l, = (/0 If(x)lzdfry‘

z€[0,1]
Lemme 1.2.1 Soit (x,) une suite de Cauchy dans un espace normé (E, ||.|) contient une
sous suite (T,1) convergente vers x, alors la suite (x,) est aussi convergente vers le méme

élément x.

Définition 1.2.3 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé

complet.

1.3 Les espaces L?

Définition 1.3.1 Soit Q est un ouvert de R, On désigne par L' (Q) l’espace des fonctions
intégrables sur Q & valeur dans R. On pose: || f|l,. = [o|f (x)|dz.

Définition 1.3.2 Soit p € R avec 1 < p < 00, on pose:

LP () ={f:Q— R, f mesurable et (/Q|f(x)]pdx>; < 00}

1= |f(frr)|pdx>;.

Remarque 1.3.1 Le couple (L?,||.||;,) est un espace vectoriel normé.

et

Définition 1.3.3 On pose
L= () ={f:Q— R; f mesurable et 3C > 0 :|f (x)| < C p.p.sur Q}.

et
| fll oo = Inf{C; |f (x)| < C p.p. sur Q}.

Remarque 1.3.2 Le couple (L™, ||.|| ;) est un espace vectoriel normé.



1.4. Opérateurs Continus

1.4 Opérateurs Continus

1.4.1 Linéarité des opérateurs

Soient E et I’ deux espaces normés, un opérateur A défini sur E dans F est dit linéaire s’il
vérifie les conditions suivantes:

-Condition additive

Vi, 0 € B on a A(p; + ¢,) = A(py) + A(py).

-Condition homogéne

Vo e E,XN € R, ona A(Ap) = ANA(p).

Remarque 1.4.1 Lorsque l’espace F est unidimentionnel, tout opérateur linéaire A est
appelé fonctionnelle linéaire. Ce terme est surtout employé dans le cas ou E est un espace

de dimension infinie; en cas de dimension finie on dira plutét “fonction linéaire”.

1.4.2 Continuité des opérateurs linéaires

Soient F et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble
G C E dans F est dit continu au point xy de G si:

pour toute suite z, de G converge vers xg, la suite A(z,) converge vers A(zg); c’est a
dire:

lim A(z,) = A(lim z,) = A(zo).

n—oo n—oo

Remarque 1.4.2 L’opérateur linéaire A est continu sur G, s’il est continu en chaque point

de ’ensemble G.

Théoréme 1.4.1 Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire A défini sur

un sous ensemble G C E dans F, est dit continu partout sur G s’il est continu en point x

de (.



1.4. Opérateurs Continus

1.4.3 Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur F dans F est borné s’il existe une constante C' > 0, telle

que:
[A(@)||p < Cl2llg, Vo € E.
Théoréme 1.4.2 Un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si, il est borné.

Proposition 1.4.1 La norme ||A|| = sup ||A(z)||p sur la boule unité est toujours finie
[lzf|=1
pour tout opérateur linéaire continu.

1.4.4 Normes équivalentes

Soit £ un espace vectoriel muni de deux normes ||.||; et ||.||,, ces deux normes sont dites

équivalentes, si on peut trouver deux constantes positives a et 3, telles que:

allz)l, < llzll, < Bllzll, Ve E.

Théoréme 1.4.3 Dans un espace vectoriel normé (E,||.||) de dimension finie, toutes les

normes sont équivalentes.

Théoréme 1.4.4 Soient E et F' deux espaces normés, l'ensemble L(E, F') de tous les opéra-
teurs linéaires continus sur E dans F' est un sous-espace vectoriel de L(E, F') l’ensemble de
tous les opérateurs linéaires sur E dans F. de plus, L(E, F) muni de la norme || A|| est un

espace normeé.

Théoréme 1.4.5 Soit E un espace normé et F' un espace de Banach, alors L(E,F) est

un espace de banach.

1.4.5 Dual topologique

On appelle dual topologique de l'espace E et que l'on note E* l'espace de Banach des

fonctionnelles linéaires continues £ (E, k) .

Remarque 1.4.3 Le dual topologique E* = L (FE,k) est inclus dans le dual algébrique
Et=L(E k).



1.5. Espace de Hilbert

1.5 Espace de Hilbert

1.5.1 Produit scalaire

Définition 1.5.1 On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E, une forme (u,v)
qu’est bilinéaire de E x E dans R, symétrique, définie positive (i.e. (u,u) > 0,Yu € E et
(u,uy >0 siu##0).

1.5.2 Espace Euclidien (préhilbertien)

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace euclidien ou préhilbertien,

on peut lui introduire une norme définie par

lull = v/ {u, u) -

Rappelons qu’un produit scalaire vérifie ’inégalité de Cauchy-Shwartz :

[{w, )| < [l {Jo]], Vu, v € E.

1.5.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5.2 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H, muni d’un produit scalaire

(u,v) et qui est complet pour la norme (u,u)l/2.

Exemple 1.5.1 L’espace vectoriel L? () muni du produit scalaire défini par (f, g) = [, f(x)g(x)dx

est un espace de Hilbert.

1.6 Espace de sobolev

1.6.1 Rappel sur les distribution

Définition 1.6.1 Soient Q un ouvert de RY, f une fonction de 0 dans R. On appelle
support de f Uensemble fermé de RY défini par:



1.6. Espace de sobolev

supp (f) = {w € Q: f(z) # 0} CRY.

Définition 1.6.2 On définit 'espace D(Y) l'espace des fonctions indéfiniment différen-

tiables sur €} et a support compact.

D) ={f: Q=R feC>®(Q) et supp(f) compact dans Q}.

Définition 1.6.3 Une fonction ¢ € D(R) est dérivable a tout ordre. soit « = (v, g, ....... ,ay) €

N
NN multi-entier, et |a| = > a; On définit:
i=1

oo (9N (2N (9N _ 9y
= Oxq 01y T\ Ozn (’0_835?1...83:%“

Définition 1.6.4 On définit l’espace D' () lespace des distributions sur £ comme le dual
topologique de D (), c’est a dire des formes linéaires continues sur D (), un élément

TeD ().

T : D) >R
e — T(p)

telle que:
1. T est linéaire.
2. Si @, — 0 dans D (Q) alors T (y,,) — 0 dans R.
On écrit T (©) = (T, ©)prp -

Théoréme 1.6.1 Soit E et I des espaces normés, on supposel : 2 — F' est un opérateur

linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. T est continu.
2. T est continu en zéro.

3. T est bornée | T(x)| . < C||z| 5



1.6. Espace de sobolev

Dérivée d’une distribution
Définition 1.6.5 Soit T € D’ (R2), on dénifit les dérivées de T par:

(D°T, ) = D°T () = (=) T (D)
= (-1)"UT. D).

DT est aussi un élément de D' ().

1.6.2 Espaces de Sobolev

L’espace de Sobolev d’ordre 1

Définition 1.6.6 Soit Q un ouvert de RY, on définit l’espace de Sobolev d’ordre 1, et on
le note H' () par:

u
— cI?’(Q).1<i<N
or €2, 1<i<N)

sont les dérivées faibles c’est-a-dire au sens des distributions.

H'(9) = {u e L (9),

ou
ox;

En particulier, siu € C (Q) alors u € H' (Q).

avec les dérivées

Lemme 1.6.1 L’espace H' () est un espace euclidien, muni du produit scalaire:

N
o ou  OJv
(U, 0) () = (U, 0) o) + Z <01‘z" 9$i>L2(n)'
= [u(z)v(z)dz + Z Jo e .
Q

L’espace H' (Q) est un sous espace vectoriel de L*(Q), donc est un espace vectoriel

1
2 2
LZ(Q)) '

normé pour la norme induite de L* ().

N
2
me@=owm@+23
=1

Remarque 1.6.1 La suite (f,) converge vers f dans:

ou
8£Ci

R si|fn—fl—0
L2 si [|fn—f> =0
H' si [|fo—fI"—0et [|fi—f"—0.

10



1.6. Espace de sobolev

Proposition 1.6.1 L’espace de Sobolev H' () muni de la norme ||.|| 1 est un espace de

Hilbert.
Preuve. voir [8]. m
Remarque 1.6.2 D (Q) Cc H' (Q) C L*(Q).
Proposition 1.6.2 Si Q un ouvert est différent de RN, alors D (Q) # H' (Q).

Démonstration. voir [8]. =

Définition 1.6.7 Soit Q@ C RY wun ouvert, on désigne par Hi () la ferméture de D ()
dans H' (), c’est a dire H} () = D (Q).

Définition 1.6.8 On définit la semi-norme sur H* :

jul, = (fj

=1

2

ou
8@»

3
) Yu € H"

L2
Lemme 1.6.2 Lorsque 2 = RY, on a H} () = H' (), c’est a dire D () est dense dans
H'(Q), Autrement dit D (RN) = H' (RV)

Démonstration. Voir [8]. m

Théoréme 1.6.2 (Inégalité de Poincarrée) Soit Q un ouvert borné de RY | alors: il existe

1
2 2
L2(9)> |

Corollaire 1.6.1 Si Q est un ouvert borné de RN, alors la semi-norme |.| sur H' (Q) est

une constante C (2) > 0, telle que:

ov
8Ii

=1

N
Vo e HE(Q) | oll o) < C () (2

Démonstration. voir [8]. u

une norme sur H} (Q2), les normes |.|, et|.||; sur H} () sont equivalentes.

L’espace de Sobolev d’ordre m

Définition 1.6.9 Soit Q un ouvert de RY, pour m > 1(m € N*), on définit I’espace de
Sobolev H™ () par:

H™(Q)={uec L*(Q), D*uc L*(Q),|a] <m}.

11



1.6. Espace de sobolev

Domaine régulier

On note par Rf , @, Q1, Qo les sous ensembles suivantes:

RY = {z=(2n);2 e RV zy > 0}
Q = {z=(,zy);|2| <let |zn] <1}

Q: = QNRY

Qo = {z=(2,zn);]2| < let |zy| =0}

Définition 1.6.10 On dit qu’un ouvert 2 est de classe C' si pour tout x € (I' = 9RQ), il

existe un voisinage U de x dans RN et une application H : Q — U bijective telle que:
HeC'(Q), H'eC ' (U), HQ)=UNQ et H(Qy) =UNT.

Définition 1.6.11 Soit Q C RY un ouvert, on dit que Q2 est régqulier si Q) est borné et son

frontiére est un varieté ( de dimension N — 1) de classe C*.

Formule de Green:

Définition 1.6.12 ( Formule de Green ) : Soit Q un ouvert borné de classe C', et T son

bord. Soit u une fonction de classe C? (Q,R), v une fonction de classe C* (2, R). Alors:

/QAu(:B)v(as)da::—/ﬂVu(x)Vv(m)dx—i—/F%(x)v@)do.

Théoréme 1.6.3 (trace) : Supposons que §) est de classe Ct. Alors, D(Q) est dense
dans HY(Q), et Uapplication v, : D(Q) — C(T), définie par : vov = vr, se prolonge par
continuité par une application linéaire continue de H*(?) dans L*(T), encore notée par -,

est appelée 'application de trace, et vy v est appelée trace de v surl'.
Théoréme 1.6.4 Supposons que Q est borné, de classe C' par morceauz. Alors :
H} (Q) = {ve H' v, (v) = vp = 0}.

Théoréme 1.6.5 (Formule de Green): Supposons que § est borné, de classe C* par

morceauz. Alors : u,v € H' (Q) on a:

/ auvda: = —/uav da:—i—/uv.uida
o 0z; o O r

avec v; les composante du vecteur normal unitaire a I' oriénté vers 'extérieur de ).

12



1.6. Espace de sobolev

Formulation faible et variationnelle

Un probléme physique est généralement décrit par une équation différentielle au plus cer-

taines aux dérivée partielles. On consédére le probléme suivant:

Lu = f sur ()
Mu = g sur 0f)

avec L : un opérateur diffenrtiel (total ou partiel)

M: condition aux bord.

On cherche la fonction u, telle que Lu — f soit orthogonal & tous les fonctions v c’est-a-
dire:

/ (Lu— flvd2=0
Q

pour toute fonction v vérifiant les conditions aux limites homogene Mv = 0, la fonction v
s’appelle fonction de test.

En intégrant par partie, on a:

/ (Lu — f)vdQ = a(u,v) —1(v)
Q

d’out a(u,v) est une forme bilinéaire, [(v) est une forme linéaire.

13



Chapitre 2

Sur la Minimisation des opérateurs

dans les espaces normés

Dans ce chapitre, on introduit la minimisation des opérateurs en dimension finie, infinie
(optimisation), le probléme de minimisation réside dans le fait que lorsque on travaille dans
des espaces fonctionels (H' (Q), H} (Q2),D’(Q)...) de dimension infinie, les propriétés de
compacité usuelle de la dimension finie ne sont plus vraie, la minimisation en dimension
infinie qui on traite les opérateurs déffirentiels (Laplacien) avec différentes conditions aux

limites.

2.1 L’optimisation en dimension finie et infinie

Soient V un espace vectoriel normé, K C Vet J : K — R est une fonctionnelle, le probléme

de minimisation est formulé comme suivant:

min J (z)

re K

(P)

* Si K =V, on dit que (P) est un probléme d’optimisation sans contrainte.

* Si K ¢V, ondit que (P) est un probléme d’optimisation avec contrainte (sous contrainte).

14



2.1. L’optimisation en dimension finie et infinie

* Sidim K < 400 (resp. dim K = +00) on dit que (P) est un probléme d’optimisation en

dimension finie (resp. infinie)

Avant de voir les résultats d’éxistence et d’unicité, il faut d’abord citer quelques défini-

tions:

Définition 2.1.1 Soit H est un espace de Hilbert, on dit que la fonctionnelle J : H — R
est coercive si:

lim J(x)=+oo.

l[#[| =00

Définition 2.1.2 On dit que l’ensemble (K C H) est convexe si:
Ve,y € KVt € [0,1],te+ (1 —t)y € K.

Définition 2.1.3 On dit que la fonction J : (K C H) — RU {+oo} sur K convexe:

convexe Si:
Ve,ye K e vVte[0,1]:J(te+(1—t)y) <tJ(x)+(1—1t)J(y).
strictement convezxe si:
Ve,ye Kevte [0,1]: J(te+(1—t)y) <tJ(x)+(1—1t)J(y).

Définition 2.1.4 Un point z*de RY wvérifiant V.J(x*) = 0 est appelé point critique ou

point stationnaire.

Définition 2.1.5 Soient (K # @) C H ( H un Hilbert réel), la fonctionnelle J : K — R.
On dit que x* € K réalise un manimum local de J sur K, si on peut trouver une boule de

H centrée en z* : B(z*) telle que:
Ve € B(z")NK, J(z*) < J(x).

Définition 2.1.6 On dit que z* € K réalise un minimum global de J sur K siVx € K,
J(z*) < J(z) .

Définition 2.1.7 Soit (K # @) C H, on dit que K est compact si et seulement si, de toute
suite (z,, ) de K, on peut extraire une sous suite

convergente.
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2.1. L’optimisation en dimension finie et infinie

Définition 2.1.8 [9/: Soit K un convexe d’un espace de Hilbert H. Une fonction f : K — R
est dite fortement convexe ou uniformément convexe ou a-convexe ou a-elliptique s’il

existe o > 0 tel que, pour tous x,y € Kt € [0,1],

fte+ (1= 1y) < tf(2)+ (1= 0F () = S0 =) e Il

2.1.1 Optimisation en dimension finie
Optimisation sans contraintes

On considére le probléme d’optimisation sans contrainte suivant:
min J (z)
rc RN

ot J est une fonction de RY vers RU {+o00} .

Résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.1.1 (Weierstrasz)
Soit K un ensemble compact de RN et J : K — R continue, alors le probléme (P)

admet au moins un minimum global sur K.

Théoréme 2.1.2 (Existence):

Soit J : RN — R U {+00}, continue et coercive, alors le probléeme (P) admet au moins
une solution.
Théoréme 2.1.3 (Unicité):

Soit J : RY — RU{+o0} strictement convexe, alors le probléme (P) admet au plus une

solution.

Optimisation avec contraintes
On considére le probléme d’optimisation avec contrainte suivant:
min J (x)

re K
ou J: K CRY — RU{+co} une fonction continue, K # & et K # RV,

(P)
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2.1. L’optimisation en dimension finie et infinie

1-Contraintes égalité K prend la forme suivante:
K ={z e R", g(z) =0}

telle que: g : RY — RP est une fonction & plusieurs variables, on peut écrire g(z) =

(9,(2),9,(), ..., gp(x)), chaque fonction g; avec i = 1,p étant défini: g; : RY — R.

2-Contraintes inégalité K prend la forme suivante:

K ={z e RY h(z) <0}

telle que: h : RY — R? est une fonction a plusieurs variables, on peut écrire h(z) =
(hi(z), ha(x), ..., hy(z)), chaque fonction h; étant défini: h; : RY — R.
On note: h(x) <0, c’est a dire: h;(z) <0, Vi=1,q.

Résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.1.4 (Existence) :

Soient J : RN — R continue, K un sous ensemble fermé de RY alors:

1. Si K est borné, alors le probléme (P*) admet au moins une solution de K .

2. Si K n’est pas borné , J est coercive (croissante a l'infini), alors il existe une solution

de probléme (P*).

Théoréme 2.1.5 (Unicité)
Soit J : RN — R continue et strictement conveze et si K est convexe, alors le probléme

(P*) admet au plus une solution.

2.1.2 Optimisation en dimension infinie

En dimension infinie, une fonction continue sur un fermé et borné (n’est pas compact)

n’atteint pas toujours son minimum:
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2.2. Le théoréme de Stampacchia et le théoréme de Lax-Milgram:

Résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.1.6 [//
Soit K un convexe fermé non vide de l’espace de Hilbert H, J une fonctionnelle convexe

continue et coercive sur K, alors il existe un minimiseur de J sur K.

Théoréme 2.1.7 [}/
Soit K un conveze fermé non vide de l’espace de Hilbert H, J une fonctionnelle fortement

conveze et continue sur K, alors il existe un unique mimimiseur de J sur K.

2.2 Le théoréme de Stampacchia et le théoréme de
Lax-Milgram:

Définition 2.2.1 Soient H un espace de Hilbert, a : HxH — R une forme bilinéaire, af.,.)

est dite:
1. Continue s’il existe une constante ¢ > 0, |a (u,v)| < cl|u| ||v]] .
2. Coercive s’il existe une constante o > 0, a (u,u) > « ||jul| %
3. Symétrique si et seulement si a (u,v) = a (v, u).

Théoréme 2.2.1 [2/(Représentation de Riesz-Fréchet)
Etant donné ¢ € H*, il existe f € H unique tel que:

<()07 U>H*><H = <f, U> Yov € H.

De plus, on a:

11l = llel

H* -

Démonstration. :Voir [2]. m

Théoréme 2.2.2 [2](Projection sur convexe fermé)
Soit K C H un convexe fermé non wvide, alors pour tout f € H, il existe u € K unique

tel que:

|f —ul =min|f —wv].
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2.2. Le théoréme de Stampacchia et le théoréme de Lax-Milgram:

De plus u caractérisé par la propriété:
we K, (f —u,v—u) <0 ,YveK.

Donc u = Pk (f) : u est la projection de f sur K.

2.2.1 Théoréme de Stampacchia

Théoréme 2.2.3 [2/(Stampacchia)
Soit a (u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive, soit K un conveze, fermé et non

vide, étant donné p € H*. Il existe u € K unique tel que:
a(u,v—u) > (p,v—u) ,\Yve K. (1)
De plus, si a est symétrique, alors u caractérisé par la propriété:

uGK,%a(u,u)—(g@,u):min{%a(v,v)—(gp,v)} (2)

veK

Démonstration. D’apres la représentation de Riesz-Fréchet, il existe f € H unique

telle que:
(0, V) gesem = (f,v), Vv € H.

D’autre part, pour tout u € H fixé, application v —— a(u,v) est une forme linéaire

continue sur Hl, par la représentation de Riesz-Fréchet, il existe Au € H, tel que:
a(u,v) = (Au,v) ,Yv € H.

Ainsi A est un opérateur linéaire, continue de H dans H donc (1) revient & trouver u € K
tel que:
(Au,v —u) > (fyv—u) YveK (5)

soit p > 0 une constante, I'inégalité (5) équivalent a: (pf — pAu+u —u,v —u) <0, Vv €
K,ie. u= Pk (pf — pAu+ u) c’est la projection de (pf — pAu + u) sur K.

On pose S : K — K avec v — S(v) = Pk (pf — pAv + v) soit contractante, i.e. il existe
k, 0 <k <1 tel que:

1S (01) — S (va)]| < k |Jor — s, Yor,vs € K.
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2.2. Le théoréme de Stampacchia et le théoréme de Lax-Milgram:

On a
1S (v1) = S (w)I* < [P (pf — pAvy +v1) = P (pf — pAva + v)|*
< |lpAvy + vy — pAvy + vy 2
< (o1 = va) = p(Avy — Avy) |2
< lor = ol = 2p (o1 — vg, A (01 = va)) + p* | A (01 — v2)|| 2
< lor = 0ol ® = 2pafor — vs| 2+ 2 p? oy — va|?
< oy — el ? (1 —2ap+02p2)

fixant p > 0, tel que: k? = 1—2ap+c?p? < 1, ce implique —2a+c?p < 0, donc 0 < p < 26—3
Alors Jlu € K : S (u) = u.

Si a(u,v) est symétrique, alors a(u,v) définit une autre produit scalaire sur H, et la
norme associé a(u, u)zest équivalente a la norme ||.||, donc H est aussi espace de Hilbert
pour ce produit scalaire.

Appliquant le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, on obtient g € H tel que:
(p,v) =alg,v), Yv € H.
D’apres (1), on a:
a(u,v —u) > a(g,v—u) = {(p,v—u) YveK.
=a(g—u,v—u) <0, YveK.

Donc, u = Pk (g) projection au sens du produit scalaire défini par a(., .), d’apres le théoréme

— , e 1
de projection sur un convexe fermé, v minimise a(g — v,g — v)z sur K , ou encore

1
a(v,v) — 2a(g,v) ou encore ia(v,v) — (p,v).

2.2.2 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 2.2.4 [2](Laz-Milgram)
Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive alors pour tout ¢ € H*, il existe
u € H unique, tel que:

a(u,v) = (p,v), Yo e H (6)
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2.2. Le théoréme de Stampacchia et le théoréme de Lax-Milgram:

Démonstration. On a (¢, v) une forme linéaire , ce implique qu'’il existe T, :

T, (v) = (p,v) = ¢ (v)

a(u,v) une forme linéaire par rapport a u et v, ce implique qu’il existe T, : T,u = a(u,v).

a(u,v) = (p,v) & Tu="1T,
& (Tyu,v) = (T,,v)
pour que ’équation T,u = T, admet une solution unique, il faut qu’il est linéaire, continue
©

et bijective.

T, est linéaire : soient ui,us € Het o, 5 € R

(T, (auy + Pug) ,v) = a(ou + Pus,v)
= aa(u1,v)+ Ba(ug,v)
= a(Tuy,v) + B (T,ug,v)
= (aTuy + BT, ug,v)
ce implique T, (quy + Pug) = aTyuy + STu
T, est continue :
| Toull® = [Twu, Tov)| = a(u, Tyu) < Clull | Tyu|

|Toull < C|lu|| = T, est continue.

et pour montrer T,u est bijective: il faut montrer que T,u est injective et surjective.
Pour T,u est injective:

Vo e H, (T,u,v) =0

en particulier u € H:

(Thyu,u) = 0
<Tauau> = a(uau)za”u”2

= |lu|*=0=u=0

donc T,u est injective;
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2.2. Le théoréme de Stampacchia et le théoréme de Lax-Milgram:

pour T,u est surjective:
soit (u,) € T,H une suite converge vers u, comme la suite (u,) est convergente, elle est
de Cauchy:
Ve > 0,3dng € N,Vp,q € N:p,g > ng, ||ty —unl <0

il existe v, telle que: u,, = T,v,
(T, (U — V) , Up — V) > @ ||p — V|| ? car a est coercive

d’autre part, d’aprés Chauchy Schwartz, on a:

IN

<Tavn - Tavmu Un — Um> HTaUn - Tava an - UmH

V

| Tavn — Tavm|| |vn — v Ozﬂvn—vaQ

|Tavn — Tovm|l > a|lvn — va]

IN

1
||Un - Um” - ||Tavn - Tavm” = o ”un - um”

|vn —oml|| < —e¢

donc v, une suite de Cauchy dans I’espace de Hilbert, ceci est complet, alors la suite v,

converge dans H.

lim v, = lim T,v,
n—oo n—oo
= lim T v,
n—oo

= T, lim v, (car T, est continue).

n—oo

= Ty
u = Tyw ueTl,H (*)
donc T,H est fermé.
Soit ug € (Ta]HI)L , Yw € T,H, (w, ug) = 0, en particulier w = T,uy € T,H.

(Tyug,up) > allugl® = ug =0 (**)

(T.H)" = {0}
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2.3. Probléme Abstrait

d’aprés (x)et (x ) on a: T,u est surjective;
comme T,u est injective et surjective alors elle est bijective, donc 1’équation admet une

solution unique. m

2.3 Probléme Abstrait

Soient H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilinéaire.
Soit K C H convexe fermé non vide.
On considére le probléme abstrait suivant:

étant donné f € H*; trouver u € K solution de:

trouver u € K

(PI)
a(u,v—u)>(f,v—u) YwekK

le probléme (P1) est appelé inéquation variationnelle.
On définit aussi un probléme plus général (PI1) qui est équivalent & probléme (P1).
Pour u est fixé, a(u,v) une forme linéaire continue par rapport a v, Au € H : (Au,v) =

a(u,v) (d’aprés la représentation de Riesz)

trouver u € K

(PI1)
(Au,v —u) > (f,v —u) Yv e K

En outre, le probleéme (PI) est aussi équivalent au probléme de minimisation (d’optimisation

avec contrainte):

trouver u € K

PMin
( ) J(u) = {}Iél}f(lj (v)

ou la fonctionnelle J(v) (dite fonctionnelle d’énergie) est définié par:

J(v) = %a(v,v) o)

L’existence d’une solution a ces problémes est basé sur la coercivité de a (., .).
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2.4. Quelques problémes aux limites elliptiques:

2.4 Quelques problémes aux limites elliptiques:

Dans ce section, nous motrons 'existence et 'unicité de quelques problémes, on base sur
I'opérateur de laplace sur un ouvert borné régulier de RY de classe C', qui n’est pas facile de
démontre que ce type de probléme admet une solution dans le cas ouvert quelconque, pour
cela on a besoin de transformer les problémes aux limites & des problémes variationnels, on

prend des exemples ot le théoréme de Stampacchia est applicable

2.4.1 Probléme de Dirichlet

Probléme de Dirichlet non homogéne

Soit le probleme de Dirichlet non homogene, et soient f € H~'(Q), g € H' (), trouver

u € H' (Q) sachant que:

—Au = f dans € @)

u = g sur 0}

Formulation variationnelle Multipliant la premiére équation du (8) par une fonction

de test v € D (£2), on intégre, on obtient:

/ VuVudr = / fvdx 9)
Q 0
On a: v=0sur 9Q donc v € H}, u € H' (Q).

La solution classique de (8) est une fonction de C? () qui vérifié (8), la solution faible

de (8) est une fonction de H' () qui vérifié (9). On a:
a(u,v) = / VuVudz.
Q

o) = /vada:.

a(u,v) = (f,v) pour v € Hy, u—g € Hy.

Soit K ={ve H' (Q), v—ge H} (Q)}, le probléeme (8) devient comme suit:

trouver u € K, /VuV(v—u)de(f,v—u>,‘v’v€K (10)
Q
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2.4. Quelques problémes aux limites elliptiques:

la forme a(u,v) est un produit scalaire, n’est pas coercive dans H' (2), étant donné que:

/QVUV(v—u)da::/QV(u—g)V(v—u)d:U—l—/QVgV(v—u)dx

u est une solution de probléme (10) si et seulement si w = u — g est une solution de:
/QVwV(v—u)dx > (f,v—u) —/QVgV(U—u)d:c
rapplons que Vg € L? (), le probléme (10) devient équivalent de trouver:
weﬂg(m,/ﬂvwwv—w)dxz<F,u—w>,vveH5(Q). (11)

Avec F € H'(Q), on définit par: (F,v) = (f,v) — |, VgVuda.

On a la forme a(u, v) est bilinéaire continue et coercive dans Hy (Q); d’aprés le théoréme
de Stampacchia 'inéquation (11) admet une solution unique w donc il est clair que u = w+g
est une solution de (10).

Probléme de Dirichlet homogéne

Sous les mémes hypothéses avec le premiére exemple. Soit le probléme de Dirichlet ho-
mogene:
—Au~+ Au = f sur €

(12)
u = 0 sur 0N

avec méme méthode, on obtient la formule variationnelle:

Vv € H} (Q) ,/ VuVudzr + /\/ uvdr = / fudx
Q Q Q

avec

a(u,v) = /Vqud:B+/\/u.vd:v
0

(fv) = /:f.vd:c
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2.4. Quelques problémes aux limites elliptiques:

a (u,v) est continue :

la(u,v)| < /Vquda:+)\/u.vda:
0 0
< [Vull g2 V0l 20y + [AHIull 20y 9] 120y D’aprés chauchy schwartz
2 273
< (L ) | (19l + luli)” (1911 + ol |
1
< max(L, [A]) [(2Vull* (@) + 2|ull *ra)) (2 [VV] 2120y + 2 V]l *L20) ]2

< 2max(1, [A]) [Jull g g [lull g

donc a(u, v) est continue, car H.||H1(Q)et ||.||H3(Q)sont équivalentes dans H} (Q2), d’ow:

la(u,v)] < C ||U||H3(Q) HUHH&(Q) :

a (u,v) est coercive, en fait pour ¢ € [0, 1]:

a(u,u) = t/Q(Vu) 2d$+(1—t)/Q(Vu) 2d$+/\/u2dm

Q

> t/ﬂ(Vu)%x%—%/ﬂuzdm—i-)\/ﬂuzdm
> t/Q(Vu)Qd$~I— <C21(Q) - Czt(Q) +)\) /QUQdZE

Choisir ¢, C+(Q) — c+(9) +A>0alors 0 <t <1+ AC? () ce implique A > _C+(m'

Donc

2
a(u,u) > tullf q

Comme a (u, v) est bilinéaire continue et coercive, (f,v) linéaire et continue, d’apres Lax-
Milgram le probléme (12)admet une solution unique, et comme a (u, v) symétrique, d’apres

le théoréme de Stampacchia on peut écrire la proposition suivante:

Proposition 2.4.1 Pour tout f € L*(Q), 3lu € H} (Q) solution faible de (12), avec A >

1
2@

De plus, u s’obtient par:

1
min {— (/ (Vu)? dm+)\/ ugda:) - / fudw}.
wery (@) 2 \Ja Q Q
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2.4. Quelques problémes aux limites elliptiques:

Interprétation variationnelle:

Soit u la solution faible de (12) est régulier, c’est-a-dire u a deuxiéme dérivée ou u €
H?(Q).

Comme D (2) est dense dans Hj (Q) :

/Vqudx—{—/\/uvdx:/fvdx,‘v’v € D(Q)
Q Q Q

/ —Auvdx + )\/ wodr = /fvdx,Vv €D ()
Q Q Q
/ (—Au+ \u)vdr = / fvdx,Yv € D(Q)
Q Q

et donc —Au + M = f p.p. sur Q puisque D (2) est dense dans L*(Q). En fait, on a
—Au + M = f partout sur Q2 si u € C?(Q).
On vérifie les conditions aux limites, on a u € H} () alors u = 0 sur 92, donc u est une

solution classique de (12).

2.4.2 Probléme de Neumann

Soit le probléme de Neumann, soient 9) est régulier, f, g € L*(2), on cherche la fonction

u sachant que:

—Au+ Au = f dans

13
%:gsuraQ (13)
o

On disigne g—z le dérivé normale extérieur de u, c’est a dire 8_:; = Vu.7; 7 est le vecteur
normale extérieur a 0f).

Toute solution classique est une solution faible, tout d’abord que grace a la formule de
Green; on a:

/Auvdw = —/ VuVudx + @vda
Q Q aq ON

on prend v € C*! (), donc le probléeme (13) devient:

a(u,v) = /Qf.vdx—i-/mg.vda

ou a(u,v) = /Vqudm+)\/u.vdx
Q Q
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2.4. Quelques problémes aux limites elliptiques:

alors:

u€ H' (Q) ,/ VuVudr + )\/ w.odr = / fodz +/ g.vdo Vv € H' (Q)
Q Q Q o0

en choisissant A > 0 et & = min(1, \), nous avons la coercivité :

a(u,u) = /Q(Vu)2d:v+)\/u2dx

0
2 2
= [ Vullza@q) + Mullz2(q)

v

. 2
min(1, A) [Jul/fq) -

D’aprés le théoréme de Stampacchia, a(u,v) est symétrique on peut écrire la proposition

suivante:

Proposition 2.4.2 Pour tout f € L*(Q), 3lu € H' (Q) solution faible de (13), avec A > 0.

De plus, u s’obtient par:

{3 [, (Tt de e [t [ puies [ guao
min — Vu) dr + X | u*dx — udx + udo
UEHl(Q){2/Q( ) 9 Qf aﬂg

Toutefois, si A = 0 la forme n’est pas coercive, dans ce cas le probléme n’a pas toujours
une solution, et s’il existe, n’est pas unique.

Interprétation variationnelle:

Soit u la solution faible de (13) est régulier, c’est-a-dire u a deuxiéme dérivée ou u €
H?(Q).

Gréace a la formule de Green, on a:

/(—Au+)\u)vdx+/ @vda:/fvdx%—/ gudo,Yv € D (Q)
Q o0 On Q 0

et donc —Au + M = f p.p. sur Q puisque D (2) est dense dans L*(Q). En fait, on a
—Au + A\ = f partout sur §2, si u € C?(Q).

On vérifie les conditions aux limites, on a v € C* (ﬁ) donc

@UdO' = / gudo,Yv € C* (ﬁ)
a0 On a0

ou
par conséquent — = g sur Jf), donc u est une solution classique de (13).

on
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2.4. Quelques problémes aux limites elliptiques:

2.4.3 Probléme Mixte (Dirichlet Neumann)

On suppose 92 = 012 U 0,82 avec 0182 N 0,2 = &, on veut étudié le probléme suivant avec

les mémes hypothéses précédentes:

—Au + Ml = f dans €

u = 0 sur 0;92 (14)
g—z = 0 sur 0,12

on prend v € K tel que: K = {v e H' (Q),vpp0 = 0}, on obtient la méme formulation

/Vqudx—i—)\/uvdx:/fvdx
Q Q Q

ona K C H' (), K est fermé et convexe dans H! (2), pour A > 0, la forme bilinéaire

variationnelle précédente:

continue a(u,v) est coercive et symétrique, (f,v) est linéaire continue, d’aprés le théoréme

de Stampacchia, le probléme (14) donne la proposition suivante:
Proposition 2.4.3 Pour tout f € L? (), 3u € K solution faible de (14), avec X > 0. De

.1 2 2
%1121{2/&)(Vu) d:c—i—)\/Qu dx /qudx}

Ou _
877]_0

plus, u s’obtient par:

Si A = 0, la forme est encore coercive & condition de 0;§2 est suffisant grand, c’est a dire
si 0192 est assez large pour garantir I'existence de C' (§2) (le constante de Poincarre).

Interprétation variationnelle:

Soit u la solution faible de (14) est régulier, c’est-a-dire u a deuxiéme dérivée ou u €
H?(Q).

Gréace a la formule de Green, on a:

/ (—Au + \u) vdzx + @vda = / fvdz,Yv € D(Q)
Q a0 On Q

et donc —Au + M = f p.p. sur Q puisque D () est dense dans L*(Q). En fait, on a
—Au + M = f partout sur 2 si u € C?(Q).

29



2.4. Quelques problémes aux limites elliptiques:

On vérifie les conditions aux limites, on a v € C* (ﬁ) donc

ou B 1 (=
/829 8_?7Uda =0,YveCl (Q)

ou )
par conséquent — = 0 sur 05€), comme u € K, on a u = 0 sur 02, donc u est une solution

I
classique de (14).
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Chapitre 3

Résolution de probléme obstacle

Dans ce chapitre, nous allons traiter un exemple d’appliqué c’est le probléme obstacle &
partir de la formulation variationnelle, on étudie ’existence et 1'unicité, puis extraire le

probléme d’optimisation équivalent, en basant toujours au théoréme de Stampacchia.

3.1 Probléme Obstacle

On a le probléme obstacle, pour 'opérateur de Laplace, on prend par le cas le plus général:
soit 2 C RY un ouvert borné et son frontiere dQ régulier de classe C, soit a;; (z) €
L> (), satisfait la condition elliptique:

_C2 <

A6 S 2 aiy (z) (¢ < A pour CeRY pp. 2 €Q, A > 1.

1

7M1=

On se donne une fonction ¢ € H'(Q) telle que vp < 0 sur I' = 99 dans H' (Q),
fel?(Q).
On cherche u : Q — R vérifiant:
N
ijzzlaimi (aivj%uj) > f sur Q
u > p.p. sur )

uw=0sur
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3.1. Probléme Obstacle

3.1.1 Formulation variationnelle

Par la multiplication les deux termes de I'inégalité de laplace par v € K, telle que:
K={ve H)(Q):v>1sur Qdans H' (Q)}
par suite, on applique la formule de Green

N0 ou
— | a;;— | vdx > vdx
/Quz—l Oz < ! 3%) /Qf

N
> oai; Ou v de > /fvdx
Q

Qi,5=1 8xj a’tz

N ou Ov
: = [ S a2 P et (o) = | fuda.
on pose: a (u,v) /m,jlaﬂ oz, O, x et (f,v) /va T

On obtient le probleme de I'inéquation variationnelle suivant:

chercher u € K telle que:
a(u,v —u) > (f,v —u) Yv € K.

3.1.2 Existence et Unicité

Il existe une unique solution de probléme de l'inéquation variationnelle, on applique le

théoréme de Stampachia, on a:

¢ K est un convexe fermé, car:

Vo,w € KVtel|0,1l]:tv+(1-tHhw>ty+(1-t)p =9y =1tv+(1-t)Hwek

K est convexe.

Ona: Vv, € K,v, — v:v€H}(Q), v, > dotv>1, donc K est fermé.

n—oo

¢ a(u,v) est une forme bilinéaire: Vo, 8 € R, Vu, uy,v,v; € K

alou + Buy,v) = é\e » 0 (au + fuy) 9 (v)

Qij=1 aﬂ,’j 8331
= aa(u,v)+ Ba(uy,v).

dx
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3.1. Probléme Obstacle

/ N ”8(u)8(av+ﬁvl)dm

a(u,v + fvy) = 7
) Qij=1 al‘j Ox;

= aa(u,v) + fa(u,vr).

¢ a(u,v) est une forme continue sur K :

N ou Ov
- i d
() Q ijzl i Jz; Ox;
ou Ov
<
- ’szl | z]| 8 aZL‘Z .I'
< 8” (91}
= 1 o |0z, (91:2
% % Y N 17' 2 1 2
< laigll o Z/ Ou Z/ ov | dr | | d’apres l'inégalité de
0; =1 Jo |0 Cauchy Schawrtz
< v

([ )(i

= C||U||H1(Q 1Vl 72 e -

L2 Q))

ox;

¢ a(u,v) est une forme coercive:
: ij x> ul|
Qi,j=1 ! al’j A Ho (%)
¢ (f,v) est linéaire:Va, 5 € R, Vv, v; € K

<f,ow+ﬂw> = /Qf(av‘i‘ﬁvl)dl’

= a/gfvdx%—ﬁ/ﬁfvldx

¢ (f,v) est continue:

(o) = [ foda
Q
< | fllzz@ 10l L2y » daprés Cauchy schwartz
< k.C(Q) HUHH(%(Q) , d’aprés Poincaree.
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3.1. Probléme Obstacle

Donc le probleme de I'inéquation variationnelle admet une solution unique wu.

De plus, si a; ; = a;;, u est une solution unique de probléeme minimisation suivant:

trouver u € K

J (u) = mmJ( )

1 N 8U ov
J(v):§ Q‘Zl - o, da;—/fvdx
1,j= i
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Conclusion générale

Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié la minimisation des fonctionnelles d’énergié qui a obtenu &
partir d’'un opérateur de Laplacien avec les différentes conditions, de Dirichlet non homogéne
et homogene, Neumann et Mixtes, dans les trois exemples, on a indiqué ’espace convenable
associe & la formulation variationnelle selon bien str la condition aux limites, quand on
prend la condition de Dirichlet, on a travaille sur Hj (), si la condition de Neumann
I'espace est H' (), et lorsque la condition est Mixte; I'espace sera un convexe fermé K,
puis on a vu le résultat de ’existence et 'unicité de la solution du probléme variationnel
associé, en utilisant le théoréme de Lax-Milgram ou bien le théoréme de Stampacchia, ce
dernier a utilisé et surtout dans le cas ou le probléme sera sur un convexe fermé K, qui est

permet d’écrire la minimisation de I'opérateur elliptique dans les espaces normés ( H! (£2),

H} (Q),..etc).
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RESUMES

Dans ce travail on a étudié la minimisation des opérateurs a partir des
problemes classique aux limites pour I'opérateur de Laplace a 'aide de la
formulation variationnelle pour obtenir I’équation d’énergie sous des
hypotheses convonables. On s’intéressa au résultat de I'existence et I'unicité de
la solution de probléme ainsi I'écrire le probleme d’optimisation associe.

Mots clés : Minimisation, solution faible, équation d’énergie, espace de Hilbert,
espace de Sobolev, opérateur, la formulation variationnelle.

ABSTRACT

In this work we studied the minimization of operators from classical boundary
value problems for the Laplace operator with the variational formulation for
the enrgy equation under suitable assumptions, we interested in results the
existence and uniqueness of the problem solution and the write the
optimization problem associated.

Keywords : Minimization, weak solution, energy equation, Hilbert space,
Sobolev space, operator, the variational formulation.




