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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier ’existence, non-existence et 1'unicité de la solution d’un
systéme d’Lane-Emden d’équations elliptiques avec des exposants négatifs. Le systeme a étu-

dier est le suivant :

—Au=u"Pv™? u>0 dans
—Av=u""v"*, u>0 dansS

u=uv=>0, sur 0f2

Ce travail est basé sur les outils suivants : fonction de Green, principe de maximum, ré-
sultats de compacité et le comportement de la solution au voisinage du bord. On donne des

résultats optimales d’existence et non-existence qui dépendent d’exposants p, ¢, et s.

Mots clés : Equations elliptiques de Lane-Emden, systéme elliptiques, principe de Maxi-

mum, régularité elliptique, fonction de Green...
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Introduction

es équations aux dérivées partielles font partie important des modéles mathématiques

pour interpréter les phénomenes physique et biologiques, par exemple, dans 1'étude

des fluides non Newtoniens de couche limite pour des fluides visqueux...etc. Par

conséquent, les EDP représentent un champ d’étude tres vaste, aussi bien en mathématiques
pures qu’en mathématiques appliquées.

Dans ce travail, nous étudions le systeéme elliptique suivant :

—Au=u"Pv™? u>0 dans$
—Av=u""v"*, u>0 dans( (1)
u=uv=0, sur 0f)

OuQ C R” (n > 1) est un domaine ouvert bornée et p, s > 0 et ¢, > 0.et le couple (u, v) est une
solution de systeme (I) avec u,v € C2(Q) N C(Q) tel que u,v > 0 dans Q.

La premiere motivation pour 'étude du systeme (1)) vient de 1’équation dite de Lane-Emden(Voir[16],[13]).
— Au=u" dans Bg(0),R > 0, (2)

soumis a la condition aux limites de Dirihlet. En astrophysique, I'exposant p est appelé indice
et des solutions a symétrie radiale positives de (2) sont utilisées pour décrire la structure des
étoiles (nous renvoyons le lecteur intéressé au livre de Chandrasekhar[14] pour un compte
rendu de 1'équation ci-dessus ainsi que pour diverses techniques mathématiques pour décrire
le comportement de la solution de I’équation de Lane-Emden).

Les systémes de type avec p,s < 0 et ¢,r < 0 ont recu une attention considérable au
cours de la derniere décennie (Voir par exemple,[5],[12]) et les références qui sont contenues). il
été montré que pour une telle gamme d’exposants, le systeme (1) a une structure mathématique
riche. Diverses techniques telles que la méthode du plan mobile, les identités de type Pohozaev,
les arguments de remise a 1’échelle ont été développées et convenablement adaptées pour traiter
(I)dans ce cas.

Récemment, il y a eu un certain intérét pour les systemes de type (I)). Dans[[10]-[11]] le sys-
teme (1)) est considéré sous I'hypothese p,r < 0 < ¢, s. Ceci correspond au systéme singulier de
Gierer-Meinhardt issu de la biologie moléculaire. Dans[6] , les auteurs fournissent un bon dis-

positif de sous et de sur-solution qui s’applique aux systeme généraux a la fois dans un cadre
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coopératif et non coopératif. Cette méthode a ensuite été utilisée pour discuter de la contrepar-
tie singuliere de certains modeles bien connus tels que Gierer-Meinhardt, Lotka-Voltera ou les
systemes prédateurs-proies.

Dans ce travail, nous intéresserons au systéeme dans le cas p,s > 0 et ¢, > 0. Ceci cor-
respond a I’équation prototype p est négatif. Pour une telle gamme d’exposants, les méthodes
mentionnées ci-dessus ne s’appliquent pas; une autre difficulté a traiter avec le systéme
vient du caractere non coopératif de notre systéme et de I’absence d’une structure variation-
nelle. A son tour, notre approche repose sur le comportement aux limites des solutions a

(avec p < 0) ou plus généralement, a des problemes elliptique singuliers du type

{ —Au =k(d(z))u™, u>0 dansQ (3)

u =0, sur OS2

d(x) = dist(x,09), x €.

et Q2 est un domaine ouvert bornée dans R"(n > 1),p > 0 et k : (0,00) — (0,00) est une
fonction décroissante telle que lim ok (t) = oo.

Dans ce travail, on s’intéresse a I’étude de I'existence, non-existence et 1'unicité et régularité
des solutions d"un systéme Lane-Emden d’équation elliptique avec exposants négatifs. posés
sur un domaine borné et régulier {2 dans R", avec les conditions de Dirichlet.

Ce travail est constitué de trois chapitres : Dans le premier chapitre on donne les définitions
et les notations qui seront utilisés dans la suite du travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de probleme elliptique singulier, nous étudions
I’existence, non-existence et 1'unicité de solution de probleme (3).

Le dernier chapitre est consacré a démontrer un théoréme d’existence, non-existence et

d’unicité et régularité pour un systeme Lane-Emden avec exposants négatifs.



CHAPITRE 1

QUELQUES PRELIMINAIRES ET OUTILS DE
BASE

ﬂ) ans ce chapitre, Nous allons donner quelques notions et compléments mathématiques en
relation avec le travail de ce mémoire, nous présentons en particulier certains espaces

fonctionnels et leurs propriétés

1.1 Espace de Lebesgue

Définition 1.1. (Voir [4])
Soit © un ouvert de R™ et p un nombre réel supérieur ou égal a 1. on définit I’espace de Lebesgue LP(S2)
par :

P(Q) = {f £ Q = R mesurable | (/Q \f(x)|pdx> < oo}

On le munit de la norme suivante :

e = U6l = [ If0Pas) " =1
Quand p = 2, cette norme provient d’un produit scalaire :
(9o = [ @) glo)ds
Q

On peut vérifier facilement que ||.||» définit une norme sur 'espace vectoriel LP()) ce qui montre que

LP(Q2) est un espace normé.



1.1. ESPACE DE LEBESGUE

10

Définition 1.2. (Voir [4]) On pose

L>=(Q) ={f:Q = R; f mesurable et C > 0 telle que |f| < Cp.p. sur Q}.

L>(§2) est une espace normée avec la norme suivante :

[fllzee @) = inf{c: [f(x)| < ¢, pp.x € Q}

Théoreme 1.1. (Voir [4])
1. L’espace LP(SY) est un espace de Banach pour 1 < p < oc.
2. L'espace LP(2) est un espace de Séparable pour 1 < p < oo.

3. L'espace LP(Y) est un espace de réflexif pour 1 < p < oo.

Notation 1.1. Soit 1 < p < oo, on désigne par p’ I'exposant conjugué de pa savoir :

1 1
-+—==1 ou p/:L
p p p—1

Proposition 1.1. (Inégalité de Holder )(Voir [4])

Soient f € LP(Q) et g € LP(Q) avec 1 < p < oco. Alors, fg € LY(Q) et

/Q Folde < (1119l

Proposition 1.2. (Inégalite de Holder généralisé)(Voir [4])
1 1 1 /
Soient p,p',r € [1,00] tel que : — + — = —, et f € LP(Q), g € LP. Alors
b D r

1fgller < 1Al ze lgll e

Proposition 1.3. (Inégalité de Young)(Voir [4])
Soient a, b deux réels positifs et p,q > 1, Alors

De plus, pour tout
varepsilon > 0, il existe C(e) > 0 tel que :

ab < e.a? + C(e)b?

Théoréme 1.2. (Convergence domineé de Lebesgue)(Voir [4])
Soit (f,) une suite des fonctions de L'(Q2). On suppose que :

1. fn.— fpp. sur Q.

S. BOUNOUIGA Systéme de Lane-Emden avec exposant négatifs



1.2. ESPACE DE HOLDER 11

2. il existe une fonction g € L*(Q),Vn, |fu(2)| < g(z) p.p. sur Q. Alors
ferl' (et fo—fllm—0

Théoréeme 1.3. (de Lebesgue inverse)(Voir [4])
Soit (f,) une suite de LP(S2), tels que : f,, — f dans LP(2). Alors, il existe une sous suite extraite ( fy,, )
telle que :

(D) frn@ — [(z) p.p. sur Q.
(ii) | fx, (x)] < h(x),VEk et p.p. sur Q avec h € LP(Q).

1.2 Espace de Holder

1.2.1 Les espaces C*

Définition 1.3. Soient k € N et 2 C R"™ un ouvert. On définit les espaces suivants :
(i) pour k = 0,C°(2) est I'ensemble des fonctions f : Q2 — R continues.

(ii) pour k > 0,C*(Q) est I'ensemble des fonctions f : Q — R ayant toutes leurs dérivées partielles
jusqu’a l'ordre k continues ; c-a-d D*f € C°(Q) pour tout o € A,,,,0 < m < k, telle que A,, est
I'ensemble des multi-indices d’ordre m.

(iii) C°(Q) est I'ensemble des fonctions f : Q — R continues et bornées. Nous munissons cet espace de
la norme
[fllco@) = supseal f(2)]-

(iv) C*(Q) est I'ensemble des fonctions bornées dans Q) dont les dérivées jusqu’a I'ordre k peuvent étre

étendues continument sur Q) et sont bornées. Nous munissons cet espace de espace de la norme

k
Hf||ck(§) = Z ||Daf”6’0(§)‘
lo]
S'il n'y pas d’ambiguite, nous omettons la dépendance en Q) et écrivons simplement
k
Ifllox =D 11D flco.
lo

(v) CL.(Q) est I'ensemble des fonctions f : Q0 — R telles que f, € C*(K) pour toute compact K C (0.
Nous donnons maintenant la définition des espace de Holder.

S. BOUNOUIGA Systéme de Lane-Emden avec exposant négatifs



1.3. ESPACE DE SOBOLEV 12

1.2.2 Les espaces C*

Définition 1.4. Soient 2 un ouvert R", une fonction f :  — Ret un réel 0 < o < 1. On définit Ia
quantité

|f(x) = f(y)l

[flcoa(q) = SuPayea «
CO(Q) Yy #Y ’ Tz — y!a
Les espaces de Holder sont définis par les ensembles suivants :

(i) C%(Q) est I'ensemble des fonctions f € C°(Q) telle que
[f]co,a(ﬁ) < Q.
(ii) CP*a(Q) est I'ensemble des fonctions f € C*(Q) telles que
[DB]“]CO(x < 00, oit B € N" avec beta| < k

(iii) C}:*(Q) est l'ensemble des fonctions C** () pour tout compact K C Q.

Remarque 1.1. (i) L'espace C**(Y), muni de la norme || f||cx.«, est un espace de Banach.
(@

(ii) Pour a =0, 0na C*(Q) = C*(Q), on écrit

[fllero = [I.fllcx-

1.3 Espace de Sobolev

1.3.1 Lespace W'?(Q)

Soit (2 un ouvert de R", On note par D({2) I'espace des fonctions de classe C™ et a support

compact inclus dans (2.

Définition 1.5. (Voir [4]) L'espace de Sobolev W'»(Q) est définie par :

WP(Q) = {u € LP(Q);3g; € LP(Q), telque : / uggp
Q

xid:r = —/Qgigoda:,Vgo € D(Q),Vi=1,2, ,n}
En particulier, pour p = 2, on pose :

H'Y(Q) = Wh(Q)
pour w € W12(Q), on note

ou
axi

ou Ou ou )

=g, et Vu = , s eee
g <8x1 0o ox,,

S. BOUNOUIGA Systéme de Lane-Emden avec exposant négatifs



1.3. ESPACE DE SOBOLEV 13

ou

est appelé la dérivée faible par rapport x; de u.

7

Notation 1.2. L'espace W' est muni de la norme :

lullwie = lJullze + [[ Vel e

1
(ou par fois, si 1 < p < oo, de la norme équivalente <||u||W1,p = [llull?, + Vull?,] P). L’espace H!
est muni du produit scalaire
(u,v) g1 = (u,v) g2 + (Vu, V)2

la norme associée :

el = (lullZz + [ Vul:)?
est équivalente de la norme WhP(Q).
Voici quelques propriétés topologiques de I'espace de Sobolev W'?().
Proposition 1.4. (Voir [4])
1. L'espace WP(Q2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

2. L’espace W' (Q) est réflexif pour 1 < p < oo et séparable pour 1 < p < oo.

3. L'espace H'(Q) est un espace de Hilbert.

1.3.2 Injections de Sobolev

Définition 1.6. (Voir [4])Soient E et F' deux espaces vectoriels normeés.

1. E s’injecte de maniere continue dans F, signifie que E C F et I'injection canonique j : E — F

est continue : c-a-d, il existe C > 0 : ||z||p < ||z| . on note E — F.

2. E s’injecte de manieére compacte dans F, signifie E C F et l'injection j : E — F est compact et on
le note par E —¢ F.

Notation 1.3. S5i1 < p < n < oo, 'exposante de Sobolev de p* est définie par :

* np
p:
n—p
ou
111
rp n

Théoréme 1.4. (Voir [4]) Soit 1 < p < oo, On suppose que 2 est un ouvert de classe C*, borné, ou
bien 2 = R

S. BOUNOUIGA Systéme de Lane-Emden avec exposant négatifs



1.3. ESPACE DE SOBOLEV 14

1. Si 1<p<n, alors WHP(Q) — LP ().
2. Sip=mn, alors WP (Q) < L1(Q),Vq € [1, +o0].
3. Sip>n, alors WiP(Q) — L>(Q).
Théoréme 1.5. (Rellich-Kondrachov)(Voir [4]) On suppose que 2 borné de classe C*. On a
1. Si 1<p<mn, alors WH(Q) —¢ LI(Q),Yq € [1,p*].
2. Sip=mn, alors WHP(Q) < L1(Q),Vq € [1,4o00].
3. Si p>n, alors WP (Q) <o C(9Q).

1.3.3 L’espace W, ”(Q)
Définition 1.7. (Voir [4])Etant donné 1 < p < oo, On désigne par W, *(Q) l'adhérence de D(S2) dans
Whr(Q), C-a-d

wer@) = oy

On note
Hy () = Wy (9)

L’espace 2 est muni de la norme induite par W?(Q), I'espace Hy () est muni du produit scalaire induit
par H*(Q).

Proposition 1.5. (Voir [4]) L'espace W, est un espace de Banach séparable, il est de plus réflexif pour
1 < p < oc. L'espace H; est un espace de Hilbert séparable.

Le résultat suivante fournit une caractérisation essentielle de base des fonctions dans 1'es-
pace Wy 7 (Q).

Proposition 1.6. (Inégalite de Poincaré)

Soit Q2 un ouvert borné, alors il existe une constante C' > 0 telle que

lule < ClIVullre,  Yu € WP (), (1 < p < o0)

En particulier, sur Wy *(Q) la quantité ||Vul| » est une norme équivalente a la norme usuelle de W'»(Q).

S. BOUNOUIGA Systéme de Lane-Emden avec exposant négatifs



1.4. FONCTION DE GREEN 15

1.4 Fonction de Green

Définition 1.8. Soit Q un ouvert de RN. On définit la fonction de Green G pour le Laplacien par
'expression suivante

u(z) = / Gl 9) f (y)dy

oit —Au = f dans Q et uw=0 sur 0S2. On donne maintenant quelque propriétés de cette fonction.

Proposition 1.7. (Voir [2]]) Pour z,y € Q, x # y, de la fonction de Green G(z,y) de —A dans Q vérifie :

LH? n > 27

G(z,y)| < [z —yl (1.1)
C(lInjz —yl|+1), n=2;
%a n>2,

G2, y)| < 1l — 1 (1.2)
Cd(y)(l nlz —yll+ )’ n=2

|z =y

Gutepl < min{ S S 13)

. C Cd(y

Ot la constante C ne dépend que de €.

Lemme 1.1. (Voir [2]) Pour tout x, x5 € Q. tels que d(xy, x2) < 9, il existe un chemin e(t) : [0, 1] —
satisfaisant
1£'(t)] £ C d(xy,22).

1.5 Probleme elliptique et régularité
Théoreéme 1.6. (Lax-Milgram) Soit H un espace de Hilbert. On suppose que
B:HxH—=R

est une application bilinéaire (forme bilinéaire), vérifiant les deux conditions suivants

(i) B est continue, c-a-d :
|B(u, v)| < cllullm|[v]|m

(ii) B est coercive (ou elliptique) sur H, c-d-d :

38> 0: B(u,u) > Bul]?

S. BOUNOUIGA Systéme de Lane-Emden avec exposant négatifs



1.6. LE PRINCIPE DE MAXIMUM 16

Soit f : H — R une forme linéaire continue. Alors il existe un élément unique u € H tel que
B(u,v) = (f,v), YveH

Théoréme 1.7. Soit Q un ouvert borné telle que ) de C**. On supposons que u € C2(Q) NC(N) est

une solution classique de
—Au=f dans )
u =0, sur 0f2

oit f € C*(R). Alors u € C**(Q) et satisfait I'estimation

lilczoy < € (Ifleo + lilie + 2o

ott la constante C ne dépend que de Q,n, o

1.6 Le principe de maximum

Théoréme 1.8. Voir([7]) Soit Q C R™ et soit u € C*(Q) N C(Q) tel que

—Au <0, dans )
u =0, sur 0f)

Alors

u <0 dans.
Si:

—Au >0, dans

u =0, sur 0S)
Alors

u >0 dans €.

Lemme 1.2. (Iemme de Hopf)(Voir [[7]) Soit u € C*(Q) N C*(Q)

tel que
—Au <0 dans
u =0, sur OS2
et
u(r) <0 Vrel.
Alors 3
a—z(x) >0 Vreq

S. BOUNOUIGA Systéme de Lane-Emden avec exposant négatifs



1.7. QUELQUES THEOREMES UTILISES 17

ou ) )
Onu an est la dérivée normale extérieur de u :

n
ou
— =V
on b
Théoréme 1.9. Voir([7]) Soit u € C?(Q) N C(9).
Si
—Au <0, dans
u =0, sur OS2
Alors
u<0 ou u=0 dans .
Si:
—Au >0, dans )
u =0, sur 0f)
Alors

u>0 ou uwu=0 dans.

1.7 Quelques théoremes utilisés

Théoréme 1.10. (Théoréeme du point fixe de type Schauder)(Voir [3]) Soit C' un sous ensemble non
vide, convexe d’un espace de Banach E et supposons T : C' — C une application continue telle que T'(C')
est relativement compact. Alors T' admet un point fixe.

Théoreme 1.11. (d’Ascoli-Arzela)(Voir [4])Soit K un espace métrique compact et H un sous-ensemble
borné de C(K'). On suppose que H est uniformément équicontinu, c-a-d :

Ve > 0,30 > 0,tel que d(z1,x9) < d = |f(x1) — f(z2)| <e VfeH.

Alors H est relativement compact dans C(K).

1.8 Les valeurs et fonctions propres de Laplacien

Théoréme 1.12. Soit Q2 un ouvert borné et réqulier de R". II existe une suit des valeurs et fonctions
propres (An, pn) € R* x Hj(Q) de l'opérateur Laplacien avec les conditions homogene de Dirichlet.
C-a-d pour tout n € N*, (A, @,,) satisfait

—Ap, = \pn dans 2
on =0, sur OS2
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Deplus 0 < Ay < Ag < ... < A\, = +00. et 51 Q est de classe C™ alors ¢,, € C>=(9Q). ety est simple et

fQ u dx.

de singe constante. \; est caractérise par Ay = inf,c o #OW
u
Q

On donne donc la définition suivante :

Définition 1.9. - \; s’appelle la premier valeur propre de Laplacien.
- la premier fonction propre de Laplacien est la fonction o, positive associe a la premier valeur propre A\

tel que ||¢1||zoo) = 1.
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CHAPITRE 2

PROBLEME ELLIPTIQUE SINGULIER

@ ans ce chapitre, nous allons etudier un probléme elliptique singulier, nous allons donner
des résultats d’existence et de régularité ainsi le comportement de la solution au voisi-

nage de bord pour ce type des problemes elliptiques singuliers.

2.1 Position du probleme

Soit le probleme elliptique singuliers suivant

u =0, sur 0f)

ou
d(z) = dist(z,09Q), z€Q.

et Q2 est un domaine ouvert bornée dans R"(n > 1),p > 0O et k : (0,00) — (0,00) est une

fonction décroissante telle que limy ok(t) = oo.

2.2 Quelques résultats préliminaires

On considere le probleme suivant

{ —Au=¢(x)u?, u>0 dansS) 2.2)

u =0, sur OS2

ou
d(x) = dist(x,09), x€Q.

et Q est un domaine ouvert bornée et régulier dans R"(n > 1),p > Oet ¢ : & — (0,00) une

fonction continue.

19
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Définition 2.1. (i) Une solution du problémeest une fonction u € C*(Q) N C(Q) qui satisfait

—Au(z) =¢(x)u?, wu(z)>0 dans
u =0, sur 0f)

(ii) Une sous-solution du problémeest une fonction u € C*(Q) N C(Q) telle que

u <0, sur 0f)

{ —Au(z) < ¢(z)u™?, wu(z) >0 dans

(iii) Une sur-solution du problémeest une fonction u € C*(Q) N C(Q) telle que

—Au(z) > ¢(z)u®, wu(r) >0 dans
u <0, sur OS2

Le théoreme suivant donne un condition suffisante pour démontrer 1'existence de la solution
du probleme

Théoreme 2.1. (Voir [15]) Si le probléme admet une sous-solution et sur solution w et @ respecti-
vement telles que u < u dans ). Alors, il existe une solution u du problémesatisfait u<u<u.

Proposition 2.1. Soit p > 0 et ¢ : Q@ — (0, 00) une fonction continue. si u est une sous solution et u est
une sur-solution du probleme (2.2) Alors u < u dans ). De plus le probléme admet au plus une solution.

Démonstration. Sip =0,0n a

—Au< ¢(z) et —Auz¢(z)

Donc, —Au + Au < 0. D'ott, —A(u —u) < 0.
Alors, D’apres le théoreme principe de maximum[I.8z — @ < 0 et donc u < .
Sip > 0, Par absurde, on suppose que w = {z € Q : u(x) < u(z)} n’est pas vide et soit w = u —1.
Ona
—Aw = —Au —7) = —Au) + A7)

et
—Au(r) < d(r)ule)™ et Au(r) < —¢(r)u(z)™”
Alors
—Aw < p(z)[u?—u ] <0 dansw
Donc

—Aw <0, dansw
w =0, sur Ow
Donc D’apres le principe de maximum forte (Théoremgl.9), ona w < 0 ou w = 0. Mais

w=1wu—7u >0 sur w. Contradiction. Donc w = ). C’est a dire u < u.

]
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Proposition 2.2. Soit u € C%(Q) N C(Q) tel que u = 0 sur O et
0< —Au< Cd™*(z) dans

oit 0 < a < 2etC > 0. Alors, u € C%(Q), pour toute 0 < v < 1. en outre, Si 0 < a < 1. Alors,
u € CH1=(Q).

Démonstration. Soit G la fonction de Green pour l'opérateur de Laplace. Ainsi, pour tout = € Q

ona
u(z) = — /Q G(z,y)Au(y)dy, x € Q.

Soient x1, 5 € ). Alors
() — ulew)] < /Waxb G (2, )| Auly)dy
/|Gx1, (2, )| d(y) " dy

<o |Gy — Glasy) ) dy
ON\Bgr(z1) ——

I

+c/ |Gla1,y) — Gl y) ld(y) "y
Q\BR(xl)\ -~

11

ou R = (C +4)d(z1,z2),C > 0 comme dans le lemme

I< / G (e (8), )| ()1t d(y)~dy
Q\Bg(z1)

Umi t) —yl,d
< C ) [ = draty) ey
Q\Bgr(z1) J0 6( ) y|

min{min|z; — y|,d a
<Cne) | tminky = 91, AW} 4y -eqy,
O\Bgr(z1) |1 — |

Ici nous avons utilisé

le(t) —y| > |z — y| — |z1 — e(t))
> (C +4)d(2y,25) — C d(zq, x2)
2 4d($1,$2)

et on a par le théoreme des accroissement finis

e(t) =yl < [z — y[ + 21 — e(t)]

(C'+ 4)d(z1, x2) + Cd(x1, 22)
(2C 4+ 4)d(z1, x2)

2C +4
C+4

N ININ

N

|$1 - y|
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D’autre parte, On vérifier facilement que

min{|z1 — yl,d(y)d(y)™* < |z, —y|/' ™% a<2.

Alors
1
I<C d(ml,xg)/ ——————d(y) (oul—a>0)
O\Bg(zy |z — y|rte!
< C’d(ml,xg)/ po (el pn=l g,
R

< C d(.fl:l, IQ)Rlia =C d(.fl;l, IQ)Qia.
Nous estimons maintenant //

1< / ( )\Gm,y)—G<x2,y>|d<y>*“dy
BR X1
< / G (1, y)|d(y)~dy
Br(z1)

+f Gl )ld(y) "y
BR+d(z1,12)(‘r2)

pour n >0

1
< C/ ————d(y) " “dy.
Br(z1

y lon =yl 2

1
+C L d(y)Udy.

_ ay|n—2
BRer(zl,wz)(x?) ’xQ y‘

Onad(y) > R alors d(y) *< R

Donc
_ 1 _ 1
<CR™" T———dy+CR™" ————dy
Br(z1) ‘3:‘1 - y| BRrid(z;,z)(T2) ’352 - y’
R
<C R_a/ 2y = C R = O d(xy, )™ pour0<2—a<1
0
Pourn =2
Ir<c (n(lzy —yl) + 1) d(y)“d(y)
Bp(z1)

v (in(|z — ) + 1) d(y)~dy
BR+d(x1,$2)(:EQ)
etonad(y)*< R

<COR™ / (In(j1 — yl) + 1) dy + C R / (In|zs — y)) + 1) dy
Br(z1) B

R+4d(zq,z9) (1‘2)

R R
gCR“/ (rlnr+7")dr+CR“/ (rinr+r)dr
0 0

1
<CR“R*In R+ é_l> =CR* ™ =Cd(z1,22)*" pour0<2—a<?2
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D’ou

d(l‘l, x2)2—(l

Q Q

|z1 — 22|77 pour0 <y < 1,

Alors, u € C%7(Q).

Lorsque a < 1, d’apres la formule de Green, nous avons
Vu(z) = —/QGx(:E,y)Au(y)dy, Vo € Q.
(Voir [2]. Ensuite, si z1, x5 € Q. et d(z1,x2) < §, nous avons
|Vu(xy) — Vu(zy)] < / |G2(x1,y) — Gu(za, y) | Auly)dy
< [ 1Gulor) = Gulaz.pldtn) " dy

< / 1Ga(1, ) — Gala, ) |d(y)~“dy
Q\Bgr(z1) e

1

+ C/ | Go(21,y) — Go(22,y) |d(y)dy
Q\Br(z1) -

v~

11

ou R = (C +4)d(z1,z2),C > 0 comme dans le lemme

I< / G (e(t), y) ' (1) dtd(y)~dy
Q\Br(z1)

le(t) =yl
min{min|z, — y|, d(y)}d
|5L‘1 _ y|n+1

1 . o
< C d(zr, 22) / mind|e() = vl W)} gy 0y,
O\Bgr(z1) J0

<C d(thw)/ (y) “dy.

N\ Bg(z1)

Ici nous avons utilisé

le(t) —y| > o1 —y| — |z — &(t)]
> (C+4)d(z1,22) — C d(xq, x2)
> 4d(xq, z2)

et on a par le théoreme des accroissement finis

e(t) =yl < [z — y[ + 21 — e(t)]

(C'+ 4)d(z1, x0) + Cd(x1, 22)
(2C 4+ 4)d(z1, x2)

2C + 4
C+4

N ININ

N

|$1 - y|
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D’autre parte, on vérifier facilement que

min{|zy — yl,d(y)}d(y) " < |z —y|"*, a <l

Alors
1
I <Cd(xy,x / ———d(y) (oul—a>0
( ! 2> Q\Br(z1) |$1 _y’n+a ) )
< Cd(:cl,xg)/ p(vta) pn=l g,
R

< C d(l’l, ZL‘Q)R_a == C d($1,$2)1_a.

Nous estimons maintenant //

< / 162 = Guales ) dy
BR Tl
< / |G (21, y)|d(y) “dy
BR(ZL'l)
+ [ Gura ) ldly)
BR+d(11,12)(x2)

§ C/ mm{|x1 - y’u d(y)}d(y)_“dy
Br(z1)

|z1 — y|"
. _ld
+/ min{|zs y!n (y)}d(y)_“dy.
BRyd(zq,z)(T2) ‘1‘2 - y|

et par conséquent,

IT < C/ oy —y| " dy + C/ |2y — y[ 7" dy
Br(z1) BR+d(ac1,ac2)(‘r2)
(Par1—a > 0)

R+d(x1,x2)
< C’/ r%dr £ C d(zy,z0)' "
0

|Vu(ry) — Vu(zs)| < 2C d(z1,19)" "
<

Alors u € CH179(Q).

O
Proposition 2.3. Soit (A1, 1) la premiére valeur propre/fonction propre de —A dans 2. Alors
Cod(z) < ¢1(x) < d(x), Vrel (2.3)
O 0 < Cy < 1. En particulier, il existe un compact K € Q et C > 0, tel que :
V1| >C  dans Q\ K. (2.4)
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Démonstration. En utilisant la régularité (1.7) de €2, on aura ¢, (z) € C*(Q), et d’apres théoreme

des accroissement finis
lp1(z) —o1(y)| < Clz —y|, pour tout y € ONL.

Ce que implique
lor(z)| < Clz —y|, y €.

Donc
lpr1(z)| < Cd(z).

D’autre part, par le principe de maximum fort (voir le théoreme (1.9)), ona ¢; > 0, sur (.
D’apres le lemme de Hopf(L.2), on a

Vi (x)] >0  sur oQ.
comme V¢, est continue on a
Vi ()] = infyeonl Ver(y)| = Vi (') = C >0, sur Q.. (2.5)

ot Q. = {x € Q/d(z) < €} telle que ¢ > 0 est assez petit.
Et on a pour z, € (2, d’apres le théoreme des accroissement fini, il existe 0 < 6 < ¢, tel que

lp1(m0 — tn) — @1(x0)| = [t]|n.Vu(xe — On)|

)
o1 (20 — tn)| = t\a—Z(xo —0n)| > Ct = C d(z0 — tn)

Alors
o1(x) > Crd(z) =€ Q.
donc
01 >0 sur K =Q\ Q. est compact.
Ona
o1(x) >infpi(z) = Cy, Vre Q..
Et .
o1(z) > —>d(x) > Cod(z), card(z) < C.
d(x)
D’ou

o1(x) > Cod(z), avec Cy=min{Cy,Cs}.

Alors en normalisant ¢, par une constante appropriée, on obtient
Cod(z) < pi(z) < d(z) (2.6)

]
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Proposition 2.4. Soientp > 0et 0 < g < 2.1l existe C' > 0et A > daim(2) telle que toute sur-solution

u de
—Au=d(z)" %P, u>0 dans
u=20, sur 0S)
satisfait :

(i) u(z) > Cd(x) dans Q,sip+q=1.

(ii) u(x) > Cd(x)logﬁ <%) dans Q,sip+q=1.
x

(iii) u(x) > C’d(x)% dans ), sip+q > 1.

Démonstration. (i) Soit

etona
Cd(r) < pi(r) < d(z)
D’ou
—Aw =C Mpi(z) < C A\ d(z), VzeQ.
On a

d(z)"w™ = C7P d(z)" " d(x)? = C7P d(x)" TP
> C M\ d(z) pour C assez petit.
= —Aw

Alors w est une sous-solution. Donc
Aw — Au < d(x)w™ —d(z)9a?

En multiplient par (w — @)™

0< /Q |V(w —u)"|Pdz < /Qd(az)_q(w_p —u ) (w—u)tdz <0

D’ou
u(z) > w(x) = Cpi(z) > Cd(z), dans Q.

(i) Soit

(2.7)
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Oub=—— € (0,1). un calcule simple donne
I+p

dpw = Oy ()log (Sof(lm)) — b dppr()log"™" ( @jx))

o) (it (25 -0 (245

et
PFrw = P () (logb (solj?x)) ~blog™ (wl?ﬁ))>
i (55t () 228 (1)
Donc

~Aw = M\ (2)log (ﬁ) +b(IVer(@)]* — M)y o™ (@i))
A

+0(1 = b) |V, (2) P07 Hog 2 (—) dans Q.
( WV oi(x)|["¢; log (@)

En utilisant(2.4),nous pouvons trouver C; > 0 tel que

A
—Aw < Oy ogh™ ( ) dans €.
p1(z)
Alors,
_ A _
—Aw < Crp; Ylog ( ) w™?  dans Q.
p1(z)

En utilisant (2.3) on trouve m > 0 assez petit telle que

A
—Amw < Cyp; log (—) w™?  dans Q.
e1(z)

par le principe de maximum @ > mw dans (2 et par (2.3) on obtient que u satisfait

a(x) > Cd(x)log™ (%) " dans Q.

(i) Soit
w(r) =C pi(2)", €.

2 —
Ooub = H——q € (0,1). un calcule simple donne, On a
p

—Aw = Cpy(z)"72, 2€Q.
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On a

d(z) ™ = C7P d(x)" " d(x) " = O d(x) @)
> Cd(z)" ) pour C assez petit.
= —-Aw

Alors w est une sous-solution. Donc
Aw — Au < d(x)w™ —d(z)9a?
En multiplient par (w —@)™"

0< /Q IV (w— )" [2de < /Qd(x)q(wp _ TP (w — W) d < 0

Une résultat similaire est valable pour la sous-solution de(2.7)

Proposition 2.5. Soientp > 0et 0 < g < 2.il existe C > 0 et A > dim(€2) telle que toute sous-solution

u de
— — —4q,,—P
(e
satisfait :
(i) u(z) < Cd(z) dans Q,sip+q=1.
(ii) u(z) < C’d(x)logﬁ <%) dans Q, sip+q=1.

(ii) u(x) < C’al(:z:)?%z{i dans Q,stp+q > 1.

Démonstration. (i) Soit
w(z) =Cpi(x). z €.
D’ou
—Aw = C Mpi(z), Vre.
En utilisant (2.3) on obtient

—Aw > Cd(zx), avecC assez grand.
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Alors w est une sur-solution. Donc
—(Aw + Au) < —d(x) Tu P —d(x) w™?

En multiplient par (v — w)™*

0< /Q |V (u—w)"Pdr < /Qd(x)_q(g_p —wP)(u—w)Tdr <0

D’ou
u(z) <w(z) =C pi(x) < Cd(z), dans Q.
(ii) Soit
A
w(x) = xlob( ), x e .
(@) = er(otod” (
Ooub= L € (0,1). un calcule simple donne
IL+p
Ona
~aw =i (ologt (7 )+ UIT ) ~ e tog ()
p1(2) s p1(2)
A
+b(1 = b)|Ver (2) e Hog" 2 (—) dans §2.

En utilisant(2.4)), nous pouvons trouver C; > 0 tel que

—Aw > Oy Hogh™ ( ) dans §2.

¥1 (I )
Alors,

—Aw > Cyp;llog ( ) w?  dans €.

A
e1(x)

En utilisant (2.3) on trouve M > 1 assez grand telle que

—Amw > Cyy log < > w™?  dans Q.

A
p1(x)
par le principe de maximum u < Mw dans §) et par on obtient que u satisfait

1 A
u(z) < Cd(z)logm™r (m) , dans )

(iii) Soit

w(r) =C pi(2)", €.
2 —
Oub= 1+—q € (0,1). un calcule simple donne, On a
p

—Aw = Cpy(2)"2, 2€Q.
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On a

d(z)"w™ = C7P d(x)" 1 d(z) " = O d(x)~@tP?)
< Cd(z)~) pour C assez grand.
= —-Aw

Alors w est une sur-solution. Donc
—(Aw — Au) < d(z)TuP —d(z)"w™?

En multiplient par (v — w)™"

2.3 Non-existence des solutions pour un probléme elliptique
singulier

Théoreme 2.2. Soient p > 0, A > diam(2) et k : (0, A) — (0, 00) est une fonction décroissante tel

que :
A
/ th(t)dt = cc. (2.9)
0

Alors, le probleme suivant :

{ —Au>k(d(@)u™, u>0 dans Q (2.10)

u=0, sur 0f)
n’a pas de solution u € C*(Q) N C(Q).
Démonstration. Par absurde, On suppose qu’il existe une solution v, de (2.10). Pour toute 0 <

e < A — diam(S2), on consideére le probleme approché suivant

{ ~Au > k(d@) + )u+e)?, u>0 dans @.11)

u=0, sur 0f2

Alors, u = uq est une sur-solution de (2.11). De plus, si w est la solution du probleme

—Aw =1, dans )
w=0, sur 0f)
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Alors, d’apres le théoréme de régularité elliptique (1.7), w € C?(2) N C(9Q). Donc, en posent
u = c w avec c assez petit. On a u est une sous-solution de (2.11)). En effet, de la méme maniere
de proposition[2.3, on montre que

cpd(z) < w(z) < O d(x).

k(d(z) 4+ e)u™ = k(d(x) + &) (cw) P
> ¢ Pk(d(z) +e)d(x)?
> (C = —Au.

De plus,d’apres la proposition2.1} il s’ensuit que u < @ dans Q. Ainsi,par la méthode des sous
et sur-solution (théoreme 2.1), nous en déduisons que le probleme admet une solution
u. € C?(Q) telle que

Cw<u <uy dans Q. (2.12)

En multipliant avec ¢; dans(2.11)puis en intégrant sur 0f2 on trouve

A1 / usprdr = / k(d(x) + €)(ue +€) Pprde.
Q Q
En utilisant (2.12) on obtient
M = )\ / upprdr > A / usprdr > k(d(z) + €)(ug + €) Pprde.
Q Q

On pour tout ouvert w tel que w C 2. En passant a la limite quand ¢ — 0 dans l'inégalité
ci-dessus et en utilisant(2.3)on obtient

M2 [ K@) e = Coljualy” [ k(@)

Puisque w C (2 étant arbitraire, on déduit

/ k(d(x))d(z)dx < oo.
Q

En utilisant la régularité de 0f). Ce qui contredit avec notre hypothese sur k (2.9). Par consé-
quent, (2.10)n’a pas de solution. O

Une conséquence directe du théoreme (2.2) est le résultat suivant :
Corollaire 2.1. Soient p > 0 et g > 2. alors,il n'y a pas de fonctions u € u € C*(Q) N C(Q) tel que

—Au>d(zx) W™, u>0 dans
u=0, sur 0f)
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2.4 Existence et unicité des solutions pour un probleme ellip-
tiques singulier
Théoreme 2.3. Soient A > diam(Q),p > 0 et q > 0. Alors, le probléeme

{ —Au=d(z) %P, u>0 dans (2.13)

u=20, sur 0f)
admet une solution unique v telle que :

(i) Sip+qg<1:
Crd(z) < u(z) < Cyd(z) dans .

(i) Sip+qg=1:

(iii) Sip+q>1:

V]
|
)
V)
|
)

olt 01,02 > 0.

Démonstration. D’apres les propositions [2.4] et 2.5 le probleme (2.13) admet une solution une
sous-solution u et sur-solution u. et d’apres la proposition2.1jon a u < u.
Donc, D’apres le théoreme[2.Ton a

u(z) <u(x) <u(x), dans.
0

Théoréme 2.4. Soient 0 < a < 1, A > diam(2),p > 0 et ¢ > 0 telle que p + q = 1. Alors, le probleme

A
—Au = d(z) " og™* <—) u?, u>0 dans €

d(x) (2.14)
u=20, sur 0f)
admet une solution unique qui satisfait
Cld(x)log% A <u(z) < ng(x)logﬁ A dans Q. (2.15)
d(z) d(z)

ol 01,02 > 0.

Démonstration. Soit

w(x) = 1 (z)log® <i> . Q.

e1(x)
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1—a

Oub=
L+p

On a

€ (0,1). un calcule simple donne

“Aw = A (2)log” (%@)) + (Vi ()] = Mpd)ey Hog" ™ (Solf(lx))
A

+b(1 = )|V (2) Py Hog" (sal(x)

En utilisant(2.4), nous pouvons trouver Cy, C, > 0 tel que

) dans €.

A A
Cipy Hog"™ ( ) < —Aw < Cyprtlogh™ < ) dans €.
901(1‘) 901(.1‘)
Alors,
Crpy 1log™ ( ) w P < —Aw < Copy Ylog™ ( ) w™?  dans (.
¢1(x) ¢1(x)

Nous en déduisons maintenant que u = mw et u = Mw sont respectivement une sous-solution
et une sur-solution de (2.14)pour convenable 0 < m < 1 < M. D’ou, le probléeme(2.14)a une
solution u € C?(Q2) N C(Q) tel que

—a —a A
mp; logiTP ( ) <us< M gpllogiTp < ) (2.16)
p1(7) pr(z)
L’unicité suit de la proposition(2.1)). O

Corollaire 2.2. SoientC > 0 et a, A, p, q étre comme dans le théoreme (2.4). Alors, il existe C, > 0 telle

que u une solution de probleme suivant

A
—Au > “og=* | —— | u7P Q
u > Cd(x) og (d(:c)) u™, u>0 dans

u=20, sur 0f)
satisfait

w(z) > Cyd(z)logr <%) dans Q.

Proposition 2.6. Soient A > 3diam(Q) et C > 0. il existe C; > 0 telle que u € C*(Q) N C(Q) une

solution de probléme suivant

—Au > Cd(z) og™* (%) u™, u>0 dans
T

u=0, sur 0f)

satisfait

u(z) > Cyd(z)log [log (%)] dans . (2.17)
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Démonstration. Soit

vty = oos foa ()] e

Un calcule facile donne

A 2 _ 2 2
—Aw = M\ log |log i V| — A X V|
d(z) ( A ) ) ( A >
pilog | —— pilog
i) 1)
< i dans §Q.
log ( A )
)
pour C; > 0. En utilisant (2.3 on peut trouver m > 0 assez petit pour que
—Amuw < ¢ dans €.
d(x)lo A
?\dx)
Or par principe du maximum on déduit © > mw dans (2 et par (2.3)on obtient que u satisfait
I’estimation (2.17). O

Théoreme 2.5. Soient p > 0, A > diam(Q2) et a € R. Alors, le probleme

—Au = d(x)?log™® (%) u?, u>0 dans (2.18)

u=0, sur 0f2

admet des solutions si seulement si a > 1. en outre, si a > 1 alors admet une solution unique v et
il existe Cy, Cy > 0O tel que

l—a A l—a A
T [ — | < < T+p [ —— . .
Chlog™ (d(m)) < u(x) < Cylog™ (d(x)) dans ) (2.19)

. . : B .
Démonstration. Soit B > A telle que la fonction & : (0, B) — R, k(t) =t 2log™® <?) est décrois-
sante sur (0, A). Alors, toute solution v de(2.18)) satisfait

—Au > Ck(d(x))u™, u>0 dans
u=20, sur 0f)

Ou C>0. En vertu du théoreme |i on déduit fOA tk(t)dt < oo, c’est-a-dire a > 1
Pour a > 1, Soit

w(r) = log® <i> , 1€

e1(x)
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1 —
Ottb = —< < 0.1l est facile de savoir que
l+p

B
—Aw = —b(|Voi|? + \©? _2106_1< )
IVl 191)e1 ” log (@)

B
—b(b— 1)V |?0? 210“(—) dans Q.
( WV o1]701)p; = log ™)

En choisissant B>0 assez grand, nous pouvons supposer

log (gpf&:)) >2(1—b) dans . (2.20)

par conséquent, d’apreés(2.4) et (2.20) il existe C'y, Cy, > 0 tel que

B B
Cror% log"™? ( ) < —Aw < Oy % log"™! ( ) dans €.
¢1() p1(x)
C-ad
—2 —a B - -2 —a B —
Che7” log w P < —Aw < Cop;“ log w™?  dans Q.
¢1(2) p1(x)

Ainsi, d’apres(2.3), il suit que u = mw et © = Mw sont respectivement une sous-solution et
sur-solution de(2.18)) a condition que m > 0 est assez petit et que M > 1 est assez grand. O

Corollaire 2.3. Soient C' > 0,p > 0,A > diam(Q2) et a > 1. Alors,il existe Cy; > 0 telle qu’une
solution u € C%(2) N C(Q) de

—Au > d(x)%log™® ( ) uP, u>0 dansQ

©1(x) (2.21)

u=20, sur 0f)
satisfait

l-a A
u(x) > Clogt+» (m) dans .
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CHAPITRE 3

SYSTEME DE LANE-EMDEN AVEC
EXPOSANTS NEGATIFS

ﬂ) ans ce chapitre, nous allons nous allons étudier un systéme de Lane-Emden d’équations
elliptiques avec exposants négatifs, nous allons démontrer 1’existence, non-existence et

"unicité et régularité d"une solution en se basant sur le théoreme de point fixe de Schauder

3.1 Notation et position du probleme

On considere le probléme elliptique suivant :

—Au=u"Pv™? u>0 dans$
—Av=u""v"*, u>0 dans$ (3.1)
u=v=0, sur 0S)

OuQ C R" (n > 1) est un ouvert bornée et p, s > 0 et ¢, > 0.

Définition 3.1. Une solution du probleme (B.1)), est le couple (u,v) avec u,v € C*(Q) N C(Q), et
u,v > 0.

Proposition 3.1. Soit (u,v) a une solution du systeme (3.1). Alors, il existe une constante C' > 0 tel
que
u(z) > Cd(x) et wv(x)>Cd(x) dans (3.2)

Démonstration. Soit w est une solution du

{—szl, w>0 dans (33)

w=0, sur 0f)

En utilisant la régularité elliptique (voir théoreme (L.7)), on w € C?(Q)de 912. de la méme ma-
niere de proposition[2.3 On a

36
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w(z) > Cd(z).
Alors, d’apres la premiere equation de systeme 3.1jon a
—Au=uPv1>C

Etona
—Aw=1=-A(Cw)=C

Puisque
—Au > C =—-A(Cw), dans .

Alors, d’apres le principe de maximum on déduit que:
u>Cw>Cd(zr) dans ).

et de méme manieére on obtient v(z) > C d(z) dans Q. ot C' > 0.

3.2 Non-existence

Théoreme 3.1. Soient p,s > 0,q,r > 0 de sorte que I'une des conditions suivantes soit vérifiée

. 2—
(1) rmin{l,—q}z 2;
1+p

2—r
i ) 1 > 2
(ii) qmm{,1+ }_ ;

s
(iii) p > maz{l,r —1},2r > (1 —s)(1+p)etqgl+p—7r)>(1+p)(1+ s);

(iv) s>maz{l,q—1%,2¢> (1 —p)(1+s) et q(l+s—q) > (1+p)(1+s);
Alors le systeme(3.1) n'a pas de solution.

Démonstration. Puisque le systeme est invariant sous la transformée (u, v, p, ¢, 7, s) — (v, u, s,7,q,p)
Al suffit de prouver (i) et (i77).

(4) On supposons qu'il existe (u, v) une solution du systeme (3.1), Notons qu'il & partir de (i) on
al<a<2

Cas 1:p+ ¢ < 1, a partir de notre hypothese (i) on déduit » > 2. En utilisant les estimations

de la premiere équation au systeme on trouve

{ —Au < Cid(z) ™, u>0 dans € (3.4)

u=20, sur 0f)
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Pour C; > 0, De la proposition2.4] (i) nous déduisons maintenant u(x) < Chd(x) dans ,pour
Cy > 0. En utilisant cette derniére estimation dans la deuxiéme équation de (3.1). On trouve

{ —Av > Csd(z)"v™*, ©v>0 dans £ (35)

u=20, sur 0f)

Ou (5 > 0, Selon le corollaire cela est impossible, puisque r > 2.
r(2—q)

Cas 2: p+ ¢ > 1. De I'hypothese (i), nous avons aussi > 2. De la méme maniére que
p
ci-dessus u satisfait (3.4). Ainsi, d’apres la proposition 2.4] (i), il existe Cy > 0 tel que
u(z) < C’4d(x)%g dans S.

En utilisant cette estimation dans la deuxieme équation du systéme(3.1), nous obtenons

—r(2—q)

—Av > Csd(x) TP w5, v >0 dans €
u=20, sur OS2

—r(2 —
Ou (5 > 0, ce qui est impossible grace au du corollaire puisque —7"1( n 2
p

Cas 3:p+ ¢ = 1.De (i) il suit que » > 2. comme dans les deux cas précédents, On trouver

> 2.

facilement que u est une solution de (3.4). pour un certain C; > 0. En utilisant la proposition [2.4]
(i1), il existe C > 0 tel que
u(z) < Ced(z)™" logﬁlp (i) dans €
d(x)
Pour A > 3diam(£2). En utilisant cette estimation dans la deuxiéme équation de (3.I)on obtient
—Av > Crd(z)™" logTr (i> v, v>0 dans €

d(z)
u=20, sur OS2

(3.6)

Ou C7 > 0 est une constante positive. Du théoreme(2.2) il s’ensuit que

1 . A
7" logTr (—) dt < oo.
/0 d(x)

Depuis r > 2, la condition intégrale ci-dessus impliquer » = 2. Maintenant, En utilisant (3.6)
(avec r = 2)et le corollaire (2.3), il existe Cs > 0 tel que

p—1 A
v(x) > Cg logTFrF9) (%) dans S (3.7)

En utilisant I'estimation(3.7)) dans la premiere du systeme(3.1),nous en déduisons

g(p—1 A
—Au < C’glog(H(P)(H)S) (—) u?, v>0 dans
0] (38)

u=20, sur 0f)
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Ou Cy > 0.On pose 0 < a < 1 — p. Alors, a partir de(3.8)on peut trouver une constante Cyy > 0
telle que wu satisfait

—Au < Crod(z)*u™, u>0 dansf)
u=0, sur 0S)

Par la proposition[2.4 (i) (puisque a+p < 1) on dérive u(x) < Cy1d(x) dans 2, ott Cy; > 0. En uti-
lisant cette derniére estimation dans la deuxiéme équation de(B.I) on obtient finalement(notez
quer =2):
—Av < Cad(z) 207, v >0 dans

{ v=20, sur 0f2
Ce qui est impossible selon le corollaire (2.1). Par conséquent, le systeme n’admet pas de
solution.
(¢4i) On supposons que le systeme a une solution (u,v) et soit M = maz, qv. De la pre-

miere équation de (3.1)on a

—Au>Cwu™, u>0 dans)
u=0, sur 0f2

Ou €y = M~ > 0. En utilisant la proposition (m), il existe Cy > 0 tel que u(z) > C’Qd(x)ﬁ
dans 2. En combinant cette estimation avec la deuxiéme équation de (3.1), On trouve

—Av < C'3d(m)_12+vnpv*5 , v>0 dansQ
v=20, sur 0f)

2
Puisque 7 L ois> 0, encore une fois par la proposition (m) nous obtenons que la fonction
p

v satisfait

2(1+p—1)
v(x) < Cyd(x) T+ dans Q.

Pour tout C; > 0. En utilisant I'estimation ci-dessus dans la premiere équation de (3.1), nous

trouvons C5 > 0 tel que

2g(1+p—r)
—Au > Csd(z) (9 (i3) 4P , u>0 dans
u=20, sur 0f)

Qui contredit le corollaire 2.1 puisque ¢(1+p —r) > (14 p)(1+ s). Ainsi, le systeme (3.I)n’a pas
de solution. O
3.3 Existence

L'existence de solution pour systeme (3.1) est obtenu sous 'hypothése suivante sur les ex-

posants p,q,r,s:
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(14 p)(14s) —qr > 0. (3.9)

Nous introduisons également les quantités

tamind1+ 2=V s smind 14 224
o = min =T S min e
b 1+sf’ 1+p

Les valeurs ci-dessus de a et 3 sont liés au comportement aux limites de la solution a un pro-
bleme elliptique singulier (2.I)comme explique dans proposition[2.4/en dessus de notre résultat
d’existence est le suivante :
Théoréme 3.2. Soient p,s > 0,q,7 > 0 satisfaire(3.9)et I'une des conditions suivantes :
(i) a<letr<2;

(ii) B<letq<2;

(iii) p,s < letq,r <2
Alors, le systeme a au moins une solution.

Démonstration. (i) On divise la preuve en 6 cas selon le comportement des solutions du pro-

blemes elliptiques singuliers au voisinage du bords comme il est décris dans la proposition [2.4]
92 —r)

Caslir+s>leta=p+ n < 1.
s
Lidee est d’applique le théoreme du point fixe (voir théoreme )

On considere l'application F : C(2) x C(2) — C(2) x C(Q)

défini par F(u,v) = (T, Tv), ou (T'u, Tv) est une solution du systeme

—A(Tu) =v 4 Tu)™, Tu>0 dans
—A(Tv)=u"(Tv)™*, Tv>0 dans (3.10)
Tu=Tv=0, sur OS2

Il est clair que si (u, v) est un point fixe de F alors (u, v) est une solution de (3.1).

Notons que d’apres les résultats de chapitre 2, Le systéeme admet une solution unique
(Tu, Tv) € C(Q) x C(Q). On a d’apres la proposition :Toute solution de systeme vérifie
u(zx) > Cd(z) et v(z) > Cd(z) pour tout z € Q.

Dotionasiu e C(Q2) et u> C; d(z) alors
—Av=u"v*<Cd(z)"v® dansdans .

D’ou d’apres la proposition 2.4 toute sous-solution v et toute sur-solution v du probleme

(3.11)

—Av=d(xz)"v™*, v>0 dans}
v=20, sur OS2
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satisfaire

N

—T

v(z) > Chd(z)™=

et w(r) < C’Qd(a:)%: dans €. (3.12)

etsiv(x) > Cld(x)% alors
—Au=vu?LC d(x)%u’p dans ).

et d’apres la proposition [2.4{ toute sous-solution u

a(2=r)
— — (1+s) 9P
{ Au=d(z) T u™?, u>0 dans) (3.13)

u=20, sur 0f)

satisfaire
u(z) < Cod(z) dans Q. (3.14)

Notons que (', C; > 0 ne dépendent pas de u et v et on peut choisi C; < 1 < C; (C) assez petit
et C assez grand ).

La solution (u,v) est donc appartient a I'ensemble

N

[un

A= { (,0) € C@) x c@): ™A@ S ule) < Mid() dans Q }

my d(z) 5 < oz ) M2 d(z)i¥ dans Q

Oul<m <1< M et0<my <1< M,sontdes constant choisi de sorte que :

M1+6 me < Cl < Cg M1m1+p (315)
et
M1+p m < 01 < OQ MgmH—s (316)
1
(Notez que ce choix est possible; il suffit de prendre M; > 1 assez grand et m; = M(z =1,2)ce

choix est pour démontrer que F(A) C A)

Alors, I'existence de solution d"un systéme (3.I)suit une fois que nous prouvons que F a un
point fixe dans A. Pour ce faire. Nous démontrons que A est convexe, F(A) C A et F(A) est
relativement compact. Alors, Par le théoreme du point fixe de Schauder(I.10), nous déduisons
que F a un point fixe dans A, ce qui donne l'existence de la solution du systeme (3.1).

Etape 1 : Montrons que A est convexe : soient (uy,vy), (u2,v2) € A alors A(uy,vy) + (1 —
A)(ug,v2) € Aou A €0, 1].
Donc

(Aug + (1 — Nug; Avy + (1 = Nwg) € A

Ona
Amy d(x) < Aug(x) < AM; d(x)
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et
(I =XMmyd(z) < (1= MNug(x) < (1 =AM d(zx)

Alors par addition, on obtient
my d(z) < Ay (z) + (1 — Nug(z) < My d(x)

et de la méme maniere pour Av; + (1 — A)v,. D’ol1 A est convexe.
Etape 2 : Montrons que F(A) C A. Soit(u,v) € A.De

v(z) < MQd(x)% dans €.

il s’ensuit que T'u satisfait

—A(Tu) > My 4d(x) 4 (Tw)™, Tu>0 dans
Tu=0, sur 0f)

Ainsi, @ = M, ™" Tu est une sur-solution de (3.13). par (3.14)et (3.16)on obtient

Tu = MQJT" > C’lM;%"d(as) > myd(z) dans Q.

De v(z) > mgd(x)% dans et de définition de Tu on en déduit que

—A(Tv) < M, %d(x) =4 (Tu)™, Tu>0 dans
Tu=0, sur 02

—q

Ainsi,u = m,""Tu est une sous-solution du probleme (3.13). Donc, a partir de(3.14) et(3.15)on

obtient

—q

Tu=my " u< Cgm;“’ d(z) < Myd(z) dans Q.
Nous avons prouvé que T'u satisfait
mid(z) < Tu < Myd(x) dans .

Par la méme maniere, on démonte que 7'v, en utilisant la définition de A et les propriétés des

sous et sur-solutions du probléme(3.11), nous montrons que 7'v satisfait

N

—r

maod(z)1+s < T < Mgd(l’)% dans €.

Ainsi, (Tu,Tv) € AV(u,v) € A, C-a-d, F(A) C A.
Etape 3 :Démontrons que F(A) est relativement compact. F et F est continue. Soit (u,v) € A.

On peut trouver 0 < a < 2 tel que

0< —A(Tu), —A(Tv) < Cd(xz)™*  dans Q.
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Pour une constante positive C' > 0. En utilisant la proposition (2.2), nous en déduisons
maintenant Tu, Tv € C%(Q)(0 < v < 1), Donc, d’apres théoremdl.11C%7(Q) ¢ C(Q).
Alors, pour tout (u,, v,) bornée dans A, F(u,,,, ) admet une sous suite convergente dans C(Q)

(Tup, Tvy,) — (U, V)

il s’ensuit que F(A) est relativement compact.
I este a prouver que F est continue. Pour cela, soit {(u,,v,)} C A tel que u, — u et v, —

v dans C(2) comme n — oo. En utilisant le fait que F est compact, il existe (U, V') € A tel que

pour une sous-suite on a
Tuy, — U, Tuv,, —V dans C(Q) comme n — co.

Par absurde, si Tu,, et Tv,, ne converge pas vers u et v respectivement, alors il existe une
constante ¢ > 0 et une sous suite Tuy,i, Tv,, tel que | Tu,k — ul| > ¢, ||Tv,k — v|| > . Mais
d’apres ci-dessus, cette sous suite admet une sous suite convergente. Contradiction. Donc T'u,,
et T'v, ne converge pas vers u et v respectivement et F est continue. Cela prouve que F est
continue.
Nous sommes maintenant prét pour appliquer d’applique le théoreme du point fixe de Schau-
der. Ainsi, il existe (u,v) € A tel que F(u,v) = (u,v),c’est-a-dire Tu = w et Tv = v. ce qui
implique que (u,v) est une solution de systeme (3.1).
Les cinq cas restants seront de la méme maniere. En raison du comportement aux limites
différent des solutions décrites dans la proposition, I'ensemble A et les constantes C;, Cy
doivent étre modifiés en conséquence. Nous indiquerons la maniére dont nous choisissons ces
constantes afin d’appliquer le théoréeme du point fixe de Schauder.
Cas2ur+s=1letp+q<l1.
Si (u,v) solution du systeme [3.1]alors d’apres la proposition3.1jon a u(z), v(x) > C d(x)
d’otu

—Av=u"v < Cd(z)"v?

Comme r+ s=1alors d’apres la proposition Onav(z) < Cd(x) logT (%)
T

et comme

. a1 (A
lim,_o 7% logTs | — | =0, avecO <a < 1.
r

alors A
logﬁ (—) <Cr™" pour0<r<R
r
D’ou dC5 > 0 telleque :

(o) < Cla)tog ™ o) < Cudlo)~
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Donc, Toute sous-solution v et toute sur-solution v du problemes (3.11)satisfont les estimations

v(z) < Cod(2)'™" et v(x) > Cid(z) dans Q.

Cy d(z) < v(z) < Cyd(x)'™, avecO < a < 1.

etona
—Au=v P <Cd(x) ™"

Alors u < Cy d(x) etdonc C) d(x) < u(z) < Cy d(x)
De la méme maniére comme dans le cas 1, On applique le théoreme de point fixe (1.10) pour

I'application F défini sur le convexe

A= { (u,v) € C(Q) x C(Q) :

Ou0 <my <1< M;(i=1,2).sont choisis de la méme fagon.
Cas3:ir+s < leta=p+qg< 1.Delaméme maniere dans le cas 1. On choisit le convexe

suivant :

Q 9 d(z) < < M, d(z) dansQ
A=1 (u,v) € C(Q) x C(Q): my d(z) < u(w) 1 d(z) dans
< < My d(z) dans
Ou0 <m; <1< M, (i =1,2) satisfaire (3.15)-(3.16)pour constantes appropriées C; et Cs.
Casd4:r+s<leta=p+qg=1.

Comme u(z),v(z) > Cy d(x), alors :

—Av < Cd(z) "v(x)™*

etdonc wv(z) < Cod(x) (carr+ s < 1d’apres la proposition 2.4)
etonaaussi —Au=uPv < Cd(z) u?

A
dou  wu(r) <Cd(z)log—— < Cyd(x)'™, avecO < a < 1.

d(x)

On choisit donc le convexe

A= { (o) e C@xC@): d(z) i“(x) j M, d(x)'~* dans Q }

d
M, d(x) dans Q2

me d(z)

Cas5r+s<leta=p+q=150it0 < a < 1 étre fixé de telle sorte que ar + s > 1 D’apres la
proposition 2.4] (i), (iii), il existe 0 < Cy < 1 < C5 tel que :
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Toute sous-solution u du probleme

—Au = d(x) Ry , u>0 dansQ
u=20, sur oS

satisfait
u(z) < Cyd(z)*  dans Q.

Toute sur-solution © du probleme

—Au =d(x) e ., u>0 dans )
u=20, sur 0f)

satisfait
u(x) > Cid(x) dans .

Toute sous-solution v du probleme (3.11)satisfait

M

-

+

=

dans €.

o

u(z) < Cad(z)
Toute sur-solution 7 du probleme

—Av=d(x)"™v™*, v>0 dans}
v=20, sur 0f2

satisfait

2—a

o(x) > Cyd(z) T dans Q.

Nous définissons maintenant

A={ oy ec@xo@. A< Mdr dans 0
= U, v . e . |
ma d(]}) EEIEN U(Jf) < M, d(l’)m dans

Oul <m; <1< M,(i =1,2) satisfont (3.15)-(3.16)dans lequel constantes C;, C, sont celles

données ci-dessus et

r(l—a)

my[diam ()" < My,  my[diam(Q)] T+ < My,

Cas6:r+s=1eta=p+q =1 Onprocédons dela méme maniere que ci-dessus en considérant

A= { (o) e C@ xC@): d(z) i“(‘r) j M, (ﬁ)i_a dans Q2 }

d
M, d(z)'=* dans Q
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Ou 0 < a < 1 est une constante fixe et m;, M;(i = 1, 2) satisfait (3.15)-(3.16) pour C,Cs > 0 et
m;ldiam ()] < M;, i=1,2.

(1ii) Soient

2(1+s—q) 21 +s—r1)
Tt g T (It —qr
Alors
(I1+pla+bg=2, ar+ (1+s)b=2. (3.17)

Puisque p + bg = 1 et s + ar > 1, d’apres de la proposition2.4{iii) et(3.17)ci-dessus,on trouver
0<C) <1< Cytel que:

Toute sous-solution u et toute sur-solution u du probleme

—Au=d(z) ™, u>0 dansQ
u=20, sur 0f2

satisfait
u(x) > Cid(x)® et wu(z) < Cod(z)*  dans Q.

Toute sous-solution w et toute sur-solution z du probleme

—Av=d(x)" v, v>0 dans}
v=20, sur 0}

satisfait
o(z) > Cd(x)’ et wv(z) < Cod(z)®  dans Q.

Comme auparavant, nous définissons maintenant
A= { (u,v) € C(Q) x C(Q) :

Oul<m; <1< M etd<my <1< M,satisfait (3.15)-(3.16).

Corollaire 3.1. Soient p, s > 0,q,7 > 0 satisfaire(3.9).

(i) On pose p+ q < 1. Alors le systeme a des solution si et seulement si r < 2.
(ii) On pose r + s < 1. Alors le systeme a des solution si et seulement si ¢ < 2.
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3.4 ('-régularité

Théoreme 3.3. Soient p > 0,q,r > 0 satisfaire(3.9). Alors :
(i) le systeme admet une solution (u,v) oit u € C'(Q) si et seulement si v < 1 et r < 2;
(ii) le systeme admet une solution (u,v) oit v € C1(Q) si et seulement si 3 < 1 et q < 2;

(iii) systeme admet une solution (u,v) oit u,v € C'(Q) si et seulement sip+q < letr+s < 1;

Démonstration. (i) On Supposons que le systéme (3.1)a une solution (u,v) avec u € C*(Q).
Alors, il existe C' > 0 tel que u(z) < Cd(z) dans 2. En utilisant ce fait dans la deuxieme
équation de (3.1), nous déduisons que v satisfait I'inégalité elliptique (3.5)pour C5 > 0.
D’apres le corollaire (2.1)), cela implique r < 2.

Pour montre que a < 1 nous argumente par contradiction. On Supposons que a > 1 et
nous divisons notre argument en trois cas.

2 —
Casl:r+s > 1. Alors,,a = p+ a2 =r) > 1. D’apreés la proposition 1b onau(z) > Cd(x)

dans €2, pour C' > 0. Alors v satisfait

(3.18)

—Av < Cid(x)"v™*, v >0 dansf)
v=20, sur 0f)

OuCy > 0.Depuisr < 2,d’apresla proposition (77i) on trouvons v(z) < Cod(z) ¥ dans Q,

pour C5 > 0. En utilisant cette estimation dans la équation du systeme (3.1) on déduisons

—Au > ng(x)_q?;sr) uw?, u>0 dans) (3.19)
u=20, sur 0f)
Ou C5 > 0. Maintenant, D’apres le corollaire(2.1) 1'égalité ci-dessus est impossible.On
9 _
supposons que q(—;) < 2.
Sia > 1,dapres 1) et la proposition[2.4|(iii) On trouvons
u(z) > Cyd(x)" > Cypr(x)”  dans Q. (3.20)
Oou
_q2-1)
1+s
= 1 .
n T €(0,1) et Cy,>0

On pose zy € 012 et soit n le vecteur normale de l'unité externe sur 92 x,. En utilisant
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(3.20) et le fait que 0 < 7 < lona

Ou (w9) = lz’mtfou(wo +tn) — ulo)

on t
. To+1In) — x B
< O4l’lmtfogol( s t> el 0><P? 1(5’70+tn)
0 . ,
= 04%(130)527”15/0% Yo + tn)
n
= —00.

D'ou, u ¢ CH(Q).
Si @ = 1 on procede de la méme maniere, d’apres(3.19)et de la proposition (i1) on

déduit A )
u(m) > C5d($)logﬁ (@) > 06901(1‘)[09ﬁ (@) dans ).
0
Ou (5, Cs. Comme précédemment, on obtient @ —00,x9 € 0f), ce qui contredit u €

_ on
C'(Q).Cas2: r+s < 1. Alors,a = p+ ¢ > 1. Comme dans le cas 1, v remplit lb la

proposition 2.4 (i) on trouve v(z) < Crs(x) dans . Ainsi, satisfait

—Au > Cgd(z) ™™, u>0 dans
{ u=20, sur 0f)
Ou Cg > 0. D’apres le corollaire il suit ¢ < 2 depuis o = p + ¢ > 1, il s’ensuit que
satisfait 1’estimation (i¢) (si p+ ¢ = 1) ou l'estimation (4i7) (si p+¢ > 1) dans la proposition
24
En procédant de la méme maniere qu’avant, on déduit que la dérivée normale de 1'unité
externe de u sur 02 est —oo, ce qui est impossible.
Cas3: r+ s =1. Celadonne aussi @ = p + ¢ > 1. Comme avant v satisfait(3.18) et par la
proposition 2.4 (i4) on déduisons
a (A
v(x) < Cod(x)logTs (m) dans €.
Ou Cy > 0. il s’ensuit que u satisfait

— [ A
—Au > Chod(z) ogTs (m) u™, u>0 dans()

u=20, sur 0f)

(3.21)

Ou Cyp > 0.Si ¢ — b > 21'inégalité ci-dessus est impossible a la lumiere du corollaire(2.1).
On supposons que g —b < 2.S5i a =p+¢ > 1, nous fixons 0 < b < min{qg,p+q— 1} et
de (3.21)on a u satisfait

—Au > Crd(z)~ @y u >0 dans
u=0, sur 0S)
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(iii)

Ou Cy; > 0. p+ ¢ > 1 d’apres la proposition [2.4] (i)on trouve

2—(g=b)

u(z) > Chad(x) ™ dans Q.
2—(qg-b)

1+p
de u sur Jf2 infini ce qui est impossible.

Ou (3 > 0. Puisque 0 < < 1, on obtient comme avant que la dérivée normale

il reste a considérer lecas a« = p+ g =1, Clest-a-dire, p+qg=r+s=1.siqg <1+ s,
C’est-a-dire,q # 1 et s # 0, par corollaire(2.2) on en déduit

__1+s—q _ A
u(x) > Cizd(x)log T+n0+) (M) dans €.

. Ou :
pour Ci3 > 0. En procédant comme précédemment, on obtient —— = —oo sur 02, ce qui

n
est impossible. Si ¢ =1 et s = 0, alors nous applique la proposition(2.6) pour obtenir

u(z) > Chad(z)log [zog (%)] dans .

Ou C;4 > 0. Cela nous conduit aussi a la méme contradiction@ = —o0 sur 02, Ainsi,
nous avons montre que si le systéme a une solution (u,v) aTXL/eC u € C1(Q) alors a <
1 et r < 2. Inversement, on supposons que o < 1 et r < 2. Par le théoreme (i) (cas 1,2
et 3) il existe une solution (u, v) de telle que

u(z) > cd(x) dans Q.

et
v(x) > cd(z) dansQ), sir+s<1

ou

v(x) > cd(z)™  dansQ, sir+s> 1.
pour ¢ > 0; En utilisant les estimations ci-dusses, nous trouvons
—Au=uPv 1< Cd(z)”® dans Q.

Pour C > 0. Par la proposition (2.2), nous en déduisons maintenant u € C**(Q). La preuve

de (ii) est similaire.

On Supposons que la systeme (3.1) admet a une solution (u,v) avec u,v € C*(Q2). Alors,
il existe ¢ > 0 tel que v(z) < c d(x) dans 2. En utilisant cette estimation dans la premiere
équation de (3.1), On trouvons que

—Au>Cd(z) ™, u>0 dans
u=20, sur 0f)
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Ou C est une constante positive. Si p + ¢ > 1 alors nous combinons le résultat de la

proposition (2.4) (ii) — (i7i) avec les techniques utilisées ci-dessus pour déduire a_u =
— n

—o0 sur 0, donc u ¢ C'(Q). Ainsi, p+ ¢ < 1 et de la méme maniere on obtient r + s < 1.
On supposons que p+q < 1 et r+s < 1. Par le théoreme(3.3) (Cas 3)nous avons que (3.1)a

une solution (u, v) telle que u(z),v(z) > ¢ d(z) dans 2, pour ¢ > 0. Cela donne

—Au < Cd(z)" " dans Q.
—Av < Cd(z)" ") dans Q.
Ou C > 0. donc la proposition implique u,v € C*(9Q).

3.5 Unicité

Théoreme 3.4. Soient p > 0,q,r > 0 satisfaire et
(i) prg<letr <2
(i) r+s<letq<2
Alors,le systeme(3.1) admet une solution unique.
Démonstration. Nous prouvons seulement (7) : le cas (ii) suit de la méme maniere.
Soient (uq,v1) et (ug, v9) deux solutions du systéme. En utilisant la proposition , il existe

C1 > 0 tel que
wi(z),v;(x) > Cid(z) dans Q,i=1,2. (3.22)

Par conséquent, v; il satisfait

)

u; =0, sur 05
Ou C, > 0. D’apres la proposition 2.4{(i) et (3.22), il existe 0 < C' < 1 tel que

{ —Au; < Cod(z)™%u;”, w; >0 dans

Cd(z) < ui(z) < éd(x) dans Q.1 =1,2. (3.23)

Cela signifie que 1’on peut trouver une constante ¢ > 1 telle que cu; > usy et cus > uy dans 2. On

montrons que u; > uy dans 2. En supposant le contraire. Soit
M =inf{A>1:Au; > uy dans Q}.
Par notre hypothese, nous avons M > 1. De Mu; > uy dans €, il s’ensuit que

—Avy =uy vy % > M "ui vy ® dans Q.
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Donc v; est une solution et M T+ v, est une sur-solution de

—Aw=u"w™?®, w>0 dans}
w=0, sur 0S)

Par la proposition (2.1) on obtient

v < M1Hvy  dans ().
L'estimation ci-dessus donne
—Aup = uPoi? > MTsuPo;? dans Q.
il s’ensuit que u, est une solution et M %ul est une sur-solution de

—Aw=vy,"w™?, w>0 dans
w=20, sur 0f)

Par la proposition (2.1), nous déduisons maintenant

___9qr
M)y > uy  dans €.
qr

(I+p)(L+s)
Donc, M < 1.Par conséquent, u; > uy dans 2. De méme, On déduit v; < uy dans €.

Puisque M > 1et I'inégalité ci-dessus contredit la minimalité de M.

Alors, u; = uy qui donne aussi v; = vs. Par conséquent, le systeme a une solution unique.
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Conclusion

Dans notre travail, nous avons étudié un systéme Lane-Emden d’équation elliptiques avec
exposants négatifs. Dans notre approche, nous allons étudié ce systéeme par la méthode de sous
et sur-solution et par théoréme de point fixe de Schouder .

Nous espérons que notre travail sert comme un premier pas vers d’autres travaux qui généra-
lisent les résultats obtenus dans le présent mémoire et on laisse ce mémoire en débat ouvert

pour l'étude de systeme de Lane-Emden pour tout p.
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Résumé

Résumé : Le but de ce travail est d’étudier 1’existence, non-existence et I'unicité de la so-
lution d"un systeme d’Lane-Emden d’équation elliptiques avec des exposants négatifs. Le sys-

téme a étudier est le suivant :

—Au=u"Pv™? u>0 dans
—Av=u""v"*, u>0 dansS

u=uv=>0, sur 0f2

Ce travail est basé sur les outils suivants : fonction de Green, principe de maximum, ré-
sultats de compacité et le comportement de la solution au voisinage du bord. On donne des
résultats optimales d’existence et non-existence qui dépendent d’exposants p, ¢, r et s.

Mots clés : Equations elliptiques de Lane-Emden, systéme elliptiques, principe de Maximum,

régularité elliptique, fonction de Green...
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Abstract : The aim of this work is to study the existence, non-existence and uniqueness of
the solution of a Lane-Emden system of equations withnegative exponents. The system to de
studied is as follows :

—Au=u"Pv™? u>0 dans$
—Av=u""v"*, u>0 dans$
u=uv=0, sur 0f)

This work is based on the following tools. Green’s function, principle of maximum, results of
compactness and the behavior of the solution in the vicinity of the edge. optimal existence and
non-existence results are given which depend on exponents p, ¢, r et r.

Keywords : Lane-Emden elliptical equations, elliptical system, maximum principle, elliptical

regularity, Green’s fuction.
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