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Chapitre 1
Introduction

L’objectif de ce memoire est I’étude de la theorie quantique électrodynamique non commu-
tative, qui d’un point de vue mathématique, constitue en la formulation de la théorie dans un
espace-temps non commutatif.

Il est bien connu qu’ un espace géométrique est complétement décrit par 1’algébre des fonc-
tions , c’est le cas de l'espace des phase en physique classique(dans sa formulation Hamilto-
nienne), dont I’algébre des fonctions est commutative. En mécanique quantique Z, p engendrent
I’algébre des observebles quantiques qui est non commutative et que enfin on peut dire que ’al-
gébre des fonctions de ’espace des phases dans la physique quantique introduit une géométrie
d’'un type nouveau et correspond & ce que nous pourrions appeler un transfert de niveau de
réalité ou de niveau de relations, le fait remarquable est que les différentes structures interve-
nant aussi bien dans les théories classiques que dans les théories quantiques semblent pouvoir
s’intrepréter de maniére naturelle dans un langage commun qu’ est celui de la géométrie non
commutative .

Notons enfin que toute quantification de I'espace-temps conduit & une modification pro-
fonde des concepts actuels de la physique quantique. En effet on assiste a la modification de deux
relations de la physique quantique , les commutateurs entre T et p et la relation d’incertitude

de Heisenberg .
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1.1 Théories quantiques des champs non commutatifs

1.1.1 Généralités

La théorie non commutative des champs [1,2] est une théorie des champs définie sur un
espace temps menu d’une géométrie non commutative. Dans les années passées , beaucoup de
travail a été consacré a 1’étude de telles théories , c-a-d les théories des champs sur le plan
de Moyal . Heisenberg et Dirac ont discuté , vers la fin des années 30 , I'idée d’un espace
de phase quantique qui devrait étre non commutative et qui peut étre décrit par une algébre
quantique .Le but poursuivi par heisenberg, en étendant les relations d’incertitude au secteur
des coordonnées est que la non commutativité des ces derniéres lisseraient les singularités dues
aux courtes distances (hautes énergies) typiques de la théorie quantique des champs. Le premier
papier sur ce sujet a été publié par Snyder en 1947 . Le concept de la renormalisation n’était pas
encore bien établi et donc les divergences UV dans la théorie quantique des champs posaient
toujours des problémes sérieux . pour résoudre ces problémes Snyder a présenté sa version
d’un espace-tomps quantifié[3] (voir également [4]). L’idée était d’employer une structure non
commutative de ’espace-temps aux échelles trés petites des longueurs d’ondes par I'introduction
d’un cut-off UV A . Aprés les travaux de Von Neumann et plus récemment Connes [5], les études

mathématiques et physique sur la géométrie non commutative sont devenues trés importantes

La démarche canonique pour définir une théorie des champs sur un espace-temps non com-
mutatif & trés courtes distances est qu’en plus de la relation d’incertitude de heisenberg entre
les coordonnées et les moments, il y faut introduire une incertitude entre les différentes coor-
données , ce qui est équivalont & définir une incertitude minimale sur la position au dela de
laquelle on peut qualifier I’espace-temps de flou .

comme dans la quantificatin de I'espace de phase classique, 1’espace-temps peut étre
quantifier en remplacant les coordonnées z, par des opérateurs hermitiens 7, obéissant aux
relations de commutation

[Ty, 2] = 16, (1.1)

lesquelles impliquent la non commutative de I’espace-temps , avec 8,,, une matrice antisymé-
trique, a valeurs réelles, constantes et de dimension d x d ou d est la dimension de 'espace-

temps. Par analogie avec la mécanique quantique ce paramétre de déformation 6, joue le méme
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role que h, du fait de la ressemblance avec la relation canonique de commutation
[z, p) = if (1.2)

Puisque les opérateurs 7, ne commutent pas , ils ne peuvent pas étre diagonaliser simultanément

et par conséquent induisent la relation d’incertitude suivante
1
Nz, Ny, = 5 16, (1.3)

Beaucoup plus tard, et précisément en 1996, Filk [6] a montré que les divergences qui entachent
la théorie des champs persistaient encore. En plus de ces divergences , les travaux parus en 1999
de [7,8] ont démontré Pexistence d’un mixage de divergences UV et IR (UV/IR) . Ce résultat
est trés loin de l'intuition dominante en théorie des champs ordinaire & cause de la localité .
Un autre champ d’intérét,ot la non commutative de I’espace-temps pourrait jouer un role
important, est la gravité quantique. La synthése des principes de la mécanique quantique et
de la relativité générale classique méne a une incertitude de I’espace-temps|9, 10]. Comme il
a été montré par Seiberg et Witten[11] , la géométrie non commutative est présente dans la
théorie des coordonnée. Dans la physique de la matiére condensée, le concept d’espace-temps
non commutative est appliqué aussi puisque, la théorie des électrons dans un champ magnétique
projeté sur le niveau le plus bas de landau peut étre décrite par une théorie des champs non
commutative[12], ou cette fois 6, est proportionnel a linverse du champ magnétique. Par
ailleurs, les travaux de Calmet et al [13] ouvrent le chemin vers une extension non commutative
trés naturelle du Modéle Standard .
Les études sur les extensions non commutative des théories telles la QED et la QCD
peuvent fournir des preuves sensibles d’un espace-temps quantifié . Finalement la géométrie
non commutative a apportée une contribution dans la résolution des problémes relatifs a la

singularité qui existe sur les espaces commutatifs[14].

1.1.2  Construction du produit-étoile

L’approche de base dans la géométrie non commutative est de remplacer ’algébre abélienne
par une algébre non abélienne, dans cette algébre non commutative, les relations de commu-

tation entre les coordonnées sont données par la relation (1.1), ou la multiplication dans cette
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algébre est données par x-produit définie par :

W:A— A
w(f*g)=w(f) wig)=F-§ (1.4)
olt w est un isomorphisme et f,g € A et f,§ € A.

Pour éviter la manipulation délicate du *-produit, on a recours a une procedure du a weyl

et que repose sur la transformée de fourier suivante, ol opérateur
R 1 : .
Fwlf) = g [ ke k) (15)
(2m)™".

tel que :

Flk) = /d”xei’w“ﬂx) (1.6)

Ainsi 'isomorphisme (1.4) s’ecrit :

1 . n . Jn ik#z“eipyz” N
w(f *g) = W/ / " pe Fh)aw) (L.7)

Dans le cas non commutative, on remplage le produit ordinaire par le produit étoile(weyl)
défini par

etkuah o oipva” _ 6—%0””kppuei(k#+p#)z“ (18)

dans ce cas 1' équation (1.7) devient ainsi :

1 - p npom ikt p)ah _%gukapHN ~
(f*g)(w)zw/ / 0 pei et F0)aw) (1.9)

Et nous obtenons pour le x-produit la définition de Moyal-Weyl
94—

(F0)e) = S exp (55073 ) ate)

- Z <3> ieum_..gﬂn”nam...8Mf(x)a,,l...ayng(x) + f(x)g(x). (1.10)

n!

On peut aussi écrire :

(f 5 ) @) = |80 f(z + e)g(a + X)| (1.11)

e=x=0
On remarque pour 0 = 0 le x— produit devient un produit ordinaire .

On peut démontrer que le commutateur d’une fonction f(x) avec les coordonnées x,, donne :
“w

x,* f(x) — f(z) * 2, =i0"0, f(z). (1.12)
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la généralisation utile de la formule(1.10) est donée par :

i 9 0
o). ¥ e ¥ fr@y =11 - 1) ¥ e % f(a 1.13
Ji(a). Jn(en) exp <25l,g axg> Ji(a) fagen) (1.13)

Le #-produit est associatif mais non-commutative

[(f +g)*h](z) = [f* (g% h)](z) (1.14)

De P'antisymétrie de 6*”, on peut aboutir &

[Ga@is= [ g (1.15)

d ou on deduit la relation

[ a@ds= [gxpiaaa (1.16)

Del’éqaution (17) on déduit la propriété cyclique suivante

/(f1 $ fox .ox f)(x)d'e = /(fn * fix fox ok foo)(x)d' (1.17)

x#sont les coordonnées dans ’espace-temps vérifiant
Le produit de deux champs v et Wopérant dans 1’espace-temp non commutative est donné

par le x-produit :

(% W) (p) = |exp (—% “”%;U) w(p)‘l’(p)}
= D)~ 9w p) + ) (119
[ — (1.19)
Définissons maintenant la notation suivant :
[0(p)"¥(p)], = ¢(p) * ¥(p) — ¥(p) * ¥ (p) (1.20)

On a dans ’espace non commutative :

", p"], = [2*,2"] = 6" (1.21)
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Donc on va travailler avec les coordonnées = de ’espace-temps et le nouveau produit (-

produit) définit par :

0 0) () = [ex (G020 ) wlyuty)
= (@) ¥(a) — 20 L)

= :1 — %x@x + ] (z)¥(x)

T=y

U(x) + O(6?)

— exp <—%x9w> ()9 ()

Avec la notation :
) )
——xfx = —51’”9’“’%

2

1.1.3 Propriétés le produit étoile

- Associative :

[(f * g) * h] (x) = [f * (g h)] (x)

En effet,dans & I’espace des moments

(F9)xh (@) = / d*EdA T (k)G (g)e #H09e 0% 4 ()

- / d'kdqd"pf (k)G(g)h(p)e™3M0e s 0nilhrasr)e

x-produit le signe intégrale :

[eg@ate= [ @)@

Qui se démontre de la maniére suivante :

/ ([ g) (@)t = / dkdq f(k)G(q)e 306 k0
Et

~

/ | (9 f) (w)d'x = / | dAqd*kG(q) f(k)e 29k ei(ath)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)
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La conjugaison complexe :
(fxg)=f*g" (1.29)

La régle leibniz :

Il est facile de vérifier que la dérivée de x-produit satisfait a la régle de leibniz :

0y () (2) = Bh(2) * () + v(x) * 9, U(a) (1.30)

Remareque : 'objet de ce mémoire est d’étudié la théorie des champs fermionique définie
sur un espace des moments non commutative ,dans cette théorie le produit entre les champs
est généralisé via le produit " étoile".

Ce travail est divisé en trois chapitre.

Dans le premier chapitre nous allons donné un rappel historique sur | apparition de la théorie
des champ non commutative et un rappel mathematique sur le produit etoile.

le deuxiéme chapitre contient deux parties. dans la premiere, nous allons etudier le forma-
lisme lagrangien de la theorie non commutative des champs, ou nous deduirons les equations
du mouvement et du champ cnjugué & partir de d'une densite lagrangienne non commutative.
et on terminera par le theoreme de Neother. dans la deuxiéme partie nous nous intersserons
au gautification canonique. ou nous allons calculer le propagateur de Feynman, le tenseur de
moment-energie pour le cas non commutatif.

Le troisieme chapitre concerne 1 etude de 1 interaction au cas non commutative, ou nous
allons deduire les regles de Feynman pour ce cas en calculant la fonction de vertex. et on

terminera par le calcul de la section efficace de la diffusion electron-positron.



Chapitre 2

Quantification lagrangienne et

canonique

2.1 Quantification lagrangienne

2.1.1 Densité lagrangienne et action :

Nous allons construire le formalisme lagrangien de la théorie quantique de 1’électrodyna-
mique non commutative en utilisant une densité lagrangienne déformée. En remplacant le pro-

duit habituel par le produit non commutative dans la densité lagrangienne on obtient :

L=Vi" % 0,0 +iv"9,¥ « ¥ —m¥ « ¥ —V (¥,T) (2.1)

oll m est une constante et 9,¥ = % , V (@, \I/) est le terme d’interaction .
Nous définission ’action S sur une région arbitraire R du l’espace-temps en abcense de

Iinteraction par :

S[w,7] = /‘d%.,e* (¥,0,9,,0,7)
‘R
= [d'% [Viv" x 0,V + iy 0,V « ¥ — mU x U] (2.2)

R
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2.1.2 Eqaution de mouvement

Comme dans le cas commutative, les équations de mouvement, s‘obtiennent en utilisant le

principe de moindre action S [\I/,m qui stipule que

58 =0 (2.3)
pour 'action libre on peut écrire :
55 == / o5 L (V,0,9,F,0,7)
R
_ / d'x [L (U + 60,0, + 6(0,9), T + 6,0, +6(9,7)) — L (¥,0,9.7,0,T)] (2.4)

R

en introduisant (2.1) avec V' = 0, on obtient
55 = /d4:1; {[i (T + 6T) 4 % 0, (¥ + 69) + i1, (T + 6F) » (¥ + 60)
R

—m (U +60) x (U +60)] — [0y % 9, ¥ + iy"0, ¥ x ¥ — m¥ « U]}

— / & {[{97" % 0,9 + Wiy 0,00 + 0Wir" x 9,V + idU~y* « 5,00
R
+iy" 0,V % W + iy 0, W x 6V + " 0,00 + U + 710,00 x 5
—mU x U —mU % 6¥] —mdW « ¥ — mdW « 00 — Wiyt x 9,0
—iy*0, U U+ mU x U] } (2.5)

puisque les variations sont petites, on peut eliminer les termes d’ordres 2. donc (2.5) se réduit

a

58 = / d'z [Wiy" % 0,00 + §Wiy* * 0,V + iy"00,V x U
‘R
+iy 0,0 60 — mU % 0¥ — md VY|

= /d4x [0 (i, —m) * U + U x (in"9, — m) 6V
+ (0% (i (3 + 8:) —m) « 09| (2.6)
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comme la variation de S sur de R s’annule, c-a-d
08 = /d4x (60 (iy" % 9, — m) U + W (iy" % 0, — m) 6
‘R
+6¥ (z"y“ (2{9_# + 5—,:) - m) * 5\1/] =0 (2.7)
Comme sur la frontiére de I’hypersurface on a
U =6V =0 (2.8)
alors
§S = /d% (60 (iy" % 9y — m) ¥ + W (iy* % §, — m) 67| (2.9)
‘R
On a dans propriété x-produit :
/f s« gd'z = /f - gd*x (2.10)
Dans ce cas on trouve les équations de mouvement :
(iv"0, —m)¥ =0 (2.11)
U (iy*9, —m) =0 (2.12)
les solutions de cette equation sont données par :
U(z)=0"(2)+ ¥ (x)
" Ak , ,
- / LTS [(aa(R)U(R)e ™ 4 bt (R)V (k)e'™)] (2.13)

(2m)* w(k) 4

2.1.3 Le champ conjugué

Par analogie avec la théorie des champs commutative, nous définissions le champ canoni-

quement conjugué I1(z) dans la théorie des champs non commutative par

(2.14)
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La densité lagrangienne libre est :

i guv

L = i[end" 55 (W(a)y"0aW(y) + 0o V(@) U(y) - mT () ¥(y)) |

=y
== iU (2)y* 0,0 (z) — %ewaﬁ(maayaam(@ 00,0 ()7 (2)
. i%@’“’@aaﬂﬁ(a})va&,\Il(x)m@(x)\ll(a;) + %ewaﬁ(x)auqf(x) iy (2.15)
ou u,v = 0,3. puisque 6 est antisymetrique, #%° = 0% = 0 et ¥ = —0"*, on obtient :

L = % (2)7°0y¥(z) + ¥ ()7 9;¥(z) — %eOia()ﬁ(x)yOaiaoxp(x) - %f)Oiaﬁ(Waiajqf@)
- %eiOaﬁ(a;wanaoqz(x) . %eiOaﬁ(a;waoaj\p(@ + 72000 (1) W (x)
+ i 0T (1)U () — z'%eoiaoaoﬁ(a:)waim(x) . i%@Oiﬁjﬁgﬁ(x)vjai\P(x)
- iéemaoaﬁ(a;)y()aoxp(@ - i%ewajaﬁ(mjaoqf(x) ()W ()
im o0 — UM g o — 2
en remplacant dans (2.14) , on obtient :
TN 0 hainn A TN0 _ Laiog AT M0
I(x) =¥ (z)y" — 159 000, ¥ ()" — 156 0;0,V(z)y + 79 0,V (x)
— i (E(x)fyo . %ewaaaﬁ(x)fya + %ei%ﬁ(@«)) (2.17)
puisque 6% = 0 , on peut ajouter les termes %"90000@(:1:) et %Qooﬁaﬁoﬁ(xha , d ou
M(x)) = i (ﬁ(x)fyo - %moaoaﬁ(a:)ya + ?«9”@@(@") + %9008@@0
= iT(x)y" + @'%Wau (—0aT ()7 + mb(x)) (2.18)
en utilsant 1 equation (2.12), on obtient :

(x)) = i¥(x)y° (2.19)

2.1.4 Théoréme de Noéther

Maintenant que nous avons développé la différentiation fonctionnelle pour notre théorie

nous pouvons prolonger le théoréme de Noéther aux théories non commutatives des champs.
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Supposons que notre action posséde une symétrie continue et que I’ensemble de toutes les
symetries de I'action forme un groupe de symétrie.

La variation de ’action est donnée par :

5S = / d*z0L(V,0,9,7,0,T, ") (2.20)
R

alors

65—/d4:1: {a—L*&I'jLa—L*é(aM\II)%—a—LM“—F

ov 0(0,%) oxH
R
— OL oL
0 (0, — + 0V *x — 2.21
( )>'<a(a>p11)+ *a\p] (2.21)
On a les propriétés suivantes
5 (0,¥) =0,(07) (2.22)
et
oL oL oL
9, (69) « —25 g, (55— ) _55.0, (-2 (2.24)
9 (0,%) 9 (0,%) 9 (0,9)
d’ou
oL oL oL
_ 4 - _ -
65’/6[:1:{[8\11 Oy <8(8M\I/)>] *0W + 0, (0(8,)10 *(5\I/>
R
— | 0L 0L — oL
W | —=—-0,| ——= O, | 00 %« ——— 0, Lox* 2.25
P “(a(aﬂmp)> " “( *a(a#xp)>+ g x} (2.25)
en utilisant les équation d’Euler-lagrange on obtient
' oL — oL
6S = [ d*'z0, | —— *x 6TV + 6V — + Lozt | =0 2.26
é x“(a(auqf)* O ) x) (2.26)

comme sur la frontiére de 1 hypersurface on a ¥ = §¥ = fa# = 0

' oL — oL
08 = ———— % 0V + 00 — Lozt | 0o, =0 2.27
a/R<a<6mP)* ST gy ) oo 2

Utilisons maintenant la variation totale des champs¥ et ¥
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AV (2)) = W'(2') — U (x)
=U'(2") —¥(2") + V() — U(x)
= 6¥(x) + (0,¥) da* (2.28)

On obtient finalement

5s= | {a—L * [00(x) + (8, (x)) 0a”] + [0%(x) + (0, ¥ (x)) da”] * I

70,0 7(0,9)
oR
oL — oL
- === %0,V +0,V — — 0L | dz" » 0
(a(a#\p) O 0,3) ) ! } o
' oL — oL
= ——— « AU(z) + AV — — 0/62" | O 2.29
/| [a@\p) DU+ DT s 0 ] o (2:29)
ol le tenseur moment-énergie est défini par
L — L
gor — 9 *(6LW)—%(8VW)*-—12—————6“L (2.30)

2(0,7) 9(0,9)

On suppose maintenant que 'action S est invariante sous le groupe des transformations de

o#, W W, ou les transformations infinitésimales sont caractérisées par un paramétre infinitési-

mal dw”

Azt = zhdw’, AV = U, 5wk, AU = U, 6w (2.31)

en remplagant dans 5 = 0 on obtient

(94 — 0.£
- v, v, _ _PH k v _ 932
§S / (8(8“\1;) « Wy (z) + (96)*8(8#\11) kxl,> dw’ Do, = 0 (2.32)
OR
comme Jw* arbitraire on peut écrire
08 = /J#@au =0 (2.33)

OR

alors

/@ﬁ&xzo (2.34)
‘R
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avec le courant est

oL — 0L
o PPt 2.
J! 70,7 x« W, (x) + ¥, (x) * 5(0,9) 0 x (2.35)

finalement le theoreme de Gauss conduit finalement & 1’équatoin de continuité

8,1 =0 (2.36)

v

donc de cette équation on peut voir aussi que le courant est conservé, d’oti le théoréme de

Noéther.

2.2 Quantification canonique

2.2.1 Relation de non commutation

Par analogie avec la théorie quantique commutative, la déscription quantique se construit
en remplacante les quantités classiques par des opérateurs, Nous allons utiliser la méme algébre
des opérateur de la théorie quantique et nous déduirons les trois principaux résultats de la
quantifications.

On donne Palgébre des opérateurs(ba(k), b5 (q), ds(q), df (k))
[ba(k)7b5 (q)]
[ds(q)dg (k)]

[d5(9)70a(q)] = [ba(k) ba(q)] =0

(2m)° 225 (k — q) da

(27)* % (k —q) dagp (2.37)

2.2.2 Hamiltonien

En ramplacant (2.1) dans (2.30), on obtient :

g = % [T ~18,0 — 0,0 * "] (2.38)
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On déduit que le quadri-vecteur impulsion est donnée par la relation :
PM = /d3$T0M
= / dPriv~ x0T

:"/ / / o dgq = > [ [Ga)at @T @™ + (~ig)bs(@)V (g)e | 5°

wkwq «p

aa(K)U (K)e ™" + b+<k>va<k> ¢ = [t (@0 (@™ + bs(a)V (@)™ ] 5

“[(—ik,)an (K)U (k)™ 4 ik, bl (k)VO(k)e*)] (2.39)

ou bien

7 3 dgk‘ d3 m? + 78 0770 —ikz  iqy
=5 [ / k)w(q)(qu+ku)azﬂa[5((1)%(@(] (@0 (k) x ¢

_(bﬁ( )b+(k‘)v (q ) Ova(k))eikaz « eﬂ-qﬂ

d3]{; d3 m2 + 778 07ra ke iqy —Lk0q
/ / w(k)w(q) (G + F) % %ﬁ; [aﬁ (Qaa(k)U (q)y"U(k))e " e' e

~(bs()bE ()V” () Ovaac)) i u0k| (2.40)

L’interaction sur x nous donne un §(k — ¢).En intégrant sur ¢ on obtien :

"Bk m?
PM_/ (2,”) (k)QkM
S [t (R)a(R)T (k7T (k) = b(R)SH ()T (k)y V2 (k)] (2.41)

o,p

En utilisant la relation :

T (0 (k) = T (k0 k) = s, (2.42)
on obtient : ,
P, - / o iyt 3 [ (atk) — (k30 1] (2.43)

on remarque qu on a obtenu le meme resultat de la theorie commutative.



2.2 Quantification canonique 17

2.2.3 Propagateur de Feynman

L’expression du propagateur est donnée par la moyenne sur le vide du produit étoile des

champs de Dirac

S (z—y) = (0|7 { (), ¥(y)} 0 (2.44)
(P TW)} = {¥ @) + v (@) T W)+ T ()}
=W (@)« T () + 0 @) + T () + 0 @)« T () + 0 (@)« T (y)  (249)
alors

Sz —y) = (0] T{¥i(x) ¥;(y) } 0)
= 0(a” —y") (01 { (@) * T;(y) } [0) + O(y" — 2°) (0] {¥;(y) * Vs(=) } |0)

// ; k d ZQ ) (0] [aa (R)UR (K)e ™ + bF (k)V:*(k)e™™]

' {“E@)U%) byl >v5<q>e*”y] 0
+0(6° =) 0[5 @T; @™ + ba(@) T (@)e ™
* 0 (B)UF (B) + B (Y ()]0 (2.40
sachant que :
% 0) = ba |0) =0 (2.47)

(Olaz =(0]bg =0 (2.48)

et en introduisant la representatio integrale de la fonction de Heiviside donnée par :

-1 " odr ; 0_,0
0 (20 — i (=ir(+°=4")) 2.4
(x Y ) 2 % / T+ iee (2:49)
on obtient
d3k: d3 2
S(x— / / mn
2mi e—»O w(k)w(q)

X Z /7_ . exp (:L‘ -y )) [aa(k)ag(q)Uf(]{;)Uf(q)]e—ikx o oHiay

+ / T o (i (4 = %) (@B BV RIT )™ w r (250
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e tkx %' — o 2k9q€ itkx—iqy

ezkm x e — o 2k0q€zk$ iqy

on ajoute au premier terme la quantité 0=(0| a} (k)as(q) |0) et la deuxiéme terme la quantité

=(0] b3 (k)ba(q) |0) ;nous utiliserons les relations d’anticommutation (?7,??) et itegrant sur g

on obtient :
B d3de m (—it (2% — y°))
Sp(z —y) = T aLo / / X (0" 4+ m) exp = exp(—ik(z — y)
Dy
po_ _
+ (04" — m) exp s exp(ik(z — y)] (2.51)

utilisons les relations suivantes

— k" +m
> U@)U(y) =+ (2.52)
— k" —m
> Vy)V(z) = "T (2.53)
on obtient
d3k:dT m k,y* +m (—it (2 — oY) ,
(—ZT (y — %)) ,
kot — k(x —
+ (kuy" = m) exp =——"——= exp(ik(z — y)]
-1 lim ('y“@u—km) /d?’dem
i e—0 2m g 2m)tw
. —ir(29—y0 —ir(yO—x0
/ (Me—ik(z—y) — geik(z—yo (2.54)
. T+ 1€ T+ 1€
Maintenant nous considérons T = kg — wy, pour le premier terme et 7 = —ky — w;, pour le

deuxiéme terme puis nous faisons le changement £ — —k dans le deuxiéme terme

6(7i7($07y0)) " 6—ik(z—y)
—ik(e—y) _ _~ = ko — 2.55
T+ 1e c l{io—TUk+i€ ’ 0 e ( )
(7i'r($07y0)) ) —ik(z—y)
€ ezk(a:fy) _ € T = _]{;O — Wy (256)

T +1€ —wy, — ko + i€
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En remplacant dans la formule précédente on obtient

Sp(z — / / dBde m (k" + m) e~ k@) N (kuv" — m) e~y
) ! €HO ko — wy + e —ko — wy, + 1€
d' i 7" +m)
- / 2n) e —m? 4 e CPIME =) (2.57)
alors

@k i (ko m)
(2%)4 k2 —m?2 +ie

S —y) = / exp(—ik(z — y)) (2.58)

Ce résultat est 'expression du propagateur de Feynman pour notre théorie .

2.2.4 Champ de jauge

Dans cette partie on va donner quelques quantités qu’on utilisera dans les chapitres sui-
vants,on commence par la densité lagrangienne du champ de jauge qui s’obtient en remplacant

les champs habituels par des champs non commutatives
1 w

les equations d Euler-Lagrange donnent 1 equation de mouvement

DA (z) =0 (2.60)

La solution de cette équation est donnée par

o _ dgk L e? efikz a+ M eikz
W) = [ 25 o Ry e B e a (e ] (2.61)

Pexpression du son propagateur est donnée

A*kig  ipe

Ce résultat est 'expression du propagateur de Feynman pour notre théorie



Chapitre 3

Electrodynamique quantique non

commutative

Dans ce chapitre nous allons développer la version non commutative de la théorie de 1’électro-
dynamique quantique (QED non commutative ),ce qui revient a définir une densité lagrangienne
avec un terme d’interaction déformé

Pour étudier I'invariance de jauge , nous considérons une densité lagrangienne déformée

donnée par
1 w T (e ST
f‘:—é—l w * F —l-\II*(w 3#—m>\11—6\11'y * WA, (3.1)

Il faut s’assurer d’abord que cette densité lagrangienne est invariante de jauge .Considérons la

transformation de jauge

— . 1
V=T, U= Ve ™ A, = A, + -0, (3.2)
e
On a
F, = 0.4, — 0,4,
1 1
=0y (AV + —0VA> —0, (A# + —GHA)
e e
=0,A4, —-0,A,=F, (3.3)
alors
1 Y 1 uw
—ZFMV*W = _Z__lF’uU*F (34)

Le terme champ EM est invariant de jauge
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Le terme de masse est invariant telle que
—mW % U= —mUe x Ve ™ = T x U (3.5)
Pour la partie libre fermionique de la densité Lagrangienne on a
U % (i’y”b—,; — m) U= [z’y“ (—@emi * 0, ANTe ™™ 1 Tel « 8M\I/e*iA)]
+ [m“ (@emi * GHA\Ile_iA + We ™y 8#66”\)] — mUe™ x Y™
— T« (m/fa_lf - m) v (3.6)
pour le terme d interaction
—eUyH 5« Ux A, = — [e@y“ « Uk Ay, + %8#/\66’}/“ * Uk Ay, (3.7)
dans le cas symétrie globale (A = cons) lagrangienne de QED est invariante

Loep = £oED
— _lp e T (105, T — eTy" T x A (3.8)
=7 ¥ * ("0, —m —eUyx U x A, .

mais dans le cas symétrie local(A = A(z)), lagrangienne de QED n’est pas invariante

Loep # £9ED (3.9)
en effet

1 — —
£/QED:—Z W*FW+\P*(iv“E—m)ﬁl—e\Il'y”*\Il*A#

— O AT % Uk A, (3.10)

3.1 Régles de Feynman

Comme nous savons le calcul de la section effecace se fait en utilisant les diagrammes de
Feynman.Par analogie avec la theorie commutative, les diagrammes de Feynman s obtient en
calculant les paropagateur qu on a deja calculés et la fonction de vertex.

En effet, 1 action d interaction de 1 electrodynamique au cas nous commutative est donnée

par
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Sint = —iey* /d4:1: (UxWxA,) (z)

d'k d4q d4p i i . ~ .
— —7:6 H d4x67§k9q6*§(ki+q)9pel(k:+q+p)m\ll \If l{,’ A 311
! / (2m)* (2m)* (2n)* (@)W (k) Au(p) (3.11)

et comme p = k+ ¢, et 6, est anti-symmetrique nous obtenons e~ 3kt )lp — o= 3 (kt)0(k+e) —

0, d ou on obtient

-4 4 4
Sint = —ieryu/ d k4 d q4 d p4
(2m)* (27)" (2m)

Donc les régles de Feynman pour le calcul des fonctions de Green dans l’espace des moments

e~ (q) U (k) Au(p) (20) 5% (k + g + p) (3.12)

sont alors :

—A chaque boucle fermionique est associé un signe négatif

—Dessiner tous les diagrammes topologiquement inéquivalents.

—Calculer le signe du diagramme en déterminant le signe associé a chaque ligne fermionique
ouverte en ajoutant un signe négatif & chaque boucle fermionique fermée.

—Pour chaque ligne fermionique interne entrante ,on associe le propagateur

(k" —m
Mho” ~m) (313)
k? —m? +ic
—pour chaque ligne fermionique interne sortante,on associe le propagateur
i(—k Ak —
U=kt —m) (3.14)

k2 —m?2 +ie

—pour chaque ligne photonique interne ,on associe le propagateur

©dk — G
—_— Nl
/ 2r) i +ic (3.15)

—A chaque vertex on associe le facteur

—ie(y*)(2m) 020 (2) 64 (k) (3.16)
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3.2 Diffusion électron-positron

+ +

—s e

La répresentation diagrammatique de la diffusion e~ e e~ est donnée par

[Ly] iy

diffusion electron-positron

La diffusion électron-positron est donnée par les deux diagrammes sur la figure . Le premier
représente 'amplitude directe M;et le deuxiéme ’amplitude M5 obtenu du premier par symétrie

d’echange. L’application des régles de Feynman donne

—iPy0P; —iP30Py

_ o — G 77 —ien?
M, V(p2752)( eyte 2 )U(pl’sl)(pl+p2)2+2’5U(p3’83)( ey e 2 )V(p4,34)

— <P29P1 +P39P4)
2 € 2

=i’ ————5——V . U 1
“ (p1+p2)2+@'gv(p2>52)7 U(p1, 51)U (p3; 83)7uV (pa, 54) (3.17)

et
M, = U_(p3 S3) (—z’e’y”eiipéepg) U(pl)Ly,V(pg S2) (—z’e’y”eiipggp‘l) V(pa, Sa)
i (P39P1+P2€P4)
— i Tl(ps, s3)7"U(p1, 1)V (P2, 52)7,V (Pas 54) (3.18)

(p1 — p3)? +ic
Maintenant nous allons calculer la section efficace donnée en fonction de 'amplitude de

diffusion par

/ d4p3 p4
vV P1iP2 — m# E2 2”) EZ

Il s’agit ensuite de calculer le carré de ’amplitude. Pour évaluer la section efficace de diffusion

do =

(27)" 6 (pa + p3 — p2 — p1) |M|m0y (3.19)

d’un etat initial non polarisé il faut egalement prendre la moyenne sur les etats de polarisation de
I’électron et du positron. Chaque polaristion apparait d’un etat initial avec la méme probabilité.
Ensuite si ’'on s’intéresse pas aux polarisations des particules de ’etat final, il faut sommer sur
celles-ci. La section efficace non polarisée est alors obtenue & partir de la moyenne suivant

1
M, = > P 3:20)

515253854
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Ou
|MI},,, = ML}, + (M, + MM+ Mo MY (3.21)
On remarque que | M, |*s’écrit comme
9 4€7i(P29P1+P39P4)_ .
|My]” = €' ——5——V(p2, 52)7"U(p1, 51)U (3, 53) 7.V (D4, 54)
(p1+p2) +ic
V(M, 54)%U(P3; 33)U(p1, 51)7”‘/(2?27 52) (3-22)

O sous la forme matricielle suivante

4

2 € T =
|M1| - (pl —I— p2)4 —I— 2.5 [Vaz (p27 52) (7M>a2a1 Uozl (p17 Sl) Uoz3(p37 S3> (7#)043014 Va4(p47 S4>:|
X |Vaa(pas 51) (W), 5, Uso (P 53)0 5, (b1, 1) (1) 5,5, Vi (2, 52)] (3.23)

Cette derniére expression peut étre arrangée comme suit

4

2 € X7 TT v
|My|” = i) [Vﬂ2(p2a 52)V a5 (D2, 52) (") a0, Uaa (P1,51) U, (1, 51) (7 )5152]

% [ U (08, 58)T s (5,53) (), Ve (1 500V 3, (0, 51) ()55, (3:24)

ol les quantités entre crochets sont des traces . Alors on écrit

4
e — —
= ———T7 [V(p2, 52)V (D2, 52)7"Usy (p1,51) U(p1, 51) (7")]
(p1 +p2)” +ic

X Tr [U(ps, s3)U(ps, 53)7V (1, 54)V (pa, $4)7] (3.25)

| M

Grace aux relation suivantes

R o fy/’bp/u_i_m

> U, s)U(p, s) . (3.26)
s
o7 V'py —m
> Vips)Vip,s) = o (3.27)
L’équation devient
|My|* = - Tr Fu .t M),
(p1 + p2)4 -+ 1€ 2m 2m
VP —m  Apa+m
x Tr [ :;m Yo ;l;n 71,] (3.28)

Les traces se calculent aisement en utilisant la relation suivante
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Tr [(Vpus £m) ¥ (W pus T m)v] = 4 [p'pY + ool — g™ (pipj +mi) ] (3.29)

Finalement le carré de 'amplitude du diagramme directe est donné par

16e?
|Ml|2 = (p—l——ep)4 [pé‘pﬁ + pypl — g™ (P2p4 + m%)] [p3up4u + D3,D4,, — Guv (P3p4 + m%)]
1 2

16e*
= i tp)iie 2 (p1ps) (p2pa) + 2 (p1pa) (paps) + 2mG (p1pa + psps) + 4mg|  (3.30)
1 2

Comme cette quantité est invariant de Lorentz, elle peut étre calculée dans n’importe quel
référentiel, et le choix le plus natural est d’utiliser le référentiel du centre de masse dans lequel
les lois de conservations donnent

Pt =1h

P1 = —P2, P3s = —P4

2 _ . 2_ 2 2_.2__ 2
pl =py =My, p3=p;=mgcosl

pipe = psps =P + Pt = E* + E? — m{ = 2
0
P1P4 = PaP3 :p(1)2 + pP1pPs = E? + (E2 _mg) cosf = E2 (1+C039) _ 2E2COSQ§
0
DP1p3 —p2p4—p1 +pips = E* — (E2_m(2)) cosf = E? (1 — cosb) =2Ezsin2§

0
s=(p1+p2)? =pi+p5+2pips = 4E% s = (p — p3)° = 2E%sin” - 3

Dans le cas ultrarelativiste on a (E >> my), et ceci nous permet de negliger les termes en m? et
mg .En remplagant dans (3.30) on obtient bvb

4

i 2 eanh) 2 (220t |
1 mo T N4 a4 B B
v (p 1—|—p2)4m3 2 2
4

= ané [S1n4 g + cos® g} (3.31)

Maintenant nous allons calculer la moyenne de carré de I’amplitude du diagramme d’échange

en suivant la méme méthode utilisée précédement pour obtenir |M; |moy nous donnerons seule-

ment 'expression finale

et [1+cost*?
|M2|moy Qmé |: Sln472) 2:| (332)
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Le terme d’interférence se calcule aussi de la méme maniére et est donné par

4 4 v
= . (Py0P|+P30Py—P10Ps—Py0P,

* o e COS" 5 _,(Pa0P+P3 421324) 3.33
moy 4mg sin® ¥
2

et costl . (P10P3+Py0Py—PyfP| —P30Py)
My M = 2ot 2 3.34
o M = —— e .

moy 4mg sin® ¥
2

il faut calculer les termes suivants dans le referentiel centre de masse

p3tpr = 300 + Pi0iop? + pi0ipl = E (—p} + ph) b0 + Pi0i;p1 3.35

P20ps = P00y + Pbiop] + Pi0iph = E (—pi + p}) 00 + p}0:0% 3.36

pabp1 = pyboip| + pybiop) + péeijp{ = 2E0up} 3.37

~~ I~ o~
~—  ~— ~— ~—

p30ps = P300ip}, + Pibiop) + péﬂijpi = —2FE0yph 3.38

en remplacant (3.35,3.36, 3.37,3.38) dans (??,?7) on obtient

4 4 v
e* cos 3
MM, = = e (3.39)
2
4 4 v
e* cos 3
(MaM = = e (3.40)
Finalement le carré de ’amplitude totale est donnée par
4 4 v 4 v
e v v 1+cos®3 cos* ¢
M, = — |sin® = 4+ cos® = + 2 92 3.41
| |m°y 8mg 2 2 sin* ¥ sin? 3 ( )

En remplacant dans ’expression de la section efficace (3.19) et utilisant la relation suivante

Vpip2 —m? = 2Ep, (3.42)

la section efficace différentielle pour la diffusion électron-positron dans le cadre de la théorie

non locale de I’électrodynamique quantique est finalement donnée par I’expression

4 4v 4 v 4 v
d_a _ 1+ cos™ 5 1+ cos™ 5 B 2cos” 3 (3.43)
ds? 8E2 2 sin* 3 sin? 3



Chapitre 4
conclusion

Dans ce mémoire nous avons procéder & I’étude détaillée d’une théorie des champs non com-
mutative , Dans cette théorie le x—produit de Moyel de la théorie des champs non commutative
est prolongé & un x — produit entre les champs , défini en terme d’'un tenseur antisymétrique
¢, utilisé dans le * — produit . Nous sommes limité a ’étude d’une géometrie plus simple dans
laquelle le tenseur antisymétrique 6, est nul. C’est ainsi que nous avons réussi a obtenir une
théorie libre déffirente de la théorie libre dans les deux cas commutative et non commutative .

En effet en théorie des champs non commutative, & cause des propriétés du produit *, la
partie quadratique de ’action n’est pas changée et par conséquent seulemeni la partie dans
Iinteraction peut marquer la non commutativité . C’est un point trés important & maintenir
dans ’esprit que la théorie des non commutative libre est la méme que celle de la théorie
commutative et par conséquent les équations classiquess de mouvement des deux formalisme
sont semblables .

Le deuxiéme chapitre contient deux parties . Dans la premiére partie , nous avons procédé
a ’étude classique de la théorie a travers 'utilisation de formalisme lagrangie, Ot nous avons
pu montre que les équation de mouvements de cette théorie ont la méme forme que celles de
la théorie non commutative , Nous a conduit & un courant conservé . la deuxiéme partie qui
concernait la quantification canonique , ous avons obtenus un propagateur de Feynman egale
4 celui de la theorie commutative. Aussi les solutions des équations de mouvement nous ont
conduit & un tenseur de moment-énergie egale a celui de la theorie commutative.

Dans le troisieme chapitre nous avons déduit de nouvelles régles de Feynman, ol on a

obtenu un vertex deformé. Nous avons términé ce chapitre par ’application ces nouvelles régles
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de Feynman au calcul de section efficace différentielle de la diffusion électron-electron ou on a

trouvé une correction depend de parametre de non commutativité 6.
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Abstract

In this thesis we studied the theory of non-commutative electrodynamics where it
was found that the non-commutative does not appear in the free theory. But in
case of interaction was obtained Feynman new rules or we notice the
appearance of an exponential factor in the vertex function. The cross section of
the electron-positron scattering is equal to that of the commutative theory.

RESUME

Dans ce mémoire on a étudié la théorie de |'électrodynamique non commutative
ou on a trouvé que la la non commutativité n apparaisse pas a la théorie libre.
Mais au cas d’interaction, on a obtenu des nouvelles régles de Feynman ou on
remarque [’apparition d’un facteur exponentiel dans la fonction de vertex. La
section efficace de la diffusion éectron-positron reste égale a celle de la
théorie commutative.



