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Notation

EDPs: Equations aux dérivées partielles.

MDA: Méthode de décomposition d’Adomian.

MDAm: Méthode décompositionnelle d’Adomian modifiée.

A, : Polynome d’Adomian.

Yan : Solution des EDPs par la méthode analytique (solution exacte).

Yaa : Solution des EDPs par la méthode de décomposition d’Adomian (MDA).
Err = |Yan — Yaa| : La déférence entre la solution exacte et la solution par(MDA),
représente la convergence de .4 vers la solution exacte ¥,,.

L,(.): La dérivé par rapport & = , L,(.) = 2(.).

Ly(.): La dérivé par rapport a t , Ly(.) = 2(.).

L;*(.): L'inverse de L;(.), (opérateur inverce).

H : Espace de Hilbert.

H’: Espace duale de Hilbert.



Introduction

Dans les années 1980, le professeur Gorge Adomian & proposée une nouvelle méthode,
notée méthode de décomposition d’Adomian (MDA), pour résoudre des équations fonc-
tionnelles de types, (équations intégrales, équations Algébriques, équations aux dérivées
partielles(EDPs), équations différentielles ordinaires (EDO),...etc.).

La technique de cette méthode utilise la décomposition de 'opérateur non linéaire par
une série, généralisée par un polyndéme est appelé polynéome d’Adomian A,,.

Dans ce mémoire on traite des problémes modéles des équations aux dérivées partielles
(EDPs) linéaire et non linéaire, (homogeénes et non homogenes).

Il y a plusieurs méthode pour résoudre les EDPs, notamment la transformée de Fourier,
séparation des variables...etc.

Notre travail consiste & trouver les solutions de ces équations par la méthode de dé-
composition d’Adomian, ou la solution du probléme modeéle donnée sous la forme d’une
série.

u(z,t) = Z (2, 1)

n>0
Pour trouver w,(z,t), on applique la méthode d’Adomian, dans ce cas en utilisant le
polynéme d’Adomian A, et on remarque que la convergence de la série est controler par
des théorémes données.

Le travail est partagé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on donne des rappels sur les séries (définie quelques types de
la séries, séries & terme positive, série absolument convergente,...) et quelques types des
équations aux dérivée partielles (EDPs), leurs classification, et le théoréme d’approximation

(de Weierstrass) qui permet d’écrire une fonction par un polynéme.



Introduction

Dans la deuxiéme chapitre, on donne le principe de la méthode d’Adomian avec des
théorémes pour calcul le polynéme d’Adomian et des théorémes pour la convergence de la
solution.

Dans le dernier chapitre, on donne des exemples sur les EDPs ( linéaire et non linéaire,
homogéne ou non homogeéne) pour comparer entre la méthode d’Adomian et quelques méth-
odes des résolutions des EDPs.

Enfin de ce travail on essaye de conclure que la méthode d’Adomian n’est pas rapi-
dement convergente pour toutes les problémes des EDPs, mais il existe une modification
dans cette méthode pour accélérer la convergence, cette méthode est nommée méthode de

décomposition d’Adomian modifie (MDAm).



Chapitre 1

Notions fondamentales et définition

Dans cette partie on donne des définitions et propriétés pour les séries, et pour les EDPs
(classifications des EDPs), et on donne des théorémes de 'existence et 1'unicité de la solution

pour les problémes avec condition aux bordes pour les EDPs.

1.1 Définition d’une série

Définition 1.1.1 Soit (u,) une suite d’élément de k avec (k =R ou C).

On pose, pour tout entier naturel n, u, = ZZ:O Uy, alors

1) Si la suite (uy,) des sommes partielles converge vers une limite u, on dit que la série de
terme général u,, converge (en abrégé: > u, converge). la limite u est alors appelée somme
de la série, est on note u = Z:g Up

2) Si, au contraire, la suite des sommes partielles (u,) ne pas converge, on dit que la

série Y u, diverge

1.1.1 Série a termes positifs

Remarquons que, si (u,) est une suite de nombres réels positifs, alors la suite (u, ) des somme

partielles est croissante.

Proposition 1.1.1 Soit (u,) et (v,) deux suites de nombres réels positifs .

On suppose qu’il existe un entier naturel ng tel que



1.1. Définition d’une série

(Vn > ng) u, < v,

Alors:

>, converge =Y Uy, converge;
et , par contraposition ,

> uy, Diverge = > v, Diverge;

Proposition 1.1.2 (Critére de Cauchy)
Soit (uy,) une suite d’élément de k | (k = RouC).
pour que la série soit Y u, soit converge , il faut et il suffit que :

(Ve = 0), (3no € N), (¥m € N), (¥n € N),m > n >ng = ‘zg‘;nup <e

et on a :

série convergent <= elle et de Cauchy

Théoréme 1.1.1 (Régle de Cauchy)

Soit Y u, une série a terme strictement positive .

soit:
hrf SJu, =1,1€R
Alors: 1)sil <1 = > u, est convergente

2)sil =1 = > u, est divergente
3)sil=1 = > u, pas de conclusion

Preuve. voir [05] =
Théoréme 1.1.2 (Régle de d’Alembert)

Soit Y u, une série a terme strictement positive .

soit:
Un+1
li =[,1leR
ntoo U,
alors: 1)sil <1 =) u, est convergente

2)sil>1 =) u, est divergente
3)sil=1 = > u, le test ne permet de conclure.

Preuve. voir [05] =



1.2. Equations aux dérivées partielles

Proposition 1.1.3 (Relation entre la Reégle de Cauchy et d’Alembert)

sic im0 U;;:l =1 — iy, oo Un =1, VIeR

Preuve. voir [05] =

Définition 1.1.2 Séries Absolument convergentes

>, est Absolument convergente si» | |u,| est convergente.

Remarque 1.1.1 ) wu, est Absolument convergente = > u,, converge

par contre linverse est fausse.

1.2 Equations aux dérivées partielles

1.2.1 Définition sur les EDPs

Définition 1.2.1 Une équation aux dérivé partielle ou EDPs, est une relation faisant inter-

venir une fonction inconnue u de R™ dans R, les variables x, v, ....... , ses dérivées partielles
24 g 7z P2
s Ugy Uy oy U, Uy, Uy, ... -€lle s'écrit de fagon générale
F @,y e Uy Uy, Uy ooy Uy Uy, -..) = 0 (1.2.1)

L’équation(1.2.1) est considérée dans un domaine €2 de R™
les solution de l'équation aux dérivées partielles (1.2.1) sont les fonctions qui vérifient

cette équation dans €) .

Exemple 1.2.1 Quelques équations

dudy + =Y (1.2.2)
(%)2 (%)2 =1 (1.2.4)
% _ % -0 (1.2.5)

les fonctions u(x,y) = (v +y)® et u(z,y) = sin(x — y) sont toutes deuz des solutions

de(1.2.5).



1.2. Equations aux dérivées partielles

Définition 1.2.2 L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est l'ordre de la dérivée
partielle d’ordre le plus élevé intervenant dans I’équation.

par example :

-les équations (1.2.2),(1.2.8),(1.2.5), sont d’ordre 2 .

-les équations (1.2.4), est d’ordre 1 .

Définition 1.2.3 Une équation aux dérivées partielles linéaire si est linéaire par rap-
port & la fonction u et a toutes ses dérivées partielles.

-les équation (1.2.3),(1.2.5), sont linéaires.

-les équation (1.2.2),(1.2.4),sont non linéaire.

Définition 1.2.4 Une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire est linéaire par rapport
aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé de la fonction u.

- léquation (1.2.2)est qusi linéaire.

Définition 1.2.5 une équation aux dérivées partielles linéaire homogéne est vérifiée pour
u = 0 (si elle est écrite de la fagcon usuelle, le second membre, ne contenant ni u ni ses
dérivée partielle, est identiquement nul).

-l’équation (1.2.5) est linéaire et homogéne.

1.2.2 Classification des EDP quasi-linéaires du deuxiéme ordre
EDPs quasi-linéaire du deuxiéme ordre définies dans R?

Une équations aux dérivées partielles quasi-linéaire du second ordre est du type:

0%*u 9*u O%u ou Ou
@(%9)@ + 25(%?/)@ + c(z, y)a—y2 = F(z,y,u, e 8_y) (1.2.6)

ou u(x,y) est la fonction inconnue et ou a,b,c et F' sont quatre fonctions définie sur un

domaine ) C R? est a valeurs dans R.

Définition 1.2.6 Une courbe est dit caractéristique par rapport a I’ EDPs (1.2.6) si on a :

a(x,y)(dy)?* — 2b(z,y)dwdy + c(z,y)(dr)* = 0 (1.2.7)



1.3. Quelques applications sur les EDPs

sia =0 etc=0 ,ce sont des droites x = cste ety = cste . si a # 0, on peut aussi écrire

léquation (1.2.7) sous la forme:

ol y) (G = 2, 9) e+ clay) =0 (128)

L’équation du second degré a coefficients réels en Z—g (1.2.8) peut avoir 2 racines réelles ou
1 double ou 2 complezes conjugué"est selon le signe du discriminant 4(b? — ac). les équations
aux dérivées partielles quasi-linéaires du second ordre sont classées en trois catégories selon

le signe de b*> — ac .

Classification des EDPs quasi-linéaires du second ordre
-si b(z,y)? — a(z,y)c(x;y) = 0 dans un domaine D, I’équation est dite hyperbolique
-si b(z,y)? — a(z,y)c(x;y) = 0 dans un domaine D, I’équation est dite parabolique

si b(z,y)? — a(x,y)c(r;y) < 0 dans un domaine D, I’équation est dite elliptique

1.3 Quelques applications sur les EDPs

Nous allons étudions dans ce cas quelques exemples des EDP linéaire du deuxiéme ordre.

Remarque 1.3.1 La solutions u(z,t) =0, est un solution trivial.

1.3.1 Equation de la chaleur dans R?

Soit le probléme mixte (parabolique) avec les conditions Dirichlet:

du_ 24 =0 ()R «[0,]
() = u(0,z) (2)
uw0,t)=a , u(l,t)=0 , (a,b) € R?

cherchons une solution élémentaire de la forme

u(t,x) = f(x)g(t) (1.3.1)
en remplacant (1.3.1)dans(2) alors:
g . _ I .
SW="Fw (1.3.2)



1.3. Quelques applications sur les EDPs

Théoréme 1.3.1 les conditions aux bord impliquent que k < 0 (k= —6%).

Preuve. Du fait des conditions aux limites, f(z) doit d’annuler en z =0 et =1

et on impose les conditions f(0) = f(I) =0.

Dans le cas & = 60> ( 6 € R*)]a solution de (1.3.2) s’écrit, f(z) = Aexpfz +
Bexp —0z, (A, B) € R? et la condition aux limites implique A = B =0 .

De plus, il est facile de voir que le cas £ = 0 donne la encore f =0 .

Finalement, si k = —0* ( # € R*),on trouve cette fois une solutions non triviale sous
la forme f(x) = Acosfz + Bsinfz, qui satisfait aux conditions aux limites sous la forme
f(z) = Bsinfx,avec § = 0, = =F (n € N*).

Ainsi, pour chaque valeur de n correspond une solution

ful) = Ausin 2o, or]0, 1.

!

Pour le théoréeme (1.3.1) on a
Loy=-k B (x) = -k
d'ot g(t) = Ae ™" et f(z) = Bcoskz + Csinkt
alors
u(z,t) = Ae ¥ (B cos kx + C sin kt)
et pour trouver les constante A, B, C, et k on utilise les condition initiales de le probléme(2)
Pour a,b non nuls (a # 0, b# 0)
On pose: v = u + ax + A une solution de(2)

avec:v(t,0) = v(t,l) = 0 donc

a+A=0
b+al+A=0
alors: A = —a , a:C‘T’b

v(t,z) =u+ e —a

nous avons alors: v(t,x) = Ae ¥Y(Bcos kx + C'sin k)
etona  v(t,o) =v(t,l)=0

= B=0 , k=4, neN

. .2 .
ce qui donne v = > Cre *sin kx
n>0



1.3. Quelques applications sur les EDPs

or pour t = 0 on a v(0,z) = p(z) + “Fr —a,
n2n2

donc: u(t,z) =%z +a+ Y Cpe” 2 'sin g
n>0

l
Cn = [(p(s) + 27s — a) sin 2 s.ds
0

Existence et I’ unicité de la solution de I’équation de la chaleur

Pour 'existence et 'unicité on a le théoréme suivant

Le théoréme de Lax-Miligram

On part ici avec la forme générale:

Trouver u € V telle que

a(u,v) =1(v) Yo e V (1.3.3)

avec V est un espace de Hilbert le probléme variationnel posé sur un espace V muni d’un
produit scalaire (.,.)y.le théoréme suivant nous donne 'existence et 'unicité d’une solution

de(1.3.3):

Théoréme 1.3.2 (Lax- Miligram)

On suppose que

(1)V est un espace de Hilbert;

(i1)l est une forme linéaire continue sur V  : il existe donc une constante ¢, > 0 telle
que pour tout v dansV, |l(v)| < ¢ ||v]|y ;

(i1i) a est une forme bilinéaire continue sur V :il existe une constante co > 0 telle que
pour tous u et v dansV, |a(u,v)| < e |Jully vl ;

(iv) a est coercive sur V', ce qui signifie qu’il existe une constante o > 0 telle que pour
tout v dans V.

Alors, le probléme (1.3.3) admet une solution unique u € V.

Preuve. voire [10] =

10



1.3. Quelques applications sur les EDPs

unicité de la solution

En multlphent (2)par u et en intégré par rapport a x alors:

%a—fuzﬁx = fua YAz

o [ulon = (W], - for

supposons que a = b =0 . le fonction t — j u?0x et positive et décroissante.

supposon maintenant que(2) admet deux solfltions uy et uy ,alors w = u; — us et encore
solution de(2)avec

v(0,2) = u1(0,2) — uz(0,2) =0

écrivons (2)pour v ,alors on a aussi

t— fIUQ(t, x)0r > 0 et décroissante.

0
orv(0,z) =0=0v=0

Théoréme 1.3.3 (Approzimation de Weierstrass)
soit un I intervalle fermée et bornée. on pose: f : I — R une fonction continue

donc pour toute € > 0, il existe un polynome de fonction p. : [ — R telle que:
|f(z) —pe(x)] < ¢ Ve € I (1.3.4)

ou équivalent

sup{|f(z) —p(z)| :z €I} <e

Preuve. Pour la preuve voir [01].

11



Chapitre 2

Méthode d’Adomian

Dans ce chapitre on donne le principe de la méthode de décomposition d’Adomian pour
résoudre quelque probléme des EDPs, la technique de cette méthode décomposer le terme

non linéaire par une série sous la forme:
N(u(z)) = A,
n>0
avec A, est le polynéme d’Adomian .

Enfin on donne des théorémes pour optenire le polynome d’Adomian, et pour la con-

vergece de la MDA pour les EDPs.

2.1 Présentation de la méthode

Etant donné une équation fonctionnelle:

F(u(z)) = g(x) (2.1.1)

ou I’ un opérateur différentielle non linéaire possédant des termes linéaires et des termes
non linéaires,

On décompose le terme linéaire & L + R, avec L est inversible et R le reste. et u(x) la
fonction inconnue, g(x) est une fonction donnée.

L’équation (2.1.1) devient:

12



2.1. Présentation de la méthode

L(u(x)) + R(u(z)) + N(u(x)) = g(z) (2.1.2)

Avec N est un opérateur non linéaire.

et puisque L est inversible, ’équation (2.1.2), devient:

u(@) =0+ L7 (g(x)) — L7 (R(u(x))) — L™ (N (u(z))) (2.1.3)

avec 0 une fonction vérifiant: L0 = 0
la méthode décompositionnelle d’Adomian consiste a trouver la solution u(x) sous forme
d’une série Z un (), et décomposé le termeN (u(z)) sous la forme:

n>0

N(u(a) = 3" A,

n>0
ou A, sont ne dépendant que de ug,u;,..., u, et appelés polynome d’Adomian, et sont

obtenue comme suite:

posons: v = Z N, , N(Z Nuy) = Z NA;
i>0 i>0 i>0
avec \ est un parameétre réel

>0

1 dr .
= A= [N(Z A ui)]/ (2.1.4)
A=0

En remplagant u(z) et N(u(x)) par leurs séries,

on obtient:

Y uilx) =0+ L (g(x) = LN RO wil2) = LD A))

120 >0 120

le termes de la série Z u;(x) sont identifiés par les formules suivant:
i>0

(

up =0+ L™ (g(z))

up = =LY (R(ug(x))) — L1 (Ao(2))) (2.1.5)

| unvir = =L (R(un(2))) — L7} (An(2)))

on voit clairement que tous les termes de la série, solution sont défini sans ambiguité .

13



2.2. Les polynémes d’Adomian

car ils ne dépendent que des termes calculés aux étapes précédents.
On donne maintenant des théorémes trés importants que 'expression de A, tres

simple que 'expression (2.1.4),est on donne une condition suffisante de convergence.

2.2 Les polyndmes d’Adomian

Définition 2.2.1 Les polynomes d’Adomian sont définis par la formule:
Ao('u,o> = N(Uo)
. SN (2.2.1)
Anlug, ur, .. uy) = 4 [ddv [N(Z A uz)”
/x=0

=0
la formule proposée par G. Adomian pour le calcul des polynomes d’Adomian (An)nzo est

la suivante:

Ao (uo) = N(uo)

Aq(ug, uq) = ulﬁN(uo)
As(ug,ur,us) = usZN(ug) + %u%‘%N(uO) (2.2.2)
As(ug, ut, ug,uz) = u3a%N(u0) + u1u288—;]\7(u0) + %u‘;’%N(uo)

La relation (2.2.2) permet de trouver les polynomes A,,, mais en pratique, il est difficile
de les déterminer quand n devient grand (n > 5). par la suite d’autres formules qui est
proposées les polynéme A, ,mais elles s’avérent inefficaces en pratique vu leur complexité
d’une part et ’absence de justification de ’écriture de ces formules d’autre part.

C’est dans les années 1994 que K.Abbaoui propose et démontre une formules récurrente
pratique de calcul des A, la formule d’Abbaoui est déduite de la relation(2.2.2)donnée dans

la définition des polynomes d’Adomian:

Théoréme 2.2.1 Les polynomes d’Adomian sont déterminés a partir des formules suiv-

antes:
k
U
Anlug,ur, .. uy) =y J\f<“f\><u0>H ,n=12... (2.2.4)
Ink|=n

14



2.2. Les polynémes d’Adomian

o1,

ko ok k k
ut = uguy ... Uy,

Bo= kol k)l

Preuve. Soit la fonction:
F(A) = f(ua(N))

en faisant un développement de Taylor autour de A = Aget en utilisant la formule de

Newton, on obtient:

FA) = flun(N))
Y k uP )R (P (A))Re .
1=0 |;z()\ 0™ ( |]£| ()i!)kl : ( (n!)(kn)) FO(ua (X))

12

par identification, on a: (nous tirons:)

25 f(un (X)) = n! multiplié par le coefficient de (A — X)"

En posant \g = 0, on déduit la formule(2.2.4). =

L’utilisation de la formule ci fait de la difficulté de trouver les k; pour ¢ > 3 solution de

I’équation :

Ink| =n

D’ot le corollaire suivant:

Corollaire 2.2.1 La formule suivante permette également de déterminer les polyndomes

d’Adomian:

Ao(uo) = N(u)

( ) ug-al_oﬂ) u(anl—lfan) uan
_ a1 n— n _
Ap(ug,uyy ..o uy) = E N <u0>(a1—a2)! o )l anl’ n=12....

a1tag+...t+ap+=n

15



2.3. Convergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian

Preuve. Elle est déduite de la relation (2.2.4) en passant

kl = 1] — Q2
kn—l = Op_1 — Oy
k., = a,

Ink| = lal=n
k| = a

le corollaire est ainsi démontré. m

Théoréme 2.2.2 Les polynomes d’Adomian sont données par les formules

Ap = N(uyp)

— 1 (p1+p2+...4pn) P1 , pn
Ap = Z171—1-21)2+---—l-mz7n:n p1!p2!~.-pn!N (u())'ul Uiy

VYn>1 (2.2.5)

2.3 Convergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian

Les fondements mathématiques de la méthode sont au professeur Y.Cherruault et & son
équipe de recherche du laboratoire Medimat.

D’importants théorémes on été donnés impliquant des conditions suffisantes de conver-
gence.

Toutes ces conditions portent sur 'opérateur non linéaire N .

En effet, de la relation (2.1.5) on déduit:

Théoréme 2.3.1 Si:
ZA” = +ooalo7“52un < 400

n>0 n>0

et réciproquement.

Preuve. voir [07] =
Notons d’abord que la méthode décompositionnelle appliquée a I’équation u— Nu = f se

rameéne a la recherche d’une suite

Sp=U + Uy + ...+ U,

16



2.3. Convergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian

avec Sy = 0 et vérifiant la relation récurrente suivante:
Sn+1 :N<U0+Sn), SOZO, UO:f, n = 1,2,...
On déduite la résultat de convergence suivant:

Théoréme 2.3.2 Si l'opérateur N est un contraction (c’est a dire vérifie |N|| <0 <1 )
alors la suite (Sy), satisfaisant la relation de récurrence S,.1 = N(ug + S,) avec Sy =

0, n > 0 converge vers S solution de S = N(ug+ 5)
Preuve. Pour la preuve voir [07]. m

Corollaire 2.3.1 Si N est un contraction alors les séries u,, et A, sont convergentes.

De plus Y, ., un est un solution de léquation:
u— Nu = f.

Un autre résultat important pour la convergence de la méthode décompositionnelle est

le suivant:
Théoréme 2.3.3 Si HN(”)(UO)H <Ma", VneNet a-0 etsiMa<?i
alors la série décompositionnelle > A, est absolument convergente.
Preuve. La méthode d’Adomian permette d’écrire:
Upy1 = Ap, n=0,1,... (2.3.1)
K.Abbaoui montre que:
A= %N U0 (o) (Aot » An-118)
Ink|=n
Montrons par récurrence que:
A, < MM”“@” n>0 (2.3.2)

(n+1)! ’
pour n = 0, il est clair que (2.3.2)est vraie.

Supposons que (2.3.2) vrai jusqu’a n et montrons qu’elle est vérifiée pour n + 1.
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2.3. Convergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian

On a:
1
An+1 - Z EN(‘M)<UU)(AOUC1]7 L aA’rL—l[kn.t,_ﬂ)
|(n+1)k|=n+1
1 k kn
Apy < > o N ) | 1412 Ay B
|(n+1)kl=n+1

= Z %(Malkkal) o (MM(”‘I—l)an) 1

|
|(n+1)k|=n+1 n+1)!
Nous remarquons que le terme:
(TL + 1)nM(n+1)a/n
(n+1)!
n’est autre que le polynome d’Adomian d’ordre n pour l'opérateur u = M exp(au)

le polynéme d’Adomian d’ordre n + 1 s’écrira alors:

(77, + 2>n+1 (n+2)  n+1

B =
= (n+2)!

ce qui implique:
(n+2)"*! (n+2)  n+1
(n+2)!

Ainsi la démonstration par récurrence est terminée.

[Ania]l <

D’autre part, en appliquant la formule de Sterling nous obtenons I'inégalité suivante:

(n+1)! =

d’ow:
| A, < exp(n+ 1D)M™ o™ = M exp(1)(exo(1) Ma)™.
Finalement, on déduit la convergence de la sériez:z% A, si la condition Ma < %
est vérifice m
Dans le cas général des équations aux dérivées partielles (EDP),Y.Cherruault propose
une démonstration de convergence basée sur une formulation variationnelle.

On considére ’équation fonctionnelle suivante:
u—N(u)=f
On résoudre ce probléme dans un espace de Hilbert H muni de la norme ||.|| et du produit

scalaire (.,.)y , on suppose que f € H' (dual de H ).
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2.3. Convergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian

On pose les hypotheéses suivantes:

(Hy) (R(u) — R(v),u —v) > K |Ju — vl Vu,v € H k> 0.

(Hy) VM = 0 ,3C)y = 0 telle que Yu,v € H vérifiant ||ul| < M, |lul]| < M alors
(R(u) = R(v),w) < Cy [lu = vl w]|  weH

On a alors le:

Théoréme 2.3.4 pour tout f € H', il existe u € H tel que u— N(u) = f . De plus, la suite
définie par:

up = f

Upt1 = Up — p(N(un)) —tn , p=0, n>0,

converge fortement dans H wvers u solution de u — N(u) = f .
Preuve. voir [07] =

Théoréme 2.3.5 Si l'opérateur non linéaire N est Lipchitizien alors la méthode décompo-

sittonnelle appliquée au probléme:

ou 0%u
—=D—+N 2.3.3
5 =~ Pam T V(W (2.3.3)
est convergente.
Preuve. Il suffit de montrer que 'opérateur 7' = —% — N veérifie les hypothese (H; )et
(Hy).
on a:
82
T((u— v),u = v) = (~ Doy (u = v) = (N(w) = N(v)),u — v)
le terme 88—;2 est un opérateur différentiel, on a donc:
(L tu=v)u—v) = - o)
———(u—v),u—wv —
Ox? ’ - ’

d’autre part, 'inégalité de Schwartz implique que:

(N(u) = N(v), (u—0)) < B|[(u—0)|?,
on déduit alors:

(T(u—v),u=v) 2 (Da+B)|[(u—v)|* =kl(=0)|* , k= (Da+p).
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2.3. Convergence de la méthode décompositionnelle d’Adomian

L’hypothese(H;) est donc vérifiée.
pour vérifier(Hy), soient u, v, w dansH et soit M une constante positive telle que

[ull < M et flvf] < M.

On a:
(T(u—v),w) = (=D& (u—v)— (N(u)— N(v)),w)
(—DZ5(u—v),w) + ((—N(u) = N(v)), w)
< [Dl[(u=2)[lwl] + Bl(w—v)| [[w]

< Cullu=vlllwll Cu = D]+ 8.
les hypothéses sont donc vérifiées.

Le théoréme est alors démontré m
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Chapitre 3

Application de la méthode

d’Adomian et comparaison

Dans cette chapitre on considére des exemples pour les EDPs; linéaire ou non linéaire (ho-
mogene et nonhommogene).
Pour utiliser I'éfficacité de la MDA, on compare entre les solutions par la MDA et la

solution exacte.

3.1 Equation de la chaleur homogéne

On a I’équation de la chaleur avec la condition aux bord homogene et la condition initiale

non homogeéne définie par:

Qu(w,t) =a?S%(x,t), 0=z <1, t>0
w(0,t) =u(l,t) =0, t =0 (3.1.1)
w(z,0) =g(z), 0 <z <1

il y a plusieurs méthode pour résoudre cette équation. dans ce cas en comparer entre la

méthode Analytique (séparation de variable) et la méthode de décomposition D’Adomian.

Méthode de décomposition d’Adomian

dans cette méthode on approximer I’équation (3.1.1) par un opérateur de la forme:
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3.1. Equation de la chaleur homogéne

Lou(z,t) = & Lyu(x, t) (3.1.2)

avec:

Lt(-) = W
Leo(l) = 6;;)

et on pose 'inverse de ce opérateur (notée L; ') existe et défini par une forme d’intégrale

avec ¢t entre 0 et ¢ .

¢
L0 = oo
0
et aussi on appliqué 'opérateur inverse L; ', sur I’équation (3.1.2) on obtient,
L' Lyu(z,t) = o® L7 Lygu(x, t) (3.1.3)
ce qui implique que:
u(z,t) = u(x,0) + o*L; ' Lyyu(x, t) (3.1.4)
et le terme u(z,0), il résulte pour la condition initiale de (3.1.1), et on note

up = u(z,0) (3.1.5)

la méthode D’Adomian consiste & recherche la solution sous la forme d’une série:

n=-+oo
u(x,t) = Z Un (2, 1) (3.1.6)
n=0
les autre termes wu,(z,t), n > 0, pouvoir déterminé totalement, chaque terme par le
terme précédent puisque ug est connue
up = 2L, Ly, (uo)
271
Uy = oLy Lo(u
¢ La(n) (3.1.7)
Uy, = 2L Lop(tn_1)
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3.1. Equation de la chaleur homogéne

donc la série de solution et donnée par:

n=-+00

U () = ug + o Z L' Lo ()] (3.1.8)
la méthode de décomposition D’Adomlan 11 possédent ’approximation de la solution

u(z,t) par ¢, , et k le terme d’approximation.

cette approximation donnée par:

o = :Z_ U (2, 1) (3.1.9)

n=0

et on donner la composante suivante:

Qsl = UO(ZL’,t)

¢y = up(z,t) + wui(z,t)

¢35 = up(x,t) + wi(z,t) + wug(x,t)

¢ = uo(x,t) + wi(z,t) + wlx,t) + -+ 4+ wp_q(z,t)

la composante reste u,(x,t) , n > 1 pouvoir déterminer complétement par récurrence ,

avec Ugp connue

Exemple 3.1.1 On considérons un exemple pour l’équation de la chaleur avec condition

aux Dirichlet, homogéne qui s’écrite par:

P(r,t)=9%(x,t), 0<z<1,t>0
u(0,t) =u(1,t) =0, t -0 (3.1.10)
w(z,0)=sintzr , 0<z<1,n>1

Solution analytique:

On cherche une solution de la forme

u(z,t) = f(x)g(t) (3.1.11)

ou f et g sont respectivement de classe C? et C'dans ces conditions,
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3.1. Equation de la chaleur homogéne

on remplacer (3.1.11) dans (3.1.10), on trouve :

f// gl

“—(x) = =(t) = A = constante

7 (z) g( )
comme le théoréme(1.3.1) ona A <0, (A= —6?
d’ou:

F'(@) + 62 (x) = 0

g(x) = —0g(x)

alors :

f(z) = Ccos(fzr)+ Dsinfbx
gt) = Ae O

et en déduit une classe de solution particuliére données sur [0, 1] [0, +oo[ par:

= u(z,t) = (Ae ") (C cos(Hz) + D sin )

ou A,C;D e R

et pour les conditions aux limite on a:

u(0,t) = ACe @t =0 et A= £0 = C =0

u(l,t) = (Ae= @) (Dsinfz) =0 et Ae= @t £0et D#0 = sinfz =0
donc: 0 =nm ,VNneZ

pour n =1 on a:

u(z,t) = Ce ™ 'sinmx

avec C=Ax D, CeR
et pour chercher C' on peut utiliser les conditions initiale
u(z,0) = Csinme =sinmz = C =1

Alors la solution analytique est donnée par:

w(z,t) =e ™ sinmr
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3.1. Equation de la chaleur homogéne

Solution par la méthode de décomposition d’Adomian:

Pour résoudre 1’équation(3.1.10) par la méthode de décomposition d’Adomian, en déduire
simplement un opérateur défini par la méme forme de (3.1.4) et on utilise (3.1.5) pour

cherche 1y comme:

up = sin(7x)

et pour calculer les termes uj,us, us, ... on utilise le schéma (3.1.7) présenté dans la

méthode d’Adomian

¢
1
Uy - Lt L:px(u(]) 9 .
= — | m*sinwx Ot

Uy = —m2tsinwx ]

_ 2 .
uy = Ly Lye(uq) = 7'Csinme

_ 3 .
us = Ly Ly.(ug) = 7T6% sin Tz

_ 4
ug = Ly Ly.(us) = 7T8;—4 sin Tx

_ 5 .
us = Ly 'Lo,(uyg) = -0 sinmx

dans ce cas , on a sixiéme décompositions (itérations)

alors la série de la solution est donnée par 1’expression suivante:
n=>5
u(z,t) = E U (2, 1)
n=0

t2 3 t4 £
w(x,t) = sin(rz) — wtsinme + 1= sintr — 7= sinr + 7 — sinmx — 7'°—sin 7z
(z,1) (rz) 2 6 24 120

On pose Yu, = u(x,t) = et sin 7 la solution par la méthode Analytique
et y,q la solution par la méthode d’Adomian
Err = |Yan — Yaa| Uerreure entre les deux solution

dans ce cas en compare entre les deux solutions par cet tableau
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3.2. Equation de la chaleur non homogéne

T

yan

Yad

Err

0.01

2.84587148708201e-002

2.845871483106e-002

3.976063575606e-011

0.02

5.15427732318829e-002

5.154276821514e-002

5.016739759722e-009

0.03

6.99904116494235e-002

6.999032717243e-002

8.447699226255e-008

0.04

8.44527226607620e-002

8.445209906049e-002

6.236002755983e-007

0.05

9.55029319905723e-002

9.550000251032e-002

2.929480247910e-006

0.06

1.03644771317453e-001

1.036344320501e-001

1.033926736271e-005

0.07

1.09320027166343e-001

1.092900726160e-001

2.995455034201e-005

0.08

1.12915340082326e-001

1.128402356271e-001

7.510445526403e-005

0.09

1.14768322250121e-001

1.145997038167e-001

1.686184333785e-004

0.10

1.15173056142472e-001

1.148260875007e-001

3.469686418101e-004

ce qui donne la convergence de la solutioin par la MDA vers la solution analytique

3.2 Equation de la chaleur non homogéne

Introduction

Dans ce cas on considére ’équation de la chaleur non homogéne de dimension un (1) donnée

par:

ou 0%y

—(z,t) = == (z,t) +q(z,t) , 0 <2 <1, 0<t<T

ot 022

avec la condition initiale déterminer par:

u(z,0) = f(z), 0<x <1

et les conditions aux limites donnée par:

l

u(0,t) = /gb(x,t)u(x,t)dx +aq1(t), 0<t<T

0
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3.2. Equation de la chaleur non homogéne

l

u(l,t) = /¢(x,t)u(x,t)dx +go(t), 0<t<T (3.2.4)
0
et les fonctions f, g1, g2, ¢, et g sont des fonctions connue, T est un constante donnée.

Pour résoudre cette équation il existe plusieurs méthodes, dans ce cas on comparer
entre la solution exact de cette équation , et la solution par la méthode de décomposition

d’Adomian par des exemples.

Méthode de décomposition d’Adomian

dans ce cas on écrire I’équation (3.2.1)par la forme standard:

Lyu(z,t) = Lyyu(x,t) 4+ q(x,t) (3.2.5)

et opérateur différentiel L; et L., et donné respectivement par:

a(.)
ot
()
ox?

t

on pose l'inverse de cet opérateur existe et défini par L;'(.) = / (\)ot .

0
on applique I'opérateur inverse L' sur 'équation (3.2.5) on treuve:

Ly Lyu(x,t) = L' Lygu(x, t) + L Yq(z, t)

ou

u(z,t) = u(z,0) + L; ' Lyu(z, t) + L (q(z, 1))

et le terme u(z,0) = f(z) ,il résulte pour les condition initiale de(3.2.2) et on note
up = (,0)
on décomposer la fonction inconnue u(x,t) par la somme des termes et définie une série:

n=-o00

u(x,t) = Z Un (2, 1) (3.2.6)

n=0

avec le terme wu,(z,t) et obtenir par la formule récurrentte:
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3.2. Equation de la chaleur non homogéne

_Z up(z,t) = f(x) + L {Lm( _Z un(:c,t))} + L (q(x,1))

ou bien:

u(z,t) = fz)+ L' (q(x,1))
ui(z,t) = Ly (Lgguo(z,t)) (3.27)
upy1(z,t) = LY (Legup(a,t)) k>0

On remarque que la relation récursive est construite par le terme zéro ug(z,t), pour
définir toutes les termes, est donné dans les condition initiale et I'intégrale de la terme

source (q(z,t))

Exemple 3.2.1 on considére le probléme(3.2.1), avec:

flz) = 2, 0=z <1
(t) = ! 0<t=<1
gl - 4(t+1)2 9
3
t) = ———, 0<t=<1
@) = e
oz, t) = =z ,0<x<1
P(z,t) = = ,0<z<1
—2(z* +t+1)
t) = 0<t=<1 0 1
q(x,1) TN ,0<t<1 , 0=z
avec la solution exacte donnée par:
T 2
t) = 3.2.8
u(e,t) = () (323)

Solution par la méthode d’Adomian

on écrire le probléme donné par un opérateur de la forme

Liu(z,t) = Lygu(x,t) + q(x,t) (3.2.9)
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3.2. Equation de la chaleur non homogéne

avec:

L) = ot
L) = 53
L) = oo

o

en appliquant 'opérateur d’inverse L;l sur 'équation(3.2.9) et on prendre:

u(z,t) = u(z,0) + L; ' Lyu(z, t) + Ly (q(z, 1))

alors on peut appliquer la formule récurrentte

ug = u(z,0) = f(z) + L; *q(z,1)

donc:
vo = 27+ L] {_Q(f::f; D ]
Uy = 22+ Lt [—_Q(éiﬁil) }
= T —i—fo [%ﬂrl)} ot
= 2°+ fo t+1 8t+f0 t+1)3 )ot
alors: )
et

Upy1(2,t) = L7 Logug(z, 1) k>0 (3.2.10)

on trouve les autre termes par récurrence

uy(z,t) = Lt_leuo(x,t)

- [ (o)



3.2. Equation de la chaleur non homogéne

ug(x,t) = Lt_leul(x,t)

! —2
= Lyw | ——=+2t )0t
e ()

= 0

alors:

ug(z,t) =0 Vk>0 (3.2.11)

et la solution donnée par une série comme:

k=-+oco
u(z,t) = Z up(z,t), k>0 (3.2.12)
k=0
donc:
x? 2 —2
t) = a? 2t
ur )=+ e T T
x? 9
)= — 2t 3.2.13
u(z,t) @+1F+x_+ ( )
est une solution par la méthode d’Adomian.
t la solution exact donnée par:
(o8) = -2 (3.2.14)
u(z,t) = —— 2.
o+
On pose Yun, = u(x,t) = ﬁ la solution Analytique,
et Yoa = u(z, t) = ﬁ + 2% + 2t la solution par la méthode d’Adomian, et

Err = |Yan — Yaa| Uerreur entre les deux solutions

dans ce cas on comparer entre les deux solution par cet tableau:
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3.2. Equation de la chaleur non homogéne

xZ

Yan

Yad

Err

0.1

0.00826446280992

0.19826446280992

0.19000000000000

0.2

0.02777T77TI7778

0.38777TTT7TTI7T78

0.36000000000000

0.3

0.05325443786982

0.56325443786982

0.51000000000000

0.4

0.08163265306122

0.72163265306122

0.64000000000000

0.5

0.11111111111111

0.86111111111111

0.75000000000000

0.6

0.14062500000000

0.98062500000000

0.84000000000000

0.7

0.16955017301038

1.07955017301038

0.91000000000000

0.8

0.19753086419753

1.15753086419753

0.96000000000000

0.9

0.22437673130194

1.21437673130194

0.99000000000000

1.0

0.25000000000000

1.25000000000000

1.00000000000000

Exemple 3.2.2 dans ce cas on considére le probléme (3.2.1)

ot

2
au(:c,t) _ %(Q;’t%

0x?

avec les condition

u(z,0) =
ou

%(x,t) =

/Ob u(z,t)0xr =

est b appartien de ]0,1]

Solution par la méthode d’Adomian

on écrire le probléme donné par un opérateur de la forme:

et utiliser I'opérateur inverse L; ' sur I'’équation(3.2.19).

on prendre:

Liu(x,t) = Lyu(z,t)
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3.2. Equation de la chaleur non homogéne

u(z,t) = f(x) + Ly ' Lyguo(x,t) (3.2.20)

alors la formule récurrentte est:

up(x,t) = f(a)+L;'(0)

et
uk+1(w,t) == Lt_l (Lmz(uk(‘ra t)))

donc on peut calculer les autres termes par récurrence

ul(x,t) = L;l (me(u0<x7t)))
_ / ot
=t

uz(w,t) = L' (Lpo(ui(x,t)))
_ / (0)0t
=0

donc
Uer(z,8) =0 Yk > 2 (3.2.21)

ainsi la solution donnée par une forme de série:

u(z,t) = ug + uy

alors

1
u(z,t) = 59@2 +1

est la solution par la MDA
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3.3. Equation aux dérivée partielle non linéaire

xZ

Yan

Yad

Err

0.1

0.10500000000000

0.10500000000000

0.00000000000000

0.2

0.22000000000000

0.22000000000000

0.00000000000000

0.3

0.34500000000000

0.34500000000000

0.00000000000000

0.4

0.48000000000000

0.48000000000000

0.00000000000000

0.5

0.62500000000000

0.62500000000000

0.00000000000000

0.6

0.78000000000000

0.78000000000000

0.00000000000000

0.7

0.94500000000000

0.94500000000000

0.00000000000000

0.8

1.12000000000000

1.12000000000000

0.00000000000000

0.9

1.30500000000000

1.30500000000000

0.00000000000000

1.0

1.50000000000000

1.50000000000000

0.00000000000000

ce qui donne la convergence de la solutioin par la MDA vers la solution exacte

¢a solution coincident & la solution exacte unique.

3.3 Equation aux dérivée partielle non linéaire

Dans ce cas on compare entre la solution par la méthode d’Adomian et la solution exact
(donnée par les autre méthodes)

[’équation aux dérivées partielles non linéaire utilisée en plusieurs domaines scientifiques
et technique.

On utilise le model mathématique pour les EDPs donné par:

F(u,,u, ug, uy, z,y,t) =0 (3.3.1)

avec les conditions initiales et aux limites

o(z,y) QeR’

flz,y,t), Vr,y € 0N

u(z,y,0) = Yo,y €Q

w(z,y,t) =

ou 2 le domaine de la solution et 0f2 et la frontiére de €.
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3.3. Equation aux dérivée partielle non linéaire

Méthode de décomposition d’Adomian pour les EDPs non linéaire

Le principe de la méthode (MDA)pour résoudre des équations non linéaire quand de la

forme

Lu+ Ru+ Nu=yg (3.3.2)

Le terme linéaire décomposer pour Lu + Ru, et le terme non linéaire est représente par

Nu, et on pose que 'opérateur linéaire L est inversible facilement est définie par:

On appliqué cet opérateur dans (3.3.2) alors:
u=L"(9) — L' (Ru) — L™ (Nu) (3.3.3)

La méthode de décomposition d’Adomian représente la solution de (3.3.3) par forme

d’une série infinité
n=-+oo

u = Z U, (3.3.4)

n=0

et 'opérateur non linéaire décomposer par:

n=-+oo

Nu= Y A, (3.3.5)
n=0

Avec A, est le polynéme d’Adomian défini par:

1 d®
An = 1w

vy )\iui)] n=0,1,2,.. (3.3.6)
i=1 A=0
on remplace I'équation (3.3.4)et(3.3.5)dans ’équation (3.2.3) nous prendrons,

n=-+o0 n=+00 n=-+o00
=Y uy=ug+L(g) = LR w))— L) A (3.3.7)
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3.3. Equation aux dérivée partielle non linéaire

par conséquent en peut écrire

u = ¢+ L'(g) (3.3.8)
ui = —L7(R(up)) — L7} (Ao)

uy = —L7Y(R(u1)) — L7 (Ay)

u, = —L Y R(u,_1))— L (A, 1)

avec la condition initiale.

donc on peut chercher tous les termes de u et on obtient la solution générale selon la

(MDA) est u = > "— " u,

n=0

et on peut approximer la solution dans une partie de la série par:

n=M
Uy = Yy (3.3.9)
n=0
avec:
Application

dans cette partie, on applique la méthode de décomposition d’Adomian sur un modél

d’équation non linéaire et comparer cette solution par la solution exacte par des exemples.

Exemple 3.3.1 On considére le probléme hyperbolique non linéaire:

%(x,t)zu%(x,t), 0<z<1  0<t<1 (3.3.10)

avec les conditions initiales

u(z,0) = % 0<z<1 (3.3.11)

léquation (3.3.10)admette une solution exact donnée par:

u(z,t) = @:—10) (3.3.12)

maintenant on utilise MDA pour résoudre ['équation (3.3.10)
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3.3. Equation aux dérivée partielle non linéaire

dans ce probléme nous avoir:

Ou andgb:u(x,O)zi

ou
w= =0 gt = 0, Ru =0, Lu= 2 -

0

on utilise l’équation (3.3.6) le polynome d’Adomian,et peut étre dérivé pour résulter les

A,, n>0

3u0
Ap = up—
" Ox
— dua
AO = Up Oz
— duo duy
Al = U1y, + o Ox
— dug du1 Qua
A2 = U2 o + up or + U Dz (3313)
- dug du1 Quz Odug
A3 = U3, + U Ox T+ w Ox + uo Ox

alors on peut calculer les termes de la série de solution par récurrence

oz
TV
T, t
ST
T, t .,
= —(== .3.14
TSI (3:3.14)
T, 1. 3
T TiY
r, t.,
ST
est dans l’équation (3.3.4) on obtient:
T t t t t
= 4 — 4 (=2 (= () 31
u(z,t) 10 +10+(1O) +(10) + +(10) + (3.3.15)

cela déterminé la solution par la MDA.
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3.3. Equation aux dérivée partielle non linéaire

et on peut vérifier par le tableaux suivante:

X

Yan

Yad

Err

0.1

0.01010101010101

0.01010101010100

0.00000000000001

0.2

0.02040816326551

0.02040816326400

0.00000000000151

0.3

0.03092783505155

0.03092783502900

0.00000000002255

0.4

0.04166666666667

0.04166666649600

0.00000000017067

0.5

0.05263157894737

0.05265157812500

0.00000000082237

0.6

0.06382978723404

0.06382978425600

0.00000000297804

0.7

0.07526881720430

0.07526880834900

0.00000000885530

0.8

0.08695652173913

0.08695649894400

0.00000002279513

0.9

0.09890109890110

0.09890104634100

0.00000005256010

1.0

0.11111111111111

0.11111100000000

0.00000011111111

sa montrer que la MDA est converge vers la solution exacte, pour ce exemple.

Exemple 3.3.2 Nous avons considéré le probléme suivant:

ou s 1 [0u ?
G =a - (Grwn) .
avec les conditions initials
u(z,0) =

Iéquation (3.3.16)admet une solution exact donée par:
u(z,t) = 2% tanh(t)

maintenant on utilise MDA pour résoudre cet probléme

nous avoir

ou\> ou
Nu =V(u) = ((9_) ,9(z,t) =2*, Ru=0,Lu = —
T

5 and ¢ =u(x,0) =0
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3.3. Equation aux dérivée partielle non linéaire

pour léquation (3.3.6) en obtenir:

2
o ()
1 - ot St

. 8uQ 2 8U1 8u3 8u0 8U4
Al = (%) +28x Oz +2(‘3x Ox

est en utilise l’équation (3.5.8) nous avoir

Uy = %t
1
uy = —§$2t3
2
Uy = =2
15
= ——x“t
s 315"
62
Uy = —2729
2835
1382
us = 2,11

155925

Alors:

1 2 17 62 1382
u(z,t) =2 |t — 3+ =15 — —t" + 9 1

3 15" " 315" T2835"  1p5025°

sa la solution par la MDA.
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3.3. Equation aux dérivée partielle non linéaire

qui présenter la solution exact de(3.3.16)

X

Yan

Yad

Err

0.1

0.00099667994625

0.00099667994625

0.00000000000000

0.2

0.00789501280900

0.00789501280916

0.00000000000017

0.3

0.026218135120064

0.02621813512613

0.00000000000549

0.4

0.06079183396084

0.06079183266281

0.00000000129802

0.5

0.11552928931500

0.1155292320526°7

0.00000005726233

0.6

0.19533784411929

0.193353682252111

0.00000102159818

0.7

0.29614021078741

0.29612933798589

0.00001087280152

0.8

0.42498353297142

0.42490221596526

0.00008131700617

0.9

0.58020127486121

0.57975250432406

0.00046877053715

1.0

0.76159415595576

0.75958431938432

0.002209853657145

sa montrer que la MDA est converge vers la solution exacte, pour ce exemple.
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Conclusion

Conclusion

Dans ce travaile, on utilise la méthode de décomposition d’Adomian pour résoudre des
exemples des problémes de type (EDPs) est on démontre que la méthode de MDA est
efficace pour déterminer la solution approchée de ces problémes donnée (linéaire, non
linéaire), mais cette convergence n’est pas stable pour tous les problémes donné.

Et pour accélérer la convergence de cette méthode on utilise une modification sur la

méthode de décomposition d’Adomin, cette méthode notée MDAm.
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Résumé:

Dans ce travaille on présente la méthode de décomptions d’Adomian pour la résolution
des EDPs, du premiére ordre linéaire et non linéaire et on remarque la différence entre la
solution par cette méthode et la solution par des méthodes analytique et on résulte I'efficacité
de cette méthode

:Mots clés

méthode de décomposition d’Adomian, les séries, Equation aux dérivées partielles

Abstract:

In this work we present the principal of this methods called Adomian decomposition
method (ADM), to solve the linear and non linear equation, the form partial differential
equation, and the results obtained are compared between the solution and the exact solution.

Keywords: the Adomian decomposition method, the partial differential equation, the

series.
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