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Introduction générale  
 

       Malgré le passage de plus d'un siècle du temps sur l'apparition d'une équation Schrödinger, c'est 

encore une vraie application par les chercheurs en traitant beaucoup de problèmes physiques au 

niveau atomique et subatomique. Ils ont été de grands succès en réalisation des solutions pour les 

deux phénomènes principales, le potentiel purement Coulombien et l’Oscillateur Harmonique [1-2] 

           Actuellement, l’équation de Schrödinger est développé par plusieurs méthodes : la méthode 

de Nikiforov-Uvarov, super-symétrique mécanique quantique, calcule numérique, intéractions 

asymptotique, l’approché de l’intégrale de chemin …etc. pour étudier les différents un modèles 

quantique, dans les différents domaines de la science atomique, nucléaire, moléculaire….etc. [3-

20]. 

          En cas particulier  l’équation de Schrödinger peut être étudié des atomes hydrogéniques et 

les intéractions entre les quarks et l’anti quarks dans les mésons en basé sur le potentiel 

anharmonique à trois dimensions [21].  

 Le but principal : 

        L’objectif principal de ce travail est d’étudier l’équation de Schrödinger modifiée pour 

atomes hydrogéniques sous l'influence du potentiel anharmonique dans l’espace-phase non 

commutatif à trois dimensions pour approfondir l’étude le Prof. Tapas Das, intitulé par : 

Treatment of N-dimensional Schrödinger Equation for Anharmonic Potential via Laplace 

Transform, qui publié en EJTP 13, No. 35 (2016) 207–214 [21]. 

 Représentation du mémoire : 

Ce mémoire est constitué de trois chapitres  qui sont structurés  comme suit : 

 Chapitre I :  

Nous avons exposé quelques notions et hypothèses caractérisé la structure quantique et physique 

de l’espace-phase non commutatif, 

 Chapitre II :  
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    Nous avons présenté les résolutions de l’équation de Schrödinger pour le potentiel 

anharmonique dans l’espace ordinaire à 3 dimensions. 

 Chapitre III : 

    Nous avons étudié l’équation de Schrödinger modifiée pour le potentiel anharmonique dans 

l’espace-phase non commutatif à trois dimensions, on plus on va calculer les corrections 

d’énergie. 

Et en termine par une conclusion qui résume les résultats obtenus de notre travail. 
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Chapitre I  

La structure quantique de l’espace-phase   non-

commutatif à trois dimensions 
 

I.1. Introduction : 
 

        Dans ce premier chapitre ont traité les postulats et les hypothèses caractérisé la 

structure quantique et physique de l’espace-phase non-commutatif à trois dimensions, les 

éléments principales sont : 

 Rappelle sur la structure quantique ordinaire, 

   Les nouveaux postulats de l’espace-phase non-commutatif, 

 Le produit star et ces propriétés, la formule de Moyal-Weyl, 

 La méthode de Bopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale général, 

 La méthode de Bopp’s Shift et ces application pour un potentiel centrale spéciale de la 

forme  
r

c
brarrV 

2 , connue par le potentiel anharmonique ou Killingbeck 

potential, dans l’espace-phase non-commutatif à trois dimensions (NC -3D : RSP). 

 

I.2. Rappel sur la structure de la mécanique quantique 

ordinaire : 

 

 On sait que les débuts de la physique quantique connue en 1900, lorsque 

Planck, quantifier l’énergie de la lumière  hE   

( ondejoulh sec10.6262,6 34   ).  

 Actuellement, la mécanique quantique ordinaire est formulée sur l’espace 

commutatif des coordonnées de variable et le moment canonique des 

opérateurs hermétiques , suivants [1-2] : 

 
 
 














0,

0,

,

ji

ji

ijji

pp

xx

ipx 

……………………..………..       (I.1) 
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           Où   



2

h
  et   sont la constant de Planck réduit et le symbole ordinaire de 

Kronecker, respectivement, la quantification satisfait par les deux fondamentales principes 

concernant l’énergie el l’impulsion E  et ip : 

ii
xi

p

t
iE















…………………………………..       (I.2) 

 On sait que, l’énergie d’une particule de masse 0m  soumise des forces 

produit par un potentiel  trV ,  , en mécanique classique est donnée par : 

 trV
m

P
E ,

2 0

2

 ……………………………………(I.3) 

 Maintenant on applique les deux principes de quantification canonique 

présentée dans l’équation (I.2), on trouve : 

     
t

tr
itrtrV

m 

















,
,,

2 0

2




……….………...(I-4) 

Où   est le laplacien, en trois dimensions prendre l’expression suivant : 

2

2

2

2

2

2

zyx 












 ………………………………(I-5) 

 L’équation (I.4) connait par l’équation de Schrödinger dans l’espace-temps 

ordinaire basé sur les postulats présenté par (I.1).  tr,  Est la fonction 

complexe d’onde, qui déterminer la probabilité de trouver la particule à l’ 

instant t dans un volume rd 3

 
entourant le point r  [1-2] : 

  rdtrdP 3
2

, ………………………………...(I-6) 

 On peut transformer la fonction complexe d’onde  tr,  dans l’espace 

d’impulsion  tp,  par transformation de Fourier et on détermine la 

probabilité de p par : 

    pdtppdP 3
2

, ……………………………...(I-7) 

 

    Ce qui donne les relations d’incertitude de Heisenberg : 
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



















2

2

2







z

y

x

pz

py

px

……………………….…..……(I.8) 

 Une valeur très importante caractérisée la mécanique quantique ordinaire, connait 

par la valeur moyenne d’un opérateur  Â  noté par a , prendre les deux 

expressions dans le cas à deux et trois dimensions, respectivement :  

   

   







rdtrAtra

rdtrAtra

3
*

2
*

,ˆ,

,ˆ,
…………………….(I.9) 

Avec l’élément de surface rd 2  et l’élément de volume rd 3 . 

 Le vecteur densité de courant de probabilité   trJ ,


 est donnée par : 

   **

2
, 

mi
trJ


……….………….(I.10) 

On peut aller à la forme locale de l’équation de continuité ;  

    0,, 



trJtr

t


 ……………….…………..(I-11) 

Ou    2

,, trtr  traduit la densité de probabilité ; elle est parfaitement semblable à 

l’équation de conservation de la charge.  

 En mécanique quantique le moment angulaire global J

 est la somme des 

deux moments angulaire L

 et le moment de spin S


, donc [1-2] : 

SLJ


 ………………………………………...(I.12) 

Ce qui permit de trouver le couplage spin-orbite SL

 de la façon suivante : 

][
2

1 222 SLJSL


 ……………………………….(I.13) 

Les valeurs propres des opérateurs 22,LJ


 et 2S


 en mécanique quantique  1 c  : 







)1(

)1(

)1(

2

2

2

ssS

L

jjJ








…………………………………...(I.14) 

Les relations (I.13) et (I.14) permettent d’obtenir : 
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 )]1()1()1([
2

1
ssjjSL 


………..…….….(I.15) 

Avec
2

1

2

1
 ljl , donc on peut déduire pour un particle fermionique comme alors 

l’électron, les valeurs possible  
2

1
  lj  et 

2

1
 lj  correspondant une polarité de spin 

up et polarité de pin down. 

I.3. La structure quantique de l’espace-phase non-

commutatif à trois dimensions : 
 

          L’idée du non commutativité de l’espace introduit par Heisenberg dans les années 30 

puis développée par H. Syndre à la fin des années 40 [22-23], satisfait par nouveaux structure 

algébrique, connait par le règle de noncommutative commutations relations [22-52] :  

 
 
 

 
 
 





























ijji

ijji

ijji

ji

ji

ijji

ipp

ixx

ipx

pp

xx

ipx













ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0,

0,

,

……….…(I.16) 

           Ou  Nji ,1,   et N la dimensions de l’espace,   l’espace –temps non commutatif est 

définie en terme d’un ensemble de générateur  dits coordonnée non commutatif : 

 

 iiii

iiii

pxgpp

pxfxx

,ˆ

,ˆ




…………………………..(I.17) 

           Les deux paramètres    ,,, 






 






   sont deux tenseurs 

antisymétriques induits par la non commutativité position-position et impulsion-impulsion, 

respectivement. Il est très important de noter les dimensions    ,  est 

    22
Im, pulsionLenngth  respectivement. 

                Dans ce mémoire de master on sintérisé par l’espace-phase à trois dimensions 

(N=3), donc les indices   prendre les valeurs (i, j= ), dans ce cas particulière, satisfait les 

règles de commutations canonique suivant : 

     
     
 
 
 























2332

1331

1221

332211

332211

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ

ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ















ixx

ixx

ixx

xxxxxx

ipxpxpx

………………..(I.18) 

Et 
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     

 

 

 



















2332

1331

1221

332211

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

ˆ,ˆ

0ˆ,ˆˆ,ˆˆ,ˆ













ipp

ipp

ipp

pppppp

………………..(I.19) 

 

Remarque :  

         Dans l’espace non commutatif la construction des théories de jauge se fait de la même 

manière qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire [23-29] : 

 -Les champs classiques remplacés par les champs non commutatifs. 

 -Le produit ordinaire commutatif remplacé par le produit de Moyal-Weyl (produit star). 

         Il très important de noter que les relations de commutation dans l’espace non 

commutatif, satisfait par nouveaux produit connue par le produit star. 

 

I.4.Le produit star : 

     I.4.1.Formule de Moyal-Weyl : 

          Le formalisme   du star-produit introduit par Harman Weyl et Wigner pour permettre 

une description de la mécanique quantique en termes d’espace phases non commutatif [23-

53] : 

        pxgfgf
i

pxfgpxgf ppxx ,
2

,,* 




    (I.20) 

Avec  
 


x

pxf
pxfx






,
,   et  

 


p

pxf
pxfp






,
,  .     pxgf ,*  Représenté la nouvelle 

produit dans l’espace phase non commutatif et   pxfg ,  représenté l’ordinaire produit dans 

l’espace commutatif.                   

 

  

I.4.2.Propriétés du de produit star :  

Le produit star vérifie les déférentes propriétés suivant [23-28] : 

 a)-non commutatif : 

                                                         (I.21) 

 b)-associatif : 

                        (I.22) 

 c)-la relation du complexe conjugué  
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                                                    (I.23) 

 d)-La relation d’intégrale : 

               (I.24) 

 e)-Permutation cyclique : 

 

                   (I.25) 

 f)-Satisfait la règle de Leibniz : 

                                                                          (I.26) 

 

I.5.la Méthode de Bopp’s Shift : 

       Pour écrire  l’équation de Schrödinger dans l’espace-phase non-commutatif, on applique 

les étapes suivant |30-53] : 

 On remplace la fonction d’onde ordinaire  tr,  par nouveaux fonction d’onde  tr,ˆ̂ , 

 On remplace l’opérateur d’Hamiltonien ordinaire  ii xpH ,  par nouveaux 

operateur  ii xpH ˆ,ˆˆ , 

 On remplace l’énergie ordinaire E  par nouveaux valeur ncE , 

 On remplace le produit ordinaire par le produit star. 

               Les quatre étapes permirent d’obtenteur l’équation de Schrödinger dans l’espace-

phase non-commutatif 

     trEtrxpH ncii ,ˆˆ,ˆˆ*ˆ,ˆˆ                                                         (I.27)                                                         

La fonction d’onde  tr,ˆ̂  est peut être écrié : 

          )(ˆˆ,ˆˆ tfrtr                                                                         (I.28)                            

Cela permit de simplifier l’équation (I.27) : 

             rErxpH ncii
ˆˆˆˆ*ˆ,ˆˆ                                                         (I.29) 

           La méthode Bopp’s Shift permit de traité l’équation de Schrödinger déformée (I.27) 

comme une équation ordinaire à condition d’appliquée les deux translations : 

          rErxpH ncii
ˆˆˆ,ˆ  ………………………..………..(I.30) 

Avec l’opérateur d’Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  peut être écrié en trois variétés |40-53] : 
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   

   

   
























































RS :3D-NCpour      ˆ,
2

ˆˆ,ˆ

RS:3D-NCpour      
2

-ˆ,ˆˆ,ˆ

RSP:3D -NCpour      
2

-ˆ, 
2

ˆˆ,ˆ

i

ij

i

ij

ii

ij

i

ij

i

ijiii

jiiii

jijiii

xxxppHxpH

pxxppHxpH

pxxxppHxpH







 (I.31) 

C'est-à-dire, la variété (I.29), (I.30) et (I.31) correspond : 

                

















jii

jii

pxxx

xppp

2
-ˆ

2
ˆ

ij

i

ij

i





………………………(I.32) 

Et 

                     












jii

ii

pxxx

ppp

2
-ˆ

ˆ

ij

i

i

 ……………………(I.33) 

Et 

                       













ii

jii

xxx

xppp

i

ij

i

ˆ

2
ˆ


…………………(I.34) 

 

        Notation : Notre travail est fait dans l’espace-phase non commutatif a trois dimensions, 

pour cela les coordonnées   321
ˆ,ˆ,ˆ xxx   et  321

ˆ,ˆ,ˆ ppp dans les relations (I .16), (I .17), (I .18) 

et (I.19) est remplacé par le commutateur (  et  
zyx ppp ˆ,ˆ,ˆ  : 















zx

yx

xx

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

3

2

1

  et 















z

y

x

pp

pp

pp

ˆˆ

ˆˆ

ˆˆ

3

2

1

                                       (I.35) 

 

Et: 





















2

32

1

31

33

3

23

2
21

22

3

13

2
12

11

22
ˆ

22
ˆ

22
ˆ

xxxx

xxxx

ppxx







   et 





















2

32

1

31

33

3

23

2

21

22

3

13

2

12

11

22
ˆ

22
ˆ

22
ˆ

xxpp

xxpp

xxpp







      (I.36) 
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Avec le carré de (  et p̂ ) sont donné par : 

 

            2222 ˆˆˆˆ zyxr         Et  
2222 ˆˆˆˆ

zyx pppp           (I.37) 

   

       On utiliser le produit star pour résoudre l’équation de Schrödinger non commutatif, le 

but est remplacé le produit star avec le   produit habituel par Bopp’s shift.       

        La méthode de Bopp’s Shift est considéré comme une conséquence du produit star 

entre l’opérateur du potentiels  et La fonction d’onde complexe : 

       xxV
m

p
xxV

m

p






























 ˆ
2

ˆˆ*ˆˆ
2

ˆ

0

2

0

2

                                      (I.38) 

 Les deux opérateurs  et  écrire en trois dimension dans l’espace et phase non 

commutatives [35-53] : 

 

                                                                                                (I.39) 

    

                                                                               (I.40) 

Avec      

I.6.Application sur le potentiel anharmonique à  trois dimensions : 

  

       On applique les notions du président paragraphe sur le potentiel 

anharmonique  
r

c
brarrV 

2
, ce potential composé par trois termes : 

 Le terme quadratique : sous la forme   2

1 arrV   , est semblable à l’oscillateur 

harmonique 

 Le terme linéaire : sous la forme   arrV 2  

 Le terme de Coulomb : sous la forme   
r

c
rV 

3
 est semblable à l’atome 

d’hydrogène 
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        L’opérateur Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  correspondant la variété générale du non 

commutativité de l’espace-phase : 

 













  

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


…………..(I.41) 

Dans l’espace –phase non commutatif a trois dimensions (NC-3R : RSP),   l’opérateur 

Hamiltonien  ii xpH ˆ,ˆ  est donnée par : 

   r̂V
2

2ˆ
    

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

0

ij

i

ij

i 















m

p
pxxxppHxpH jijiii


   (I.42)  

Avec : 

        
r

c
rbrarV

ˆ
ˆˆˆ 2 

                                             

(I.43)

 
et  

              ……………  ………….(I.44) 

Les résultants de l’équation (I.39) permit de calculer les trois terms  ra ˆ  , rbˆ  et   
r

c

ˆ
 :  

 

 

 































Oaarra

O
r

b
brrb

O
r

c

r

c

r

c

L

L

L

22

3

ˆ

2
ˆ

2ˆ

                                        (I.45) 

Donc 

 











  La
r

b

r

c
rV

r

c
brar

232

ˆ
2 ………(I.46) 

La combinaison entre les deux équations (I.44) et (I.45) donnée : 

 
0

3

2
ij

i

ij

i
2222

2
 

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

m
a

r

b

r

c

r

c
brar

p
pxxxppHxpH jijiii

L
L
































 

(I.47) 

L’opérateur  













  

2
-ˆ, 

2
ˆˆ,ˆ

ij

i

ij

i jijiii pxxxppHxpH


 est la somme deux opérateurs 

 ii xpH ,  et  iipert xpH ,  
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          
r

c
brar

m

p
xpH ii  2

02

2
,                      (I.48) 

Et 

             












L
L

a
r

b

r

c

m
H pert

222 3

0


                (I.49) 
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Chapitre II 

Etude de l’équation de Schrödinger pour le potentiel 

anharmonique dans l’espace-ordinaire à trois 

dimensions 

II.1. Introduction : 

        L’équation de Schrödinger a été proposée en 1926 sur la base des Matrices de 

Heisenberg 1925 et c’est développée pour décrire les petits objets (relativement : les atomes), 

et la résolution analytique de l’équation de Schrödinger à trois dimension reste un problème 

très important intervenant dans de nombreux calculs de la physique moderne.  

        Dans ce chapitre on va résumer les solutions de l’équation de Schrödinger pour le 

potentiel anharmonique à trois dimensions et on révisée les fonctions d’ondes, les énergies 

correspondante à l’état excités n. 

    II.2.Etude de l’équation de Schrödinger pour le potentiel anharmonique 

dans l’espace –ordinaire à trois Dimensions : 

              Le potentiel (Anharmonic) ou anharmonique est considéré potentiel purement 

central, dépond par la distance r, physiquement, ce potentiel jeu un rôle très important [21] :  

1- Pour étudier des atomes hydrogéniques  

2- Pour étudier les interactions entre les quarks et l’anti quarks dans les mésons. 

L’expression analytique de ce potentiel dans les cordonnées sphériques [21] : 

 
r

c
brarrV  2 ........................................(II.1)

 

           Ce potentiel composé par trois termes, le premier terme est le potentiel d’oscillateur 

harmonique    2

1 arrV   et la deuxième connue par terme linéaire    brrV 2  et le dernière 

le potentiel Colombien  
r

c
rV 3  . Les paramètres  a  , b  et c  sont des constantes.  Dans 

l’espace de Hilbert à N dimension, l’équation de Schrödinger est donnée par:     

   trEtrH ;;      ………………………(II.2) 

Où E   est l’énergie total du system et l’opérateur H   donnée par :  
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 trV
m

P
H ,

2 0

2

     …………………...................   (II.3) 

Pour lé états stationnaire,  la fonction d’onde  tr;  peut etre ecrié de la facon suivant: 

    r
E

itr 










exp;        ………….……………….  (II.4)                  

Avec  H   est composé de  deux termes , le premier connue par le terme cinétique et la 

deuxieme le potentiel di’nteraction:     

 rV
m

P
H 

0

2

2
    ….…………….………………    (II.5) 

Ou   est la masse réduit. Si on n appique les deux pricipes de quantification canonique 

t
iE



    et 

ii
xi

p






, on a trouvé l’équation de Schrödinger ordinaire: 

     
t

tr
itrrV

m 

















,
,

2 0

2




…….…….…………..   (II.6) 

       Dans l’espace ordinaire à trois dimensions, et en coordonnées sphériques   ,,r , le 

l’opérateur Laplacien s’écrit comme suit : 

  


 2222

2

2
sin

1
sin

sin

11








































rrr
r

rr
  …….  (II.7) 

Ou bien, de la forme  equivanlant: 

 
r

L
r

rr
22

2
2

2

1









  …………………………………….  (II.8) 

Avec : 

  






































 2

2

2

22

sin

1
sin

sin

1
L  ................   (II.9) 

II.2.1 Les moments cinétiques : 

En mécanique quantique, les moments classée en trois familles : 

- Le moment cinétique orbital noté par L  

- Le moment de spin, noté par S  

- Le moment total LSJ   

Le moment cinétique orbital L  définie par : 

prL


 ……………………………….……….    (II.10) 
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Avec Vmp


0 et les composants cartésiennes est donnée par : 


















pypxL

pxpzL

pzpyL

L

xyz

zxy

yzx


   ………………..…………    (II.11) 

    Donc : 










































































x
y

y
x

i
L

z
x

x
z

i
L

y
z

z
y

i
L

z

y

x







  …………....................   (II.12) 

En coordonnées sphérique   ,,r  les composants cartésiennes est donnée par : 





















































































i
L

i
L

i
L

L

Z

Y

X








coscotsin

sincotcos

 ….............  (II.13) 

 et         

   

     














,1,

,,

22 yllyL

ymyL

l
m

l
m

l
m

l
mz




    ……………………..   (II.14) 

Avec  1,0  nl .  Et le moment cinétique J est :  

JJJJ zyx

 2222      ………………………………  (II.15) 

et : 

 











mjmmjJ

mjjjmjJ

z ,,

,1, 222







    ……………………….  (II.16) 

Avec l’opérateur de couplage spin-orbite SL


 peut récrierai sous la forme : 

 SLJSLSLSL


22222

2

1

2

1







 




  ……………….  (II.17) 

La fonction d’onde transformée en coordonnées sphérique : 

    ,,, rtr 


…………………………….....    (II.18) 

Donc l’équation de Schrödinger devient :  
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 
   

 







,,                            

,,
sin

1
sin

sin

11

2 2

2

222

2

2

2

r

rrV

rrr
r

rr









































































  … (II.19) 

et 

   

 










,,                              

,,
sin

1
sinsin

sin

1

2 2

2
2

2

2

r

rrV
r

r
rr






































































 … (II-20) 

           Maintenant on écrire les solutions de l’équation de Schrödinger à la forme d’un produit 

d’une fonction radiale  rRl  et d'une fonction angulaire   ,Y
l
l à trois dimensions :                                                                                                                                                                                         

      ,YrRx m
ll   ………………….………    (II.21) 

          Où  rRl  est la partie radiale de la fonction d’onde qui dépend seulement de rayon r el 

  ,Y
m
l représenté la partie angulaire dépend   des angles . La fonction 

radiale  rRl  satisfait l’équation suivant, dans l’espace a N dimensions [21] : 

  02
)2(1 2

22

2























 rR

r

c
brarE

r

Nll

dr

d

r

N

dr

d
nl   (II.22) 

Dans l’espace à trois dimensions, l’équation (II-22) devient [21] : 

 

  02
)1(2 2

022

2




















 rR

r

c
brarEm

r

ll

dr

d

rdr

d
nl           ….. (II-23) 

      On basé sur le travail de Le Prof. Tapas Das, intitulé par : Treatment of N-dimensional 

Schrödinger Equation for Anharmonic Potential via Laplace Transform, qui publié en 

EJTP 13, No. 35 (2016) 207–214, la fonction d’onde normalisée et l’énergie des systèmes 

 rmln ,,  et l’energies lnE ,  , sont donnée par dans l’espace-temps à N dimensions [21] : 

 

 













  r

a
br

a
r

n

C
rR nlln

nl
22

exp
!

2, 
 …….. (II-24) 

et 

      
a

b
Nln

a
E ln

4
2

2

2

, 


      …….…….. (II-25) 

La constante de normalisation lnC ,  est donnée par [21] : 
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
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


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


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







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


























N
nl

nC

nl

ln                   (II-26) 

 

 Avec 
2

a
   , 






2

b
  et   








22

1 cn



 .      

    Pour l’espace à trois dimensions 3N , la fonction d’onde normalisée et l’énergie 

des systèmes sont réduit à la forme :           

   


,
22

exp
!

2,

,,

m

l

nlln

mln Yr
a

br
a

r
n

C
r














               (II-27) 

et 

      
a

b
ln

a
E ln

4
32

2

2

, 


                                     (II-28) 

 

La constante de normalisation lnC ,  est donnée par : 

 

          
 

 

2/1

2
2

3

,
2

exp
2/3

22
!


































nl
nC

nl

ln                    (II-29) 

Et   ,m

lY  sont les Harmonique sphériques à trois dimensions. 
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Chapitre III : 

 

Nouveau traitement de l'équation de Schrödinger modifiée pour le 

potentiel anharmonique en l’espace phase non commutatif à trois 

dimensions dans les symétries de la mécanique quantique 

généralisée 

Treatment of 3-dimensional Modified Schrödinger Equation for 

Anharmonic Potential in noncommutative space phase in the 

symmetries of generalized quantum mechanics 
 

 
III.1 Introduction : 

 

        L’objectif de ce chapitre, est l’étude de l’équation de Schrödinger modifiée pour 

le potentiel anharmonique, dans l’espace phase à trois dimensions qui peut être utilisé : 

3- Pour étudier des atomes hydrogéniques  

4- Pour étudier les interactions entre les quarks et l’anti quarks dans les mésons. 

dans l’espace-phase non commutatif à trois dimensions en utilisant la méthode Bopp’s 

Shift et le théorème de perturbation pour trouver les corrections des énergies 

correspondant aux états excité n. 

III.2.L’opérateur d’ Hamiltonien pour le potentiel anharmonique dans l’espace-

phase non commutatif à trois dimensions (NC : 3D-RSP) : 

        Pour étudier l’équation de Schrödinger modifiée pour le potentiel anharmonique 

en l’espace phase non commutatif à trois dimensions, la première étape est l’écriture 

cette équation dans l’espace-phase non commutatif à trois dimensions [30-53] 

  
























rErxpH anncii
ˆˆˆ,ˆˆ ……………………………(III-1) 

Tel que : 

- L’opérateur  ii xpH ˆ,ˆˆ  noté a l’ Hamiltonien dans l’espace- phase non 

commutatif à trois dimensions, 
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- 











r̂  noté à la fonction d’onde complexe dans l’espace- phase non commutatif 

à trois dimensions, 

- anncE   noté à la l’énergie produit par l’interaction anharmonique dans l’espace 

phase non commutatif à trois dimensions, 

- Le symbole   est noté de la produit étoile. 

L’opérateur  ii xpH ˆ,ˆˆ  peut être traité en trois modèles physiques [36-53] : 

 

 

  RP)-3D :(NCfor                    ˆ;
2

ˆˆˆ,ˆˆ

RS)-3D :(NCfor                        
2

ˆ;ˆˆˆ,ˆˆ

RSP)-3D :(NCfor      
2

ˆ;
2

ˆˆˆ,ˆˆ

















































ixixjx
ij

ipipHixipncH

jp
ij

ixixipipHixipncH

jp
ij

ixixjx
ij

ipipHixipncH







………….(III-2) 

 Le premier modèle correspondant  













 jp

ij
ixixjx

ij
ipipHixipncH

2
ˆ;

2
ˆˆˆ,ˆˆ


, cela 

signifie que la déformation est appliquée sur l’espace et la phase, 

 La deuxième modèle correspondant













 jp

ij
ixixipipH

2
ˆ;ˆˆ



, cela signifie que la 

déformation est appliquée sur l’espace, 

 Le troisième modèle correspondant 












 ixixjx

ij
ipipH ˆ;

2
ˆˆ


, cela signifie que la 

déformation est appliquée sur la phase 

         L’équation de Schrödinger modifiée peut être traité par la méthode de Bopp’s 

shift, cette méthode permet d'utiliser  les mécanismes du  produit ordinaire avec des 

translations appliquées à la potentiel anharmonique et le terme cinétique, les deux 

commutateurs, qu'ils décrivent les déformations de l’espace et la phase deviennent : 

              ixx ˆ,ˆ et    ipp ˆ,ˆ    ………………… (III-3) 
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Avec, les deux opérateurs ( x̂ et p̂ ) sont donnée par [30-53]:  

      

















xpp

pxx

2
ˆ

2
ˆ




  ..................... .................................. (III-4) 

    Avec les indices  3,2,1,  . L’équation de Schrödinger modifiée, ce réduite a la 

forme suivant : 

     rErxpH nciinc


 ˆ,ˆ  ..................... ............................ (III-5) 

Avec, L’opérateur d’Hamiltonien  iinc xpH ˆ,ˆ , qui correspondant le premier modèle 

prendre la forme : 

   rV
m

p
xpH nc

ˆ
2

2ˆ
ˆ,ˆ

0

  ..................... ......................... (III-6) 

Le potentiel anharmonique dans l’espace (NC : 3D-RSP) prendre la forme suivant : 

           
r

c
rbrarV

ˆ
ˆˆˆ 2      ..................... ........................ (III-7) 

On a basé, sur les références de notre encadreur Prof. A. Maireche [40-53], nous avons 

discuté dans le premier chapitre, les deux opérateurs  2r̂  et 2p̂  dans l’espace phase 

non-commutatif à trois dimensions :  

 

  132312

132312

22

  avec  22ˆ

   avec  ˆ

 zyx

zyx

LLLOpp

LLLOrr









LL

LL
 … (III-8) 

 

Les trois composantes du moment cinétique sont donnée par : 

xyxz

xzxy

yzx

yppL

zppL

zpypL







…………………………..(III-9) 

L’équation présentée par (III-8) permettre de trouver les trois termes : 
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22

3

ˆ

2
ˆ

2ˆ

      …………..(III-10) 

Ces résultats récents permettre de donnée la nouvelle forme du potentiel anharmonique 

dans l’espace phase non commutatif a trois dimensions : 

      











  La
r

b

r

c
rV

r

c
brar

232

ˆ
2   …..(III-11) 

Donc, l’équation (III-10) devinant : 

      











 La
r

b

r

c
rV rV

232

ˆ )(   …………..(III-12) 

        C’est à dire que le potentiel anharmonique dans l’espace phase non commutatif  à 

trois dimensions est la somme de deux parties principale, le premier )(rV  est le 

potentiel anharmonique dans l’espace ordinaire  a trois dimensions et l’autre partie 












 La
r

b

r

c

232

 est la contribution de la déformation produit par la non-commutativité 

de l’espace. L’opérateur d’Hamiltonien dans l’espace phase non commutatif à trois 

dimensions est la somme de potentiel anharmonique dans l’espace phase non 

commutatif à trois dimensions et la parie de terme cinétique ans l’espace phase non 

commutatif à trois dimensions : 

         ,,an-pert,ˆ,ˆ  rHxpHxpHnc    ………….(III-13) 

Avec   xpH , et  ,,k-pert rH  sont donnée par, respectivement : 

         
r

c
brar

p
xpH

m
 2

002

2
,      …………….……….(III-14) 

et 
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   





,

2

,,
232

p OranH a
r

b

r

c
ert 




 









L

L  …………(III-15) 

L’opérateur   xpH ,  décrié L’Hamiltonien dans l’espace ordinaire à trois dimensions 

et   ,,k-pert rH  est produit par les deux déformations de l’espace et la phase.  On 

remarque que l’opérateur  ,,k-pert rH  proportionnel avec deux paramètres   et   . 

III.3. L’opérateur Spin-Orbite modifié pour le potentiel anharmonique dans 

l’espace-phase non commutatif (NC : 3D-RSP) : 

        D’après, les formes mathématiques du 2-couplages (


L  et


L ) observé dans les 

équations (III.8), elle est possible physiquement de remplacé   par (


 SL et


SL ), 

respectivement : 









SL

SL





L

L
………………………………..(III-16) 

Avec 


S est le spin de l’électron et  constante ordinaire de proportionnalité. Ce qui 

permit de réécrire l’équation (III-15) comme suivant : 

   














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c
rH soert ranH




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222
,,

3p ,, ….(III-17) 

         En mécanique quantique ordinaire, les ensembles des opérateurs , ... qui 

forment un 

ensemble complet d’observables complet sont commutent (ECOC). En applique ce 

règle sur les ensembles d'opérateurs (  ,,rH so , 2J , 2L , 2S et )zJ , c'est-à-dire [1-2]: 

      0,J,J,J 22222  zJSL  ………….………(III-18)                              

 Et leurs valeurs propres correspondent : j(j+1)  , l(l+1) ,  s(s+1)  et m ( lml   )  

dans le système  (c = ħ =1 ) ,donc   
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Avec  J  est la somme géométrique des moments (  et  ) et 2/12/1  ljl .  Ce 

qui permit de trouver le couplage spin-orbite   de la façon suivante [1-2]:  








 
 222

2

1
SLJSL ……………………….(III-20) 

Donc ; on a : 

                  






 
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)1()1()1(
2

1 222

sslljjSLJSL  (III-21) 

Maintenait, on applique ce resautant sur l’électron, on a deux valeurs : Si j = j +   on 

dit que l’électron de spin up et si J = l -    , l’électron de spin down. Donc, on a : 
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Ou  p  et p sont donnée par 
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Maintenait, on peut former une matrice d’ordre   33  pour représenter l’opérateur 

spin-orbite pour le potentiel anharmonique dans l’espace phase non commutatif (NC : 

3- RSP) : 

 
     
     
      
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H ….............................. (III-23) 

Dans la base ECOC, les trois éléments non nulle de la matrice  sosĤ  peut être écrié 

sous la forme: 
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… (III-24) 

III.3. Le spectre énergétique : 
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III.3.1 Le spectre exacte produit par l’opérateur spin-orbite pour le potentiel 

anharmonique en (NC : 3D-RSP) : 

            Nous avons observé que le potentiel modifié  ,,an-pert rH  est proportionnel au 

deux paramètres infinitésimale  ,  et cela signifie que  ,,an-pert rH  prend une 

valeur très petite par rapport à la partie principale   xpH , , donc on peut appliquer le 

théorème de perturbation pour obtenir les modifications exacte d’énergie peranE   au 

premier ordre en  , . L’énergie totale dans l’espace-temps non commutatif  anncE   

est la somme de l’énergie correspondant à l’espace ordinaire E  et les corrections 

perncE   : 

perncannc EEE   ……………..…….………… (III-25) 

Le théorème de perturbation permet d’obtenir les corrections au premier ordre de la 

façon suivante : 

  nHnE rpernc ,,an-pert   ……….……..….. (III-26) 

On peut récrire l’équation (III-26) sous la forme : 
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    Ou  rd 3  représenté l’élément de volume en coordonnées sphériques   ,,r , qui est 

donnée par : 

 drdrd 2 ………………………………………. (III-28) 

Avec l’angle solide     ddd .sin  et  rmln ,,  la fonction d’onde qui est définie 

par [21] : 
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ln . Donc, on peut écrire l’équation (III-27), de la 

forme : 
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La fonction d’onde  rmln ,,  normalisée, cela permet d’écrire : 
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l

m
l  …………………..………  (III-31) 

Ce qui permit de réduit les corrections trouvées par l’équation (III-31) sous la forme 

suivant : 
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On remplace le terme de couplage spin-orbite SLa
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Ce qui permettre de récrire les corrections au premier ordre sous la forme : 
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L’équation (III-34) ont réduit en deux équations séparée : 
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On remplace la partie radiale de la fonction d’onde )(rR  dans   les deux équations (III-

35) et (III-36) : 

  dra
r

b

r

c
r

a
br

a
rp

n

C
E nlln

upernc
































 



  




2222
2

2
2exp

!
,

3

2222

0

2

2

,

:
 (III-37) 



Chapitre III :      Nouveau traitement de l'équation de Schrödinger modifiée   pour le potentiel  

anharmonique en l’espace phase non commutatif à trois dimensions dans les   

symétries de la mécanique quantique généralisée 
 

 

26 
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On peut simplifier les 2-équations (III-37) et (III-38) pour trouver : 
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Avec les quatre termes  4,1iTi  sont donnée par : 
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Pour obtenir les résultants d’intégrales, ont appliqué l’intégrale spéciale parenté dans 

l’équation (II.42) suivant [54] : 
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D  noté de la fonction parabolique cylindrique,    est la fonction Gamma 

et (   0Re l  ,  0Re l . Ce qui permit de trouver les résultats suivant : 
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Avec 
a

b
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2
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   et
2

2
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  . Ce qui permit d’obtenir les corrections  , perncE   on 

fonctions des paramètres  ,  et les paramétrées de potentiels a, b et c : 
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Avec sncT  et pncT   sont donnée par : 
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L’énergie  ,: uncE  et  ,: DncE  de l’état excité n dans l’espace –phase -non 

commutatif a trois dimensions produit par l’effet de la non-commutativité, est la 

somme de l’énergie lnE ,  qui donnée par (II.28) de l’état excité n dans l’espace-temps-

ordinaire et les modifications non commutatif, correspondant aux deux polarisations 

de l’électron up et down, et qui sont déterminés par les équations (III-44) et (III-45), 

respectivement : 
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      Et l’opérateur d’Hamiltonien diagonale ncĤ  correspondant peut être représenté par 

une matrice carrée d’ordre   (3*3), composée par les éléments suivants : 
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Notez clairement que les nouveaux niveaux d'énergie deviennent dégénérés, chaque 

niveau d'énergie devient deux niveaux, c'est à cause de l'effet automatique produit par 

l’influence de spin-orbite interactions. 
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CCoonncclluussiioonn  ggéénnéérraallee   

 

         A traverse ce mémoire de master en filière physique, spécialité théorique : 

Promotion 2017-2018 

Nouveau traitement de l'équation de Schrödinger modifiée pour le potentiel 

anharmonique en l’espace phase non commutatif à trois dimensions dans les 

symétries de la mécanique quantique généralisée 
         Le but de ce mémoire est l’étude du système physique comme les atomes 

hydrogéniques dans le cadre de l’équation de Schrödinger modifiée pour le potentiel 

anharmonique, en géométrie non   commutatif à trois dimensions. 

        En premier chapitre nous avons représenté les formalismes mathématiques et 

physiques de l’espace-phase non commutatif à trois dimensions, en appliquant ces 

principes sur les atomes d’Hydrogène sous l'influence le potentiel anharmonique. 

        Dans le deuxième chapitre, nous avons révisé l'effet du potentiel anharmonique 

sur système physique comme les atomes hydrogéniques ont basé sur le travail de Prof. 

Tapas Das, intitulé par : Treatment of N-dimensional Schrödinger Equation for 

Anharmonic Potential via Laplace Transform, qui a publié en EJTP 13, No. 35 (2016) 

207–214. 

       En troisième chapitre nous avons étudié l’effet du non commutativité de l’espace 

phase a trois dimensions, en appliquant la méthode de Bopp shift de premier ordre 

dans les paramètres de non commutativité , les modifications sur l’énergie à 

l’état excité sont établis, nous avons construit Hamiltonien non commutative 

  xpHnc
ˆ,ˆ  , on peut conclure que l’application de la non commutativité  dans ce 

travail sur le potentiel anharmonique, inclue l’effet de couplage spin-orbite d’une 

façon interne.    
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      In this work, of master memory, in theoretical physics, (2017/2018), we have studied the 

Schrödinger equation for anharmonic in noncommutative three-dimensional spaces-phase by 

applying the Bopp's shift method to first order in the noncommutative parameters ( and ), 

instead of using the star product method. We apply perturbation theory to obtain the 

corrections to the energy levels.   

Keywords: Star product, noncommutative space, phase, and anharmonic potential. 

 ملخـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــص

(. درسىا معادلت شزوديىغز ححج حأثيز 2017/2018)ة مذكزة الماسخز في الفيزياء الىظزفي هذا العمل الخاص ب        

الىاحج عه الجذاء  بذلا مه الحل المباشز Boppفي الفضاء اللاحبادلي ثىائي البعذ بخطبيق مبذأ   anharmonicكمون يسمي 

 جذوا الخصحيحاث على مسخوياث الطاقت بخطبيق وظزيت الاضطزاباث..  و و  يهالىجمي. إعخمذوا الىاحج الموافقت للحذ

 الجداء النجمي. الفضاء اللاتبادلي و الكمون المركزي الكلماث المفخاحيت: 
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