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Résumé

Dans ce mémoire on a traité une notion topologique importante dans I’analyse fonction-
nelle ;notamment la propriété de la continuité des opérateurs intégraux de type Fredholm
dans les espaces fonctionnelles de type Orlicz Lg

Mots clés : La continuité,équation intégrale,équation intégrale de Fredholm,espace

d’Orlicz.
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Notations

Espace mesuré de mesure p.
L’espace de Lebesgue.
L’espace dual de Lebesgue.
essinfq p(x).

ess supg p(x).

ouvert borné de RY.
mesure de I’ensemble €.
Fonction d’Orlicz.

La fonction complémentaire de ®.
L’espace d’Orlicz.

La classe d’Orlicz.

La norme d’Orlicz.

La norme de Luxemburg.
La norme d’Amemya.
sup{z >0:®(z) =0}.

Opérateur intégral.
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Introduction

L’équation intégrale de Fredholm est une équation intégrale étudiée par Erik Ivar Fredholm
(1866-1927) était un mathématicien suédois qui a établi la théorie d’équation intégrales
et son document 1903 & Acta Mathématica a joué un role majeur dans 1’établissement de
la théorie des opérateurs Fredholm est surtout connu pour son travail sur les équations
intégrales et la théorie spectrale.

les opérateurs intégraux constituent des objets fondamentaux en analyse fonctionnelle
,ou ils permettent notamment de transformer les équations fonctionnelles en une version
plus simple afin de les résoudre facilement.

ils interviennent dans plusieurs domaines tels que les équations aux dérivées partielles
Jles phénomeénes de diffusion et les équations intégrales. En ce qui concerne notre sujet
({continuité des équations intégrales de type Fredholm dans les espaces d’Orlicz)) on s’intéresse
a I’étude du probléme de la continuité dans différents espaces ,en particulier ’espace de
Lebesgue L (2) et puis dans I'espace d’Orlicz.

Notre travail est reparti en deux chapitres:

Dans le premier chapitre,est consacré a un rappel général de les espaces de Lebesgue
et les espaces de Lebesgue généralisée. Puis,nous présentons les espaces d’Orlicz et leurs
propriétés fondamentales.

Dans Le deuxiéme chapitre,nous rappelons quelques définitions sur les équations in-
tégrales linéaires de type Fredholm et étudier la condition de la continuité dans 1’espace
d’Orlicz.

Enfin, nous espérons avoir introduit avec succes ce théme des équations intégrales ce qui
est trés important dans les domaines scientifiques,et ’analyse théorique, les domaines de

I'ingénierie mathématique,...etc.



Introduction

Nous espérons que ce mémoire sera utile pour les étudiants qui sont préts a faire des

recherches dans ce domaine.



Chapitre 1

Espace d’Orlicz

Dans ce chapitre ,nous présentons quelques définitions et théoréme de base sur les espaces
fonctionnels,notamment les espaces des fonctions,ce sont

les espaces de Lebesgue ,Lebesgue généralisé et ’espace d’Orlicz.

1.1 Rappels et notions fondamentales

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel normé)
Soit E un espace vectoriel sur le corpsk = R ou C,on appelle norme sur l’espace E toute
application notée || - ||définie sur E o valeurs dans R vérifiant pour tout x,y € E et A € k
() ||  ||= 0 si seulement si x = 0.
(@i) || Az [[=[ A = |
(iii) |z +y [|<| = [l + 1y

toute espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.1.2 (Suite de Cauchy)

Soit x, une suite d’éléments d’un espace normé (E,||||),on dit que la suite x, est de

Cauchy si,on la relation suivante

Ve > 0,3dN,, Vp,gq>N., onalz,—z,|<c¢



1.2. Espace de Lebesgue L* (£2)

Lemme 1.1.1 [J]
Soit x, une suite de cauchy dans un espace normé (E, ||||) contient une sous suite

convergente vers x alors la suite x, et aussi convergente vers le méme élément x.

Définition 1.1.3 (Espace complet)
Un espace vectoriel normé (E, ||||) est dite complet ,si toute suite de Cauchy d’éléments

de E est une suite convergente dans E.

Définition 1.1.4 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach toute espace vectoriel normé et complet.

Définition 1.1.5
Soit A un opérateur intégral, on dit que l'opérateur A est continu dans l’espace fonc-
tionnel X, si la suite {u,} convergente vers une fonction u, on obtient la suite {A(u,)}

converge vers A(u).

Définition 1.1.6

On dit que la fonction ® est convexe, s’elle est vérifiée linégalité suivante
Slau+ (1 —a)w) < ad®(u) + (1 —a)P(v)

pour tous (0 < a < 1).

1.2 Espace de Lebesgue L7? ({))

Définition 1.2.1
Soient Q0 un espace mesuré et 1 < p < oo ,on note par LP (Q) les classes de toute les

fonctions mesurables f définies dans ), ot

[ 1@<

la fonctionnelle || - ||, définie par

I = Uglf(w)lpdxr

et une norme dans LP (2), pour 1 < p < oo.



1.3. Espace LP®)

1.3 Espace LW

1.3.1 Définitions et propriétés

Définition 1.3.1

Soit Q) un ensemble de R™ ,on note par
P (Q) = {tous les fonctions mesurables p : 2 — [1,00]}

les élément de P () sont appelés exposants variables sur Q) .

On pose P§ = essycqsup p(x) et Pug = esSzeqinf p ()

Définition 1.3.2
Soitp € P () et
prsoey ()= [ 1 () P

on définit 'espace de Lebesgue avec exposant variable LP®) (Q) par

@) Q) = {f mesurable : ;in% Prr) () (Af) = 0}

munt de la norme

| fllpe=1nf A > 0: prpe) (é) <1

Remarque 1.3.1
Si la fonction p () = p = cst,donc la norme coincide avec la norme usuelle de l’espace
LP () ,autrement dit
p@ (Q) = L” ()

1.3.2 Inégalités auxiliaires

Théoréme 1.3.1 (Inégalité de Holder)
Soit p € P(Q), pour toute fonction f dans LP® (Q) et pour toute g € P @) (Q),on a
[inégalité suivante

/Q | f (@) g (@) [ de <y (| ]l g1,

5 fimi o 11
avec la constante r, définie par : r, = c, + T



1.4. Espace d’Orlicz

Preuve. pour la preuve voir [3] =

Remarque 1.3.2
Si | Q|= 0, alors lespace LP™®) (Q) c’est l'espace d’Orlicz .

1.4 Espace d’Orlicz

Les espaces d’Orlicz ont été présentés la premiére fois en 1931 par le mathématicien polonais
W. Orlicz et plus tard a été baptisé du nom de lui .

dans cette section on expose cet espaces et leurs propriétés fondamentales.

1.4.1 Définitions et exemples

Définition 1.4.1
On appelle fonction d’Orlicz une fonction ® : R — [0, 00| telle que
1.9 pair ,conveze et continue et ® (0) =0

2.9 (x) > 0 pour tout © >0
®(z) ®(z)

xT

8.lim,_q et lim,_, =00

la fonction ® et dite N — fonction

Exemple 1.4.1
Les fonctions suivantes,
U(z)=exp(|z])—1et®,(r) =1 <p<oo

sont des fonctions d’Orlicz.

Définition 1.4.2 (définition équivalente)
Soit ® une fonction

® est une N-fonction si elle admet la représentation intégrale suivante :

||
CIJ(J:):/O p(t)dt

ot la fonction p définie sur [0, +oo[ a valeurs dans R vérifie les conditions suivantes:

1)p(0)=0



1.4. Espace d’Orlicz

2)p(t) >0 sit>0 etlim ,op(t) =400
3) p est continue adroite pourt > 0

4) p est croissante sur RT

1.4.2 Fonction complémentaire d’une fonction d’Orlicz

Définition 1.4.3
Soit ® une fonction d’Orlicz ,alors la fonction ®* : R — [0, 00] définie par:
" (z) =sup{ry — @ (y)}, ¥y €R

s’appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de P.

Théoréme 1.4.1
Soit ® une fonction de Young (N — fonction) et ®* la fonction conjuguée ,alors ®* aussi

est une fonction de Young .

Preuve. Nous allons démontre que ®*est une N — fonction.

1) ®*est paire,si elle vérifie la condition:

o (—z) = & (2)

®* (—x) = sup {(—zy) — ® (y)}

>0

on peut écrire
sup (—2y) = sup (zy)

alors

" (—x) sup{zy — @ (y)},Vy €R

x>0

o (—z) = O ()

Donc ®* est paire.

d* est convexe ,si Vi, z € RT VA € [0,1]

O [(1— Az + A2] < (1= \) D (z) + \D* (2)



1.4. Espace d’Orlicz

On a
P [(1—=Nz+Az] = ili%){[(l—/\)x—l—)\z]y—@(y)},‘v’yeR
= ili%){[(l—A)JJ—l—AZ]y—@(y—)xy—l—)\y)},VyE]R

on a ¢ est convexe,alors

P [(1-ANzx+Az] < ig}g{[(l—A)w+AZ]y—(1—A)¢(y>—A<I>(y)}
< iglg{(l—A)[xy—fb(y)]+A[zy—<1>(y)}}

de plus

O [(1 =N x+ Azl < (1= A)sup[ry — @ (y)] + Asup [zy — @ (y)]

x>0 x>0

alors
P [(1—=Nz+Az] < (1=X)D" (z) + A\D" (2)

donc ®*est convexe.

pour tout x ,la relation zy — ® (y) = 0,si y = 0 i.e * () > 0 donc il est trivial que
o* (0) = 0.

On a ® est continue (par la définition) alors ®* est continue.

2) pour démontre que ®* > 0,pour tout z > 0 ,on a dans les conditions de N-fonction,la
fonction ® est positive d’out @ (x) > 0 ,de plus le ’sup’ est positive,d’on

Sup {ry — @ ()}

est positive ,Donc

sup {zy — ® (y)} > 0, pour tout y > 0
x>0

alors ®* est positive.

3)on a
o - &
i 2@ s (-0}
z—0 x z—0 x
o
= limsup{y— (y)},yE]R
z—0 x>0 €T
)
= limlimsup{ —ﬁ g},yER
z—0 y—0 >0 Yy x
)
= limsuplim{ —ﬂ-g},yeR
r—0 >0 y—0 Yy xT



1.4. Espace d’Orlicz

on a
Donc
on a
lim
Tr——+00
et on a
alors

Inégalité de Young

Proposition 1.4.1

tim 28
y—0

@*
lim (z) =0
x—0 x

Sy
[ SWPazo {2y (y)}’y cR

r——+00 T

)
lim sup{y—ﬁ~g},y€R
x

xr—-+00 >0 y

)
lim ﬁ = 400
Tr—-+00 y
@*
lim (x = 400

Le couple (P, ®*) satisfait a l'inégalité suivant dite inégalité de Young ,

Remarque 1.4.1

zy > ®(x) + D" (y) Ve,y € R

On déduit d’aprés inégalité de Young

et par conséquent on a

" (y) =z zy — @ (2)

" (y) = max {zy — @ (2)}

x>0

cette formule est une définition de N-fonction complémentaire de .



1.4. Espace d’Orlicz

Inégalité de Jensen

Définition 1.4.4
Soit & une N-fonction

(i) Soit uy,usy, ....,u, € R et ay,ag, ..., a,, des nombres positifs ,alors

(1.4.1)

o (1w + iy + ... + iy, < a1 ® (ug) + as® (ug) + ... + a,® (uy,)
a1 +oag+ ...+ - a;+ag+ ...+ oy

(i1) Soit a = « () définie et positive sur §2,alors

Jou(z)a(z)ds Jo @ (u(x))a(z)dx
‘1>< Joo(z)dx ) : Joo(z)da (142)

Remarque 1.4.2
L’inégalité (1.4.1) est appelée inégalité de Jensen et l'inégalité (1.4.2) est appelée inégalité

intégrale de Jensen.

1.4.3 La condition A,

La condition A, est une condition de croissance sur les fonctions d’Orlicz , elle joue un role

trés important dans ’étude de la géométrie des espaces d’Orlicz .

Définition 1.4.5

Une fonction d’Orlicz ® (x) satisfait la condition Ay, s’il existe k > 0 et xg > 0 tel que ,
® (22) < kP (2) Vo > xg

Exemple 1.4.2
La N-fonction ® (x) = a | x |*, (o > 1) peut donner d’ezemple simple de fonction satis-

faisant la condition As pour toutes les valeurs de x dans la mesure ot

O (2z) = a2” | x |*= 2P (2)

1.4.4 Classe d’Orlicz

Définition 1.4.6

10



1.4. Espace d’Orlicz

Soit I’espace mesuré (2,3, 1), soit ® une N-fonction on appelle classe d’Orlicz ’ensemble

des fonctions f € M (2,3, u) vérifiant
[ @5 hdn <o
est noté par Lo (Q,3, 1)

Remarque 1.4.3

Lo (1) n'est pas un espace vectoriel.

Exemple 1.4.3
On considere Q = 10,1 et ®(t) = €', alors la fonction u(x) = St Inx appartient &

Lemais la fonction v (z) = 2u (z) = — Inz n'appartient pas

1.4.5 Espace d’Orlicz

Soit (2,3, ) un espace mesuré de mesure i .On note par M (€2) Pensemble des fonctions
p-mesurables sur ().dont les valeurs dans [0, 00|

Dans toute la suit (®, ®*) désignera un couple complémentaire de fonctions d’Orlicz.

Définition 1.4.7

Soit ® une fonction d’Orlicz .La fonctionnelle,
Pa - M(Q) - [0700]

frera(h)= [ (@)
Q
est une modulaire conveze sur M () dite modulaire d’Orlicz, c’est-a-dire pg (f) vérifie,
Dpe (f) =0 <= fe[0,a(P)]
2)pg (=) = pe (f)
3ps (f + B9) < apg (f) + Bps (9) ot a, B [0, 1] et a+ 5= 1.

Définition 1.4.8
Soit Lg (1) Uensemble des classe d’Orlicz ,on définit Uespace d’Orlicz Lo (1) par :

Le (1) = {fEM(Q,E,,u) telle que EI)\>O:/\f€zq>(u)}

:{fEM(Q,Z,,u) telle que /CID()\f(a:))d,u<oop0u7’)\>0}

Q

11



1.4. Espace d’Orlicz

Remarque 1.4.4
Lo (1) C Lo (1) et L (1) C La (1)

Proposition 1.4.2

Le (1) est un espace vectoriel.
Preuve. pour la preuve voir [2] =

Lemme 1.4.1
Soit & une fonction de Young et soit f € Lg ,telle que || f ||67# 0 alors

() o=

1.4.6 Normes sur 1’espace d’Orlicz

Dans les espaces d’Orlicz Lg (€2) ,on définie trois normes ,qui sont appelées la norme
d’Orlicz,norme de Luxemburg et la norme d’Amemiya .Ces normes sont définies comme
suit:

La norme d’Orlicz

Définition 1.4.9
Soit (2, %, 1) un espace mesuré , et soit f : 8 — R une fonction mesurable et (P, d*)

un couple complémentaire de N-fonction,alors

||f||o=||f||%=SUP{/QIfg|dﬂi/9<1>*(g)du§1}

est une norme sur l’espace Lg dite norme d’Orlicz .

La norme de Luxemburg

I’ensemble Lg peut étre transformé en espace de Banach a I'aide des normes distinctes de

la norme présentée ci-dessus.

Définition 1.4.10

12



1.4. Espace d’Orlicz

Soient ® une fonction de Young et f une fonction mesurable définie sur Q alors,

15l W= {0 [ @ (L0 o <1}

est appelé la norme de Luxemburg de f.

Remarque 1.4.5
on peut noté par

I f [|= inf &

ot le minimum est sur tout k > 0,tel que

(o) o[t e

La norme de Amemiya

Définition 1.4.11

Sotent ® une fonction de Young et f une fonction mesurable définie sur §2, alors

1l £ 1=t 5 (14 [ @107 @) ae)

est appelé la norme de Amemiya de f

1.4.7 Equivalence des deux normes

Proposition 1.4.3

La norme d’Orlicz est équivalente a la norme de Luxemburg Plus précisément,
Ifls<Il fle< 21l f lI5
Preuve. pour la preuve voir [2]. m

Remarque 1.4.6
Les deuz normes sont équivalentes alors (Lo (), f115) et (Lo (), £ 1|3) ont les

mémes propriétés topologiques .

13



1.4. Espace d’Orlicz

Inégalité de Holder

Soient f € Lg et g € Lg+ deux fonctions mesurables sur un espace mesuré (2, 2, p1) avec ®

et ®* deux N-fonctions conjuguées, alors f - g € L' et

L 17@a@ 1 de <20 £ ol g o (143)

Preuve.
1) Si un des deux termes du produit du membre de droite est nul ou infini celle-ci étant

automatiquement satisfaite .

2) pour || f [lo7# O et [| g

570

| (|||ff(( >)|||<p)"”"’Sl
L (earns) <1

on utilise 'inégalité de young

et

zy < @ (x) + @ (y)

on pose

L L@l o)
| f ()]s’ |l g(x) |le
f(@)g(@) | F@ Y 9@
7@ Tl 9@ o Sqp(uﬂ m)” <||g<a>> ;)

en intégrant sur ()

/Hf’fH@Hg 3:>’ s ) (H|ff(( >)H’¢)d“/f* (%) o
JL 17 @@ 1 < 7@l 0@ o Vq’(|||ff<( >)|||¢)dx | (%) da”]

/|f )| de <2 £ (@) ol g (@)

14



1.5. Quelques propriétés des espaces d’Orlicz

Remarque 1.4.7

pour chaque fonction f (z) € Le,nous avons

If lle= sup [ (f,9) [<p(f;®)+1 (1.4.4)

p(g,2*)

p@@zéwﬂmmgl

L’inégalité (1.4.4) aussi s’appelle inégalité de Holder.

1.5 Quelques propriétés des espaces d’Orlicz

1.5.1 La complétude

Théoréme 1.5.1 [2]

L’espace d’Orlicz Le (2) muni l'une de ces normes et un espace de Banach.

Preuve. On va donné la démonstration dans le cas de la norme d’Orlicz .

Soit (fn),>; une suite de cauchy dans Lg (£2).donc,
Ve >0,3ng e NNVn,m >mnoonall f, — f [|a< € (1.5.1)
Ceci signifie que pour toute fonction g € Lg+ () avec pgp. < 1,0n a
Ve > 0,dng € N,Vn,m > ng/ﬂ | fo () = f () || g (2) | dp < €,

Il en résulte que la suite (f, (7)), oy converge en mesure. Donc elle contient une sous
suite (fur ()),ey qui converge presque partout vers une limite notée f (z).

Soit € > 0, en vertu de (1.5.1) on peut trouvé un k. telle que pour tout k,k+p > k.,on a

émem—nmwM@HW<a (15.2)

pour toute fonction g € Le« (2) qui satisfait pg. (g) < 1.

Par passage a la limite quand p — oo dans (1.5.2), on obtient

AI#@&—%A@HQWHdM<E (153)

15



1.5. Quelques propriétés des espaces d’Orlicz

Il résulte de I'inégalité (1.5.3) que fo— fur € Lo (), f € Lo (2) et || f— fur ||< £.Cest-
a-dire

la sous suite (f,x (x)),,converge en norme vers f. Alors, la suite de Cauchy (f,)n>1
posséde une sous suite convergente donc elle converge aussi vers la méme limite f.

D’ou Lg(£2) est complet Par conséquent Lg(€2) est un Banach. m

Proposition 1.5.1

1.Les espaces Lg(S)) sont réflexifs si et seulement si ® et ®* wvérifient la condition de

croissance N,.

2.Lg(Q) est un espace séparable si et seulement si vérifie la condition A,.

16



Chapitre 2

La Continuité de 'opérateur de type

Fredholm dans ’espace d’Orlicz

Dans ce dernier chapitre, on définit les équations intégrales de type Fredholm puis on étudie

la continuité de cet opérateur intégrale dans ’espace d’Orlicz.

2.1 Equations intégrales linéaires

Définition 2.1.1

On appelle équation intégrale linéaire une équation ,a une inconnue ¢ (x) de la forme

w(:v)—A/Qk(x,t)w(t)dt—f(aﬁ)

ot k (x,t) et f(x) sont des fonctions connues et X\ un paramétre numérique non nul ,réel

ou complexe. x et t deux variables réels .

Définition 2.1.2 (Opérateur intégrale linéaire)

Un opérateur intégral linéaire A est un opérateur qui admet une forme

(Ap)z = /kj(mt)go(t)dt

Q
ot Q est un intervalle fermé borné de R (Q = [a,b] ou Q = [a, z]) et la fonction k étant

appelée noyau de l'opérateur A.

17



2.2. Equations intégrales linéaires types

Si k est une fonction continue de [a,b] X [a,b], Uopérateur A est appelé opérateur intégral

a noyau continue k.

2.2 Equations intégrales linéaires types

Définition 2.2.1
1)On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce une équation de

la forme
b
p@ A [ ka0 =1 (@ (221)
2)On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de premiére espéce, une équation de

la forme

)\/bk(x,t)go(t)dtzo

Définition 2.2.2

1)On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce, une équation de la forme

o(z)—A /a:r k(z,t)p(t)dt = f(x) (2.2.2)

2)On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce une équation de la forme
)\/xk(:c,t)go(t)dtzo

Remarque 2.2.1

L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de I’équation intégrale de Fredholm.

Remarque 2.2.2
i) Si f(x) =0 ,dans l’équation (2.2.1) (2.2.2) est dite homogéne.
ii) St f (x) # 0 équation (2.2.1) (2.2.2) est dite non homogéne.

2.3 Opérateurs intégrales dans L, (§2)

Théoréme 2.3.1

18



2.3. Opérateurs intégrales dans L, (§2)

Soit A un opérateur intégrale de norme finie
[A]l, < o0

Alors Uopérateur intégrale A est un opérateur linéaire continu de L, (G2) dans L, (G1).De

plus ,on a

[A¢ll, < [[All, llell,

Preuve. epremier cas 1 < p < 00

par utilisation de I'inégalité de Holder , on obtient

L[ weariewian)
A (( G "““’y”qdy); (] |¢(y)|pdy);>pda:
iotp [ ([ wwora) e

= (14l ¢l

/| Ao @) do

IN

D’ott la continuité de opérateur intégrale Ap (v) = [ k(2,y) ¢ (y) dy de L, (G3) dans
L, (G1) .De plus, on a

1
P 1

([ Me@ra)” < (1)

ou encore
14w, < [[All, llell,

eDeuxieme cas p = 1

Ap (1)) dx = /( 3 el ()] dy ) d

G1

IN

[ esssuplieplds [ o )ldy
G1 Yy Go

IN

il | esssuplk (2.)| ds
Gt

Y
< Al llelly
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2.4. Opérateurs linéaires dans Lg(£2)

2.4 Opérateurs linéaires dans Lg(2)

On suppose que ® (u) et ®*(v) deux N-fonctions complémentaires. soit v(x) une fonction

fixe dans Le«(£2), d’apres 'inégalité de Holder (1.4.3) que la fonctionnelle linéaire

[(u) = / u(x)v(z)dr, u(zx) € Le () (2.4.1)
Q
est défini sur 'espace entier Lg(£2).
L’inégalité

<] v ]

<21 (2.4.2)

est vérifiée, avec la note que || [ || la norme du fonctionnel I(u)

[l= sup [I(u)].

llulle<1
L’inégalité gauche dans (2.4.2), depuis I'inégalité de Holder
|1 (w) [=] (uw,0) <] w o]l v

I'inégalité droite dans (2.4.2), d’apres (1.4.4)

o]

P,

g+= sup | (u,v) [< sup |(u,v)[=2]1].
p(u;®) [[ulle <2

Nous rappelons que, pour chaque fonction u(z) € Lg(f2), on a

e a%ﬁ% {/Q(I) [u ()] d:t:};

| 1= sup |/Qu<x>v<as>dx|= sup |/Qu<x>v<a:>da:|

ulle=t aéﬁé{fg <I>[u(:c)}d:r}%§1

1,1 _
aveca—i-g—l, donc

1

— s | [u@e@d]
aa B8 [, ®u(z))de<t  JQ

_ o de

- 1 .1
aaﬁﬁ

Théoréme 2.4.1

On suppose que la N-fonction ® ne satisfaite pas la condition As, alors (2.4.1) n'est pas

en général une fonctionnelle linéaire sur 'espace Lg(€2).

Preuve. pour la preuve voir [3] =
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

2.5 Condition de continuité des opérateurs intégraux
linéaires

Dans cette partie on s’intéresse aux opérateurs intégraux de la forme

b
Ap (@)= [ ko) dy (251)
Le probléeme fondamental dans cette section consistent a ’étude des conditions ot

l'opérateur (2.5.1) est continu considéré comme un opérateur de Lg,dans Le,,i.e. qu'il

satisfait la condition

I Ap lle, <[l Al @ lle

ou || A || est un certain nombre.

Nous rechercherons naturellement des conditions pour la continuité de A dans les diverses
caractéristiques du noyau k(zx,y), le noyau appartient & un certain espace d’Orlicz, c’est-a-
dire

I'intégrale est finie

b pd
/ / O [Nk (x,y)] dedy pour certain A > 0

Théoréme 2.5.1

Soit ® (u) une N-fonction telle que, pour tout u(x) € Lg,,v (z) € Lay,on a
w(x,y) =u(z)v(z) € Lg (2.5.2)

avec

[w(@,y) < ellulle, ] vlle

ou C' est une constante.
On suppose le noyau k(x,y) de l'opérateur intégral linéaire (2.5.2) appartient a ’espace
Le«, ®* (v) est la N-fonction complémentaire de la N-fonction ®(u). Alors l'opérateur

(2.5.2) appartient & l’espace Lo, — Lg, est continue.

Preuve. pour la preuve voir [4] =
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

Théoréme 2.5.2 /8]
pour chaque k (x,y) € Lo ([c,d] X [a,b]) ,pour qu’un opérateur intégral A tel que défini
dans (2.5.1) qui transforme Ly, [a,b] en Ly, [c,d] soit continu,

1l est nécessaire et suffisant qu’il existe des nombres positifs o, 3 tels que

® (auv) < M (u) Ny (v), u,v > f

ot ® et ®*,M; et N1 ,My et Ny sont trois paires de fonctions complémentaires.

Preuve. Nécessaire si ce n'est pas le cas,il existe des suites croissantes {a,},{b,}

telles que a,, — 00, b, — o0,et

4n

notez que lorsque u > 0 nous avons

o (“”b”) > M, (an) N (by) | n=12 ..

O (u) @Y (u) > u

En effet, il est facile de voir que

v )= (2 > 0 (21)

encore ¢ (v) = u ,alors nous obtenons 'inégalité ci-dessus, d’out nous avons

M1 (an) N2 (bn>
Ot (M (an) Na (bn))
4nM1 (Cbn) N2 (bn)

anbn

OV (M (an) N2 (b)) >

o (230 0) s 1)

anb, ) < M, (an) Ny (bn>, n = 1,2,... .

sans perte de généralité nous pouvons supposer
M (a)) (b—a) > 1, Ny (by) (d — ) > L.

Encore ,prendre une suite {F},} d’intervalles non superposés en [a, b] et une suite {G,}

d’intervalles non superposés en [c, d] tels que

1 1

Fy = o mesGy = o
mes 2”M1 (an) mes 2"N2 (bn)

n=12...
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

définir une fonction sur ¢, d] X [a, b] comme suit :

4”M1 N (by)

’I’L

" XG, xF, (9@ y)

n=1
ou Y ci-dessus indique la fonction caractéristique de G,, X F), .

Alors depuis

/ab /Cd " (ko (v,)) dody =

<

NE

o <4an (an) N (bn)> mes (G x F.)

a’?’L?’L

n=1

[~
)=
Il

w

n=1

Donc ko (x,y) € Lg~ ([¢,d] X [a,b]) .,poser

- Z anXr, (y),to (v) = Z buXa, ()

Alors il est facile de voir que

/ M, (0 (4)) dy = 1. / Ny (o (x)) dir = 1.

c’est a dire que ,¢, (y) € Ly, [a,b] ,to () € L, [c,d].

Maintenant,nous allons montrer que l'opérateur intégrale Ay comme donné par (2.5.1)

avec k (x,y) remplacé par kg (z,y) n’est pas un opérateur continu de Ly, [a,b] & Ly, [c,d],

Donc une contradiction .en effet,il ressort du théoréme que || ¢, ||§,, < 2.

par conséquent

I Ao ll=sup {ll Ao (o) s3]l ¢ 15, < 1}

> 21 4o (e0) I
d
> 1/A0<%>< Vto () da
> //ko:ry% y) to (v) dody
> %;1—00

Suffisance. Comme le montre le théoréme.(2.5.1),il suffit de montrer qu’il y un nombre

[ tel que

Lo y)t(@) la< v @) ol t ) 15,
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

pour ¢ (y) € Ly |a,b] et t (z) € Ly, [¢,d] .En fait,nous pouvons supposer
It x>0

Donc, nous avons fixé

Fo= {ye[a,b]:“”(y)'<ﬁ},F2:[a,b]\F1

G, = {x € le,d] : |||tt(‘|7|”;v| < 5} Gy = [c,d]\G,

puis par ’hypotheése , théoréme de Fubini et théoréme (2.5.2),nous obtenons

| m(i)utium =iy Lot T Lo L] /}

o (720 1y,

@ 150 ¢ 1%,
1+o (Oz62) mesGimesF;

+Ns (6) mesGl/F M, <|||S;(“7|Jﬁ)4|) dy

+M; (B) mesFl/G N, <|||Z(—|x|;v|) dx

<[ (e, ) o Lo (o)
24 (a) (d - ©) (= a) + Na (8) (d - )
M, (5) (b~ a)

IN

IN

D’ou le résultat qui suit par simplification

al =2+ (af?)(d—c)(b—a)+ Nz (B) (d—c)+ M (B) (b—a).
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

Conclusion

L’objectif de ce mémoire,est d’étudier la continuité de les équations intégrales linéaires
de type Fredholm de seconde espéce dans les espaces d’Orlicz dont la forme générale est la
suivante ,

Ap (@)= [ k() e () dy
a

Dans cette étude ,on a trouvé des difficultés pour appliquer les conditions de la continuité
qui sont étudies dans I’espace de Lebesgue .

On peut expliquer cette différence dans les deux espaces .Dans ’espace de Lebesgue on
applique directement la condition de la continuité,mais dans I’espace d’Orlicz on utilise les

suite pour démonter la continuité avec la norme d’Orlicz.
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Résumé

Dans ce mémoire on a traité une notion topologique
importante dans I'analyse fonctionnelle, nottament Ila
propriété de la continuité des opérateurs intégraux de type
Fredholm dans les espaces fonctionnels de type Orlicz.

Mots clés : continuité, équation intégrale, équation intégrale
de Fredholm, espace d’Orlicz.

Abstract

In this memory,we study an important topological notion
in functional analysis ,notably the preperty of the continuity
of integral operators of Fredholm type in functional spaces of
Orlicz type.

Keywords : continuity, intégrale equation, Fredholm’s
integral equation, Orlicz space.




