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Résumé
Dans ce mémoire on a traité une notion topologique importante dans l�analyse fonction-

nelle ,notamment la propriété de la continuité des opérateurs intégraux de type Fredholm

dans les espaces fonctionnelles de type Orlicz L�

Mots clés : La continuité,équation intégrale,équation intégrale de Fredholm,espace

d�Orlicz.
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Notations
(
;�; �) Espace mesuré de mesure �.

Lp (
) L�espace de Lebesgue.

Lp
0
(
) L�espace dual de Lebesgue.

p� ess inf
 p(x):

p� ess sup
 p(x):


 ouvert borné de RN :

j
j mesure de l�ensemble 
:

� (x) Fonction d�Orlicz.

�� (x) La fonction complémentaire de �:

L� (
) L�espace d�Orlicz.eL� (
) La classe d�Orlicz.

kfko� La norme d�Orlicz.

kfkL� La norme de Luxemburg.

kfkA� La norme d�Amemya.

a (�) sup fx � 0 : � (x) = 0g :
A Opérateur intégral.
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Introduction

L�équation intégrale de Fredholm est une équation intégrale étudiée par Erik Ivar Fredholm

(1866-1927) était un mathématicien suédois qui a établi la théorie d�équation intégrales

et son document 1903 à Acta Mathématica a joué un rôle majeur dans l�établissement de

la théorie des opérateurs Fredholm est surtout connu pour son travail sur les équations

intégrales et la théorie spectrale.

les opérateurs intégraux constituent des objets fondamentaux en analyse fonctionnelle

,où ils permettent notamment de transformer les équations fonctionnelles en une version

plus simple a�n de les résoudre facilement.

ils interviennent dans plusieurs domaines tels que les équations aux dérivées partielles

,les phénomènes de di¤usion et les équations intégrales. En ce qui concerne notre sujet

hhcontinuité des équations intégrales de type Fredholm dans les espaces d�Orliczii on s�intéresse
à l�étude du problème de la continuité dans di¤érents espaces ,en particulier l�espace de

Lebesgue Lp (
) et puis dans l�espace d�Orlicz.

Notre travail est reparti en deux chapitres:

Dans le premier chapitre,est consacré à un rappel général de les espaces de Lebesgue

et les espaces de Lebesgue généralisée. Puis,nous présentons les espaces d�Orlicz et leurs

propriétés fondamentales.

Dans Le deuxième chapitre,nous rappelons quelques dé�nitions sur les équations in-

tégrales linéaires de type Fredholm et étudier la condition de la continuité dans l�espace

d�Orlicz.

En�n, nous espérons avoir introduit avec succès ce thème des équations intégrales ce qui

est très important dans les domaines scienti�ques,et l�analyse théorique, les domaines de

l�ingénierie mathématique,...etc.
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Introduction

Nous espérons que ce mémoire sera utile pour les étudiants qui sont prêts à faire des

recherches dans ce domaine.
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Chapitre 1

Espace d�Orlicz

Dans ce chapitre ,nous présentons quelques dé�nitions et théorème de base sur les espaces

fonctionnels,notamment les espaces des fonctions,ce sont

les espaces de Lebesgue ,Lebesgue généralisé et l�espace d�Orlicz.

1.1 Rappels et notions fondamentales

Dé�nition 1.1.1 (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps | = R ou C;on appelle norme sur l�espace E toute

application notée k � kdé�nie sur E à valeurs dans R+;véri�ant pour tout x; y 2 E et � 2 |
(i) k x k= 0 si seulement si x = 0:
(ii) k �x k=j � jk x k
(iii) k x+ y k�k x k + k y k
toute espace vectoriel muni d�une norme est appelé espace vectoriel normé.

Dé�nition 1.1.2 (Suite de Cauchy)

Soit xn une suite d�éléments d�un espace normé (E; kk),on dit que la suite xn est de
Cauchy si,on la relation suivante

8" > 0;9N"; 8p; q � N"; on a k xp � xq k< "

3



1.2. Espace de Lebesgue Lp (
)

Lemme 1.1.1 [5]

Soit xn une suite de cauchy dans un espace normé (E; kk) contient une sous suite xnk
convergente vers x alors la suite xn et aussi convergente vers le même élément x:

Dé�nition 1.1.3 (Espace complet)

Un espace vectoriel normé (E; kk) est dite complet ,si toute suite de Cauchy d�éléments
de E est une suite convergente dans E:

Dé�nition 1.1.4 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach toute espace vectoriel normé et complet.

Dé�nition 1.1.5

Soit A un opérateur intégral, on dit que l�opérateur A est continu dans l�espace fonc-

tionnel X, si la suite fung convergente vers une fonction u, on obtient la suite fA(un)g
converge vers A(u).

Dé�nition 1.1.6

On dit que la fonction � est convexe, s�elle est véri�ée l�inégalité suivante

�(�u+ (1� �)v) � ��(u) + (1� �)�(v)

pour tous (0 � � � 1).

1.2 Espace de Lebesgue Lp (
)

Dé�nition 1.2.1

Soient 
 un espace mesuré et 1 � p � 1 ,on note par Lp (
) les classes de toute les

fonctions mesurables f dé�nies dans 
, oùZ



j f (x) jp dx <1

la fonctionnelle k � kpdé�nie par

k f kp=
�Z




j f (x) jp dx
� 1
p

et une norme dans Lp (
), pour 1 � p <1:

4



1.3. Espace Lp(x)

1.3 Espace Lp(x)

1.3.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 1.3.1

Soit 
 un ensemble de Rn ,on note par

P (
) = ftous les fonctions mesurables p : 
! [1;1]g

les élément de P (
) sont appelés exposants variables sur 
 .

On pose P �
 = essx2
 sup p (x) et P�
 = essx2
 inf p (x)

Dé�nition 1.3.2

Soit p 2 P (
) et
�Lp(x)(
) (f) =

Z



j f (x) jp(x) dx;

on dé�nit l�espace de Lebesgue avec exposant variable Lp(x) (
) par

Lp(x) (
) =
n
f mesurable : lim

�!0
�Lp(x)(
) (�f) = 0

o
muni de la norme

k f kLp(x)= inf � > 0 : �Lp(x)
�
f

�

�
� 1

Remarque 1.3.1

Si la fonction p (x) = p = cst,donc la norme coïncide avec la norme usuelle de l�espace

Lp (
) ,autrement dit

Lp(x) (
) = Lp (
)

1.3.2 Inégalités auxiliaires

Théorème 1.3.1 (Inégalité de Hölder)

Soit p 2 P (
), pour toute fonction f dans Lp(x) (
) et pour toute g 2 Lp
0
(x) (
) ;on a

l�inégalité suivante Z



j f (x) g (x) j dx � rp k f kpk g kp0

avec la constante rp dé�nie par : rp = cp + 1
p�
� 1

p�

5



1.4. Espace d�Orlicz

Preuve. pour la preuve voir [3]

Remarque 1.3.2

Si j 
 j= 0, alors l�espace Lp(x) (
) c�est l�espace d�Orlicz .

1.4 Espace d�Orlicz

Les espaces d�Orlicz ont été présentés la première fois en 1931 par le mathématicien polonais

W. Orlicz et plus tard a été baptisé du nom de lui .

dans cette section on expose cet espaces et leurs propriétés fondamentales.

1.4.1 Dé�nitions et exemples

Dé�nition 1.4.1

On appelle fonction d�Orlicz une fonction � : R! [0;1] telle que
1.� pair ,convexe et continue et � (0) = 0

2.� (x) > 0 pour tout x > 0

3.limx!0
�(x)
x
et limx!1

�(x)
x
=1

la fonction � et dite N � fonction

Exemple 1.4.1

Les fonctions suivantes,

	(x) = exp (j x j)� 1 et �p (x) = jxjp
p
,1 � p <1

sont des fonctions d�Orlicz.

Dé�nition 1.4.2 (dé�nition équivalente)

Soit � une fonction

� est une N-fonction si elle admet la représentation intégrale suivante :

� (x) =

Z jxj

0

p (t) dt

où la fonction p dé�nie sur [0;+1[ a valeurs dans R véri�e les conditions suivantes:
1) p (0) = 0

6



1.4. Espace d�Orlicz

2) p (t) > 0 si t > 0 et limt!1 p (t) = +1
3) p est continue adroite pour t � 0
4) p est croissante sur R+

1.4.2 Fonction complémentaire d�une fonction d�Orlicz

Dé�nition 1.4.3

Soit � une fonction d�Orlicz ,alors la fonction �� : R! [0;1] dé�nie par:

�� (x) = sup
x�0

fxy � � (y)g ;8y 2 R

s�appelle la fonction complémentaire ou la fonction conjuguée de �:

Théorème 1.4.1

Soit � une fonction de Young (N � fonction) et �� la fonction conjuguée ,alors ��aussi
est une fonction de Young .

Preuve. Nous allons démontre que ��est une N � fonction:
1) ��est paire,si elle véri�e la condition:

�� (�x) = �� (x)

On a

�� (�x) = sup
x�0

f(�xy)� � (y)g

on peut écrire

sup (�xy) = sup (xy)

alors

�� (�x) = sup
x�0

fxy � � (y)g ;8y 2 R

�� (�x) = �� (x)

Donc �� est paire.

�� est convexe ,si 8x; z 2 R+;8� 2 [0; 1]

�� [(1� �)x+ �z] � (1� �) �� (x) + ��� (z)

7



1.4. Espace d�Orlicz

On a

�� [(1� �)x+ �z] = sup
x�0

f[(1� �)x+ �z] y � � (y)g ;8y 2 R

= sup
x�0

f[(1� �)x+ �z] y � � (y � �y + �y)g ;8y 2 R

on a � est convexe,alors

�� [(1� �)x+ �z] � sup
x�0

f[(1� �)x+ �z] y � (1� �) � (y)� �� (y)g

� sup
x�0

f(1� �) [xy � � (y)] + � [zy � � (y)]g

de plus

�� [(1� �)x+ �z] � (1� �) sup
x�0

[xy � � (y)] + � sup
x�0

[zy � � (y)]

alors

�� [(1� �)x+ �z] � (1� �) �� (x) + ��� (z)

donc ��est convexe.

pour tout x ,la relation xy � � (y) = 0;si y = 0 i.e �� (x) � 0 donc il est trivial que

�� (0) = 0:

On a � est continue (par la dé�nition) alors �� est continue.

2) pour démontre que �� > 0;pour tout x > 0 ,on a dans les conditions de N-fonction,la

fonction � est positive d�où � (x) > 0 ,de plus le �sup�est positive,d�où

sup
x�0

fxy � � (y)g

est positive ,Donc

sup
x�0

fxy � � (y)g > 0; pour tout y > 0

alors �� est positive.

3)on a

lim
x!0

�� (x)

x
= lim

x!0

supx�0 fxy � � (y)g
x

; y 2 R

= lim
x!0

sup
x�0

�
y � � (y)

x

�
; y 2 R

= lim
x!0

lim
y!0

sup
x�0

�
y � � (y)

y
� y
x

�
; y 2 R

= lim
x!0

sup
x�0

lim
y!0

�
y � � (y)

y
� y
x

�
; y 2 R

8



1.4. Espace d�Orlicz

on a

lim
y!0

� (y)

y
= 0

Donc

lim
x!0

�� (x)

x
= 0

on a

lim
x!+1

�� (x)

x
= lim

x!+1

supx�0 fxy � � (y)g
x

; y 2 R

= lim
x!+1

sup
x�0

�
y � � (y)

y
� y
x

�
; y 2 R

et on a

lim
x!+1

� (y)

y
= +1

alors

lim
x!+1

�� (x)

x
= +1

Inégalité de Young

Proposition 1.4.1

Le couple (�;��) satisfait à l�inégalité suivant dite inégalité de Young ,

xy � � (x) + �� (y) 8x; y 2 R

Remarque 1.4.1

On déduit d�après l�inégalité de Young

�� (y) � xy � � (x)

et par conséquent on a

�� (y) = max
x�0

fxy � � (x)g

cette formule est une dé�nition de N-fonction complémentaire de �:

9



1.4. Espace d�Orlicz

Inégalité de Jensen

Dé�nition 1.4.4

Soit � une N-fonction

(i) Soit u1; u2; ::::; un 2 R et �1; �2; ::::; �n des nombres positifs ,alors

�

�
�1u1 + �2u2 + :::+ �nun
�1 + �2 + :::+ �n

�
� �1� (u1) + �2� (u2) + :::+ �n� (un)

�1 + �2 + :::+ �n
(1.4.1)

(ii) Soit � = � (x) dé�nie et positive sur 
;alors

�

�R


u (x)� (x) dxR


� (x) dx

�
�
R


� (u (x))� (x) dxR



� (x) dx

(1.4.2)

Remarque 1.4.2

L�inégalité (1:4:1) est appelée inégalité de Jensen et l�inégalité (1:4:2) est appelée inégalité

intégrale de Jensen.

1.4.3 La condition �2

La condition �2 est une condition de croissance sur les fonctions d�Orlicz , elle joue un rôle

très important dans l�étude de la géométrie des espaces d�Orlicz .

Dé�nition 1.4.5

Une fonction d�Orlicz � (x) satisfait la condition �2, s�il existe k > 0 et x0 � 0 tel que ,

� (2x) � k� (x) 8x � x0

Exemple 1.4.2

La N-fonction � (x) = a j x j�; (� > 1) peut donner d�exemple simple de fonction satis-
faisant la condition �2 pour toutes les valeurs de x dans la mesure où

� (2x) = a2� j x j�= 2�� (x)

1.4.4 Classe d�Orlicz

Dé�nition 1.4.6

10



1.4. Espace d�Orlicz

Soit l�espace mesuré (
;�; �), soit � une N-fonction on appelle classe d�Orlicz l�ensemble

des fonctions f 2M (
;�; �) véri�antZ



� (j f (x) j) d� <1

est noté par eL� (
;�; �)
Remarque 1.4.3eL� (�) n�est pas un espace vectoriel.
Exemple 1.4.3

On considère 
 = ]0; 1[ et � (t) = et, alors la fonction u (x) = �1
2
lnx appartient àeL�mais la fonction v (x) = 2u (x) = � lnx n�appartient pas

1.4.5 Espace d�Orlicz

Soit (
;�; �) un espace mesuré de mesure � .On note par M (
) l�ensemble des fonctions

�-mesurables sur 
:dont les valeurs dans [0;1]
Dans toute la suit (�;��) désignera un couple complémentaire de fonctions d�Orlicz.

Dé�nition 1.4.7

Soit � une fonction d�Orlicz .La fonctionnelle,

�� :M (
) �! [0;1]

f 7�! �� (f) =

Z



� (f (x)) d�

est une modulaire convexe sur M (
) dite modulaire d�Orlicz, c�est-à-dire �� (f) véri�e,

1)�� (f) = 0 () f 2 [0; a (�)]
2)�� (�f) = �� (f)
3)�� (�f + �g) � ��� (f) + ��� (g) où �; � 2 [0; 1] et �+ � = 1:

Dé�nition 1.4.8

Soit eL� (�) l�ensemble des classe d�Orlicz ,on dé�nit l�espace d�Orlicz L� (�) par :
L� (�) =

n
f 2M (
;�; �) telle que 9� > 0 : �f 2 eL� (�)o

=

�
f 2M (
;�; �) telle que

Z



� (�f (x)) d� <1 pour � > 0
�

11



1.4. Espace d�Orlicz

Remarque 1.4.4eL� (�) � L� (�) et L1 (�) � L� (�)
Proposition 1.4.2

L� (�) est un espace vectoriel.

Preuve. pour la preuve voir [2]

Lemme 1.4.1

Soit � une fonction de Young et soit f 2 L� ,telle que k f k� 6= 0 alorsZ



�
j f (x) j
k f (x) k

�
dx � 1

1.4.6 Normes sur l�espace d�Orlicz

Dans les espaces d�Orlicz L� (
) ,on dé�nie trois normes ,qui sont appelées la norme

d�Orlicz,norme de Luxemburg et la norme d�Amemiya .Ces normes sont dé�nies comme

suit:

La norme d�Orlicz

Dé�nition 1.4.9

Soit (
;�; �) un espace mesuré , et soit f : 
 ! R une fonction mesurable et (�;��)

un couple complémentaire de N-fonction,alors

k f ko=k f ko�= sup
�Z




j fg j d� :
Z



�� (g) d� � 1
�

est une norme sur l�espace L� dite norme d�Orlicz .

La norme de Luxemburg

l�ensemble L� peut être transformé en espace de Banach à l�aide des normes distinctes de

la norme présentée ci-dessus.

Dé�nition 1.4.10

12



1.4. Espace d�Orlicz

Soient � une fonction de Young et f une fonction mesurable dé�nie sur 
 alors,

k f kL=k f kL�= inf
�
k > 0 :

Z



�

�
j f (x) j
k

�
dx � 1

�
est appelé la norme de Luxemburg de f:

Remarque 1.4.5

on peut noté par

k f k= inf k

où le minimum est sur tout k > 0,tel que

�

�
f

k
; �

�
=

Z



�

�
f (x)

k

�
dx � 1

La norme de Amemiya

Dé�nition 1.4.11

Soient � une fonction de Young et f une fonction mesurable dé�nie sur 
, alors

k f kA=k f kA�= inf
k>0

1

k

�
1 +

Z



� [kf (x)] dx

�
est appelé la norme de Amemiya de f

1.4.7 Equivalence des deux normes

Proposition 1.4.3

La norme d�Orlicz est équivalente à la norme de Luxemburg Plus précisément,

k f kL��k f ko�� 2 k f kL�

Preuve. pour la preuve voir [2].

Remarque 1.4.6

Les deux normes sont équivalentes alors
�
L� (
) ; k f kL�

�
et (L� (
) ; k f ko�) ont les

mêmes propriétés topologiques .
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1.4. Espace d�Orlicz

Inégalité de Hölder

Soient f 2 L� et g 2 L�� deux fonctions mesurables sur un espace mesuré (
;�; �) avec �
et �� deux N-fonctions conjuguées, alors f � g 2 L1 et

Z



j f (x) g (x) j dx � 2 k f k�k g k�� (1.4.3)

Preuve.

1) Si un des deux termes du produit du membre de droite est nul ou in�ni celle-ci étant

automatiquement satisfaite .

2) pour k f k� 6= 0 et k g k�� 6= 0Z



�

�
j f (x) j
k f (x) k�

�
dx � 1

et Z



��
�

j g (x) j
k g (x) k��

�
dx � 1

on utilise l�inégalité de young

xy � � (x) + �� (y)

on pose

x =
j f (x) j
k f (x) k�

; y =
j g (x) j
k g (x) k��

j f (x) g (x) j
k f (x) k�k g (x) k��

� �
�
j f (x) j
k f (x) k�

�
+ ��

�
j g (x) j
k g (x) k��

�
en intégrant sur 
Z




j f (x) g (x) j
k f (x) k�k g (x) k��

dx �
Z



�

�
j f (x) j
k f (x) k�

�
dx+

Z



��
�

j g (x) j
k g (x) k��

�
dx

Z



j f (x) g (x) j dx �k f (x) k�k g (x) k��
�Z




�

�
j f (x) j
k f (x) k�

�
dx+

Z



��
�

j g (x) j
k g (x) k��

�
dx

�
Z



j f (x) g (x) j dx � 2 k f (x) k�k g (x) k��
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1.5. Quelques propriétés des espaces d�Orlicz

Remarque 1.4.7

pour chaque fonction f (x) 2 L�;nous avons

k f k�= sup
�(g;��)

j (f; g) j� � (f ; �) + 1 (1.4.4)

avec

� (f ; �) =

Z



� (f (x)) d� � 1

L�inégalité (1:4:4) aussi s�appelle inégalité de Hölder.

1.5 Quelques propriétés des espaces d�Orlicz

1.5.1 La complétude

Théorème 1.5.1 [2]

L�espace d�Orlicz L� (
) muni l�une de ces normes et un espace de Banach:

Preuve. On va donné la démonstration dans le cas de la norme d�Orlicz .

Soit (fn)n�1 une suite de cauchy dans L� (
).donc,

8" > 0;9n0 2 N;8n;m � n0 on a k fn � fm ko�< " (1.5.1)

Ceci signi�e que pour toute fonction g 2 L�� (
) avec ��� � 1;on a

8" > 0;9n0 2 N;8n;m � n0
Z



j fn (x)� fm (x) jj g (x) j d� < ";

Il en résulte que la suite (fn (x))n2N converge en mesure. Donc elle contient une sous

suite (fnk (x))k2N qui converge presque partout vers une limite notée f (x).

Soit " > 0, en vertu de (1:5:1) on peut trouvé un k" telle que pour tout k,k+p > k";on aZ



j fnk+p (x)� fnk (x) jj g (x) j d� < "; (1.5.2)

pour toute fonction g 2 L�� (
) qui satisfait ��� (g) � 1.
Par passage à la limite quand p �!1 dans (1:5:2), on obtientZ




j fn (x)� fnk (x) jj g (x) j d� < " (1.5.3)
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1.5. Quelques propriétés des espaces d�Orlicz

Il résulte de l�inégalité (1:5:3) que f0�fnk 2 L� (
) ; f 2 L� (
) et k f �fnk k< ":C�est-
à-dire

la sous suite (fnk (x))k,converge en norme vers f . Alors, la suite de Cauchy (fn)n�1

possède une sous suite convergente donc elle converge aussi vers la même limite f .

D�où L�(
) est complet Par conséquent L�(
) est un Banach.

Proposition 1.5.1

1.Les espaces L�(
) sont ré�exifs si et seulement si � et �� véri�ent la condition de

croissance �2:

2.L�(
) est un espace séparable si et seulement si véri�e la condition �2.
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Chapitre 2

La Continuité de l�opérateur de type

Fredholm dans l�espace d�Orlicz

Dans ce dernier chapitre, on dé�nit les équations intégrales de type Fredholm puis on étudie

la continuité de cet opérateur intégrale dans l�espace d�Orlicz.

2.1 Equations intégrales linéaires

Dé�nition 2.1.1

On appelle équation intégrale linéaire une équation ,à une inconnue ' (x) de la forme

' (x)� �
Z



k (x; t)' (t) dt = f (x)

où k (x; t) et f (x) sont des fonctions connues et � un paramètre numérique non nul ,réel

ou complexe. x et t deux variables réels :

Dé�nition 2.1.2 (Opérateur intégrale linéaire)

Un opérateur intégral linéaire A est un opérateur qui admet une forme

(A')x =

Z



k(x; t)'(t)dt

où 
 est un intervalle fermé borné de R (
 = [a; b] ou 
 = [a; x]) et la fonction k étant

appelée noyau de l�opérateur A:
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2.2. Equations intégrales linéaires types

Si k est une fonction continue de [a; b]� [a; b] ; l�opérateur A est appelé opérateur intégral
à noyau continue k:

2.2 Equations intégrales linéaires types

Dé�nition 2.2.1

1)On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espèce une équation de

la forme

' (x)� �
Z b

a

k (x; t)' (t) dt = f (x) (2.2.1)

2)On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm de première espèce, une équation de

la forme

�

Z b

a

k (x; t)' (t) dt = 0

Dé�nition 2.2.2

1)On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espèce, une équation de la forme

' (x)� �
Z x

a

k (x; t)' (t) dt = f (x) (2.2.2)

2)On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce une équation de la forme

�

Z x

a

k (x; t)' (t) dt = 0

Remarque 2.2.1

L�équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l�équation intégrale de Fredholm.

Remarque 2.2.2

i) Si f (x) = 0 ,dans l�équation (2:2:1) (2:2:2) est dite homogène.

ii) Si f (x) 6= 0 l�équation (2:2:1) (2:2:2) est dite non homogène.

2.3 Opérateurs intégrales dans Lp (
)

Théorème 2.3.1
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2.3. Opérateurs intégrales dans Lp (
)

Soit A un opérateur intégrale de norme �nie

kAkp <1

Alors l�opérateur intégrale A est un opérateur linéaire continu de Lp (G2) dans Lp (G1) :De

plus ,on a

kA'kp � kAkp k'kp

Preuve. �premier cas 1 < p <1
par utilisation de l�inégalité de Hölder , on obtientZ

G1

jA' (x)jp dx =

Z
G1

�Z
G2

jk (x; y)j j' (y)j dy
�p
dx

�
Z
G1

 �Z
G2

jk (x; y)jq dy
� 1

q
�Z

G2

j' (y)jp dy
� 1

p

!p
dx

= k'kqp
Z
G2

�Z
G2

jk (x; y)jq dy
� p

q

dx

= kAkqp k'k
q
p

D�où la continuité de l�opérateur intégrale A' (x) =
R
G2
k (x; y)' (y) dy de Lp (G2) dans

Lp (G1) .De plus, on a �Z
G1

jA' (x)jp dx
� 1

p

�
�
kAkpp k'k

p
p

� 1
p

ou encore

kA'kp � kAkp k'kp

�Deuxième cas p = 1Z
G1

jA' (x)j dx =

Z
G1

�Z
G2

jk (x; y)j j' (y)j dy
�
dx

�
Z
G1

ess sup
y
jk (x; y)j dx

Z
G2

j' (y)j dy

� k'k1
Z
G1

ess sup
y
jk (x; y)j dx

� kAk1 k'k1
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2.4. Opérateurs linéaires dans L�(
)

2.4 Opérateurs linéaires dans L�(
)

On suppose que � (u) et ��(v) deux N-fonctions complémentaires. soit v(x) une fonction

�xe dans L��(
), d�après l�inégalité de Hölder (1:4:3) que la fonctionnelle linéaire

l (u) =

Z



u (x) v (x) dx; u (x) 2 L� (
) (2.4.1)

est dé�ni sur l�espace entier L�(
).

L�inégalité

k l k�k v k��� 2 k l k (2.4.2)

est véri�ée, avec la note que k l k la norme du fonctionnel l(u)

k l k= sup
kuk��1

j l (u) j :

L�inégalité gauche dans (2:4:2), depuis l�inégalité de Hölder

j l (u) j=j (u; v) j�k u k�k v k�� ;

l�inégalité droite dans (2:4:2), d�après (1:4:4)

k v k��= sup
�(u;�)

j (u; v) j� sup
kuk��2

j (u; v) j= 2 k l k :

Nous rappelons que, pour chaque fonction u(x) 2 L�(
), on a

k u k�= �
1
��

1
�

�Z



� [u (x)] dx

� 1
�

avec 1
�
+ 1

�
= 1, donc

k l k= sup
kuk��1

j
Z



u (x) v (x) dx j= sup

�
1
� �

1
� fR
 �[u(x)]dxg 1� �1

j
Z



u (x) v (x) dx j

=
1

�
1
��

1
�

supR

 �[u(x)]dx�1

j
Z



u (x) v (x) dx j

=
k v k��
�

1
��

1
�

Théorème 2.4.1

On suppose que la N-fonction � ne satisfaite pas la condition �2, alors (2.4.1) n�est pas

en général une fonctionnelle linéaire sur l�espace L�(
):

Preuve. pour la preuve voir [3]
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

2.5 Condition de continuité des opérateurs intégraux

linéaires

Dans cette partie on s�intéresse aux opérateurs intégraux de la forme

A' (x) =

Z b

a

k (x; y)' (y) dy (2.5.1)

Le problème fondamental dans cette section consistent a l�étude des conditions où

l�opérateur (2:5:1) est continu considéré comme un opérateur de L�1dans L�2 ;i.e. qu�il

satisfait la condition

k A' k�2�k A kk ' k�1

où k A k est un certain nombre.
Nous rechercherons naturellement des conditions pour la continuité de A dans les diverses

caractéristiques du noyau k(x; y), le noyau appartient à un certain espace d�Orlicz, c�est-à-

dire

l�intégrale est �nie

Z b

a

Z d

c

� [�k (x; y)] dxdy pour certain � > 0

Théorème 2.5.1

Soit � (u) une N-fonction telle que, pour tout u (x) 2 L�1 ; v (x) 2 L��2 ;on a

w (x; y) = u (x) v (x) 2 L� (2.5.2)

avec

k w (x; y) k� c k u k�1k v k��2

où C est une constante.

On suppose le noyau k(x; y) de l�opérateur intégral linéaire (2:5:2) appartient à l�espace

L�� ;�
� (v) est la N-fonction complémentaire de la N-fonction �(u). Alors l�opérateur

(2:5:2) appartient à l�espace L�1 ! L�2 est continue.

Preuve. pour la preuve voir [4]
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

Théorème 2.5.2 [8]

pour chaque k (x; y) 2 L�� ([c; d]� [a; b]) ;pour qu�un opérateur intégral A tel que dé�ni
dans (2:5:1) qui transforme LM1 [a; b] en LM2 [c; d] soit continu,

il est nécessaire et su¢ sant qu�il existe des nombres positifs �; � tels que

� (�uv) �M1 (u)N2 (v) ; u; v � �

où � et ��,M1 et N1 ,M2 et N2 sont trois paires de fonctions complémentaires.

Preuve. Nécessaire si ce n�est pas le cas,il existe des suites croissantes fang ; fbng
telles que an !1; bn !1;et

�

�
anbn
4n

�
> M1 (an)N2 (bn) ; n = 1; 2; ::: .

notez que lorsque u > 0 nous avons

��1 (u) ��(�1) (u) > u

En e¤et, il est facile de voir que

� (v) = v

�
� (v)

v

�
> ��

�
� (v)

v

�
encore � (v) = u ,alors nous obtenons l�inégalité ci-dessus, d�où nous avons

��(�1) (M1 (an)N2 (bn)) >
M1 (an)N2 (bn)

��1 (M1 (an)N2 (bn))

>
4nM1 (an)N2 (bn)

anbn

��
�
4nM1 (an)N2 (bn)

anbn

�
< M1 (an)N2 (bn) ; n = 1; 2; ::: .

sans perte de généralité nous pouvons supposer

M1 (a1) (b� a) > 1; N2 (b1) (d� c) > 1:

Encore ,prendre une suite fFng d�intervalles non superposés en [a; b] et une suite fGng
d�intervalles non superposés en [c; d] tels que

mesFn =
1

2nM1 (an)
;mesGn =

1

2nN2 (bn)
; n = 1; 2; ::: :
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

dé�nir une fonction sur [c; d]� [a; b] comme suit :

k0 (x; y) =

1X
n=1

4nM1 (an)N2 (bn)

anbn
� �Gn�Fn (x; y)

où � ci-dessus indique la fonction caractéristique de Gn � Fn .
Alors depuisZ b

a

Z d

c

�� (k0 (x; y)) dxdy =

1X
n=1

��
�
4nM1 (an)N2 (bn)

anbn

�
mes (Gn � Fn)

<

1X
n=1

1

4n
=
1

3

Donc k0 (x; y) 2 L�� ([c; d]� [a; b]) :,poser

'0 (y) =
1X
n=1

an�Fn (y) ; t0 (x) =
1X
n=1

bn�Gn (x) :

Alors il est facile de voir queZ b

a

M1 ('0 (y)) dy = 1;

Z d

c

N2 (t0 (x)) dx = 1:

c�est à dire que ,'0 (y) 2 LM1 [a; b] ; t0 (x) 2 LN2 [c; d] :
Maintenant,nous allons montrer que l�opérateur intégrale A0 comme donné par (2.5.1)

avec k (x; y) remplacé par k0 (x; y) n�est pas un opérateur continu de LM1 [a; b] à LM2 [c; d] ;

Donc une contradiction .en e¤et,il ressort du théorème que k '0 koM1
� 2:

par conséquent

k A0 k= sup
�
k A0 ('0) koM2

; k ' koM1
� 1
	

� 1

2
k A0 ('0) koM2

� 1

2

Z d

c

A0 ('0) (x) t0 (x) dx

� 1

2

Z b

a

Z d

c

k0 (x; y)'0 (y) t0 (x) dxdy

� 1

2

1X
n=1

1 =1

Su¢ sance. Comme le montre le théorème.(2:5:1),il su¢ t de montrer qu�il y un nombre

l tel que

k ' (y) t (x) ko�� l k ' (y) koM1
k t (x) koN2
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

pour ' (y) 2 LM1 [a; b] et t (x) 2 LN2 [c; d] :En fait,nous pouvons supposer

k t kN2> 0

Donc, nous avons �xé

F1 =

�
y 2 [a; b] : j ' (y) jk ' koM1

< �

�
; F2 = [a; b] nF1

G1 =

�
x 2 [c; d] : j t (x) jk t koN2

< �

�
; G2 = [c; d] nG1

puis par l�hypothèse , théorème de Fubini et théorème (2.5.2),nous obtenons

k �' (y) t (x)

k ' koM1
k t koN2

ko�� 1 +
�Z Z

G1�F1
+

Z Z
G1�F2

+

Z Z
G2�F1

+

Z Z
G2�F2

�
�

�
�' (y) t (x)

k ' koM1
k t koN2

�
dxdy

� 1 + �
�
��2

�
mesG1mesF1

+N2 (�)mesG1

Z
F2

M1

�
j ' (y) j
k ' koM1

�
dy

+M1 (�)mesF1

Z
G2

N2

�
j t (x) j
k t koN2

�
dx

+

Z
G2

N2

�
j t (x) j
k t koN2

�
dx

Z
F2

M1

�
j ' (y) j
k ' koM1

�
dy

� 2 + �
�
��2

�
(d� c) (b� a) +N2 (�) (d� c)

+M1 (�) (b� a)

D�où le résultat qui suit par simpli�cation

�l = 2 + �
�
��2

�
(d� c) (b� a) +N2 (�) (d� c) +M1 (�) (b� a) :
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2.5. Condition de continuité des opérateurs intégraux linéaires

Conclusion
L�objectif de ce mémoire,est d�étudier la continuité de les équations intégrales linéaires

de type Fredholm de seconde espèce dans les espaces d�Orlicz dont la forme générale est la

suivante

A' (x) =

Z b

a

k (x; y)' (y) dy

Dans cette étude ,on a trouvé des di¢ cultés pour appliquer les conditions de la continuité

qui sont étudies dans l�espace de Lebesgue .

On peut expliquer cette di¤érence dans les deux espaces .Dans l�espace de Lebesgue on

applique directement la condition de la continuité,mais dans l�espace d�Orlicz on utilise les

suite pour démonter la continuité avec la norme d�Orlicz.
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 ملخص

 لمتمثلة فيا ،ة في التحليل الداليمهم ةطوبولوجيبدراسة خاصية في هذه المذكرة قمنا 
من نوع  يةدالفريدهولم في فضاءات نوع من  خاصية استمرارية المؤثرات التكاملية

  .اورليز

الاستمرارية، معادلات تكاملية، معادلات تكاملية من نوع  :المفتاحيةالكلمات 
                                                            فريدهولم، فضاء اورليز.

 

Résumé 

     Dans  ce  mémoire  on  a  traité  une  notion  topologique 

importante  dans  l'analyse  fonctionnelle, nottament  la 

propriété de  la  continuité des opérateurs  intégraux de  type 

Fredholm dans les espaces fonctionnels de type Orlicz. 

Mots clés : continuité, équation intégrale, équation intégrale 

de Fredholm, espace d’Orlicz. 

 

Abstract 

       In this memory,we study an important topological notion 

in functional analysis  ,notably the preperty of the continuity 

of integral operators of Fredholm type in functional spaces of 

Orlicz type. 

Keywords :  continuity,  intégrale  equation,  Fredholm’s 

integral equation, Orlicz space. 


