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Introduction

La classification topologique des systémes différentiels est une branche majeure des math-
ématiques appliquées et de la théorie des systémes dynamiques. Elle offre la possibilité
d’analyser et de classifier les comportements qualitatifs des solutions aux équations dif-
férentielles selon la structure topologique de leur espace des phases. Cette méthode est
utilisée dans divers secteurs, de la physique théorique & la biologie, sans oublier I'ingénierie.
L’analyse des systéemes différentiels, qu’ils soient linéaires ou non, autonomes ou pas, s’appuie
sur des instruments mathématiques raffinés comme la théorie de la stabilité de Lyapunov, la
théorie des bifurcations et les techniques numériques sophistiquées pour résoudre les équa-
tions intégrales et différentielles.

L’état de ’art dans ce domaine a été marqué par des contributions majeures, notamment
les travaux de Henri Poincaré (1881) sur les systémes dynamiques Arnold (1989) sur les
systémes Hamiltoniens, de Kuznetsov (2004) sur la théorie des bifurcations, et de Lyapunov
(1892) sur la stabilité des systémes dynamiques. Ces travaux ont jeté les bases théoriques
nécessaires pour aborder des problémes complexes, tels que la classification des points fixes,
I’analyse des cycles limites, et I’étude des systemes.

Dans les années 1960, René Thom a révolutionné le domaine avec sa théorie des catastro-
phes, qui classifie les systémes en fonction des singularités dans leurs espaces de parameétres.
Parallelement, Stephen Smale a apporté des contributions majeures a la compréhension
des systémes dynamiques structuellement stables, en introduisant des concepts tels que les
ensembles hyperboliques et les attracteurs étranges.

La classification des systémes différentiels linéaires est bien établie et repose sur des out-
ils algébriques et géométriques. Les travaux de Arnold (1989) ont montré que les systémes

linéaires peuvent étre classés en fonction de leurs valeurs propres, conduisant & des com-



Introduction

portements typiques tels que les noeuds, les cols, les foyers, et les centres. Cette classification
est essentielle pour comprendre la dynamique locale autour des points d’équilibre.

Pour les systémes non linéaires, la classification devient plus complexe et nécessite des
outils supplémentaires. La théorie des bifurcations, développée par Kuznetsov (2004), per-
met d’étudier les changements qualitatifs dans les solutions lorsque les paramétres du sys-
téme varient. Les bifurcations les plus courantes incluent :

e Bifurcation de fourche : Apparition ou disparition de points fixes.

e Bifurcation de Hopf : Naissance de cycles limites.

e Bifurcation de selles-nceuds : Collision et annihilation de points fixes.

Ces phénomeénes sont cruciaux pour comprendre la transition entre régimes dynamiques,
tels que la stabilité et le chaos.

La théorie de Lyapunov reste un outil central pour I'analyse de la stabilité des systémes
différentiels. Les fonctions de Lyapunov permettent de déterminer la stabilité asymptotique
des points d’équilibre sans résoudre explicitement les équations différentielles. Des exten-
sions modernes, telles que la théorie de Lyapunov-Krasovskii pour les systémes a retard, ont
élargi le champ d’application de de celle-ci.

Avec I'avénement des ordinateurs, les méthodes numériques sont devenues essentielles
pour la classification des systémes différentiels. Des techniques telles que la méthode de
collocation, les éléments finis, et les méthodes spectrales permettent de résoudre des systémes
complexes qui ne peuvent étre abordés analytiquement. Les travaux de Boyd (2001) sur
les méthodes spectrales et de Atkinson (1997) sur les équations intégrales ont ouvert des
nouvelles voies pour I'analyse numérique des systémes différentiels.

Dans le cadre de notre thése de doctorat, nous avons concentré nos efforts sur 'analyse
de la stabilité des systémes dynamiques, en prenant en compte les systémes linéaires et
non linéaires, qu’ils soient autonomes ou non. Pour les systémes linéaires autonomes, nous
adoptons une approche classique basée sur les valeurs propres de la matrice du systéme.
En fait, la stabilité de ce type de systéme peut étre déterminée en examinant les valeurs
propres associées a la matrice, permettant de décrire la dynamique du systéme en termes

de ses comportements asymptotiques.
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Pour les systémes non linéaires, nous avons choisi d’utiliser la méthode de Lyapunov,
qui est un outil puissant pour ’analyse de la stabilité en I’absence de solutions claires. Le
théoreme de Lyapunov permet d’étudier la stabilité d’un point d’équilibre sans nécessiter la
résolution de I’ensemble du systéme, en s’appuyant sur une fonction de Lyapunov qui évalue
I’énergie ou 'erreur du systéme dynamique autour de cet équilibre.

Nous avons ensuite étendu notre étude aux équations intégrales, ott nous avons établi
un lien entre les équations différentielles et les équations intégrales a travers les équations
différentielles. Cette approche nous a permis d’explorer une représentation alternative des
systémes dynamiques, offrant la possibilité de suivre leur évolution dans le temps a travers
une formulation intégrée, qui peut , dans certain cas, offrir des avantages numériques. Le but
de cette transformation est d’atteindre une solution approximative en utilisant la méthode
de sommation et les polynémes d’Hermite. Des résultats bons et satisfaisants ont été obtenus
en comparant les résultats de la théorie du point mellieu.

Notre travail se divise en quatre chapitres.

Le premier chapitre présente les concepts fondamentaux nécessaires a la compréhension
des systéemes différentiels. Nous y définissons les notions clés telles que les espaces des
phases, les points fixes. Nous discutons également des propriétés générales des systémes
différentiels et les équations intégrales.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la notion de stabilité, un concept central dans I’étude
des systémes dynamiques. Nous y présentons les définitions et propriétés de la stabilité, en
nous appuyant sur la classification des systémes différentiels linéaires et de leur autonomie.
Une attention particuliére est accordée a la théorie de Lyapunov, qui fournit un cadre
puissant pour ’analyse de la stabilité des systémes non linéaires, qu’ils soient autonomes ou
non. Nous illustrons ces concepts par des exemples concrets et des applications.

Nous explorons les liens profonds entre les équations intégrales et les systémes différen-
tiels. Nous montrons comment certaines équations différentielles peuvent étre transformées
en équations intégrales de type Volterra ou Fredholm, ouvrant ainsi la voie & des méthodes
de résolution alternatives. Nous discutons également des avantages et des limites de cette
approche, en nous appuyant sur des résultats théoriques et numériques, dans le troisieme

chapitre.
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Le quatrieme chapitre présente notre contribution originale & ce domaine. Nous pro-
posons une méthode innovante pour transformer des systémes différentiels 1D et 2D en
équations intégrales, que nous résolvons ensuite par la méthode de collocation en utilisant
les polyndémes de Hermite. Les résultats obtenus sont comparés aux solutions exactes ou
approximatives, démontrant une précision remarquable. Cette approche ouvre de nouvelles
perspectives pour la résolution numérique de systémes différentiels complexes.

Notre travail a été couronné par une conclusion présentant notre étude et nos résultats,

ouvrant ainsi de nouvelles perspectives pour I’élargissement de cette recherche a ’avenir.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

Dans ce chapitre on rappel quelques notions fondamentales pour 1’étude des systemes dif-

ferentiels ainsi que les équations intégrales.

1.1 Notions de base pour les systémes différentiels
Soit le systéme différentiel planaire :

Vl 81/1 _Ll( <S>7V2(3))>

(1.1)
vy = 6”2—L2( 1(s), v2(s)).

ou Ly et Ly sont des polynomes a coefficients réels. Le systéme (1.1) est de degre d.on
d = max(deg Li,deg Ls).

Si Ly et Ly ne dépendent pas de s explicitement, alors le systéme (1.1) est autonome.

1.1.1 Champs de vecteurs

Définition 1.1.1 On appelle champ de vecteurs, une région du plan simplement connexe

dans laquelle il existe en tout point M un vecteur = dM .C’est -a-dire une application

dM  (Li(v1,vs)
M alt 1\V1, V2
<I/1’ 1/2) 7 dS (LQ(Vhyg)

ot L; , Ly sont de classe C! sur 2 C R?



1.1. Notions de base pour les systémes différentiels

Remarque 1.1.1 Le champ de vecteur associé au systéeme (1.1) est noté F = (i;)On peut

I’écrire aussi sous la forme suivante:

0 0
a 18V1+ 281/2

1.1.2  Plan et portrait de phase

Définition 1.1.2 [21],[3] Un portrait de phase d’un champ de vecteurs est l’ensemble des
orbites ou trajectoires dans l’espace de phase. En particulier, pour les systémes autonomes
d’équations différentielles ordinaires de deux variables, Les solutions (v1(s),va(s)) du sys-

téeme (1.1) représentent dans le plan (v1,v1) des courbes appelées orbites.

1.1.3 Systéme dynamique

Définition 1.1.3 . Un systéme dynamique sur R™ est une application g : R x R" — R"

telle que
1. g(.,v) : R — R™ est continue.
2. g(s,.) : R — R™ est continue.
3. 9(0,v) =wv.
4. g(s+t,v) =g(s,g(t,v)) Vs, teR etVveR"
Proposition 1.1.1 .Les systémes dynamiques sont engendrés par des systémes différentiels.

Exemple 1.1.1 Soit le systéme différentiel

dv
o= Av v(0) =y (1.2)

ol A est une matrice constante, v € R™. La solution de (1.2) est donnée par



1.2. Notions de base pour les équations intégrales

A

v(s) =e*yy

Le systéme (1.2) engendre un systéme dynamique
g:RT xR" — R"

A

v(s,v) =ev.

1.2 Notions de base pour les équations intégrales

1.2.1 Contraction dans ’espace de Banach-Picard

La contraction est une propriété topologique trés importante dans la théorie du point fixe.

Définition 1.2.1 Soit E un espace de Banach et L une application de & dans E, On appelle

L une application contractante si

Jke|0,1]; Yv,s€ E, |Lv)—L(s)|| <kl|v—s|

1.2.2 Théoréme de point fixe de Banach

Définition 1.2.2 Soit E un espace de Banach et L : E — E. Un point fixe de L est un

élément v € E tel que L(v) = v.

Théoréme 1.2.1 (points fize de Banach-Picard 1922)

Soit E un espace de Banach et L : E — E wune application contractante avec une
constante de contraction k. Alors, L a un unique point fire v € E. De plus, nous avons la
propriété suivante.

Si vy = L(vy) et pourn > 1, v, = L(v,_1)

alors:

limv, =v
n—oo



1.2. Notions de base pour les équations intégrales

et

n

1 #)

[ = v < 1 =woll,  n=>1

v étant le point fize de L.

Preuve. Existence : Soit z € E un point arbitraire dans E. Considérons la suite
(Vn)n>1donnée par :
Vp=Lw,1) n>1
vy =2
On doit prouver que (v,) est une suite de Cauchy dans FE.

Pour m <n

[V = vall < {Jvm = vl + [Vmia = vl + oo+ [ne, vl
Puisque L est une contraction, on a

[vp = vpsall = [[1L(vp-1) = L(wp)[| <k |lvp1 = vpll  pour p=>1

Par itération on a

|V — vl < (K™ + K™+ E™ N lvo — v
< Akt K o — v
< =]
— ||V — V
> (1 — k) 0 1

On déduit que(v,,), est de Cauchy dans E qui est complet, donc (v,,), converge vers v
dans FE.

Par ailleurs puisque L est continue, on a

On en déduit que la suite (v,)nest de Cauchy dans E, qui est complet, ce qui implique
que converge vers un point v dans E. De plus, étant donné que L est continue, nous avons :

v=limy, =limL(v, 1) = L(limv, 1) = L(v)

— —
n—oo N—s00 n— oo

Donc v est un point fixe de L ( i.e L(v) = v).



1.2. Notions de base pour les équations intégrales

Unicité: Supposons qu'il y ait deux points v,y € E tel que v # y, v = L(v) et y = L(y).

Alors on a
lv =yl = IL(v) = L(y)]
donc
L)~ L)l
v =yl
D’autre part on a
L) LW,
lv =yl

Ce qui contradiction d’ou 'unicité existe. m

1.2.3 Polynémes Orthogonaux

[7] Les polyndmes orthogonaux sont une famille de polynémes qui satisfont une condition
d’orthogonalité par rapport a un produit scalaire défini dans P'espace de Hilbert L2 ([a, b])
ou l'orthogonalité est induite par une fonction poids w(v). Ils jouent un role fondamental en
analyse numérique, en approximation de fonctions et en résolution d’équations intégrales.

Définition générale

Une suite de polynomes { P, (v)} est dite orthogonale dans I’espace L2 ([a,b]) par rapport

a une fonction poids w(v) si elle satisfait la relation d’orthogonalité :

b
/Pn(l/)Pm(V)CU(l/)dV =0 pourn#m, Vn,m e N.
a
ou :
e w(v) est une fonction poids qui définit 'orthogonaliteé,
e P,(v) est un polynome de degré n,
e L’intégrale est finie et bien définie sur L2 ([a, b]).
Chaque famille de polynémes orthogonaux est associée a un choix spécifique d’intervalle
et de poids.
Cette Définition est particuliérement utilisée dans des contextes comme ’analyse numérique,
la théorie des séries et la résolution d’équations différentielles. Les exemples classiques de

polynoémes orthogonaux incluent les polynémes de Legendre, de Chebyshev, de Laguerre et



1.2. Notions de base pour les équations intégrales

d’Hermite, chacun ayant des applications spécifiques dans divers domaines des mathéma-

tiques et de la physique.

Exemple: Polynémes d’Hermite

Les polynomes d’Hermite est une famille de polynémes orthogonaux, souvent utilisés en
analyse mathématique, notamment dans le contexte des séries de Fourier, des équations
différentielles et des probabilités, en particulier dans le cadre de la mécanique quantique et
des processus stochastiques.[25], [10].

Les polyndémes d’Hermite ils sont définis comme suit :

V2 dn V2
Ht,(v) = (-1)"ez y ez n=012.,velR (forme dite probabiliste)
l/n
Ht,(v) = (—1)”@”2d—e_”2 (forme dite physique)
VTL

Les deux définitions sont associées & 1’échelle suivante.

Et\n(V) = Q%Hn(y\/é)

Ils peuvent aussi étre écrits en utilisant un développement polynomial. :

H 5 r n! n—2s
tnv) = e (=1) 26k! (n — 21@)!1/
7 &l n—2n
Htnv) = e (=1) k! (n — 2kK)! (2)
ol E(%)désigne la partie entiere de 3.
Les premiers polyndémes d’Hermite sont :
Hto(v) =1, Hto(v) =1
Ht\(v) = v, Ht,(v) = 2v
Hty(v) =v? — 1, ]E(V) =42 — 2
Ht3(v) = v* — 3v, P/It\g,(l/) = 8% — 12v
Hty(t)=v*—6v+3,  Hiy(v) = 160* — 480% + 12

10



1.2. Notions de base pour les équations intégrales

Il existe une orthogonalité parmi les polynomes Ht,(v) par rapport a la fonction de

N

v

poids S(v) = e” =, sous la condition suivante :
+oo
/ Ht,(v)Ht,,(v)S(v)dv = nIV 210,

On,m désigne le delta de Kronecker. Posons :
1
wp (V) = ———= x Ht,(v)
nlv2m

Donc

1 sin=m

+o0
1
Why W) = ——— Ht,(v)Ht,,(v)S(v)dv =
(i) mmé O S

1.2.4 Meéthode de Collocation

[1],[26] Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a la résolution
approchée de I’équation integrale ou équation différentielle.

Soit I’équation opérateur suivante
Alo(v))=L(v), ve GCR (1.3)

e A un opérateur inversible.

e L est une fonction de C(G) donnée.

e p est la fonction inconnue que nous cherchons.

la méthode consiste & chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension
finie, en exigeant que 1’équation (1.3) soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points
appelés points de collocation.

En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces X,, C X, n > 1 de dimension
finie, généralement des sous espaces de C(G) ou de L*(G). Soit {w, ..., w, } une base de X,.

On cherche une fonction p,, € X,,, de la forme

0.(s) =Y _ajw;(s), veG
j=1

11



1.2. Notions de base pour les équations intégrales

Pour déterminer les coeflicients (a;), on substituant, cette fonction dans I’équation (1.3),
et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ou le résidu soit nul sur un systéme

de noeuds z1, ..., z, € G, (i.e, aux points de collocation).

ra(v) = Ag,(v) = L(v)

n
= Y ajAw;(v) - Lv), wved
j=1
Ce qui conduit systématiquement & la résolution du systéme linéaire

Zij(V)aj = L(vy), i=1,..,n
j=1

de la forme ®,X = L,. Evidemment, ce systéme admet une solution unique si le det ®,,

est non nul, ce qui dépend d’ailleurs du choix des points de collocation.

1. Choix des fonctions de base: Les fonctions de base w;(s) sont souvent des polynémes ou
des fonctions orthogonales. Par exemple, on peut utiliser des polynémes de Lagrange,

de Legendre ou des fonctions splines.

2. Points de collocation : On choisit des points {v;} dans G. Ces points peuvent étre
choisis équidistants ou en utilisant des points spéciaux (par exemple, les points de

Gauss-Legendre, les points de Tchebychev,...).

12



Chapitre 2

Définition et classification topologique

des systémes différentiels

Dans ce chapitre, nous introduirons le concept de stabilité et vise a présenter des définitions
et des propriétés, y compris la classification des systémes différentiels linéaires. Nous
détaillons également la théorie de Lyapunov et examinerons son application aux systémes

non linéaires, autonomes et non autonomes.

2.1 Généralités sur les systémes différentiels

Définition 2.1.1 (Ecriture vectorielle d’un systéme différentiel) On rappelle qu’une équa-

tion différentielle (linéaire ou non linéaire) dans un espace vectoriel E est de la forme
v(s) = L(s,v) (2.1)

ot L un opérateur de E dans E.

13



2.1. Généralités sur les systémes différentiels

On s’intéressera plus particuliérement aux systémes différentiels, dans le cas ou E = R"™,

I’équation ci-dessus étant écrite avec les notations usuelles

¢

!

vy = Li(s,v1,v2, ..y Vs),
V,2 :L2($7 V17V27"'7Vn)
.
V' =L(s7 "(s)=L(s,7 (s) &
| v = Lu(s,v1,v2, 00, 0n)

avecv € S CR", s € JC R; ot S est l’espace d’état. J C R est un intervalle ouvert

de R, et ot Ly, Lo, ...et L, sont des fonctions continues de § C R x R"™ dans R.

2.1.1 Probléme & valeur initiale (Probléme de Cauchy)

Définition 2.1.2 Soient 6 un ouvert de R x R™ et L : § — R" une fonction continue.

1. Pour (sg,vo) donné, un probléme a valeur initiale associé a l'équation (2.1) est donné

sous la forme

/

v = L(s,v), v(so)=rp (2.2)

. La fonction v(s) est dite solution de l’équation (2.1) sur un intervalle I C R si elle
est définie et contindment dérivable sur I, si (s,v(s)) € 0 pour tout s € I et si v(s)

satisfait la relation (2.1) sur I.

. Soit (sg, vy ) € 0 donné, la fonction v(s) est dite solution du probléme & valeur initiale
(2.2) sl existe un intervalle I contenant sg tel que v(s) est une solution de [’équation

(2.1) sur I et vérifie v(sg) = vp.

2.1.2 Existence et unicité des solutions des problémes a valeur

initiale

Théoréme 2.1.1 (Existence) (8] Soit 6 un ouvert de R x R™ Si L : § — R™ une fonction

continue alors pour tout (so, v ) € 0, le probléme (2.2) admet au moins une solution.
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2.1. Généralités sur les systémes différentiels

Définition 2.1.3 Soient 6 un ouvert de R x R" et L = L(s,v) : une application de 6 dans
R™ . L est dite localement lipchitzienne en v si pour tout fermé et borné (compact) K dans

0, il existe une constante k > 0 telle que
|L(s,v1) — L(s,v9)| < k|vy — v
pour tout (s,v1) et (s,vs) dans K.

Définition 2.1.4 Pour (s, v ) € 0 donné, une solution du probléme & valeur initiale (2.2)
est dite unique si, pour toute autre solution définie sur un domaine contenant (so,vo ), les

deux solutions coincident sur ’ensemble de leur domaine de définition commun.

Théoréme 2.1.2 (Unicité) Soit 6 un ouwvert de R x R" . Si L : 6 — R" une fonction
continue et localement lipschitzienne en v, alors pour tout (so,vo ) € 0, le probléme (2.2)

admet une solution unique.

Définition 2.1.5 (Systémes autonomes) On appelle équation différentielle autonome
une équation différentielle pour laquelle L ne dépend pas explicitement du temps : L(s,v) =

L(v). C’est donc une équation différentielle de type
V' = L(v) (2.3)

Remarque 2.1.1 Un systéme autonome est un systéme dynamique dont l’évolution dépend
uniquement de son état actuel, sans dépendance explicite du temps. Un systéme non au-
tonome est un systéme dynamique dont l’équation différentielle dépend directement du temps.

Cela signifie que I’évolution du systeme dépend explicitement du temps initial .

2.1.3 Transformation d’une équation différentielle & un systéme

différentiel d’ordre 1

La forme générale d’une équation différentielle d’ordre m :

Y™ (s) = Ls,y(s),y()(5), 52 (5), ..y "V (5)) (2.4)
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2.1. Généralités sur les systémes différentiels

ott ¥ (s) désigne la i¢ dérivée de y(s).Pour assurer I'unicité de la solution, on ajoute les

m conditions initiales :

y(s0) =1

YD (s0) = Cm1

y(m—l)(s()) =Cm ,

\

(2.5)

ces conditions portent sur la fonction y(s) et ses (m — 1) premiéres dérivées a s = s.

Théoréme 2.1.3 [11] L’équation différentielle d’ordre m (2.4) avec les m conditions ini-

tiales (2.5) est équivalente au systéme de m équations d’ordre 1 suivant :

Yn—1(5) = 2m(s),
[ Um(8) = L(5,41(5), 42(5), -, Y (5)),

Preuve. [11] =

Exemple 2.1.1 Soit l’équation différentielle d’ordre 2 :

yl(So) =0
Ya(s0) = c2
yz(So) =C3

(2.6)

yl(So) = Cm—1

ym(SO) = Cm

yP(s) = =y (s) + (y(s))* + 5* =5

avec les conditions initiales y(0) = 1 et y™M(0) = 2. On pose:



2.2. Classification topologique des systémes diftérentiels

pour transformer [’équation différentielle d’ordre 2 en un systéme de 2 équations dif-

férentielles du premier ordre :

yi(S) = y2(s> ) yl(O) =1
y5(s) = —y2(s) + (y1(s))* + s* = 5, y2(0) =2

2.2 Classification topologique des systémes différen-

tiels

La classification topologique des systémes différentiels se concentre sur les propriétés qual-
itatives des solutions et leur comportement, sans tenir compte des détails quantitatifs, tels
que l'invariance topologique, comportement asymptotique, types de comportements dy-
namiques, ect. Dans le travail présenté ci dessous on a choisir le critére de stabilité pour
classifier les systéeme differentiels linéaires et non linéaires.

Les systemes différentiels linéaires suscitent un intérét particulier, car leur théorie est
souvent utilisée pour analyser localement des systémes non linéaires. L’objectif de la théorie
de la stabilité est de tirer des conclusions sur le comportement d’un systéme sans avoir be-
soin de calculer explicitement ses trajectoires. La contribution majeure & ce domaine a été
apportée par A. M. Lyapunov, dont les travaux, reconnus a partir des années, ont intro-
duit de nombreux concepts et définitions fondamentales relatifs a la stabilité des systémes
représentés par des équations différentielles arbitraires. Il a également fourni les principaux
résultats théoriques dans ce domaine. Dans cette partie, nous présenterons une version

simplifiée et abrégée de ses travaux.

2.2.1 Notions de stabilité et point d’équilibre
Notions de stabilité

La stabilité est une question fondamentale de la théorie qualitative.
Elle se pose de la maniére suivante : si le systéme est perturbé et s’éloigne de son état
d’équilibre, reviendra-t-il a cet équilibre 7 Ou bien une légére perturbation, méme minime,

peut-elle entrainer des conséquences significatives et s’amplifier avec le temps 7
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2.2. Classification topologique des systémes diftérentiels

Soit le systéme différentiel autonome

V'(s) = L(v(s)), vefh CR”
v(so) =vo, So € J CR
Point d’équilibre
Définition 2.2.1 [12]Un point P € 6 est dit point d’équilibre (ou point critique, point

singulier ou point stationnaire) de l’équation (2.7) si et seulement si L(P) = 0.

Exemple 2.2.1 Considérons le systéme suivant :

Vy = —Vgy — Sin v,

Les points (0,0) et (m,0) sont des points d’équilibres.

Stabilité d’un point d’équilibre

1. Un point critique P est dit stable si, pour tout R > 0, il existe r > 0 tel que, si une
trajectoire se trouve dans la boule B(P,r) a un instant sy , elle reste dans la boule

B(P, R) pour tout s > sq .
2. Un point critique P est dit instable s’il n’est pas stable

3. Un point critique P est dit asymptotiquement stable s’il est stable et, de plus, s’il
existe p > 0 tel que toute trajectoire qui se trouve dans la boule B(P, p) a l'instant

sg converge vers P lorsque s — +00.

2.2.2 Stabilité des systémes différentiels linéaires

La stabilité concerne 'analyse de la sensibilité des solutions par rapport aux conditions
initiales. Sur le plan physique, imaginons que 1’on lance simultanément deux pierres : nous
souhaitons savoir si elles s’éloignent 1'une de 'autre au fil du temps. En termes d’équations
différentielles, la question se pose de savoir si deux solutions d’une méme équation demeurent

suffisamment proches lorsque leurs conditions initiales le sont également.
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Cas des systémes autonomes

Définition 2.2.2 (Stabilité) Le point d’équilibre P = 0 est dite stable au sens de Lya-
punov si, pour tout € > 0, il existe un & = 0(sg,€) tel que, pour toute condition initiale

vo satisfaisant ||vg|| < § (c’est- a -dire vy € B(0,0) la solution du systéme (2.7) vérifie :
1. v(s) est définie pour tout s > sg
2. Pour tout s > so; ||vo]| < e (i.e vy € B(0,¢))

Définition 2.2.3 (Stabilité asymptotique) Le point d’équilibre P = 0 est dite asympto-

tiguement stable si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1. FElle est stable en sens de Lyapunov
2. lim ||v(s)|| =0, (0: point d’équilibre)

§—00

Ve>0,30(e) >0 V5o :|lwoll <d=|v(s) || <e
Remarque 2.2.1 on dit que le point d’équilibre P est instable si elle n’est pas stable.

Cas des systémes non autonomes

Stabilité

Définition 2.2.4 Considérons (T,,Ty,) € RY xR* tels que Ty < Ty, K un compact de R",

on dit que K est (J,Ts, Ty, Dy, D) pratiquement stable pour le systéme non autonome:

V'(s) = L(s,v(s)) ,webhCR”

(2.8)
v(so) =vo, Vo €J CR

SiVvg € Dqy et sg € J, on a:

1. v(s, s, V) est définie sur | sg, So+ 11
2.V s € so, so+TL] ,v(s,s0,19) €D

3. VSG[80+T5, 80+TL] s I/(S,So,l/o)EK .
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Définition 2.2.5 Le systéme (2.8) est considéré stable au sens de Lyapunov par rapport
au point d’équilibre v, si pour des conditions initiales v(sg) suffisamment proches du point

d’équilibre, on a
Ve > 0,36 >0|v(so) — vyl <6 =|vis,v(so)) — vyl <e Vs> s
telle que : v(sg) € B(vy, ) et v(s,v(sg)) € B(vy,€)

Définition 2.2.6 (Stabilté d’un compact) Soit K un compact de R™, on dit que K est
stable pour le systéme (2.8) si pour tout € > 0, et sg € J, il existe § (€,5¢) > 0 tel que:
v(s, so,vo) est définie pour s > sg
(VO € B(S((Vn,a) (K>>
v(s,S0,v0) € Be(K) s> sg
Exemple 2.2.2 On considére le systéme : v'(s) = (3ssin(s) — 2s)v, s € R,

Ce systéme admet une solution sous la forme :

v(s, S, Vo) = Vo €Xp (f(Sz sin(z) — 22)dz> = vgexp(3sin(s)—3scos(s)—s?—3sin(sg) —
S0
350 cos(sg) + s3)
Donc, le terme en exponentielle est borné pour tout s > so par une constante c(sg) qui

dépend seulement de sq. Ainsi, on a:
(s, s0,0)| < |vo| ¢(s0) Vs > so

Pour tout € > 0, si l’on choisit 6 = c(zo), d’ou O est stable.

Définition 2.2.7 (Instabilté de K) Si K n’est pas stable pour le systéme (2.8), on dit

que K est instable pour le systéme (2.8).

Stabilité asymptotique
Définition 2.2.8 Le point d’équilibre v,, est asymptotiquement stable si

Vo >0:|v(so) — vyl <6 = lim |[v(s,v(s0)) — vyl =0
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Définition 2.2.9 (Stabilité d’attraction) Le bassin d’attraction Dy de v, = 0 pour
Uéquation différentielle v/ = L(v), v € R", l’ensemble des vo(v(s = so)), 3 § > 0 telle
que

i (s, o) =0 oty (s, )| < 8

Définition 2.2.10 (Attractivité de K) Soit K C R",on dit que K est attractif pour le
systéme((2.8) si pour tout sy € J, il existe 6(sg) > 0 tel que :

v(s, S0, Vo) est définie pour s > sg

(VO € B(g s (K))
(s0) lim v(s, sg, g, K) =0

S§—00

Définition 2.2.11 (Stabilté asymptotique) Soit K C R™, on dit que K est asympto-

tiquement stable pour le systéme (2.8) si :

1. K est stable pour le systéme (2.8)

2. K est attractif pour le systéme (2.8)

Définition 2.2.12 (stabilité globale asymptotique de K ) Soit K C R", on dit que K

est globalement asymptotiquement stable pour le systéme (2.8) si :
1. K est stable pour le systéme (2.8)
2.V sp€J, etvyg €0 ,v(s,s0,10) est définie Vs > sg; limd(v(s, so, ), K) =0

Exemple 2.2.3 On considére le systéme

S
Il admet des solutions de la forme : v(s, so, Vo) = Vo exp (f idz) = VOQ;F% que O est

S0
globalement asymptotiquement stable.

Définition 2.2.13 (Stabilité expontielle) Le point d’équilibre v, est exponentiellement

stable si :

Ve > 0,3 68,a,b>0: |[v(so) — vyl 8= |lv(s,v(s0)) — vyl < a ||v(se)) — vylle ¥ s> so
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Exemple 2.2.4 Considérons l’équation décrit par
vV = —(1+sin(v?))v

1l est claire que P = 0 est un point d’équilibre. La solution de [’équation est donnée par

f7(1+sin(u3))d5
v(s) =v(0)ed

on a

Vs >0, |v(s)| < k|v(0)|e®.

D’otu la stabilité expontielle du systéme.
Remarque 2.2.2 Stabilité exponentielle = Stabilité asymptotique.

Définition 2.2.14 Le point d’équilibre v, est instable si ne satisfait pas la premiére con-

dition de la définition (2.2.2)

Stabilité uniforme

Définition 2.2.15 [13] Soit K C R", on dit que K est uniformément stable pour le systéme
(2.8) si pour tout € > 0, il existe 6(¢) > 0 tel que :

v(s, s, Vo) est définie pour s > sg

VSQ € J, (l/ € Bg(s)(K)) =
v(s,80,v0) € Bo(K) s> so.

2.2.3 Stabilité des systémes différentiels non linéaires

Les méthodes basées sur la linéarisation, qu’elle soit statique ou dynamique, constituent des
approches classiques pour stabiliser les systémes non linéaires. Toutefois, leur application
se limite a une classe restreinte de systémes physiques, généralement ceux décrits par des
équations différentielles ordinaires non linéaires satisfaisant des conditions spécifiques. Ces
méthodes offrent des résultats variables en pratique, et leur portée reste intrinséquement
limitée.

En revanche, la méthode de Lyapunov s’impose comme une stratégie plus puissante

et générale pour analyser la stabilité des systémes non linéaires. Plutot que de viser la
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résolution explicite des équations, elle privilégie une approche globale et temporelle, cen-
trée sur I’évaluation de la stabilité et des propriétés dynamiques des solutions. L’un des
atouts majeurs de cette méthode réside dans sa capacité a fournir une analyse globale, in-
dépendamment des calculs explicites des trajectoires.Bien que le choix d’une fonction de
Lyapunov appropriée puisse constituer un défi technique, cette approche demeure souvent
incontournable pour 1’étude des systemes complexes ou de grande dimension, ot les outils

conventionnels échouent.

Définition 2.2.16 On considére le systéme autonome défini par

V?”OGRn (29)
F(ro) =0

ol F est un champ de vecteur globalement lipchitzien sur R” . On désigne par F 4(v) la

solution de (2.9) issue du point v a 'instant s = 0 soit

dF s(v)
ds

\s=o = F(v) et Fo(v) =¥

Définition 2.2.17 On dira que vy est un point d’équilibre localement attractif pour le sys-
téeme (2.9) s’il existe un voisinage 0 C R™ de vq tel que ¥V v € 0 | F 4(v) existe pour tout

s >0 et im F 4(v) = vo. Si 0 =R" vy est globalement attractif.

Définition 2.2.18 On dira que vy est un point d’équilibre asymptotiquement stable (resp.
globalement asymptotiquement stable) s’il est stable et localement attractif (resp. stable et

globalement attractif).

Méthode de Lyapunov (méthode indirecte)

La méthode indirecte de Lyapunov est utilisée pour étudier la stabilité des systémes non
linéaires en analysant leur systéme linéarisé équivalent. En d’autres termes, lorsqu’on a un
systéme non linéaire, on peut le simplifier et le transformer en un systéme linéaire (appelé
"systeéme linéarisé"), ce qui permet d’analyser sa stabilité de maniére plus accessible.

Dans cette méthode, le systéme non linéaire

V' =Lv),reR” (2.10)
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,est linéairisé autour d’un point donné P (souvent P = 0) en utilisant une technique appelée
"développement en série" (par exemple, la série de Taylor). Cette approche permet de
comprendre le comportement local du systeme autour de ce point et de déterminer s’il est
stable ou non. Cette méthode est particulierement efficace dans les cas ou 'analyse directe

du systéme non linéaire est complexe.

dL
V= —\,—ov + R(v
oo + R(0)
Ou R(v) contient les termes en v d’ordre supérieur ou égale a 2. Le systéme linéarisé

que ’'on utilise est alors

L
V= ili_y\uoy =Av, v eR" (2.11)

Ll(V)

Soit L(v) = , un champ de vecteur de classe C? sur 6, et soit vy un zéro de

Ly (v)
L (point critique). Le linéairisé de v = L(v) au point vq I’équation différentielle linéaire

V' = Av, ou A représente la matrice jacobienne telle que

ahy,, a0 e,
A—
dla\,, A\, . 2\

oil A = (gTL;(VO)> — DL(v) (1< i, <n).

Remarque 2.2.3 La linéarisation d’un systéme différentiel nous ameéne a l'étude de la

nature des points d’équilibres .

Exemple 2.2.5 Soit le systéme suivant

Vi =vi(1 =02 —v2) = Li(v1, )

vy = —vy(1 — 12 —v2) = Ly(vy, 1)
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Le point d’équilibre est : P = (0,0) , l"inéarisé en (0,0) est

Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des systémes linéaires

Soit le systéme (2.11)

vV = Av

ou v € R", A une matrice constante inversible, et p;  p, sont les valeurs propres de la

matrice A.

1. La solution v = v est appelée de selle si les valeurs propres p;  p, sont réelles, non

nulles, et présentent des signes opposés.

2. La solution v = vq est appelée nceud lorsque les valeurs propres p;  p,, sont réelles,

non nulles, et possédent toutes le méme signe.

3. La solution v = vq est désignée comme foyer si les valeurs propres p; p, sont des

complexes conjugués avec Im(p;) #0,i = 1,...,n.

4. La solution v = v est appelée centre si les valeurs propres p;  p,, sont des complexes

-----

conjugués avec Re(p;,) =0 et Im(p;) #0,i=1,...,n.

Classifcation et nature des points d’équilibre : Cas des systémes non linéaires

On considére le systéme non-linéaire autonéme

ouv=(v1,..,v,) et L= (Lq,..,Ly,) et le systéme linéarisé associé

vV = Av

le point d’équilibre v est appelé :
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1. Puits si toutes les valeurs propres de la matrice A = DL(vq) ont des parties réelle

négatives.

2. Source si toutes les valeurs propres de la matriceA = DL(vg)ont des parties réelle

positives.
3. Selle s'il est hyperbolique et si la matrice A = DL(ry) a au moins une valeur propre

avec la partie réelle négative et au moins une valeur propre avec la partie réelle positive

Stabilité des points d’équilibre basée sur les valeurs propres de la matrice jaco-

bienne

Théoréme 2.2.1 Soit vy un point critique pour le systéme (2.10).

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne DL(vq) ont des parties réelles

négatives, alors le point critique vy est asymptotiquement stable.

2. S’il existe au moins une valeur propre de DL(vg) avec une partie réelle positive,alors

le point critique vy est instable.

3. Si DL(vg) a des valeurs propres avec des parties réelles négatives et d’autres avec des

parties réelles nulles, alors on ne peut rien dire sur la stabilité du point critique.

Exemple 2.2.6 Considérons le systéeme différentiel linéaire homogéne et autonome.

V= Av

a b
ou A = est une matrice constante inversible, et v = (vq,v5) € R%. Soient

c d
p1,Po les valeurs propres de la matrice A qui sont les racines du polynéme caractéristique

p(p) = p* — (a+d)p + ad — be.
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1. v = vy est un noeud ssi p; et p, sont réels de méme signe (p,;p, > 0) : asympto-

tiquement stable ssi p; < 0 et p, < 0, instable sinon. (En particulier vrai si

1= Pz)

2. v = v est un point selle (instable) ssi p;et p, sont réels de signe opposé p; p, < 0).

3. v = vy est un point foyer ssi p; = p, (Imgp,; # 0) est non réel, stable si Re(p;) < 0
et instable si Re(p;) > 0

4. v = vy est un centre ssi: p; = p, est un imaginaire pur , c’est-a-dire (Re(p;) =
Re(p,) = 0)
Seconde méthode de Lyapunov (méthode direct)

La seconde méthode est plus complexe & mettre en ceuvre, mais en contrepartie, elle offre
une portée beaucoup plus large. Elle repose sur la définition d’une fonction spécifique,

connue sous le nom de fonction de Lyapunov.

Cas des systémes autonomes

Dérivée d’un systéme dynamique (fonctions de Lyapunov) [13]
La détermination de la fonction de Lyapunov demeure 1’étape la plus complexe dans

I’analyse de la stabilité.

Définition 2.2.19 Soit ¢ : 0 — R ayant des dérivées partielles sur 6. On définit la dérivée
totale ¢ pour le systéme (2.9) par :

&(1/) = Z &—ELZ(V) tel que (L1, ..,Ly,) € F ,(F champ de vecteurs)
i=0 !

Définition 2.2.20 Une fonction ( : 8 — R continue sur un voisinage 0 de vy définie

positive et différentiable sur 6 — {vy} telle que :
— ((vg) =0 et ((v) >0 si v +# g
W) =FL) <0 Yrebou

FACW) = 0 o = (VE (), ()
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Elle est appelée fonction de Lyapunov large pour le systéme (2.9) en vy. De plus, si la
fonction satisfait la condition suivante :

—((v) <0,Vvebd—{vy} alors ¢ est appelée fonction de Lyapunov stricte pour (2.9).

Définition 2.2.21 (Fonction définie négative) Une fonction scalaire dépendante du
temps, ((v, s) définie négative si :

— ((vg) =0 et ((v) <0 siv#uv cest a dite — ((v) est définie positive.
Théorémes de stabilté de Lyapunov [13]

Définition 2.2.22 (Fonction radialement non bornée) Une fonction ¢ : R" — R est
radialement non bornée si :

lim ((v) =400

[[v]|—o0

Théoréme 2.2.2 (Théoréme stabilité locale) [13] Soit 0 un point d’équilibre de (2.10),
s’il existe un voisinage w de 0 et une fonction ( : w — R™ continue, ayant des dérivées

partielles continues, telle que :
1. ¢ sont définie positive

2. La dérivée total C, soit négative alors 0 est stable. De plus si la dérivée total Cl est

définie négative, alors 0 asymptotigment stable.

Théoréme 2.2.3 (Théoréme stabilité globale) [13] Soit 0 un point d’équilibre de (2.10),
sl existe un voisinage w de 0 et une fonction ( : w — RY continue, ayant des dérivées

partielles continues, telle que :
1. ((v) est définie positive
2. C,(I/) est définie négative

3. ((v) — oo (est radialement non bornée).

[[v]|—o0

Alors le point d’équilibre (P = 0) est globalement asymptotiquement stable.
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2.2. Classification topologique des systémes diftérentiels

Théoréme 2.2.4 [13] (Théoréme d’instabilité) Soit 0 un point d’équilibre, s’il existe un
voisinage w de 0 et une fonction:

w:w— R

continue, ayant des dérivées partielles continuées, telle que :
1. Vv e w— {0} w(v) > w(0)

2. La dérivée totale w' soit définie positive.

Alors 0 est instable.

Cas des systémes non autonomes

Soient les systémes non autonomes décrits par:
V' =L(s,v) ,veR" (2.12)

La diffculté de ’étude de ces systémes est que les solutions dépendants de I'instant initial
S0
()| < Elv(so)lle®C7) 5 Vs > s
Définition 2.2.23 (Fonction décrescente) Une fonction ¢ : J x 8 — R est décresente
St
lim ((v,s) =0 ,uniformément en s

llv]|—0.
c’est a dire :
Ve > 0,30 > 0;Vv €0, (||v] <9d) = (Vs e J, {(v,s) <e)
Théoréme des stabilités [20]
Définition 2.2.24 La dérivée temporelle de ((v,s) est :
) _0¢ ,  0¢  0¢ a¢

§<V7S)_$V +%—5L<V,S)+$
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2.2. Classification topologique des systémes diftérentiels

Théoréme 2.2.5 (Stabilité uniforme) [20] Soit 0 un point d’équilibre de (2.12), s’il existe

un voisinage w de 0 et une fonction
(:Jxw—R,
continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
o ( est définie positive
o (' est semi-définie négative

Alors 0 est stable au sens de Lyapunov. Si de plus C est décroissante, alors 0 est unifor-

mément stable.

Théoréme 2.2.6 (Stabilité asymptotique uniforme) [20] Soit 0 un point d’équilibre

de (2.12), s’il existe un voisinage w de 0 et une fonction
(:JJxw—=R4
continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
o ( est définie positive
o (' est définie négative
e ( est décroissante
Alors 0 est uniformément asymptotiquement stable.

Définition 2.2.25 (Fonction définie positive localement) Une fonction scalaire dépen-

dante du temps, ¢ (v,s) est localement (semi) définie positive si :
1. ¢(0,5) =0

2. Il existe une fonction scalaire invariante (semi) définie positive (, telle que Yv €

R"™, Vs > sg, C(v,8) > (o(v).

Définition 2.2.26 (Fonction défnie positive globalement) Une fonction scalaire est

globalement définie positive si :
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2.2. Classification topologique des systémes diftérentiels

-¢(0,5) =0

—I1 existe une fonction scalaire invariante (semi) définie positive (, telle que :
Vv e R, Vs>sg, ((v,s)>((v)

Théoréme 2.2.7 (Stabilité asymptotique uniforme globale) [12] Soit 0 un point
d’équilibre de (2.12), s’il existe un voisinage w de 0 et une fonction ¢ : J xw — Ry
continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :

— ( est défnie positive

— (' est définie négative

— ( est radialement non bornée

Alors 0 est globalement uniformément asymptotiquement stable.
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Chapitre 3

Liaison entre les systémes différentiels

et les équations intégrales

Dans cette partie, nous avons étudié la relation entre les équations intégrales et les systeme
différentiels, notamment celles pouvant étre converties en équations de Volterra ou de

Fredholm.

3.1 Introduction générale aux équation intégrales

Les équations intégrales constituent la fondation de nombreux modéles mathématiques dans
divers domaines scientifiques, tels que 'ingénierie et la chimie. ainsi que divers domaines des
mathématiques appliquées sont en lien avec les équations intégrales, comme ’ont démontré

les études de Wazwaz [23] et de Semenova et al.[19)].

3.1.1 Définition des équations intégrales
Définition 3.1.1 On appelle équation intégrale, une équation fonctionnelle de la forme :
o) = [ . 9)e(s)ds = L)
Q

ot L(x), h(v,s) sont des fonctions données, la fonction o(v) qui figure & lintérieur et a
léxterieur du signe intégral est l'inconnu a déterminer;\ est un paramétre réel ou complexe

différent de zéro. La fonction h(v,s) est appelée noyau de [’équation intégral.
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3.1. Introduction générale aux équation intégrales

3.1.2 Classification des équations intégrales

Il existe plusieurs classes d’équations intégrales. Plusieurs critéres peuvent étre considérés
2. L3 . 7 9 , .

pour classer les équations intégrales, tels que les bornes de l'intégration et le noyau de

I’équation. Dans la suitenous allons citer les trois grandes classes de ces équations.

Equations intégrales de Fredholm

Définition 3.1.2 On désigne par équation intégrale de Fredholm de premiére espéce une

équation de la forme suivante :

tandis que L et h sont des fonctions données, avec des bornes d’intégration constantes.

C’est 14 la principale caractéristique d’une équation de Fredholm.

Définition 3.1.3 : On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce une équa-

tion de la forme

ot o(v) est la fonction inconnue , h(v, s) et L(v) des fonctions données.

Equations intégrales de Volterra

Les équations de Volterra constituent des cas particuliers des équations intégrales de Fred-

holm, obtenues en choisissant un noyau h tel que h(v,s) = 0 pour v < s.

Définition 3.1.4 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de premiére espéce une

équation a une inconnue o(v) de la forme suivante :

Définition 3.1.5 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce une

équation a inconnue o(v) de la forme :
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3.1. Introduction générale aux équation intégrales

Equations intégrales de Volterra-Fredholm

Définition 3.1.6 Nous définissons les équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

de deuxiéme espéce de la maniére suivante [22,06,17] :

o) = M / " b, $)o(s)ds — Ao / ho(v, s)o(s)ds = L(v) (3.1)

On appelle équation intégrale mixte une équation de la forme:

o(v) — A / ’ / bh(v, s)o(s)dvds = L(v)

ot les fonctions hy, hy et L sont connues et o(v) la fonction inconnue. A est un facteur

mconnu
Remarque 3.1.1 1. Si hy = 0 on obtient l’équation intégrale de Fredholm
2. Si hy = 0 on obtient I’équation intégrale de Volterra

Dans ce qui se suit, on s’interesse aux équations intégrales de Volterra-Fredholm parce

quelle contient les trois classes.

3.1.3 Existence et unicité de la solution des équations intégrales

de Volterra-Fredholm

Dans le théoréeme ci-dessous démontre 'existence et 'unicité de la solution des équations

intégrales de Volterra-Fredholm, sous certaines conditions.

Théoréme 3.1.1 On suppose que L € Cla,b] , hy € C(Dy) et hy € C(D3)
ou Dy ={(v,s) e R\ a <v <s<b} et Dy=[a,b] x [a,b]
posant Ny = max |hi(v,s)| et Ny = m)ax |ho(v, s)|
1 s)el2

v,s)eD v,

Sous les conditions de continuité ci-dessus, s’il existe ¢ > 0 tel que
1 c(b—a)
- [Nl + Nae } <1
P

Alors, U'équation (3.1) a une solution unique o € C([a,b]) et cette solution peut étre
obtenue par la méthode des approximations successives, en partant de n’importe quel élément

de Cla,b].
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3.2. Liaison entre les systémes diftérentiels et les équations intégrales

Preuve. Considérons 'opérateur ¢ : C([a, b)) — C([a,b]) défini par
s b
Co(v) = L(v) +/ ha(v, S)Q(s)ds+/ ha(v, s)o(s)ds

Colw) — Co()| = /sm(u,s)(@(s)—w(s)m / ha(v,5) (o(s) — ¥ (s)) ds

IN

s b
[ i@l 1els) — v (Dlds + [t o) lels) — v (5D ds
N1/S|<@<s>—¢<s>>|exp—<s—a>exp<v—a>ds+

IN

b
Na [ lets) = v () exp— (5 — a) exp s — a) ds
N

< [Mopi-et-0-1+ Zepeo-a -] le-v]
< [Bepcw-a)+ Zopew—arv-n)]lo-vi
< OO N4 Nyexpe (b - )] o~ vl
< O vt Nyexpeb - o) o — vl

Il s’ensuit que
1
IGo = Cillexp (¢ (v —a)) < — [Ny + Nzexpe (b —a)l lo — || pour tout s & [a, )]

Alors
Ico— il <~ [Ny + Noexpe(b—a)] o — v

ou l'opérateur ( est Lipschitz avec la constante
1
k=—-N;+ Nyexpc(b—a)
c

La condition supposée garantit que ( est une contraction. D’ou le resultat. m

3.2 Liaison entre les systémes différentiels et les équa-

tions intégrales

Pour convertir une équation différentielle & une équation intégrale on a besoin du lemme

suivant
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3.2. Liaison entre les systémes diftérentiels et les équations intégrales

Lemme 3.2.1 Pout toute fonction u(v),

/V/ZM(S)dsdz = /V(V — s)p(s)ds (3.1)

En général on a

/V/l ............ 71u(un)dyndz/n1...dyn. - _1 L /V(,, )" ()i
Preuve. Soit g(z) = ZM(S)ds
/y/zu(s)dsdz = /yg(z)dz:/yl,g(z)dz

3.2.1 Reéduction d’un probléme avec conditions initiales & une

équation de Volterra

Soit le systéme differentiel suivant :



3.2. Liaison entre les systémes diftérentiels et les équations intégrales

On considére le probleme de Cauchy de second ordre suivant :

1 (v) = g(v, u(v))

/ , (3.2)
1(0) = pg , 1 (0) = pg
L’intégration des deux cotés de I’équation différentielle de zéro & v, conduit &
w(w) =+ /9(8;#(8))d8 0<v<l1
0
En intégrant une deuxiéme fois I’équation, on obtient I’expression suivante :
) = o+ s+ [ [ gt nts) dsiz
0 0
En utilisant la relation (3.1), nous obtenons :
) = o+ s+ [ = S)glou(s)) ds 0w <1 (3.3)

0

C’est I'equation intégrale de Volterra de seconde espéce.

3.2.2 Reéduction d’un probléme aux limites de second type & une

équation de Fredholm

On considére le probléeme de Dirichlet suivant :

"(v) = g(v, p(v)), O<rv<l

p(v) =gy, u(v)) (3.4)

p(0) = po (1) = 1y
De la méme maniére, on integre les deux cotés de zéro a v, conduit & :

p@)=ct [gwutnar  0<v<
0
et .
pw(v) = po +cv + /(1/ — 8)g(s, u(s))ds 0<v<i1 (3.5)
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3.2. Liaison entre les systémes diftérentiels et les équations intégrales

Pour déterminer la constante ¢, on prend v = 1 et on utilise la condition (1) = p;, qui

donne :

1
Czurﬂm—/ﬂ—$ﬂawﬂﬂs 0<v<1
0

Ainsi, equation (3.5) s’écrit sous la forme :

v 1

p0) = s = o+ [ = 9)g(s. s —v (1= s)gls.n(s)ds

uy) = %+uh—%W+/£u—WMaM@mS—/?u—@MaMQMS

0 v

qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm sous la formulation suivante

1

u@%nm+mrwwv—/M%$M&M$MS
s(1—-v), s<v

He) = v(l—s), s>v.
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Chapitre 4

Résolution numeérique des systémes
différentiels par la méthode de
collocation en utilisant les polynémes

d’Hermite

Ce chapitre est consacré a la résolution numérique des systémes différentiels 1D et 2D,
premierement on va détailler la méthode, puis on va la tester pour des différentes cas de
systeme différentiels linéaires, des systéme stables et instables, afin de prouver 'efficacité de

la méthode.

4.1 Description de la méthode

Ce travail est structuré en trois étapes:

e Dans la premiére étape on va convertir le systéme différentiel a une équation differen-

tielle

Soit le systéme differentiel de deux variables suivant :

% = vs(s)
% — 04(8)1/2(3) + 6(8)1/1(8) + 7(3> = g(&ﬂ(‘g))
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes
d’Hermite

!/

On pose vy = p, vo = 1

dl/l ’
C?l_s = (v)
Vo

— 2 =) = a()p' (V) + b)) + 1) = (v, p(v))

D’apres ce que nous avons fait précédemment, ce probléme se transforme en problémes avec

conditions initiales (probléme de Cauchy)

e Dans la deuxiéme étape, on va transformer la relation obtenue a une équation intégrale.

e La derniére étape est la partie la plus importante de I’étude, ot on va approcher la
solution de cette équation par la méthode de collocation en utilisant les polynémes de
Hermite, la solution obtenue représente I’approximation de la fonction v, sa dérivée

représente ’approximation de la fonction v,.

Commencons d’abord par décrivant la derniére étape.

Dans ce qui suit on désigne par I'erreur

Erreur = |solution exacte-solution approchée|

4.2 Reésolution numérique des équations intégrales de

Volterra-Fredholm par les polydmes d’Hermite

Dans cette partie, nous utilisons les polynémes d’Hermite pour résoudre I’équation intégrale
de Volterra-Fredholm et la méthode de collocation, qui est une technique numérique permet
d’approximer les solutions des équations intégrales de Volterra-Fredholm linéaires de seconde
espéce a 'aide de polyndémes d’Hermite. On Considére ’équation intégrale de Volterra-

Fredholm suivante :

b
o(v) =L(v) + /hl(l/, s)g(s)d8+/h2(l/, s)o(s)ds (4.1)
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes
d’Hermite

Nous appliquons maintenant la méthode de collocation a I’équation (4.1), en approximant

la fonction inconnue p(v) sous la forme d’une somme finie comme suit :

= apHty(v) (4.2)

ou Ht; sont les polynomes de Hermite de degré k,ap sont des parameétres inconnus.

Apres avoir substitué 'expression (4.2) dans I’équation (4.1), on obtient :

v N

Z%Htk — /k:l(y S)ZakHtk /kg v, s ZakHtk( Yds = L(v) (4.3)

el k=0
Pour calculer les cefficients a; on exige que I’équation (4.3) soit vérifiée sur un nombre
fini de points sur l'intevalle [—1, 1] appelés points de collocation. Les points de collocation

équidistants sont pris comme suit pour cette technique.

Ny
Uj:—1+N‘],j:(),...N

ou au sens ou le résidu qui est défini comme suit:
v 1

Zn(v) = ZakHtk - /kl(u, S)ZakHtkds - /kg(y, S)ZakHtk(y)ds — L(v) (4.4)

soit nul aux points de collocation.

Nous posons :
Vo

Eo(vo) = Hto(vg) — /kl(uo,s)Hto(s)ds - /kQ(l/O, s)Hto(s)ds ..., E,(vo) = Ht,(vo) —

-1
vo

/ k1 (vo, s)Ht(s)ds — /1 ko (vo, s) Ht,(s)ds

v

Eo(v1) = Hito(wy) — /kl(ul,s)Hto(s)ds _ /kg(ul,s)Hto(s)ds,...,En(ul) — Hty () —

-1

71{:1(V1,S)th(s)ds - /1k2(VO>S)th(S)dS
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes
d’Hermite

Un

Eo(va) = Hto(vs) — / (v, ) Hto () ds — / ka(vn, ) Hto(5)ds, .. En(vn) = Hi, (va) —

Un

/ n (v, $) Hty (0)ds — / ko, $) H, (5)ds

-1 -1
d’on La matrice conjuguée de (4.3) s’écrit comme suit :

E()(Vo) El(Vo) En(VO) Qo L(Vo)
Eo(l/l) El(l/l) En(l/l) aq L(I/l)
Eo(vn) Ei(vn) E,(vy,) an L(vy,)
tels que :
E;(vi) = Ht;(v;) — /kl(vi,s)Hti(s)ds - /kg(vi,s)Htj(s)ds, J=0,1,. N

Exemple 4.2.1 Soit I’équation intégrale linéaire de Volterra suivante :

v

o(v) =v+1/200° + 1° — /(V — s)o(s)ds (4.6)

v

o(v) — (v +1/200° +v° — /(u —s)o(s)ds) =0

nous obtenons : g(v) = v® + sinv

On sait que les polynomes d’Hermite Ht, () est définie par:

2 dr 2

Ht =(—1)"e~
() = (—1)e e

_r_
2

pour n =2, on a Hty(v) =1, Ht;(v) = v, Hty (v) = 1% —1,
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes
d’Hermite

Résoudre I’équation obtenue par la méthode de collacation en utilisant les polynomes
d’Hermite [15] pour n = 2.
On pose:

2
= aHt (4.7)
k=0

Substituant (4.7) dans ’équation integrale (4.6)

v

aoHto(l/)—i—alHtl(1/)+a2Ht2(V)—/(y—s)(aoHt0(5)+a1Ht1(3)+a2Ht2(s))ds = (v+1/200°+1%)

Utilisant les points de collocation v =0, v; = 0.5, vy =1,
0

pour v = 0: agHy(0)+ a1 H1(0)+asH2(0) —/(0—3)(@0H0(s) +a1Hi(s)+asHs(s))ds =

(0 +1/20(0)° + 0%)
0.5
pour v = 0.5 : agHy(0.5) + a1 H1(0.5) + a2 H>(0.5) / (0.5 — s)(apHo(s) + a1 Hi(s) +
0
asHs(s))ds = (0.5 + 1/20(0.5)5 + 0.5%)
1
pour v = 1: agHy(1)+ a1 Hq (1) +a2H(1 / —8)(agHo(s)+a1Hy(s)+asHy(s))ds =
0

(1+1/20(1)% 4 13)

donc on obtient le systéme différentiel

835 . 866 . _

152500 — To3g02 = 0

1667 628 923 _ 401
232690 1 1909 M ~ 237692 = Gao
829 829 at1 41

8750 T 19501 ~ 353102 = 35

qui admet 'unique solution (ag, a1, as) = (ggg;, ggg, ﬁ%)

d’out la solution approchée s’écrit comme suit :

4507 905 4849

Oy Py Yy
02(v) = gopaflo+ oo Hi + o Mo
() B0T 905 4849 o ) 4849, 905 1199
W)= 5953 T 979" T 1714 17147 T 979" T 1447
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes
d’Hermite

Dans la figure suivante on presente une comparaison entre la solution obtenue et la

solution exacte.

Solution exacte |
181 Solution approchée par les polyénmes d'Hermite |
*  Erreur

161

12} -

06

0.2}

Exemple 4.2.2 Considérons I’ équations intégrale linéaire de Volterra-Fredholm de deuzx-
iéme espéce [15]

1

/2ys+1 /ys—i-l
0

0

L(v)

Si nous prenons la fonction L(v) sous la forme suivante :

Alors nous obtenons :
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes
d’Hermite

Nous appliquons la méthode de collocation en utilisant les polynémes de Hermite pour
approcher la solution exacte, les résultats numériques obtenus por n = 3 avec une compara-
ison avec les résultat obtenus en utilisant les polynomes de Lucas [09] sont présentés dans

le tableau suivant

valeur de v | Sol Exacte | Erreur(N = 3) | Erreur[09]N = 3
0.062 1.512e 4 00 1.332e — 15 2.331le — 14
0.0187 1.008e + 00 4.440e — 15 2.353e — 14
0.3125 1.0270e + 00 | 4.440e — 15 2.442¢ — 14
0.437 1.064e + 00 8.881e — 15 2.531le — 14
0.562 1.125e + 00 1.332e — 15 2.686e — 14
0.687 1.216e + 00 1.110e — 15 2.864e — 14
0.8125 1.343e + 00 1.998e — 15 3.086e — 14
0.937 1.512e + 00 1.332e — 15 3.332e — 14

Tableau 1. Comparaison des erreurs avec Lucas pour N = 3

Exemple 4.2.3 Considérons l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm de deuxiéme

espéce[18] :
v 1

o(v) — /ng(s)ds — /ZCosh(l/ + s)o(s)ds = L(v)

Si nous prenons la fonction L(v) sous la forme suivante

7036874417766 7036874417766 ) 7036874417766
L(v) = cosh(v)— (cosh(v)(sin(2)+2))+ v
32558635635638554 32558635635638554 32558635635638554
Alors nous obtenons :
) cosh v
V)= ———M—
e sinh 20 + 1
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes

d’Hermite

Nous appliquons la méthode de collocation par les polynémes d’Hermite pour approcher

la solution, les résultats obtenus pour N =6, N =8, N = 10 sont présentés dans le tableau

suivant

valeur de v | Erreur(N = 6) | Erreur(N = 8) | Erreur(/N = 10)

—1.00e + 00 | 9.446e — 08 3.734e — 10 1.734e — 09

—0.80e +00 | 6.385e — 08 6.463e — 12 5.400e — 10

—0.60e + 00 | 8.547e — 08 3.328e — 10 3.596e — 12

—0.40e 400 | 6.593e — 08 3.952e — 10 4.938¢ — 10

—0.02e +00 | 4.540e — 08 3.044e — 10 8.341e — 10
0.00e + 00 4.602¢ — 08 3.779e — 10 9.604e — 10
0.20e + 00 3.639e — 08 3.689¢ — 10 8.495e — 10
0.40e + 00 5.372e — 08 1.267e — 10 5.224e — 10
0.60e + 00 7.563e — 08 2.595e — 10 4.128¢ — 11
0.80e + 00 7.806e — 08 4.792¢ — 11 4.997e — 11
1.00e + 00 3.862e — 08 3.173e — 10 9.877e — 10

Tableau 2. Comparaison des erreurs pour l’exemple 2

Exemple 4.2.4 Considérons les équations intégrales de Volterra-Fredholm linéaires de deux-

iéme espéce [15]

Si nous prenons la fonction L(v) sous la forme suivante :
L(v) = e2+e Y (cos(v+1) —sin(v—s)+e*(cos(v+1) —sin(v—s) —e*(cos(v—1) —sin(r—1) /2

Alors nous obtenons :

v

olv) =e

46



4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes
d’Hermite

Nous appliquons la méthode de collocation d’Hermite pour approcher la solution, les

résultats obtenus pour N =4, N = 8 sont présentés dans le tableau suivant

valeurde v | Solution exacte | Erreur(N = 4) | Erreur(N = 8)
—1.00e + 00 3,678e — 01 7.491e — 09 2.261e — 09
—0.80e + 00 4,493e — 01 7.659¢ — 09 1.063e — 09
—0.60e + 00 ,.448e — 01 9.710e — 09 2.052e — 10
—0.40e + 00 6,703e — 01 2.464e — 09 1.304e — 09
—0.02¢e + 00 8,187e — 01 1.478e — 10 2.038e — 09

0.00e + 00 1.000e + 00 3.714e — 09 2.284e — 09

0.20e + 00 1.221e + 00 7.483e — 09 2.002e — 09

0.40e + 00 1.491e 4 00 5.295e — 09 1.245e — 09

0.60e + 00 1.822e + 00 1.936e — 08 1.486e — 10

0.80e + 00 2,225e + 00 1.019e — 11 1.085e — 09

1.00e + 00 2.178e 4 00 1.884e — 08 2.217e — 09

Tableau 3.Comparaison des erreurs pour N = 8 pour ’Exemple 3

Exemple 4.2.5 Considérons le équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm de deuax-

ieme espéce[15]
v 1

ofv) ~ [ sels)ds ~ [ sels)is = L)
0 0
Si nous prenons la fonction L(v) sous la forme suivante :
Lv)=3v+4v —v* +1* -2

Alors nous obtenons :

o(v) = 3v + 4

Dans le tableau suivant nous présentons les résultats obtenus par la méthode pour N = 3

et une comparaison entre la méthode et la méthode d’Adomian
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes

d’Hermite

valeur de v | Solution exacte | Erreur(N = 3) | Erreur[16]

0.00e + 00 3.400e — 01 7.491e — 15 | 2.000e — 07
0.20e + 00 7.600e — 01 7.660e — 15 | 2.000e — 07
0.30e + 00 1.260e — 01 7.993e — 15 | 4.000e — 07
0.40e + 00 1.840e — 01 7,993e — 15 | 6.000e — 07
0.50e + 00 2.500e +- 00 8,881e — 15 | 2.200e — 06
0.60e + 00 3.240e — 01 1.065¢ — 14 | 2.400e — 06
0.70e + 00 4.060e — 01 9.770e — 15 | 5.200e — 06
0.80e + 00 4.960e + 00 1.154e — 14 | 1.170e — 05
0.90e + 00 5.940e + 00 1.243e — 14 | 2.690e — 05
1.00e + 00 7.000e + 00 1.421e — 14 | 6.250e — 05

Tableau 4.Comparaison des erreurs pour I’Exemple 5 avec Adomian

Exemple 4.2.6 Considérons les équations intégrales de Volterra-Fredholm linéaires de deuz-

iéme espéce[15] :
v

o)
—~
<
~—
|
m\

<
+
N
o)
—~
»
~—
QU
»
|
|
»—‘\H
o)
—
»
~—~
Q
»
I
~
—
<
~—

Alors nous obtenons :
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes

d’Hermite

Nous appliquons la méthode de collocation par les polynémes de Hermite pour approcher

la solution

valeur de v | Sol.Exacte | Erreur(N = 8) | Erreur(/N = 10)
—1.00e 400 | 2.718e¢ + 00 | 3.734e — 08 0.091e — 09
—0.80e + 00 | 2.225e¢ + 00 | 2.599e — 08 2.626e — 10
—0.60e + 00 | 1.822¢ +00 | 5.330e — 08 3.236e — 12
—0.40e 400 | 1.498¢ + 00 | 2.079e — 08 7.851e — 10
—0.02e + 00 | 4.540e + 00 1.444e — 08 1.094e — 10
0.00e +00 | 1.000e 400 | 2.117e — 08 1.233e — 10
0.20e +00 | 8.187e —01 | 2.580e — 08 1.180e — 10
0.40e +00 | 6.703e — 01 | 3.429¢ — 08 9.598e — 10
0.60e + 00 | 5.488¢ —01 | 2.795e — 08 5.484e — 11
0.80e +00 | 4.493e —01 | 4.769¢ — 08 2.573e — 11
1.00e +00 | 3.679¢ — 01 | 3.748e — 08 7.215.e — 09

Tableau 5: Comparaison des erreurs pour N =8 N = 10

Exemple 4.2.7 Considérons les équations intégrales de Volterra-Fredholm linéaires de deux-

iéme espéce[15]

Si nous prenons la fonction L(v) sous la forme suivante :

Alors nous obtenons :

L(v) =

o(v) =ve

—2—2v+¢€”

v
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4.2. Résolution numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm par les polyémes
d’Hermite

Nous appliquons la méthode de collocation d’Hermite pour N = 4, puis N = 8 pour

approcher la solution , ot on a obtenu les résultats suivants

valeur de v | Solution exacte | Sol.App(/N = 4) | Sol.App(N = 8)
00e + 00 0 0.773e — 15 —6.328e — 09
0.10e + 00 1.102¢ — 01 1.102e — 01 1.105e — 01
0.20e + 00 2.441e — 01 2.441e — 01 2.442¢ — 01
0.30e + 00 4.050e — 01 4.050e — 01 4.049¢ — 01
0.40e + 00 5.967e — 01 5.968e — 01 9.9673e — 09
0.50e + 00 8.243e 4 00 8.243e — 09 8.243e — 01
0.60e + 00 1.221e + 00 1.093e — 09 1.002e 4 00
0.70e 4 00 1.491e + 00 1.409¢ — 09 1.093e + 00
0.80e + 00 1.780e + 00 1.780e — 08 1.409¢e + 00
0.90e + 00 2.213e + 00 2.213e — 11 1.085¢ + 00
1.00e + 00 2.718e + 00 2.718e + 00 2.217e + 00

valeurde v | Erreur(N = 4) | Erreur(N = 8) | Erreur[16]

0.10e + 00 2.519¢ — 01 5.190e — 09 1.261e — 03
0.20e + 00 1.030e — 01 2.852e — 09 | 2.417e — 03
0.30e + 00 5.676e — 01 1.312e — 09 | 3.678¢ — 03
0.40e + 00 7.658e — 01 7.425¢ — 10 | 5.003e — 03
0.50e + 00 | 2.319e — 05 2.63le — 09 | 6.415e — 03
0.60e + 00 | 1.270e — 05 7.471e — 09 | 7.939¢ — 03
0.70e +00 | 1.098e — 05 6.390e — 09 | 9.600e — 03
0,80e +00 | 6.635¢ — 05 7.674e — 08 | 1.142¢ — 02
0.90e + 00 2.440e — 04 9.734e — 11 1.345e — 02
1.00e + 00 5.197e — 05 1.041e — 08 | 2.571e — 02
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Tableau 6 . comparaison entre les solutions exactes et approximatives pourN =4, N =8

Tableau 7 .Comparaison des erreurs pour I'exemple 6 avec la méthode d’Adomian



4.3. Résolution des systémes différentiels par les polynémes d’Hermite

4.3 Reésolution des systémes différentiels par les polynémes

d’Hermite

Cette partie traite de la résolution numérique des systémes différentiels en les convertis-
sant en équations intégrales telles que les équations de Volterra et de Fredholm & l'aide
d’équations différentielles, ce qui facilite leur résolution. Dans notre travail, nous avons
utilisé les polyndémes d’Hermite et la méthode de collocation, nous avons également pris
plusieurs exemples de systéemes différentiels & 1D et 2D , pour démontrer D'efficaté de la
méthode on a fait une comparaison avec la solution exacte et la solution aproximative

obtenue, les résultats sont présentés dans des tableaux et des figures

4.3.1 Reésolution des systémes differentiels 1D

Exemple 4.3.1 Soit [’équation différentielle suivante:

() =2v(1 + p(v))
1(0) =0

Le systéme est instable en sens de Lyapunov en P = —1 (P : point d’équilibre)

Le systéme peux étre transforme & une équation intégrale linéaire de Volterra de la forme

14

u(v) = / 25(1 + p(s))ds

0

telle que la solution exacte est donnée par :

Approchons la solution de I’équation donnée par la méthode présentée pour N = 10,
dans le tableau et la figure ci dessous on trouve les résultats obtenus avec une comparaison

avec la méthode du point milieu.
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4.3. Résolution des systémes diftérentiels par les polynémes d’Hermite

14

Solution Exacte

Sol.App N =10

M. point milieu

0.00e + 00

0

2.910534249167540e — 07

0

0.10e + 00

1.005016708416795¢ — 02

1.188468643498197e — 07

5.016708416794718e — 05

0.20e + 00

4.081077419238821e — 02

6.202798519261421e — 08

2.077741923882034e — 04

0.30e + 00

9.417428370521042e — 02

2.442640336663970e — 07

5.005307052104030e — 04

0.40e + 00

1.735108709918103e — 01

4.207301123049234e — 07

9.832404005102324e — 04

0.50e + 00

2.840254166877414e — 01

5.824080759886385¢ — 07

1.749199873095630e — 03

0.60e + 00

4.333294145603404e — 01

7.200255041084347¢ — 07

2.950294703602974e — 03

0.70e 4 00

6.323162199553789%¢ — 01

8.230756012306273¢ — 07

4.830857382383091e — 03

0.80e + 00

8.964808793049517e — 01

8.820711709933704e — 07

7.784116038989541e — 03

0.90e + 00

1.247907986676472¢ + 00

8.843619045961759¢ — 07

1.244649767487860e — 02

1.00e + 00

1.718281828459046¢ + 00

8.382465450651466¢ — 07

1.985626508522254e — 02

Tableau 1.Comparaison des erreurs obtenues par la méthode proposée et la méthode du point milieu
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4.3. Résolution des systémes différentiels par les polynémes d’Hermite

0.02

Erreur pour les palydnmes d'Hermite
0.018 r Erreur pour la méthode pt milieu

0.016

0.014

0.012

0.01 |

0.008

0.006

0.004

0.002 |

0 0.1 02 03 04 0 06 07 038 0.9 1

Figure 1.Comparaison pour ’exemple 1 entre la méthode proposée et la méthode de point milieu.
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4.3. Résolution des systémes différentiels par les polynémes d’Hermite

Exemple 4.3.2 Soit l’équation suivante :

(V) =kp(v) — (k+1)e™” x=12
1(0) =1

Le systéme est asymptotique stable.
I’équation se transforme a une équation intégrale linéaire de Volterra de la forme :

v

p(v) =—12+ 137" + / 124(s)ds
0

ou la solution exacte est donnée par pu(v) = e

Approchons la solution du probléme donné par le méthode de collocation en utilisant

lers polynomes d’Hermite pour N = 8 on obtient les résultats suivants

v Solution Exacte Erreur N =8

1.000000000000000¢ + 00

2.955¢e — 08

0.1

9.048374180359595¢ — 01

2.370e — 08

0.2

8.187307530779818e — 01

1.698e — 08

0.3

7.408182206817178e — 01

9.509¢ — 09

0.4

6.703200460356393¢ — 01

1.427e — 09

0.5

6.065306597126334e — 01

7.117¢ — 09

0.6

5.488116360940265¢ — 01

1.602e — 08

0.7

4.965853037914095¢ — 01

2.541e — 08

0.8

4.493289641172216e — 01

3.607e — 08

0.9

4.065696597405991e — 01

5.131e — 08

3.678794411714423e — 01

8.248e — 08

Tableau 2.Les erreurs pour N = 8
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4.3. Résolution des systémes différentiels par les polynémes d’Hermite

Solution exacte

09 \‘\ Solution approchée par les polydnmes d'Hermite
\“m\ 4 Erreur
08 ““xh“
0.7} S
0.6} \m
0.5} e
HH“-_“
0.4 r T _
03 r
02
01F
0 + ¥ * * * * * *

+
-

Figure 2.Comparaison de la solution exacte et approchée par les polynomes d’Hermite
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4.3. Résolution des systémes diftérentiels par les polynémes d’Hermite

4.3.2 Reésolution des systémes differentiels 2D

!/
. . s . . vy =V
Soit le systéme différentiel suivante: ,
vy =6v+ 13 — 1

Le point d’équilibre P de ce systéme en v = 0 est (0, 0)
Le jacobien est la matrice A suivante:

! !
ov) oVl

A _ o1 Ova — 0 1
ovl O
a—yf a—yz -1 0
0 1 , ,
Pour (v, v2) = (0,0), Les valeurs propres de A = sont p; = +i et py = —i
-1 0

qui sont des valeurs propres imaginaires. Ce point (0,0) est un centre stable.

On transforme ce systéme en une équation différentielle puis une équation intégrale de
volterra comme nous I’avons mentionné précédemment

on pose: v; = i ,vy = ' .Pour transformer le systéme différentiel précedent a une

’

équation différentielle ,on pose vy =y ,vo =

W(v) =6v+v* —p(v)
1(0) = 0,4'(0) = 1

qui est équivalente a I’équation intégrale linéaire de Volterra suivante :

v

p(v) =v+1/200° + v° — /(V — s)u(s)ds (*)

0
qui admet la solution exacte p(v) = v3+sin(v) , d’ot vy = V3 +sin(v), vy = 3v2+cos(v)
On a vu dans la section précédente que la solution approchée de cette équation intégrale

(%) par la méthode proposée pour N = 2 est donnée par

4849 , 905 1199

05(V) = T1a” —l-%l/— Ve
d’ou

vy = 0y(v) = B0 + S0 — 53

vo =v) = PPy + I8

Les solutions approximées obtenues pour N = 8 sont présentées dans les deux tableaux

ci dessous
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4.3. Résolution des systémes diftérentiels par les polynémes d’Hermite

v

Solution exacte vy

Solution approchée v

0

9.999971428316847¢ — 01

0

1.000000000000000e — 01

1.025002065333520e + 00

1.025004165278026¢ + 00

2.000000000000000e — 01

1.100065288971095¢ + 00

1.100066577841242¢ + 00

3.000000000000000e — 01

1.225336070867299¢ + 00

1.225336489125606¢ + 00

4.000000000000000e — 01

1.401061509935388¢ + 00

1.401060994002885¢ + 00

5.000000000000000e — 01

1.627584076553155¢e + 00

1.627582561890373¢ + 00

6.000000000000000e — 01

1.905338189355674¢ + 00

1.905335614909678e + 00

7.000000000000000e — 01

2.234845873362038¢ + 00

2.234842187284488e + 00

8.000000000000000e — 01

2.616711542862373e + 00

2.616706709347166e + 00

9.000000000000000e — 01

3.051615961223754e + 00

3.051609968270665¢ + 00

1.000000000000000e + 00

3.540309438027863¢ + 00

3.540302305868140e + 00

Tableau 3.La solution exacte et solution approchée de 1,

14

Solution exacte vs

solution approchée vy

0

0

—2.655448320656350e — 06

1.000000000000000e — 01

1.008334166468282¢ — 01

1.008305129192615¢ — 01

2.000000000000000e — 01

2.066693307950612¢ — 01

2.066662571529410e — 01

3.000000000000000e — 01

3.225202066613396e — 01

3.225170471461746e — 01

4.000000000000000e — 01

4.534183423086505¢ — 01

4.534151871375974e — 01

5.000000000000000e — 01

6.044255386042030e — 01

6.044224844318072e — 01

6.000000000000000e — 01

7.806424733950353e — 01

7.806396231980105¢ — 01

7.000000000000000e — 01

9.872176872376910e — 01

9.872151496903947¢ — 01

8.000000000000000e — 01

1.229356090899523¢ + 00

1.229353979120203e + 00

9.000000000000000e — 01

1.512326909627483¢ + 00

1.512325339192655¢ + 00

1.000000000000000e + 00

1.841470984807897¢ + 00

1.841470070954504¢ + 00

Tableau 4.La solution exacte et solution approchée de vy
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4.3. Résolution des systémes différentiels par les polynémes d’Hermite

4 r
V1 Solution exacte
35} V1 Solution approchée par les polyénmes d'Hermite
V2 Solution exacte
V2 Solution approchée par les polyénmes d'Hermite
3 -
2571
2 -
151
1 .
051
0 * * * 4 ' #* L. 4 %
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figure 3.Comparaison entre les solutions exactes et approchées de viet v, pour N = 2
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4.3. Résolution des systémes différentiels par les polynémes d’Hermite

4 r
V1 Solution exacte
35| V1 Solution approchée par les polydénmes d'Hermite
' V2 Solution exacte
V2 Solution approchée par les polydénmes d'Hermite
3 -
2571
2 -
151
1 .
051
0 * * * * * * ¥ * *
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figure 3.Comparaison entre les solutions exactes et approchées de viet v, pour N =5
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4.3. Résolution des systémes différentiels par les polynémes d’Hermite

1.8

Solution exacte
1.6 - Solution approchée par les polydnmes d'Hermite
4 Erreur

0.6 |
04
02} e

OF—*F * * #* #* * * # * *

_02 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]

Figure 6.Comparaison de la solution exacte et approchée par les polynomes d'Hermite
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4.3. Résolution des systémes diftérentiels par les polynémes d’Hermite

Exemple 4.3.3 Soit le systéme différentiel suivant

/

’
Vo =1y +2— 12

Les points d’équilibre de ce systéme sont deux (2,0) (—1,0). Le jacobien A est la matrice

o (%
P
ol ol
8_ui 8_1/2 1 0
0 1 ,
Pour (v1,v9) = (2,0),Les valeurs propres de A = sont p = let p = —1 qui
1 0

sont des valeurs propres imaginaires. Cela signifie que le point (2,0) est un point critique

de type selle(instable)
0 1

Pour (vy,v5) = (—1,0),Les valeurs propres de A = sont p =1et p=—1qui
1 0

sont réelles et opposées. Cela signifie que(—1,0) est un point de selle (instable)
On transforme ce systéme en une équation différentielle puis une équation intégrale de
volterra comme nous I’avons mentionné précédemment

!

Ce qui se transforme en équation différentielle.On pose v1 = pu v =

p ) =2—-1v2+p
1(0) = 0,4'(0) =0

est transforme & une équation intégrale linéaire de Volterra de la forme

v
4

pu(v) = —]1/—2 + %+ /(V — s)u(s)ds

Solution exacte: u(v) = 12, ol vy = V2, vy = 2v
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4.3. Résolution des systémes diftérentiels par les polynémes d’Hermite

Dans le tableau suivant on trouve la différence entre la solution exacte et la solution

approchée de ’équation intégrale pour N =4

v

solution exacte

Erreur (N = 4)

0

0

3.486100297322992¢ — 14

0.1

1.000000000000000e — 02

3.163441730791305¢ — 14

0.2

4.000000000000001e — 02

2.783884234247580e — 14

0.3

9.000000000000002¢e — 02

2.381428387820961e — 14

0.4

1.600000000000000e — 01

1.965094753586527e — 14

0.5

2.500000000000000e — 01

1.509903313490213e — 14

0.6

3.600000000000000e — 01

1.010302952408892¢ — 14

0.7

4.899999999999999¢ — 01

5.384581669432009¢ — 15

0.8

6.400000000000001e — 01

2.551115123125783e — 16

0.9

8.100000000000001e — 01

4.218847493575595€ — 15

1.00

1.000000000000000e + 00

8.881784197001252¢ — 15

Tableau 6.Les erreurs pour le polynéme d’Hermite pour N =4
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4.3. Résolution des systémes diftérentiels par les polynémes d’Hermite

Dans les tableaux 7 et 8, on a fait une comparaison entre les solutions exactes du systéme

différentiel et les solutions approchées obtenues par la méthode proposée pour N = 4

v

Solution v

Solution approchée vq

0

8.963138925326454¢ — 08

0

1.000000000000000e — 01

2.000006364054484e — 01

2.000000000000000e — 01

2.000000000000000e — 01

4.000012874662567e — 01

4.000000000000000e — 01

3.000000000000000e — 01

6.000018379450665¢ — 01

6.000000000000001e — 01

4.000000000000000e — 01

8.000022666886603¢ — 01

8.000000000000000e — 01

5.000000000000000e — 01

1.000002557568631¢ + 00

1.000000000000000¢ + 00

6.000000000000000e — 01

1.200002699948332¢ + 00

1.200000000000000¢ + 00

7.000000000000000e — 01

1.400002689033556¢€ + 00

1.400000000000000e + 00

8.000000000000000e — 01

1.600002526096910e + 00

1.600000000000000e + 00

9.000000000000000e — 01

1.800002218567005¢ + 00

1.800000000000000e + 00

1.000000000000000e + 00

2.000001779974716e + 00

2.000000000000000e + 00

Tableau 7.La solution exacte et solution approchée de r/q
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4.3. Résolution des systémes diftérentiels par les polynémes d’Hermite

v

Solution vy

solution approchée v/

0

0

—1.302475455822183e — 06

1.000000000000000e — 01

1.000000000000000e — 02

9.998725370814254¢e — 03

2.000000000000000e — 01

4.000000000000001e — 02

3.999882230221363e — 02

3.000000000000000e — 01

9.000000000000002e — 02

8.999897950637270e — 02

4.000000000000000e — 01

1.600000000000000e — 01

1.599991858277890e — 01

5.000000000000000e — 01

2.500000000000000e — 01

2.499994282425331e — 01

6.000000000000000e — 01

3.600000000000000e — 01

3.599996923849982¢ — 01

7.000000000000000e — 01

4.899999999999999¢ — 01

4.899999631156247e — 01

8.000000000000000e — 01

6.400000000000001e — 01

6.400002251174548¢ — 01

9.000000000000000e — 01

8.100000000000001e — 01

8.100004635084314e — 01

1.000000000000000e + 00

1.000000000000000e + 00

1.000000664455535¢ + 00

Tableau 8.La solution exacte et solution approchée de v
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0.02

Erreur pour les palydnmes d'Hermite
0.018 r Erreur pour la méthode pt milieu

0.016

0.014

0.012

0.01 |

0.008

0.006

0.004

0.002 |

Figure 7.Comparaison de la solution exacte et approchée par les polynomes d'Hermite
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Exemple 4.3.4

V) =2u 0 2
! et A=
vy = —2uy -2 0
Les valeurs propres de A (A: la matrice de jacobien ) sont p = 2i et p = —2i sont

complexes et o = 0, alors on parle d’un centre.
On transforme ce systéme en une équation différentielle puis une équation intégrale de
volterra comme nous I’avons mentionné précédemment

On pose: vy = ,vo =i/

W(w) 424/ (v) =0
1(0) =2, 1'(0) = -2

est transforme & une équation intégrale linéaire de Volterra de la forme

p(v) =2v+2— Q/OV,u(s)ds

la solution exacte est donnée par p(v) =1+ e 2.
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Dans les deux derniers tableaux, on a fait une comparaison entre les solutions exactes et

les solutions approchées obtenues par la methode proposée pour N =5

v

Solution v

Solution approchée v

0

—2.000007523118899¢ + 00

—2.000000000000000e + 00

1.000000000000000e — 01

—1.637467183648214e + 00

—1.637461506155964¢ + 00

2.000000000000000e — 01

—1.340643482594251e + 00

—1.340640092071279e + 00

3.000000000000000e — 01

—1.097624034820743¢ + 00

—1.097623272188053¢ + 00

4.000000000000000e — 01

—8.986558294126414e — 01

—8.986579282344431e — 01

5.000000000000000e — 01

—7.357538146823561e — 01

—7.357588823428847¢ — 01

6.000000000000000e — 01

—6.023804210169725¢ — 01

—6.023884238244042¢ — 01

7.000000000000000e — 01

—4.931831789463637¢ — 01

—4.931939278832130e — 01

8.000000000000000e — 01

—4.037798956928036e — 01

—4.037930359893108¢ — 01

9.000000000000000e — 01

—3.305827750430286e — 01

—3.305977764431731e — 01

1.000000000000000e + 00

—2.706544026623980e — 01

—2.706705664732254¢ — 01

Tableau 9.La solution exacte et solution approchée de r/q
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14

Solution v

solution approchée vy

0

2.000000000000000e + 00

1.999998095484802¢ + 00

1.000000000000000e — 01

1.818730753077982¢ + 00

1.818728184271748¢ + 00

2.000000000000000e — 01

1.670320046035639¢ + 00

1.670317020600952¢ + 00

3.000000000000000e — 01

1.548811636094027¢ + 00

1.548808400572682¢ + 00

4.000000000000000e — 01

1.449328964117222¢ + 00

1.449325793961683¢ + 00

5.000000000000000e — 01

1.367879441171442¢ + 00

1.367876629009860¢ + 00

6.000000000000000e — 01

1.301194211912202¢ + 00

1.301192054182491e + 00

7.000000000000000e — 01

1.246596963941607¢ + 00

1.246595746051796¢ + 00

8.000000000000000e — 01

1.201896517994655¢ + 00

1.201896498237211e + 00

9.000000000000000e — 01

1.165298888221586¢ + 00

1.165300280723949¢ + 00

1.000000000000000e + 00

1.135335283236613¢ + 00

1.135338240331221e + 00

Tableau 10.La solution exacte et solution approchée de vy
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons étudié la classification topologique des systémes dif-
férentiels linéaires et non linéaires et nous sommes concentrés sur ’aspect le plus important,
qui est I’étude de l'invariance au sens de Lyapunov, qui concerne son comportement as-
ymptotique c’est-a-dire, I’évolution des solutions au fil du temps tend vers 'infini. Ensuite,
nous avons monter la relation entre les systémes différentiels et les équations intégrales a
travers les équations différentielles.Dans notre recherche, nous avons abordé quatre axes
principaux. Dans le premier axe, nous avons présenté en détail les définitions ainsi que
les propriétés fondamentales des systémes différentiels et des équations intégrales, et dans
le deuxiéme axe, nous avons présenté des données sur les systémes différentiels linéaires et
non linéaires. Deux approches pour les systemes différentiels non linéaires sont présentées.
Nous présentons deux méthodes d’analyse. La premiére consiste & comparer un systeme
non linéaire avec un systéme linéaire. Bien que cette méthode soit simple, elle s’est révélée
inefficace. En d’autres termes, la méthode linéaire est une méthode approchée et n’est donc
valable que localement autour du point d’équilibre en question et ne peut certainement pas
étre utilisée pour déduire un comportement global. De plus, la dynamique des systémes
non linéaires sont plus riches que les systémes linéaires, ces derniers étant liés a la fonction
de Lyapunov. Dans le troisiéme axe, nous discutons de la relation entre les équations inté-
grales et le systéme différentiel, y compris les équations différentielles. Dans le quatrieme
axe, nous avons proposé une méthode numérique pour résoudre les systémes différentiels
linéaire passant par les équations intégrales linéaires & travers les équations différentielles
en utilisant les polynomes d’Hermite et la méthode de collocation, puis on a appliqué la
méthode proposée sur plusieurs exemples, les solutions obtenues ont été comparées avec les
solution exactes, ce qui nous a donné des résultats tres précis.

Nos futures recherches porteront également sur les systémes différentiels et sur les équa-

tions intégrales non linéaires
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NOTIONS SUR LES OPERATEURS

Opérateur intégral linéaire

Définition 4.3.1 Un opérateur integral linéaire £ est un opérateur qui admet une formula-

tion de la forme suivante :

b

(o)(v) = / h(v, 8)o(s)ds

a

La fonction h est appelée noyeau de l’opérateur .

Remarque 4.3.1 Si h est une fonction continue sur |a,b] x [a,b] continue, l'opérateur £

est appelé opérateur intégral a noyau continue h.
Operateur compacts

Définition 4.3.2 (opérateur complétement continu)

L’opérateur & est dite complétement continu s’il est continu et compact.

Théoréme 4.3.1 (Arzela — Ascoli)[04)]
Une condition nécessaire et suffisante q’une famille des fonctions continues sur l’intervalle
compact [a,b] est compacte dans C([a;b]) est que cette famille est uniformément borné et

équicontinue.

Théoréme 4.3.2 L’opérateur intégral ¢ de Cla,b] dans Cla,b] & noyau continu est un

opérateur compact.
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Opérateur contractant

Définition 4.3.3 Soient H est un espace de Hilbert et & un opérateur , £ : H — H , on dit

que & un opérateur de contraction s’il existe une constante L telle que 0 < L <1 et

Voi,0, € H, ||£0; —&0oll < Loy — oo

Classifiaction topologique basée sur la théorie des points fixes

Les théorémes de points fixe dans les espaces fonctionnels

Définition 4.3.4 (Point fize)
Soit (E,d) un espace métrique et L : E — E. Un point fixe de L est un élément v € E
telque L(v) = v

1.Théoréme (du points fixe de Banach) Soit F un espace de Banach B(vg,r) = {v €

E:lv—vol||<r}etL:B(vy,r) — E une contraction de constante k vérifiant :

IL(vo), vol| > (1 — k)r.

Alors L admet un unique point fixe dans B(vg, ) .

Preuve. Voir [02 — 05 — 24| =

Théoréme du point fixe de Schauder Le théoréeme de Schauder sur les points fixes
est un résultat en topologie qui affirme qu’une fonction continue, définie sur un ensemble
convexe et compact, a au moins un point fixe, bien que l'unicité de ce point ne soit pas

assurée.

Théoréme 4.3.3 Soit Z un sous ensemble non vide , compact convere dans un espace de
Banach E et supposons L : Z — Z est une application continu. Alors , L posséde un

point fixe.

Preuve. [18] =
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Théoréme du point fixe de Schaefers

Théoréme 4.3.4 [22] Soit E un espace de Banach et soit £ : E — E un opérateur com-
plétement continu. Alors, soit :

(1) L’équation d’pérateur o = p {o admet une solution pour p = 1.

ou

(ii) L’ensemble E = {p € E; ¢ = p o, p €]0,1[} est non borné.

Equations Intégrales aux Opérateurs contractants

Théoréme 4.3.5 (du points fixe de Banach-Picard)

Considérons R comme un sous-ensemble borné et fermé, et K :[0,T] x [0,T] x R — R

est une fonction continue qui satisfait la condition de Lipschitz.

|K(I/,S,§1)—K(V,S,§2>| SL|§1—§2|

pout tout (v,s) € [0,T] x [0,T] et ¢1,52 € R. Alors, pour toute fonction L € C([0,T]),

[’équation

o(v) = L(v) +/K(v,s, o(s))ds, vel0,T]

admet une solution unique o € C[0,T] . De plus, pout tout o, € C[0,T] la suite de
fonctions {o,,} definie par

(2

oner(v) = L(w) + / K(s,v,00(s)ds,  ve[0.T)

La suite converge uniformément sur C[0,T] vers la solution unique o.

Preuve. Considérons F l'espace de Banach de toutes les fonctions continues & valeurs

réelles sur R muni de la norme.

6] = max 6(v)| exp(—gv)
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cette norme est équivalente a la norme sup|| y ||, puisque
exp(—gv) |y [I<]y [<]l v |

de plus, elle est compléte.
Définir ¢ : F — E par

v

cols) = L(s) + / k(s v, ols))ds

0
Pour prouver que ’équation intégrale a une solution, il suffit de montrer que ¢ : £ — E
admet un point fixe.

Nous prouvons que, en fait, £ est contractante

0<v<T

1€(01) — €(02)] < max eXp(—gV)/lk(vas,@l(S) — k(v, s, 09(5)| ds

IN

Lo exp(=0v) [ le1(s) = 2a(s)] ds
0

v

L max exp(—gv) / exp(Ls) exp(—Ls) o1 (v) — 05(v)] ds

0<v<T

IN

0
v

Lo, — @2|Oglya§XTeXp(—gS) / exp(gs)ds
0

exp(gs) — 1
Lles — oo] max exp(—ygs) P

< (I —exp(—gv))lo; — 0ol

IN

IN

Parce que (1 — exp(—gv) < 1 ,pour tout v € [0,7], la fonction £ est contractante , le
principe de Banach garantit donc d’abord un point fixe unique. La suite (p,,) déterminée
par l'itération décrite dans 1’énoncé du théoréme converge uniformément vers le point fixe

o pour la norme |y|, donc également dans la norme ||y||. =
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Equations Intégrales aux Opérateurs Continus

2. Théoréme du point fixe de Schauder . Soit I’équation intégrale suivante :

olv) = L(v) + / k(v,s,0(s))ds  (a < v <b) (1)

Telle que K : [a;b] x [a;b] — R une fonction continue vérifie les conditions suivantes:

1.K(v,s 0):0p0ur tout : v, s € [a, b

0K (v,s,5)
2, 0Klras)

alors pour tout L € C([a;b]) telle que ||L|| < 1 l’équation (1) admet une solution p €
O ((a; 1)

Preuve. On va montrer que £(B(0,1)) C B(0,1) i.e. pour si ||o|| < 1; alors ||£o]| < 1:
En effet:

@l < 2o+ / K(v.s,0(s))ds

< L)+ / K(s.v. o(0))ds

< L)+ / K (5,000 ds

< L)+ / K5, 0(s) ~ K (v.5,0)| ds
< ||+/\g DR P
< o+ el F I ) <

D’aprés le Théoreme Schauder £ admet un point fixe, d’otl I’équation admet une solution
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Equations Intégrales aux Opérateurs compacts

3.Théoréme du point fixe de Schaefers . Considérons 1’équation intégrale de Fredholm

non linéaire :

o(v) = L(v) + /g(y,s, v(s))ds —oco<a<v<b<+4oo (2)

a

ou L(-) € C([a,b]). Supposons que la fonction g(v, s, z) vérifiie les conditions suivantes :

I (v,5,2)| < Vils)Vals)e(v]) (3)

O0s

suplg(v.s,2)] et \@@,s,z) < Vi(s)Vals) (1) ,'a—

0s

ou Vi(.) € C(la,b]),Vi(.) € L'a,b]), d(.) est une fonction positive et bornée sur [0,+o00]
et (.) est une fonction positive et continue sur [0, 4+o00[. Sous ces hypothéses, I’équation
(2) aadmet une solution dans C([a, b))

Preuve. [14] =
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Résume

Le but de ce travail est d'étudier la topologie du systeme d'équations différentielles linéaires
et non linéaires, qui sont de la forme suivante :

%, () = Ly (8,%(5), V,(5), -, (5))
V,'(8) = Ly (5,V,(), Y, (8),..¥, (5))

Vo (8) = L, (8,%4(8), v, (8), - v, (5))

Nous avons adopté le critére de stabilité dans le systéme différentiel au sens de Lyapunov.
Ensuite, nous avons abordé I'étude numérique en nous appuyant sur la relation entre les
systémes différentiels et les équations intégrales, en passant par les équations différentielles.
Ainsi, pour chaque exemple, nous avons transformé un systéme différentiel en une équation
différentielle, puis en une équation intégrale équivalente, afin d'arriver a une solution
approximative en utilisant la méthode de collocation et les polynémes de Hermite. De bons
résultats ont été obtenus

Mots clés : systeme d'équations différentielles, équations intégrales, méthode de regroupement,
polyndmes d'Hermite

adle
O (5S35 Sl el U Al Aboalinl) Co¥alaal) Alaad um ) o shall A pall g8 Jaal) 138 (30 Cargll
Sl

,1(8) = Ly (5,V,(5), (8, (5))
vV, (s)= L, (s, Vl(s)' v, (s), -V (s)

V,'(5) = L, (5, 4(), Y5 (8), ¥, (5))

e Al 8 G Al Ll m el il Lalal) Gl 8 ) ) e Uaaie) Cua
Al all 5 Qi) b

1350 ALalSal) ¥ alaall 5 Aloalial) ¥ obaall Alen (s A8 Lle Laaie) Cua Basall il 1 Us ks 5
ALl bl ) 3 Aloalds Alabea ) bl i alaal) Ales Wsa Jle JS 3 Gy dulonlis ci¥alaally
i e Jpemnll 338 5 Cuajla 353n il IS Apmanil] A8y plall Jlaxinly i Ja ) Qe sl o3 2SN

R

Sl 3 5an Gl S cAumaeatl) A4 Hlall Al Y alaad) ddaloalal) Y alaad) dlaa tdalidal) cilalsl)



Abstract

The objective of this work is to study the topology of systems of linear and nonlinear
differential equations of the following form:

,18) = Ly (5,V,(5), (8, (5))
vV, (s)= L, (s, Vl(s)' v, (s), =V (s)

V,'(5) = L, (5, Y,(8), Y5 (8), -, (5))

We have adopted the Lyapunov stability criterion for the differential system. Following this,
we explored the numerical study by leveraging the relationship between differential systems
and integral equations, passing through differential equations. For each example, we
transformed a differential system into a differential equation, and then into an equivalent
integral equation, ultimately deriving an approximate solution using the collocation method
and Hermite polynomials. Promising results were achieved.

Keywords: differential equation systems, integral equations, collocation method, Hermite
polynomials
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