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Notations :

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –

Lip(E,F ): L’espace de toutes les fonctions Lipschitziennes bornées

Lp(Ω): L’espace des fonctions mesurable sur Ω

L∞(Ω): L’espace des fonctions essentiellement bornnées sur Ω

L1
loc(R): L’espace des fonctions localement intégrable sur R

L(E,F ): L’espace des opérateurs linéaires continues de E dans F

K(E,F ): L’espace des opérateurs linéaires compacts de E dans F

Ck, α(Ω̄): L’espace de Hölder ( l’espace des fonction k−fois continument différentiables
et leur dérivées partielles sont continues Höldériennes d’exposant α)

D(Ω) ou C∞0 (Ω): L’espace des fonctions C∞(Ω) a support compact

D′(Ω): L’espace des formes linéaires continues sur D(Ω) ou l’espace des distributions

Wm,p(Ω), Hm(Ω) : L’espace de Sobolev

∂α: La dérivée d’ordre α

〈 , 〉: Produit dualité
( , ): Produit scalaire

∇u: gradient de u
Suppf : support de la fonction f

δ: La masse de dirac

T ∗: L’adjoint de l’opérateur T

BE(0; 1) = {x ∈ E; ‖x‖ < 1}: La boule unité ouverte

∆u =

i=n∑
i=1

∂2u
∂x2
i
: Laplacien

u+ = max {u, 0}
u− = max {−u, 0}
Lu = 0 si u est une solution

Lu ≤ 0 si u est une sous solution

Lu ≥ 0 si u est une sur solution

– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –
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Introduction

Dans ce mémoire de Master option analyse fonctionnelle, on va étudier les problémes aus

limite pour les equations elliptiques avec les conditions aux limites de Dirichlet. On sup-

posant les données initiales qui vérifiaient les hypothèses, et les théorèmes très important et

quelques résultats qui elles permettent de prouver l’éxistence et l’unicité, c’est pour ça on

fait deux chapitre.

Dans le premier chapitre, nous allons commencer par donner certain rappels sur l’analyse

fonctionnelle, les espaces de Banach, de Hilbert et de Lebesgue et de Hölder, ainsi que leurs

quelque les théorème plus importantes et Quelque propriété.

Dans la deuxième chapitre, on intéresse beaucoup aux espaces de Sobolev que jouent un

rôle très important dans l’étude des problèmes liés aux équations aux dérivées partielles.
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Chapitre 1

Analyse fonctionnelle

1.1 Quelques définitions

Définition 1.1.1 (espace vectoriel)

On note(E, +, ·) l’ensemble E muni d’une loi interne ” + ” et d’une loi externe ” · ”. On
dit que E est une espace vectoriel sur un corps K lorsque:

• (E; +) forme un groupe commutatif;

• ∀λ ∈ k, ∀(x, y) ∈ E2, λ · (x+ y) = (λ · x) + (λ · y), (la loi · est distributive par rapport
à la loi +);

• ∀(λ, µ) ∈ k2, ∀x ∈ E, (λ+ µ) · x = λ · x+ µ · x;

• ∀(λ, µ) ∈ k2, ∀x ∈ E, (λ · µ) · x = λ(µ · x);

• ∀x ∈ E, 1k · x = x.

Définition 1.1.2 (norme)

On appelle norme sur R-espace vectoriel E, toute application qui associea chaque vecteur

x ∈ E le réel ‖x‖ vérifiant, pour tout x, y ∈ E et λ ∈ k, les propriétés suivants:
1. ‖x‖∞ = sup

1≤i≤n
|xi| ;
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1.1. Quelques définitions

2. ‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi| ;

3.‖x‖2 = (

n∑
i=1

|xi|2)
1
2 (la norme euclidienne sur Rn)

L’ensemble C([a; b]) des fonctions continues sur [a; b], sur les quelles on peut définir de

nombre normes, la plus classique étant la norme dite norme uniforme définie par:

‖x‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)| .

Définition 1.1.3 (Espace complet)

Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy admet une (unique) limite

dans l’espace, où toute suite cauchy est un suite convergente (on rappel sur les suite de

cauchy,une suite (xn)n>0 d’élément de E est dite cauchy si: ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m > N tel

que ‖xn − xm‖ < ε ).

Définition 1.1.4 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé et complet .

Définition 1.1.5

Un produit scalaire sur R-espace vectoriel E est définit par une forme ψ : E × E −→ R

définie positive, bilinéaire et symétrique. on note ψ(x, y) = (x, y).

1 Bilinéaire:

(x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y), (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2)

(αx, y) = α(x, y) et (x, λy) = λ(x, y), ∀α, λ ∈ R.

2 Symétrique:

(x, y) = (y, x).

3 Définie positive:
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1.2. les espaces de Hölder

(x, x) ≥ 0 et ((x, x) = 0⇐⇒ x = 0E).

* Si E est un espace vectoriel complexe, alors les propriétés de linéarité et de symétrie

sont remplacées par la sésquilinéarité et l’hermicité, respectivement:

1 Sésquilinéarité:

(αx, y) = α(x, y) et (x, λy) = λ̄(x, y) ∀α, λ ∈ C.

2 Hermicitté

(x, y) = (x, y).

Définition 1.1.6 (Espace de Hilbert)

Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert réel munit de produit scalaire ainsi que la

norme associée notée respectivement par (., .)H et ‖.‖H . on note aussi par H ′ l’espace dual
de H et par 〈., .〉H′×H crochet de dualité entre H ′ et H.

1.2 les espaces de Hölder

Définition 1.2.1 ( Espace Ck (Ω) et Ck
(
Ω̄
)
)

Soit Ω un ouvert de Rn.

L’espace des fonctions k−foit continument différentiable dans Ω et Ω̄ respectivement

sont

Ck(Ω) = {f : Ω −→ R f , ∂αf est continue sur Ω, |α| ≤ k} .

Ck(Ω̄) =
{
f : Ω̄ −→ R f , ∂αf est continue sur Ω̄, |α| ≤ k

}
.

ainsi

C∞(Ω) := ∩
k≥0

Ck(Ω), C∞(Ω̄) := ∩
k≥0

Ck(Ω̄)

et
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1.3. Les espaces Lp(Ω)

‖f‖Ck = max
0≤m≤k

(sup
x∈Ω
|∇mf(x)|)

Soit Ω un ouvert de Rn et α ∈ N
L’espace de Hölder Ck,α(Ω̄) est constituée des fonctions Ck(Ω) associée de la norme

‖f‖
Ck,α(Ω̄)

=
∑
|α|≤k

‖Dαf‖
C(Ω̄)

+
∑
|α|=k

[Dαf ]
C0,α(Ω̄)

<∞

Donc l’espace Ck,α(Ω̄) est constitué de fonctions qui sont k−fois continument différen-
tiables et leur dérivées partielles sont continues Höldériennes d’exposant α

Le cas 0 ≤ α ≤ 1

• Une fonction f : Ω −→ Rn est dite Hölderérienne d’exposant α si

|f(x)− g(x)| ≤ C |x− y|α x, y ∈ Ω

• Si f : Ω −→ R est bornée et continue, on écrit

‖f‖C = sup
x∈Ω
|f(x)|

• La semi norme d’ordre α de la fonction f : Ω −→ R est

[f ]C0,α(Ω̄) sup
x,y∈Ω
x 6=y

{
|f(x)− f(y)|
|x− y|α

}
et la norme d’ordre α par

‖f‖
C0,α(Ω̄)

= ‖f‖
C(Ω̄)

+ [f ]
C0,α(Ω̄)

1.3 Les espaces Lp(Ω)

Définition 1.3.1
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1.3. Les espaces Lp(Ω)

Soit p ∈ R, 1 ≤ p <∞. On appelle l’espace de lebesgue Lp(Ω) l’ensemble

Lp(Ω) = {f : Ω→ R tel que f mesurable et |f |p intégrable }

de plus, pour toute fonction f ∈ Lp, on pose:

‖f‖Lp =

∫
Ω

|f (x)|p dx

 1
p

si p =∞ et f : Ω→ R mesurable, alors on définit ‖.‖L∞ :

‖f‖L∞ = supess(f) = inf {α > 0: |f(x)| ≤ α p. p} .

Théorème 1.3.1

On a les trois propriétès suivante:

1. Lp est un espace vectoriel et ‖.‖Lp est une norme pour tout 1 ≤ p <∞.
2. Lp est un espace de banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.
3. Lp est séparable pour tout 1 ≤ p < ∞

Lemme 1.3.1 : (Inégalité de Hölder)

pour f , g mesurable et p, q ∈ [1,+∞[, avec 1
p

+ 1
q

= 1:

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q

pour r = 1, p = 2 et q = 2 on a

‖fg‖1 ≤ ‖f‖2 ‖g‖2

est dite inégalité de Cauchy Schwartz.

Lemme 1.3.2 ( Inégalité de Young )

Soit 1 < p, q <∞ et a, b > 0 tel que: 1
p

+ 1
q

= 1, alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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1.4. Notions des distributions

1.4 Notions des distributions

Définition 1.4.1

Soit Ω un ouvert de Rn et soit f une fonction deΩ dans C. On appelle support de f

l’ensemble fermé de Rn qui est l’adhèrence de

{x ∈ Ω: f(x) 6= 0} ⊂ Rn,

c’est aussi le complémentaire du plus grand ouvert sur le quel il est intéressant d’ètudier

f .

Définition 1.4.2

On note D(Ω) l’espace des fonctions C∞(Ω) à support compact dans Ω .

D(Ω) = {f ∈ C∞(Ω): supp(f) borné, supp(f) ⊂⊂ Ω}.

D(Ω) est dense dans L2(Ω), i.e:

∀f ∈ L2(Ω), ∀ε > 0, ∃ϕ ∈ D(Ω), ‖f − ϕ‖L2(Ω) < ε.

f ∈ L2(Ω) étant donnée, il existe une suite (ϕn) ∈ D(Ω) telle que ϕn → f quand n→∞
au sens de la convergence dans L2(Ω), i.e: telle que

‖f − ϕn‖L2n→∞ −→ 0.

Convergence dans D(Ω)

Définition 1.4.3 Soit α = (α1 , ..., αn) ∈ Nn, on note |α| =
n∑
i=1

αi, et ∂αϕ(x) = ∂|α|ϕ

∂x
α1
i ...∂xαnn

(x).

On munit D(Ω) de la convergence suivante:

la suite (ϕm)m∈N de D(Ω) converge vers ϕ ∈ D(Ω), et on note ϕn −→ ϕ dans D(Ω), si

et seulement si:
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1.4. Notions des distributions

1. Les supports des ϕm restent dans un compact fixe.i.e,

∃K compact ⊂ Ω tq ∀ϕm ∈ D(Ω): supp(ϕm) ⊂ K,

(il existe un voisinage ouvert O ⊂ Ω du bord de Ω à avoir O = Ω−K, tel que toutes les
ϕm sont nulles dans tout O).

2. Pour tout α ∈ Nm (i,e pour chaque ordre) on a ∂αϕm −→ ∂αϕ uniformément dans

Ω, i.e:

∀α ∈ Nm, ∀ε > 0,∃M ∈ N, ∀m > M, ‖∂αϕ− ∂αϕm‖∞ < ε.

( convergence uniforme à tout ordre .On rappelle que ‖f‖∞ = sup
x∈Ω
|f(x)| ).

1.4.1 Espace de distribution D
′
(Ω)

On définit alors l’espace dualD′(Ω) = L(D(Ω), k), i.e. l’espace des formes linéaires continues

sur D(Ω) vers k.

D′(Ω) est appelé espace des distributions si T ∈ D′(Ω) tel que T : D(Ω) −→ k (C ou R)

vérifie :

1. La linéarité: ∀α ∈ C et tous ϕ, ψ ∈ D(Ω)

T (αϕ+ ψ) = αT (ϕ) + T (ψ).

2. La continuité au sens de D′(Ω):

|〈T, ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

T (x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

|T (x)| |ϕ(x)| dx

≤ Csup
x∈Ω
|ϕ(x)| ≤ C ‖ϕ‖∞ ,

pour T ∈ D′(Ω) (fonctionnelle linéaire continue ), on utilise la notation du crochet de

dualité:

T (ϕ) = 〈T, ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) = 〈T, ϕ〉 .

Définition 1.4.4 : ( L1
loc: localement intégrable )

8



1.4. Notions des distributions

L1
loc =

{
f mesurable ,

∫
K
|f(x)| dx < +∞,K ⊂ R compact

}
.

Définition 1.4.5

Soit f ∈ L1
loc(R),Ω ⊂ R, un ouvert pour tout ϕ ∈ D(Ω), on pose.Tf (ϕ) = 〈Tf , ϕ〉 =∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx est dite Distribution régulière.

1.4.2 Dérivations des distributions

Soit Ω un ouvert deRn

Définition 1.4.6 Soit T ∈ D′(Ω), la dérivée de T , notée par T ′ est une distribution définie

par:

〈T ′, ϕ〉 = −〈T, ϕ′〉 ,∀ϕ ∈ D(Ω).

Plus généralement pour tout α ∈ N

〈
T (α), ϕ

〉
= (−1)α

〈
T, ϕ(α)

〉
,∀ϕ ∈ D(Ω).

Définition 1.4.7 : ( L’ordre des distribution )

On dit que T est d’ordre m si T est d’ordre ≤ m n’est pas d’ordre ≤ m− 1 et aussi soit

T ∈ D′(Ω), i.e |〈T, ϕ〉| ≤ C
m∑
α=0

∥∥ϕ(α)
∥∥
∞ .

Alors la forme linéaire définie par

ϕ 7−→ |〈T ′, ϕ〉| = −〈T, ϕ′〉 ,∀ϕ ∈ D(Ω)

Si la distribution T est d’ordre ≤ m sur un compact K ⊂ Ω, alors cette distribution est

d’ordre ≤ m+ 1 sur K.

i.e, pour tout ϕ ∈ D(Ω),on a

|〈T ′, ϕ〉| = |〈T, ϕ′〉| ≤ C
m∑
α=0

∥∥(ϕ′)(α)
∥∥
∞

≤ C

m∑
α=0

∥∥ϕ(α+1)
∥∥
∞ ≤ C

m+1∑
α=0

∥∥ϕ(α)
∥∥
∞

9



1.5. Opérateur compact et l’adjoint

1.5 Opérateur compact et l’adjoint

1.5.1 Opérateur compact

Définition 1.5.1

Soit E,F deux espaces vectoriel normés complets (Banach).

Soit T ∈ L(E, F ), on dit que T est un opérateur compact si seulement si T (BE) est

relativement compact. On note K(E, F ) l’ensemble des operateurs compacts de E dans F

et K(E) l’ensemble des endomorphismes compact de E.

Lemme 1.5.1 K(E, F ) est un sous espace vectoriel fermé de L(E, F ).

Proposition 1.5.1

Soit E et F deus espaces de Banach et T ∈ K(E, F ) alors si (xn)n∈N est une suite de

E convergeant faiblement vers x alors T (xn) converge fortement dans F vers T (x).

Proposition 1.5.2 Soit E et F deux espaces vectoriels normés sur k = R ou C et T ∈
L(E,F )

On dit que T est un compact si et seulement si l’une des trois propriétés suivantes sont

équivalentes:

(i) Toute image d’un borné de E est relativement compact dans F ,

(ii) T (BE(0; 1)) est relativement compact dans F ,

(iii) Toute suite bornée (xn)n∈N deE, on peut extraire une sous suite telle que (T (xk))k∈N

converge dans F quand k −→ +∞.

1.5.2 Adjoint d’opérateur linéaire borné

Définition 1.5.2 Soient E et F deux espaces vectoriele normés

On note T ∗ l’adjoint d’opérateur linéaire borné entre E∗ et F ∗, supposons que T ∈ L(E,

F ) est un opérateur linéaire borné.

pour chaque y∗ ∈ F ∗ on définit l’adjoint d’opérateur linéaire par la forme suivante:

10



1.6. Les spaces de Sobolev

T ∗ : F ∗ → E∗ par T ∗(y∗(x)) = y∗(T (x)).

on en utilisant la notation suivante:

〈T (x), y∗〉 = 〈x, T ∗(y∗)〉 , ∀x ∈ E, y∗ ∈ F ∗.

et donc T ∗ ∈ L(F ∗, E∗).

Théorème 1.5.1 Soit T ∈ L(E,F ) alors T est linéaire et ‖T‖ = ‖T ∗‖.

Proposition 1.5.3 Soit E, F et G des espaces normés alors

(i) Pour tout T1, T2 ∈ L(E, F ) et tout , λ ∈ R on a
(T1 + λT2)∗ = T ∗1 + λT ∗2

(ii) Pour tout S ∈ L(E, F ) et T ∈ L(F , G) alors TS ∈ L(E, G), (ST )∗ ∈ L(G∗,E∗)

et (TS)∗ = S∗T ∗.

1.6 Les spaces de Sobolev

1.6.1 Espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Définition 1.6.1

Soit Ω un ouvert, quelconque de Rn

pour m ≥ 0, on note par Wm, p(Ω) l’espace de Sobolev définie par:

Wm, p(Ω) = {f ∈ Lp(Ω), Dαf ∈ Lp(Ω), ∀α: |α| ≤ m, 1 ≤ p <∞}

on Dαf est prise au sens des distributions, ou le munit de la norme suivant:

‖u‖Wm, p = (
∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖pLp)
1
p ,

Définition 1.6.2 :(L’espace de Sobolev Wm,p
loc (Ω) )

11



1.6. Les spaces de Sobolev

L’espace de Sobolev Wm,p
loc (Ω) est défini par

Wm,p
loc (Ω) = {u ∈ Lp(W ), Dαu ∈ Lp(W ), ∀α: |α| ≤ m, 1 ≤ p <∞ : pour tout W ⊂⊂ Ω, }

et de la norme associée

‖u‖Wm, p
loc (Ω) = ‖u‖Wm, p(Ω)

Une suite un converge vers u dansW
m,p
loc (Ω) si pour toutW ⊂⊂ Ω (W ⊂ Ω) , ‖un − u‖Wm, p(Ω) → 0

n→∞
.

l’espace D(Rn) est dense dans Wm, p(Ω), ∀p, i.e:

∀u ∈ Wm,p
loc (Ω), ∃(vn) : vn ∈ D(Rn) tq vn −→ u dans Wm,p(Ω).

1.6.2 Espace de Sobolev Hm(Ω)

Définition 1.6.3 Soit Ω un ouvert borné de Rn, pour p = 2, on note Wm, 2 par l’espace

Hm(Ω)définie par

Hm =
{
u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), ∀α ∈ Nn : |α| ≤ m

}
.

est munit de produit scalaire:

∀u, v ∈ Hm(Ω) : (u, v)Hm =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2

=
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x)dx

et de la norme associée

‖u‖Hm = (
∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2)

1
2

= (
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|2 dx)
1
2 .
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1.6. Les spaces de Sobolev

1.6.3 Espace de Sobolev Hm
0 (Ω)

Définition 1.6.4

On définit alors Hm
0 (Ω) est l’adhérence de D(Ω)dans ( Hm(Ω), ‖.‖Hm) (l’adhérence dans

Hm(Ω)) muni de sa norme ‖.‖Hm(Ω):

Hm
0 (Ω) = {ϕ ∈ D(Ω)}Hm(Ω)

Où

Hm
0 (Ω) =

{
v ∈ Hm(Ω) : ∀ε > 0, ∃ϕ ∈ D(Ω), ‖v − ϕ‖Hm(Ω) < ε

}
on verra que Hm

0 (Ω) est le sous-espace fermé de Hm(Ω) définit par

Hm
0 (Ω) =

{
v ∈ Hm(Ω) : ∂m−1 v = 0 sur ∂Ω

}
,

est munit de produit scalaire:

∀u, v ∈ Hm
0 (Ω) : (u, v)Hm

0 (Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu, Dαv)L2

et de la norme associée

‖.‖Hm
0 (Ω) = ‖.‖Hm(Ω)

Corollaire 1.6.1 (Hm(Ω), ‖.‖Hm(Ω)) et (Hm
0 (Ω), ‖.‖Hm

0 (Ω)) sont des espaces de Hilbert.

Définition 1.6.5 (Ouvert régulier)

On dit que un ouvert est de classe Cm, m entier ≥ 1, si pour tout x ∈ Γ = ∂Ω il exixte

un voisinage U de x dans RN et une pplication H : Q −→ U bijective telle que H ∈ Cm(Ω̄)

, H−1 ∈ Cm(Ū), H(Q+) = U + Ω, H(Q0) = U ∩ Γ, on dit que Ω est de classe C∞ si Ω est

de classe Cm pour tout m.
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1.6. Les spaces de Sobolev

1.6.4 Théorèmes

Théorème 1.6.1 (Injection Sobolev )

Soit Ω un ouvert régulier de Rn et soitm un entier on a les injections continues suivantes:

(i) Si n > 2m, alors Hm(Ω) ⊂ Lp
∗
(Ω), avec 1

p∗ = 1
2

+ m
n
.

(ii) Si n = 2m, alors Hm(Ω) ⊂ Lq(Ω) pour tout q ∈ [2,∞[.

(iii) Si n < 2m, alors Hm(Ω) ⊂ C0(Ω̄).

Théorème 1.6.2 ( Riesz-Fréchet):

Soit V un espace de Hilbert.et a(u, v) est un forme bilinéaire continue, alors

∃ Au : V → R, avec A est un opérateur linéaire de V dans R

v 7−→ (Au, v),

Tel que

a(u, v) = (Au, v), ∀v ∈ V

Théorème 1.6.3 :(Inégalité de sobolev)

Soit Ω un sous ensemble de Rn de frontière de classe C1. Supposons u ∈ Wm,p(Ω)

*Si m < n
p
, alors u ∈ Lq(Ω) où 1

q
= 1

p
− m

n

en plus, on a l’estimation

‖u‖Lq(Ω) ≤ C ‖u‖Wm,p(Ω)

avec C dépend seulement de m, n, p et Ω

*Si m > n
p
, alors u ∈ Cm−[np ]−1, α(Ω)

où

α =


[
n
p

]
+ 1− n

p
si un entier

n′importe quel nombre positif < 1 si n
p
∈ N

de plus on a l’estimation
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1.7. Problèmes elliptiques

‖u‖
C
m−[np ]−1, α

(Ω)
≤ C ‖u‖Wm,p(Ω) .

Théorème 1.6.4 (Lax Milgram):

(i) V un espace de Hilbert muni de son produit scalaire (., .) et de sa norme associée

‖.‖V ,
(ii) a(., .) une forme bilinéaire, continue et V -coercive,

(iii) F (.) est forme linéaire et continue sur V .

Alors, il exsite une solution unique u ∈ V telle que a(u, v) = 〈F, v〉 , pour tout v ∈ V.

1.7 Problèmes elliptiques

Définition 1.7.1 Soit A = [aij]1≤i,j≤n ∈ Rn
2
est une matrice elliptique si

∀x ∈ Ω, ∀ζ ∈ Rn, (A(x) · ζ) · ζ ≥ 0,

(i.e. toute les valeurs propre de A sont positives avec notant (ζ i)i=1,...,n les coordonnées

de ζ)

Définition 1.7.2 On définie l’opèrateur elliptique L par la forme suivante:

Lu =
n∑

i,j=1

Di(aij(x)Dju) +
n∑
i=1

bi(x)Diu+ c(x)u,

si pour x ∈ Ω, tout ζ ∈ Rn, on dit que L est uniformément elliptique s’il existe constante
α > 0 telle que

(A(x) · ζ) · ζ ≥ α |ζ|2

i.e. si, notant (ζ i)i=1,...,n les coordonnées de ζ, on écrire

∃α > 0, ∀x ∈ Ω, ∀ζ ∈ Rn,
∑
i, j

aij(x)ζjζ i ≥ α
∑
i

ζ2
i .

l’elliplicité veut dire que chaque point x ∈ Ω, la matrice A(x) est définie positive et que

sa plus petite valeur propre est majorée par α.
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Chapitre 2

La régularité des Solutions générales

pour l’équation elliptique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on traite les opérateurs linéaires elliptiques, dont sa partie principale est

sous la forme de divergence. Nous considérons les opérateurs L suivants:

2.2 La régularité des solutions générales

Supposant que les coeffi cients aij, bi, ci, et d (i, j = 1, ..., n) sont des fonctions mesurables

sur un domaine de Ω ⊂ Rn.Soit u une fonction faiblement différentiable et que les fonctions
aijDju+ biu, ciDiu+ du, i = 1, ..., n sont localement intégrables.

Définition 2.2.1 On dit que u est faiblement satisfait Lu = 0(≥ 0, ≤ 0) respectivement en

Ω si

$(u, v) =

∫
Ω

{
(aijDju+ biu)Div − (ciDiu+ du)v

}
dx = 0(≤ 0,≥ 0). (2.2.1)

Remarque 2.2.1 Pour toutes les fonctions non négatif v ∈ C1
0(Ω). sachant que les coeffi -

cients de L sont localement intégrables. Une fonction u ∈ C2(Ω) satisfaits à Lu = 0(≥ 0,

≤ 0) au sens classique ,elle satisfait aussi au sens faibles généralisé.
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2.2. La régularité des solutions générales

soient f i g, i = 1, ..., n des fonctions localement intégrables dans Ω. alors la fonction

faiblement dérivable est dite solution faible de l’équation non homogène

Lu = g +Dif
i. (2.2.2)

si

$(u, v) = F (v) =

∫
Ω

(f iDiv − gv)dx ∀v ∈ C1
0(Ω). (2.2.3)

Comme au dessus les solutions classique (2.2.2) sont aussi solution généralisé et C2(Ω)

sont aussi solution classique losque les coeffi cients de L sont assez régulière

Notre object est d’étudier le problème de Cauchy généralisé pour l’équation (2.2.2). dans

le sens où le problème de cauchy bien posé ceçi dépend de coeffi cient de L. On va supposé

que L est strictement elliptique dans Ω, autrement dit, il existe un nombre positif λ telle

que

aij(x)ζ iζj ≥ λ |ζ|2 , ∀x ∈ Ω, ζ ∈ Rn. (2.2.4)

On supposons si que les coeffi cients de L sont bornées

∑∣∣aij(x)
∣∣2 ≤ A2, λ−2

∑
(
∣∣bi(x)

∣∣2 +
∣∣ci(x)

∣∣2) + λ−1 |d(x)| ≤ v2. (2.2.5)

Définition 2.2.2

Une fonction u ∈ W 1,2(Ω) est dite solution génèralisè de Dirichlet Lu = g +Dif
i,

u = ϕ dans ∂Ω

si u est solution génèralisè (2.2.2), ϕ ∈ W 1,2(Ω) et u− ϕ ∈ W 1,2(Ω).

Les fonctions v ∈ C1
0(Ω) apparant (2.2.1) et (2.2.3) est dite fonction de test, donc la

condition (2.2.5) on a

|$(u, v)| ≤
∫
Ω

{∣∣aijDjuDiv
∣∣+
∣∣biuDiv

∣∣+
∣∣civDiu

∣∣+ |duv|
}
dx (2.2.6)

≤ C ‖u‖W 1,2(Ω) ‖v‖W 1,2(Ω) (par l’inégalité de Schwartz).
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2.2. La régularité des solutions générales

Donc pour fixé u ∈ W 1,2(Ω), la application v −→ $(u, v) est un fonction linéaire bornée

sur W 1,2
0 (Ω). Par conséquent sont satitisfait la relations (2.2.1). Pour v ∈ C1

0(Ω) implique

leur validité pour v ∈ W 1,2
0 (Ω).

par conséquent est satisfait la relation (2.2.1), pour v ∈ C1
0(Ω) implique que pour v ∈

W 1,2
0 (Ω).

Corollaire 2.2.1

L’estimation (2.2.6) est également significative du point de vue de la théorie de l’existence

pour (2.2.2), car il montre que l’opérateur L définit à travers (2.2.1) une forme bilinéaire

bornée sur chacun l’espace de Hilbert W 1,2(Ω), W 1,2
0 (Ω).Pour fixe u ∈ W 1,2(Ω), Lu peut

être défini comme élément de l’espace dual de W 1,2
0 (Ω) par définissant Lu(v) = $(u, v),

v ∈ W 1,2
0 (Ω), En vertu du théorème de représentation de Riesz, W 1,2

0 (Ω).peut être identifié

avec son dual, et par conséquent l’opérateur L induit une applicationW 1,2(Ω) −→ W 1,2
0 (Ω).

Comme nous montrerons actuellement, la possibilité de résoudre le problème de Dirichlet

pour l’équation (2.2.2) est facilement réduite à l’inversibilité de cette application.

Corollaire 2.2.2

L’autre approche du problème de Dirichlet linéaire décrit ci dessus n’est en aucun cas

la contribution seulement importante du présente chapitre l’estimation dévloppée mis point

dans les sections sont essentillees pour le dévloppement de faits de la théorie des équations

quasi-linéaire. Aux fins d’application, le lecteur ont besoin seulement considére C1(Ω̄) sous

solution ou sur solution de l’équation (2.2.2) et en outre prendre bi = ci = d = 0 dans (2.1.1)

qui est v = 0 dans (2.2.5).

2.2.1 Le principe du Maximum faible

Définition 2.2.3

Le principe du maximum faible classique, a une extension naturelle aux opérateurs sous

forme de divergence. A fin de formuler, Nous avons besoin d’une notion l’inégalité pour les

fonctions bornées dans l’espace de Sobolev W 1,2(Ω), à savoir,nous disons que u ∈ W 1,2(Ω)
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2.2. La régularité des solutions générales

satisfait u ≤ 0 sur ∂Ω, si sa partie positive u+ = max {u, 0} ∈ W 1,2
0 (Ω).si u est continue

au voisinage de ∂Ω, puis u satisfait u ≤ 0 sur ∂Ω s’inégalité dé tient dans le ponctuelle

classique du terme usuel. Autres définitions de l’inégalité des ∂Ω suivre naturellement.

Par exemple:  u ≥ 0 sur ∂Ω si− u ≤ 0 sur ∂Ω

u ≤ v ∈ W 1,2(Ω) sur ∂Ω si u− v ≤ 0 sur ∂Ω;

avec sup
∂Ω
u = inf {k : u ≤ k sur ∂Ω, k ∈ R} ; inf

∂Ω
u = −sup

∂Ω
(−u).

Définition 2.2.4

Le principe du maximum faible classique, nous a imposé la condition que le coeffi cient

de u en (2.1.1) est non positive. La quantité correspondante (2.2.1) est Dib
i + d, mais de

puis les dérivés Djb
i besoin n’existe pas des fonctions, non-positivité de ce terme doit être

interprétée dans un sens généralisé, autrement dit, nous supposons

∫
Ω

(dv − biDiv)dx ≤ 0 ∀v ≥ 0, v ∈ C1
0(Ω). (2.2.7)

Étant donné que bi et d sont bornées. inégalité (2.2.7) continues pour tous les non

négative v ∈ W 1,2
0 (Ω).

Nous pouvons maintenant affi rmer le principe du maximum faible suivant

Théorème 2.2.1

Soit u ∈ W 1,2(Ω)satisfait Lu ≥ 0(≤ 0) dans Ω.Donc

sup
Ω
u ≤ sup

∂Ω
u+ (inf

Ω
u ≥ inf

∂Ω
u−)

Preuve.

Si u ∈ W 1,2(Ω), v ∈ W 1,2
0 (Ω) nous avons uv ∈ W 1,2

0 (Ω) et Duv=vDu + uDv Nous

pouvons alors écrire l’inégalité $(u, v) ≤ 0 sous la forme∫
Ω

{
aijDjuDiv − (bi + ci)vDiu

}
dx ≤

∫
Ω

{
duv − biDi(uv)

}
dx ≤ 0
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2.2. La régularité des solutions générales

pour tout v ≥ 0 tel que uv ≥ 0. (par (2.2.7)). Donc. par les coeffi cients bornées (2.2.5),

nous avons ∫
Ω

aijDjuDivdx ≤ 2λv

∫
Ω

v |Du| dx (2.2.8)

pour tout v ≥ 0 tel que uv ≥ 0. Dans le cas spécial bi + ci = 0, la preuve est immédiate

en prenant v = max{u − l, 0} où l = supu+. Pour le cas général, nous choisissons k à

satisfait l ≤ k < supu, et nous posons v = (u − k)+. (Si tel que k n’exist pas nous avons

donée), nous avons v ∈ W 1,2
0 (Ω) et

Dv =

 Du pour u > k (i.e. pour v 6= 0),

0 pour u ≤ k (i.e. pour v = 0),

Par conséquent, nous obtenons de (2.2.9)∫
Ω

aijDjuDivdx ≤ 2λv

∫
Γ

v |Du| dx, Γ = suppDv ⊂ suppv,

Et alors L strictement elliptique (voir 2.2.4)∫
Ω

|Dv|2 dx ≤ 2v

∫
Ω

v |Dv| dx ≤ 2v ‖v‖2;Γ

Appliquons maintenant l’inegalité de Sobolev, pour n ≥ 3, d’obtenir

‖v‖2n′(n−2) ≤ C ‖v‖2;Γ ≤ C |supp Dv|
1
n ‖v‖2n′(n−2)

posons C = C(n, v), tel que

|supp Dv| ≥ C
1
n .

Dans le cas n = 2, une inégalité de la même forme avec C = C(n, v, |Ω|) suit également
de l’inégalité de Sobolev en remplaçant 2n/(n−2) par n’importe quel nombre supérieur à 2.

Étant donné que ces inégalités sont indépendent de k ils doivent quand k tend vers sup u
Ω

.

Autrement dit, la fonction u doit atteindre sa supremum dans Ω sur un ensemble de

mesure positive, où, au moment Du = 0. Cette contradiction précedant

inégalité implique que sup u
Ω
≤ l.

La solution généralisé unique du problème de Dirichlet pour l’équation(2.2.2)

est une conséquence immédiate du théorème (2.2.2)
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2.2. La régularité des solutions générales

Corollaire 2.2.3

Soit u ∈ W 1,2
0 (Ω) satisfaire Lu = 0 dans Ω. puis u = 0 dans Ω.Pour les conditions

alternatives d’inégalité (2.2.7).

2.2.2 Possibilité de résoudre le problème de Dirichlet

L’objectif principal de cette section est le résultat d’existence suivant.

Théorème 2.2.2

Soit l’opérateur L satisfait les conditions (2.2.4), (2.2.5) et (2.2.7). ϕ ∈ W 1,2(Ω) et

g, f i ∈ L2(Ω), i = 1, ..., n, alors le problème de Dirichlet généralisé, Lu = g +Dif
i dans Ω,

u = ϕ sur ∂Ω

admet une solution unique.

Preuve. Comme un sous-produit d’une alternative de Fredholm pour l’opérateur L.

Soient-nous d’abord réduire le problème de Dirichlet pour le cas des valeurs limite zéro. on

pose w = u− ϕ. Nous obtenons de (2.2.2)

Lw = Lu − Lϕ

= g − ciDiϕ− dϕ+Di(f
i − aijDjϕ− biϕ)

= ĝ +Dif̂
i

Avec f̂ i = (f i − aijDjϕ− biϕ) et ĝ = g − ciDiϕ− dϕ
Et notre forme conditions sur L et ϕ, nous avons clairement ĝ, f̂ i ∈ L2(Ω), i = 1, ..., n

et w ∈ W 1,2
0 (Ω). Il suffi t donc de prouver le théorème de (2.2.3) pour le cas ϕ ≡ 0.

Nous devons écrire, H = W 1,2
0 (Ω), g = (g, f 1, ..., fn) et F (v) = −

∫
Ω

(gv − f iDiv)dx

pour v ∈ H. on a
|F (v)| ≤ ‖g‖2 ‖v‖W 1,2(Ω)

Nous avons F ∈ H∗. Si la forme bilinéaire $ définie par (2.2.1) étaient coercives sur H

et bornée, on conclut que le problème de Dirichlet pour l’operateur L. admet une solution

unique.
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2.2. La régularité des solutions générales

Lemme 2.2.1 Si l’opérateur L satisfait aux conditions (2.2.4) et (2.2.5), alors

$(u, u) ≥ λ

2

∫
Ω

|Du|2 dx− λv2

∫
Ω

u2dx.

Preuve.

$(u, u) =

∫
Ω

(aijDiuDju+ (bi − ci)uDiu− du2)dx

≥
∫
Ω

(λ |Du|2 − λ

2
|Du|2 − λv2u2)dx par l’inégalité de Schwartz,

=
λ

2

∫
Ω

|Du|2 dx− λv2

∫
Ω

u2dx.

Pour σ ∈ R, soient les opérateurs Lσ déftnie par Lσu = Lu − σu. du lemme (2.2.1),

on déduit que les opérateurs $σ sont coercives si σ est assez grand ou |Ω| est suffi samment
petit. On défînit une application: I : H −→ H∗ par:

Iu(v) =

∫
Ω

uvdx, v ∈ H. (2.2.9)

alors on a le

Lemme 2.2.2 L’application I est compact.

Preuve.

Nous pouvons ecrire I = I1I2 avec I2 est une injection de H dans L2(Ω) et I1 : L2(Ω) −→
H∗ est donné par (2.2.11), comme I2 est compact (aussi si p = n = 2) , et I1 est clairement

continue, on déduit que I est compact.

Théorème 2.2.3 On choisi σ0 telle que la forme $σ0 est bornée et coercive sur H l’espace

de Hilbert. l’équation Lu = F pour u ∈ H, F ∈ H∗ est alors équivalent à l’équation

Lσ0u+ σ0Iu = F
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2.2. La régularité des solutions générales

comme l’application L−1
σ0
est injective et continue de H∗ vers H alors l’équation Lσ0u+

σ0Iu = F est équivalente à

u+ σ0L
−1
σ0
Iu = L−1

σ0
F. (2.2.10)

l’application T = −σ0L
−1
σ0
I est compact par le lemme (2.2.2), donc en utilisant l’alternative

de Fredhom alors l’existence d’une fonction u ∈ H satisfait l’équation (2.2.9) est une con-

séquence de l’unicité dans H de la solution triviale de l’équation Lu = 0. le Théorème (2.2.3)

result par corollaire (2.2.1).

Définition 2.2.5 Soit L∗ l’adjoint de l’opérateur L par

L∗u = Di(a
ijDju− ciu)− biDiu+ dx.

Comme $∗(u, v) = $(v, u) pour u, v ∈ H = W 1,2
0 (Ω), il s’ensuit que L∗ l’adjoint de L

dans H espace de Hilbert. En remplaçant L par Lσ dans l’argument qui précède, on voit que

l’équation Lσu = F sera équivalente à l’équation u+ (σ0 − σ)L−1
σ0
I = L−1

σ0
F et que l’adjoint

T ∗σ0
de l’application compacte Tσ = (σ0 − σ)L−1

σ0
I est donné par T ∗σ = (σ0 − σ)(L∗σ0

)−1I.

alors on a le

Théorème 2.2.4

Soit l’opérateur L satisfait aux conditions (2.2.4) et (2.2.5). Alors il existe un ensemble

discrete dénomblable Σ ⊂ R tel que si σ 6= Σ, les problèmes de Dirichlet, Lσu,. L∗σu = g +Dif
i,

u = ϕ sur ∂Ω

admet une solution unique pour g, f i ∈ L2(Ω) et ϕ ∈ W 1,2(Ω). si σ ∈ Σ, alors les sous

espaces des solutions des problémes homogenes Lσu,et L∗σu = 0,sous la condition u = 0 sur

∂Ω

sont de dimensions finies et le probléme suivant: Lσu = g +Dif
i,

u = ϕ sur ∂Ω.
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2.2. La régularité des solutions générales

est résoluble si seulment si

∫
Ω

{
(g − ciDiϕ− dϕ+ σϕ)v − (f i − aijDjϕ− biϕ)Div

}
dx = 0

pour tout v satisfait L∗σv = 0 , v = 0 sur ∂Ω. En outre si la condition (2.2.7) est vérifiée

alors Σ ⊂ (−∞, 0).

L’opérateur Gσ : H∗ −→ H donnée par Gσ = L−1
σ pour σ /∈ Σ est appelé l’opérateur de

Green pour le problème de Dirichlet pour Lσ. Gσ est un opérateur linéaire borné sur H∗,

par conséquent, nous avons le.

Corollaire 2.2.4 Soit u ∈ W 1,2(Ω) satisfaire

 Lσu = g +Dif
i

u = ϕ sur ∂Ω
, avec σ 6= Σ. Alors il

existe une constante C dépend uniquement de L, σ et Ω tel que:

‖u‖W 1,2(Ω) ≤ C(‖g‖2 + ‖ϕ‖
W1,2(Ω)

).

Il déduit de théorème (2.2.3) que le théoréme (2.2.2) reste valable si nous remplaçons bi

par −ci dans la condition (2.2.7).

2.2.3 Différentiabilité des Solutions faibles

Théorème 2.2.5 Soit u ∈ W 1,2(Ω) une solution faible de l’équation Lu = f dans Ω où

L est strictement elliptique dans Ω, les coeffi cients aij, bi i, j = 1, ..., n sont bornées

ey lipschitzienne et uniformément continue dans Ω,les coeffi cients ci, d, i = 1, ..., n sont

essentielles bornées dans Ω et f ∈ L2(Ω). Alors pour sous-domaine Ω′ ⊂⊂ Ω, nous avons

u ∈ W 2,2(Ω)

et

‖u‖W 2,2(Ω) ≤ C(‖u‖W 1,2(Ω) + ‖f‖L2(Ω)) (2.2.11)

pour C = C(n, λ, K, d′), où λ est donné par (2.2.5),

K = max
{
‖aij, bi‖C0,1(Ω̄) , ‖ci, d‖L∞(Ω)

}
, et d′ = dist(Ω′, ∂Ω).

En outre u satisfait l’équation suivant:
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2.2. La régularité des solutions générales

Lu = aijDiju+ (Dja
ij + bi + ci)Diu+ (Dib

i + d)u = f presque partout dans Ω.

Preuve.

De l’intégral (2.2.3) nous avons∫
Ω

aijDjuDivdx =

∫
Ω

gvdx ∀v ∈ C1
0(Ω) (2.2.12)

où g ∈ L2(Ω) est donnée par

g = (bi + ci)Diu+ (Dib
i + d)u− f. (2.2.13)

pour |2h| < dist(suppv, ∂Ω), on remplacant v par la différencduqoutient ∆−hv = ∆−hk v

pour certains k, 1 ≤ k ≤ n. On obtient alors∫
Ω

∆h(aijDju)Divdx = −
∫
Ω

aijDjuDi∆
−hvdx

= −
∫
Ω

g∆−hvdx.

comme

∆h(aijDju)(x) = aij(x+ hek)∆
hDju(x) + ∆haij(x)Dju(x).

alors on a ∫
Ω

aij(x+ hek)Dj∆
huDiv(x)dx = −

∫
Ω

(ḡ.Dv + g∆−hv)dx

Oú ḡ = (ḡ1, ..., ḡn) et ḡi = ∆haijDju. En utilisant (2.2.19) on aura l’estimation suivante:∫
Ω

aij(x+ hek)Dj∆
huDiv(x)dx ≤ (‖ḡ‖2 + ‖g‖2) ‖Dv‖2

≤ (C(n)K ‖u‖W 1,2(Ω) + ‖f‖2) ‖Dv‖2 .
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2.2. La régularité des solutions générales

nous prenons une fonction η ∈ C1
0(Ω), satisfaisant 0 ≤ η ≤ 1 et nous posons v = η2∆hu,

en utilisant (2.2.4) et l’inégalité de Schwarz, Nous obtenons alors:

λ

∫
Ω

∣∣ηD∆hu
∣∣2 dx ≤ ∫

Ω

η2aij(x+ hek)∆
hDiu∆hDjudx

=

∫
Ω

aij(x+ hek)Dj∆
hu(Div − 2∆huηDiη)dx

≤ (C(n)K ‖u‖W 1,2(Ω) + ‖f‖2)(
∥∥ηD∆hu

∥∥
2

+ 2
∥∥∆huDη

∥∥
2
)

+C(n)K
∥∥ηD∆hu

∥∥
2

∥∥∆huDη
∥∥

2
.

Il s’ensuit alors (avec l’aide de l’inégalité de Young ) que∥∥ηD∆hu
∥∥

2
≤ C(‖u‖W 1,2(Ω) + ‖f‖2 +

∥∥∆huDη
∥∥

2
)

≤ C(1 + sup
Ω
|Dη|)(‖u‖W 1,2(Ω) + ‖f‖2).

Où C = C(n, λ,K). La fonction η peut maintenant être choisi comme une fonction de

cut − off tels que η = 1 sur Ω′ ⊂⊂ Ω et |Dη| ≤ 2
d′ où d = dist (∂Ω, Ω′). nous obtenons

Du ∈ W 1,2(Ω′) pour tout

Ω′ ⊂⊂ Ω, afin que u ∈ W 2(Ω) et l’estimation (2.2.11), finalment nous avons Lu ∈ L2
loc(Ω)

et l’identite de l’intégral (2.2.3) soit clairment implique que Lu = f presque partout dans

Ω.

Remarque 2.2.2 Nous notons ici (voir problème (2.2.1)) que dans l’estimation (2.2.11),

la quantité de ‖u‖W 1,2(Ω) peut être remplacé par ‖u‖L2(Ω).

Le résultat génerale d’existence des solutions du problème de Dirichlet pour des équations

elliptiques de la forme

Lu = aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u = f (2.2.14)

sont déduites du théorèmes (2.2.2) et (2.2.7)

Théorème 2.2.6 Soit l’opérateur L est strictement elliptique dans Ω dont ses coeffi cients

aij ∈ C0,1(Ω̄), bi, c ∈∈ L∞(Ω), c ≤ 0. pour f ∈ L2(Ω) et ϕ ∈ W 1,2(Ω), il existe une unique

fonction u ∈ W 1,2(Ω) ∩W 2,2
loc (Ω), satisfait
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2.2. La régularité des solutions générales


Lu = f dans Ω

et

u− ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω)

Corollaire 2.2.5 La differentiabilité de solutions faibles résult du théorème de (2.2.5). Car,

supposons que les conditions de régularité sur les coeffi cients ,en supposant aij, bi ∈ C1,1(Ω̄),

ci, d ∈ C0,1(Ω̄) avec f ∈ W 1,2(Ω).On remplacant v par Dkv pour certain k, 1 ≤ k ≤ n, dans

l’identité (2.2.18), on obtient par l’intégration par parties

∫
Ω

aijDjkuDivdx =

∫
Ω

Dkĝvdx ∀v ∈ C1
0(Ω).

et alors u ∈ W 2,2
loc (Ω) nous avons Dkĝ ∈ L2(Ω), Dku ∈ W 2,2(Ω), nous pouvons alors

conclure l’extension suivante du théorème de (2.2.5).

Théorème 2.2.7 Soit u ∈ W (Ω) est une solution faible de l’équation Lu = f dans Ω où L

est strictement elliptique dans Ω, les coeffi cients aij, bi ∈ Ck, 1(Ω̄), et ci, d ∈ Ck−1, 1(Ω̄) et

la fonction f ∈ W k,2(Ω), k ≥ 1 Alors, pour sous-domaine Ω′ ⊂⊂ Ω (Ω̄′ ⊂ Ω), nous avons

u ∈ W k+2,2(Ω′) et

‖u‖Wk+2,2(Ω′) ≤ C(‖u‖W 1,2(Ω) + ‖f‖Wk,2(Ω))

pour C = C(n, λ, K, d′, k), où K = max
{
‖aij, bi‖Ck,1(Ω̄) , ‖ci, d‖Ck−1,1(Ω)

}
.

Corollaire 2.2.6 Soit u ∈ W 1,2(Ω) est une solution faible du l’équation strictement ellip-

tique Lu = f dans Ω et supposons que les fonctions aij, bi, ci, d, f ∈ C∞(Ω) Alors aussi

u ∈ C∞(Ω).

2.2.4 Globale régularité

Théorème 2.2.8 Supposons que, outre les hypothèses du théorème de (2.2.5), qui ∂Ω est

de classe C2 et qu’il existe u ∈ W 2,2(Ω) pour les quels u − ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω). Ensuite, nous

avons également u ∈ W 2,2(Ω) et
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‖u‖W 2,2(Ω) ≤ C(‖u‖L2(Ω) + ‖f‖L2(Ω) + ‖ϕ‖W 2,2(Ω))

Où C = C(n, λ, K, ∂Ω).

Théorème 2.2.9 Soit l’opérateur L (donée par (2.2.15)) est elliptiqque strictement dans Ω

et dont des coeffi cient de C∞(Ω̄) avec c ≤ 0 dans Ω. Alors si ∂Ω ∈ C∞, il existe une unique
solution u ∈ C∞(Ω̄) du le pdobléme de Dirichlet Lu = f

u = ϕ, sur ∂Ω

pour les fonction f, ϕ ∈ C∞(Ω̄).

2.2.5 Bornitude Global des Solutions faibles

Définition 2.2.6 Nous avons dérivé ici résultats affi rmant les minorations globale deW 1,2(Ω)

solutions de l’équation (2.2.2) qui sont bornées sur ∂Ω. Une caractéristique intéressante des

techniques fonction de test à utiliser, c’est qu’ils dépendent non pas tant sur L de l’opérateur

linéaire mais sur une structure non linéaire satisfaite par L. Pour être plus explicite. nous

écrivons (2.2.2) sous la forme

DiA
i(x, u, Du) +B(x, u, Du) = 0 (2.2.15)

où

Ai(x, z, p) = aij(x)pj + bi(x)z − f i(x),

B(x, z, p) = ci(x)pi + d(x)z − g(x)

pour (x, z, p) ∈ Ω× R× Rn.
Une fonction faiblement dérivable u est alors appelé une sous solution faible (solution,

sur solution.) de l’équation (2.2.16) dans Ω si les fonctions Ai(x, u, Du) et Ai(x, u, Du)

sont localement integrable et
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∫
Ω

DivA
i(x, u, Du)− vB(x, u, Du)dx ≤ 0(≥ 0, = 0) (2.2.16)

pour tous v ≥ 0, ∈ C1
0(Ω).

Écrire b = (b1, ..., bn), c = (c1, ..., cn), f = (f 1, ..., fn) et on utilise la condition (2.2.4)

et l’inégalité de Schwarz, nous avons l’estimation

piA
i(x, z, p) ≥ λ

2
|p|2 − 1

λ
(|bz|+ |f |2) (2.2.17)

|B(x, z, p)| ≤ |c| |p|+ |dz|+ |g| .

Équation (2.2.2) est dite accordement pour satisfaire les inégalités structurelles (2.2.20).

Pour nos besoins ci-dessous, nous pouvons encore simplifier la forme de ces inégalités en

écrivant

z̄ = |z|+ k, b̄ = λ−2(|b|2 + |c|+ k−2 |f |2) + λ−1(|d|+ k−1 |g|) (2.2.18)

pour certains k > 0. On obtient alors, pour tout 0 < ε < 1,

piA
i(x, z, p) ≥ λ

2
(|p|2 − 2b̄z̄2), (2.2.19)

|z̄B(x, z, p)| ≤ λ

2
(ε |p|2 +

b̄

ε
z̄2).

Nous prouvons maintenant :

Théorème 2.2.10 Soit l’opérateur L satisfaire aux conditions (2.2.4) et (2.2.5) et suppose

que f i ∈ Lq(Ω), i = 1, ..., n, g ∈ L q
2 (Ω) pour certains q > n. Alors si u ∈ W 1,2(Ω) est un

sous solution (sur solution) de l’équation (2.2.2) dans Ω satisfait ≤ 0(≥ 0) sur ∂Ω, alors

sup
Ω
u(−u) ≤ C(

∥∥u+(u−)
∥∥

2
+ k) (2.2.20)

Où k = λ−1(‖f‖q + ‖g‖ q
2
) et C = C(n, v, q, |Ω|).
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Théorème 2.2.11 Soit l’opérateur L satisfait aux conditions (2.2.4) et (2.2.5) et on suppose

que f i ∈ Lq(Ω), i = 1, ..., n, g ∈ L q
2 (Ω) pour certains q > n. Alors si u est un W 1,2(Ω) sous

solution (sur solution) de l’équation (2.2.2) dans Ω satisfait ≤ 0(≥ 0) sur ∂Ω, alors

sup
Ω
u(−u) ≤ sup

∂Ω
u+(u−) + Ck (2.2.21)

Où k = λ−1(‖f‖q + ‖g‖ q
2
) et C = C(n, v, q, |Ω|).

Preuve. On suppose que u est un sous solution de l’équation (2.2.2). Et par l’équation

(2.2.7), l = sup
∂Ω
u+ est un sur solution et sans perte de généralité dans l = 0. Procéder

comme en la preuve du théorème (2.2.2). Nous avons∫
Ω

(aijDjuDiv − (bi + ci)vDiu)dx ≤
∫
Ω

(f iDiv − gv)dx (2.2.22)

pour tout v ∈ W 1,2(Ω) non négative telle que uv ≤ 0. L’inégalité faible (2.2.22)clairement

satisfait à une condition de la structure (2.2.18) avec bi = d = 0 et avec c remplacé par

b+ c. Supposons que k > 0 et M = sup
Ω
u+. Dans (2.2.22) nous choisissons ensuite

v = u+

M+k−u+ ∈ W 1,2
0 (Ω) la fonction test

en utilisé (2.2.18), on obtient

λ

2

∫
Ω

|Du+|2 dx
(M + k − u+)2 ≤ 1

M + k

∫
Ω

(
|b+ c|u+ |Du+|
(M + k − u+)

+
u+ |g|

(M + k − u+)2
+

(M + k) |f |2

2λ(M + k − u+)2
)dx.

En conséquence. par la définition de k, alors∫
Ω

|Du+|2 dx
(M + k − u+)2 ≤ C +

2

λ

∫
Ω

(
|b+ c|u+ |Du+|
(M + k − u+)

dx, C = C(|Ω|).

Soit maintenent définie

w = log
M + k

M + k − u+
,

alors que de l’inégalité de Schwartz, nous obtenons

∫
Ω

|Dw|2 dx ≤ C(1 + λ−2

∫
Ω

|b+ c| dx)

≤ C(v, |Ω|),
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et donc, par l’inégalite de Sobolev

‖w‖2 ≤ C(n, v, |Ω|). (2.2.23)

Le preuve est complété par choisir que w est aussi une sous solution d’une équation de

la forme (2.2.2). Soit η ∈ C1
0(Ω) satisfait à η ≥ 0, ηu ≥ 0 dans Ω, nous remplaçons dans

(2.2.22) la fonction de test

v =
η

M + k − u+

alors nous obtenons∫
Ω

(aijDjwDiη+ηaijDiwDjw− (bi+ci)ηDiw)dx ≤
∫
Ω

(
−ηg

(M + k − u+)
+

(Diη + ηDiw)f i

(M + k − u+)
)dx.

En outre ∫
Ω

(aijDjwDiη + ηaijDiwDjw − (bi + ci)ηDiw)dx+ λ

∫
Ω

η |Dw|2 dx

≤
∫
Ω

{(
|g|
k

+
|f |2

2λk2

)
η +

f iDiη

(M + k − u+)

}
dx+

λ

2

∫
Ω

η |Dw|2 dx

et par conséquent∫
Ω

(aijDjwDiη + ηaijDiwDjw − (bi + ci)ηDiw)dx ≤
∫
Ω

(ĝη + f̂ iDiη)dx

où ĝ = |g|�k + |f |2�2λk2, f̂ i = f i�(M + k − u+) et ‖ĝ‖ q
2
≤ 2λ,

∥∥∥f̂∥∥∥
q
≤ λ.

donc nous pouvons appliquer la théoréme (2.2.14) pour obtenir

sup
Ω
w ≤ C(1 + ‖w‖2), C = (n, v, q, |Ω|)

≤ C par (2.2.23)

En outre (M+k)/k ≤ C et à partir de l’estimation désiré (2.2.21). il suit que Le résultat

pour sursolutions est obtenu par replacment de u par −u.
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2.2.6 Propriétés local de Solutions faibles

Nous détournons notre attention maintenant de forme global au comportement local. Qui

dés note la matrice [a(x)] par a(x), x ∈ Ω, nous ajoutons une inégalité structurelle supplé-

mentaire à (2.2.18) et (2.2.20), à savoir

|A(x, z, p)| ≤ |a| |p|+ |bz|+ |f | .

En divisé l’équation (2.2.2) par la constante λ
2
, on peut supposer que λ = 2 dans les

inégalités structurelles. nous avons donc.

|A(x, z, p)| ≤ |a| |p|+ 2(b̄)
1
2 z̄ (2.2.24)

p ·A(x, z, p) ≥ |p|2 − 2b̄z̄2

|z̄B(x, z, p)| ≤ ε |p|2 +
1

ε
b̄z̄2

pour tout 0 < ε ≤ 1, où z̄ et b̄ sont défini par (2.2.19) avec λ = 2.. Pour la dévelopment

des résultats local. Nous definissons la quantité k par

k = k(R) = λ−1(Rd ‖f‖q +R2δ ‖g‖ q
2
)

où R > 0 et δ = 1− n
q
.

Théorème 2.2.12 ( Inégalité de Harnack )

Soit u une solution locale de l’équation Lu = 0 positive dans Ω.Alors pour chaque

compact G tel que G ⊂ Ω, il existe une constante positive K, indépendante de u, telle que

max
G
u ≤ Kmin

G
, la constante K dépend de ci, bi, d, G, Ω.

Théorème 2.2.13 Soit l’opérateur L satisfaire les conditions (2.2.4), (2.2.5) et suppose que

f i ∈ Lq(Ω), i = 1, ...., n, g ∈ L q
2 (Ω) pour certains q > n. Ensuite, si u est unW 1,2(Ω) sous

solution (sur solution) d’équation (2.2.2) dans Ω, nous avons pour tout boule B2R(y) ⊂ Ω

et p > 1
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sup
BR(y)

u(−u) ≤ C(R−
n
p

∥∥u+(u−)
∥∥
Lp(B2R(y))

+ k(R)

Où C = C(n, A
λ
, vR, q, p).

Le résultat essentiel de notre développement des propriétés locales de solutions faibles et

la théorie non linéaire de faits sera l’inégalité de Harnack faible suivante pour sur solutions.

Théorème 2.2.14 Soit l’opérateur L satisfaire les conditions (2.2.4), (2.2.5) et suppose que

f i ∈ Lq(Ω), g ∈ L q
2 (Ω) pour certains q > n. Ensuite, si u est un W 1,2(Ω) sur solutions

d’équation (2.2.2) dans Ω, non négative dans une boule B4R(y) ⊂ Ω 1 ≤ p < n
n−2
, nous

avons

R
−n
p ‖u‖Lp(B2R(y)) ≤ C( inf

BR(y)

u+ k(R))

Où C = C(n, A
λ
, vR, q, p).

Nous supposons que initialement R = l et k > 0. Le cas général est par la suite récupéré

grâce à une simple transformation de coordonnées:x −→ x�R et en soit k tend vers 0. Nous

devons définir pour β 6= 0 et non négatif η ∈ C1
0(Ω), la fonction test

v = η2ūβ (ū = u+ k)

par les règles de chaine et de production. v est une fonction de test valide dans (2.2.17)

et aussi

Dv = 2ηDηūβ−1Du

afin que par la sous solution dans (2.2.17), nous obtenons

β

∫
Ω

η2ūβ−1Du ·A(x, u, Du)dx+ 2

∫
Ω

ηDη ·A(x, u, Du)ūβdx (2.2.25)

−
∫
Ω

η2ūβ ·B(x, u, Du)dx

≤ 0 si u est une sous solution,

≥ 0 si u est une sur solution
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En utilisant les inégalités structurelles (2.2.24), nous pouvons estimer. pour tout 0 <

ε ≤ 1,

η2ūβ−1Du ·A(x, u, Du) ≥ η2ūβ−1 |Du|2 − 2b̄η2ūβ+1 (2.2.26)∣∣ηDηA(x, u, Du)ūβ
∣∣ ≤ |a| |η| |Dη| ūβ |Du|+ 2b̄

1
2η |Dη| ūβ+1

≤ ε

2
η2ūβ−1 |Du|2 + (1 +

|a|2

2ε
|Du|2 ūβ+1

+b̄η2ūβ+1∣∣η2ūβ ·B(x, u, Du)
∣∣ ≤ εη2ūβ−1 |Du|2 +

1

ε
η2ūβ+1.

On suppose que β > 0 si u est une sous solution et β < 0 si u est une sur solution. En

choisi ε = min{1, |β|�4}, on obtient alors (2.2.25) et (2.2.26)

∫
Ω

η2ūβ−1 |Du|2 dx ≤ C(|β|)
∫
Ω

(b̄η2 + (1 + |a|2) |Dη|2)ūβ+1dx. (2.2.27)

où C(|β|) est bornée si |β| est bornée loin de zéro. Il convient maintenant d’introduire
la fonction de w définie par

w =

 ūβ−1�2 si β 6= −1

logū si β = −1.

Soit γ = β + 1 nous pouvons écrire (2.2.27)

∫
Ω

|ηDw|2 dx ≤


C(|β|)γ2

∫
Ω

(b̄η2 + (1 + |a|2) |Dη|2)w2dx si β 6= −1

C

∫
Ω

(b̄η2 + (1 + |a|2) |Dη|2)dx si β = −1.

(2.2.28)

Le processus d’itération désiré peut maintenant être bornitude à partir la première partie

de (2.2.28). Pour de l’inégalité de Sobolev, nous avons

‖ηw‖2
2n̂�(n̂−2) ≤ C

∫
Ω

(|ηDw|2 + |wDη|2)dx
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où n̂ = n pour n > 2, 2 < 2̂ < q et C = C(n̂). en utilisant l’inégalité de Hôlder suivie

de l’inégalité de l’interpolation. nous obtenons, pour tout que ε > 0.

∫
Ω

b̄(ηw)2dx ≤
∥∥b̄∥∥ q

2

‖ηw‖2
2q

(q−2)

≤
∥∥b̄∥∥ q

2

(ε ‖ηw‖ 2n̂
(n̂−2)

+ ε−σ
∥∥b̄∥∥ q

2

‖ηw‖2)2

où σ = n̂
n̂−2
. Donc, par remplacement dans (2.2.28) et par un choix approprié de ε, on

obtient

‖ηw‖ 2n̂
(n̂−2)

≤ C(1 + |γ|)σ+1 ‖(η + |Dη|)w‖ (2.2.29)

où C = C(n̂, A, v, q, |β|) est bornée quand |β| est bornée loin de zéro. Il congsine
maintenant que la fonction cut-off η soit plus précisément. Soient r1, r2 tels que 1 ≤ r1 <

r2 ≤ 3 et on pose  η ≡ 1 dans Br1

η ≡ 0 dans Ω−Br2

, avec |Dη| ≤ 2
r2−r1 . écrire χ = n̂

n̂−2
, nous avons à partir de (2.2.29)

‖w‖L2χ(Br1 ) ≤
C(1 + |γ|)σ+1

r2 − r1

‖w‖L2(Br2 ) .

.
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