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Définition (La suite) : Une suite numérique est une application v de N dans R. On note
uy, , & la place de u(n), le terme général, et (u,) ou {u,} la suite.
Une suite est souvent donnée par son terme général, ou par une relation de récurrence

permettant de calculer un de proche en proche.

1

Exemple : Soit la suite u,, = TSR

SRR le terme d’ordre 2019 est ugp19 =
n

Définition (La suite monotone) : Soit {uy,}, y une suite réelle.

On dit que la suite {u, } est décroissante si u, 11 < uy,.

On dit que la suite {u,} est strictement décroissante si u, 11 < Uy,.
On dit que la suite {u, } est croissante si w11 > Uy,.

On dit que la suite {u, } est strictement croissante si w, 11 > u,.

A

On dit que la suite {u, } est stationnaire si w, .1 = u, <= Uup11 — U, = 0.

Exemple :

. . n+1 . . n+ 2
Soit la suite u, = ———, n > 2 est une suite décroissante. kEn effet : v, | = ——F—
n?+2 n?+2n+3
alors
—(n*+3n—1) <0
Upgp1 — Up = ,
i (n?242) (n?+2n+3)

Donc la suite {u, } est strictement croissante.

Définition (La suite bornée) : Soit {u,} une suite réelle.
1. On dit que la suite {u,} est majoréesi: I M eR,Vn>1:u, < M.
2. On dit que la suite {u, } est minorée si: Im e R, Vn >1:u, > m.

3.Si dm, M eR,Vn>1:m <u, <M, ondit que la suite {u,} est bornée.

n
Exemple : Soit la suite v,, = 1+ ————, n € N est une suite bornée.

n?2+1
En effet :
1)Vn € " s0— 1+ >1
n :
n2+17— n2+1-— "
== u, >1

2)Vn € N:n’>n=n’>+1>n,

—
n?+4+1 ’
— 1 <2

n2+1+ ’

la suite {u,},~, majorée et minorée, donc elle est bornée.

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



TABLE DES MATIERES 2

0.1 Convergence

Définition : On dit que la suite {u,}, .y est convergente vers [ € R si

limu, =1,

n—-s-+oo

la convergence de {u,},y vers [ est notée par u, — [ .

n—oo
Remarques :

% Une suite qui n’est pas convergente est dit divergente.
% La limite d’une suite, lorsqu’elle existe, est unique.

% Toute suite convergente est bornée.

Théoréme :

3 Toute suite croissante et majorée converge.

% Toute suite décroissante et minorée converge.

Exemple :

1
1. La suite {uy}, oy de terme général u, = R 0, alors elle est convergente vers 0.
n n—oo

2. La suite {v,},oy de terme général v, = n — 2 — oo, alors elle est divergente.

n—oo

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



Chapitre 1
Séries numériques

La notion de série découle directement de celle de suite. Nous introduisons des théorémes
permettant de déterminer la nature et éventuellement la somme d’une série. Et les séries
sont un outil important. A la fin du cours, ’étudiant doit étre capable de :

— déterminer la nature d’une série par comparaison avec une série connue,

— Etudier la nature des séries en utilisant les divers critéres de convergence.

1.1 Généralités

Définition (Série, somme partielle) : Soit {u, }, . une suite réelle, on construit une nouvelle

suite {Sy, },,c €n posant

Sp =) =g+ uy+ -+ Uy,

k=0
ainsi
SO = U,
Sl = 'LL0+U1,

SQ = u0+u1+u2,

Sy = U0+U1+---+unzzuk,
k=0

On appelle suite des somme partielles la suite {S, }, oy, et la limite de {.5,,} est appelée série
de terme général wu,,.

La série de terme général u,,, est notée par :

—+00
E (T E U, ou bien E Up,.
=0

n>0 n

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi
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1.2 Convergence

Condition nécessaire de la convergence :
Pour q’une série ) u,, soit convergente, il faut que, son terme général u, tend vers zéro
quand n — 00,
Z u, converge —> u,, — 0,

n—oo

mais cette condition n’est pas suffisante.

Exemple :

— La série ) — diverge mais u,, — 0.
n>1 n n—0o0

1
— Les séries > (2 + —) et Y. ., n? sont divergente, car u, - 0 .

n>1 \/ﬁ n—o00

Définition : (La convergence) : Une série de terme général u, et dit convergente si : la
suite des sommes partielles {S,,} est convergente. Dans ce cas, la limite de la suite {5,,} est

appelée somme de la série et on note

“+o00
lim S, = E Up,
n——-mmo
n=0
on a alors
+o0
E u,, converge vers | <= lim S, = lim (ug+u;+ -+ +u,) =L
n—-mm,>o n—ao
n=0
Remarques :

— Une série qui n’est pas convergente est dite divergente.

— La nature (convergente ou divergente) d’une série n’est pas changée si on modifie un
nombre fini de termes de la série.

— Il faut manipuler la notation ZZ:(’) u, avec prudence : elle ne désigne pas une somme

au sens usuel du terme, mais une limite, celle des sommes partielles.

Exemples :
+oo
1. Laséries géométrique > aq™ est convergente si et seulement si [q| < 1, (¢ € R et a # 0).
n=0

En effet : Soit |q|<1a_lors,
U, = aq",
Sn = UpF UL+ A Up,
= ataq+ag®+---+aq,

= a(l+qg+g+-+q"),
1_qn+1

R 1
_ al_q,q#

a(n+1),q=1

S. Guechi



1. Séries numériques 5

alors lim S, existe si et seulement si |g| < 1, et

n—=aoQ0

+o0 o
Zaq”: lim S, = ——.
n=0

oo 1 1 1 1
2. La série ) +

= t te et al
ZmrDm+2) 1><2+2><3 3><4+ est convergente et a la

valeur 1.

En effet : Décomposons la fraction rationnelle en éléments simples, et
(n+1)(n+2)

on pose

N 1
Sn = Z(n+1)(n+2)

1 1 N 1 1
N N+1 N+1 N+2)/)°

& 1 1

E = lim S, = lim (1——— )] =1,

—~(n+1)(n+2) n—o ”—>°°< N+2)

d 1 . “+o00 ]_

onc la serie
2D

est convergente.

Proposition : (Opérations linéaires sur les séries)
+o00 +00
Soient > u, et Y v, deux séries convergentes de somme U et V) et A\, u € R. Alors la
=0 =0
oo n n
série Y (Au, + uv,) est convergente et de somme AU + uV, on a donc
n=0

+o0 +o0
A Y vy =AU+ pV.
n=0

n=0

oo /2 (=1)" 1\"
Exemple : Soit la série {5,}, .y de terme général S, = > <§< 5n) + (Z) ) , est une
n=0

série convergente.

En effet : On pose

+oo +o0o (—]_)n +o0o 400 1 n
Y-y S e u-2(3)
n=0 n=0 n=0 n=0
on observe les deux série {un}, .y €t {vn}, oy sont des séries géométrique, alors
—+00 5 —+00 4
D = g > vn= 3
n=0 n=0

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques 6

donc
2+oo +oo
5= 33wy
n=0 n=0
17<
= — <
9 )

donc la série {5, }, .y converge.

1.3 Séries a termes positifs

Définition : Une série ) u,, est dite a termes positifs si u,, > 0 pour tout n € N.

Exemple :

+o0 2
— La série )
n=1

est une série & termes positifs.
n

t™>1-—n
— La série

=1 VN

Proposition : Soit ) u,, une série a termes positifs, si

n’est pas une série & termes positifs.
E u,, converge <= La suite des somme partielles {S,} est majorée.

1.3.1 Reégles de comparaison

1. Reégle de comparaison

Théoréme : Soient > u, et > v, deux séries a termes positifs, on suppose que 0 <

u, < v, pour tout n € N. Alors
— Si > v, converge = Y u,, converge,
- Si > u, diverge = > v, diverge,

1 1
Exemple : Soient > u, = > sin (2—n> et Y v, =Y on> On 8

et > v, série géométrique converge, alors ) u,, est aussi convergente.

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques

2. Régle de comparaison logarithmique

Théoréme : Soient ) u, et Y _ v, deux séries a termes strictement positifs, on suppose

Un+1 < Un+1

que
n ,UTL

— Si ) v, converge = ) u,, converge,
— Si > u, diverge = Y v, diverge,

pour tout n € N. Alors

+oo +oo n + 2 +oo +o00o 1
Exemple : Soient > u, = > et Y v, =Y, —,ona
n=0 n=0 3" n=0 n=0 2n
Up+1 n+3
u,  3(n+2)
1 1 1
- — (1 + S - - Un+1
3 n+2 2 Un
Un+1 _ 1 _ 1
v, el
alors
Un+41 Un+1
< , et v, converge,
Uy Uy Z vers
+o00 +o0o n
donc > u, = >, g converge.
n=0 n=0

3. Critére d’équivalence

Théoréme : Soient ) u, et > v, deux séries a termes positifs si

lim%:l, Il #0etl# +o0,

n—00 Uy,

alors les deux séries sont de méme nature.

Exemple :
400 +oo 1 +oo T 3
— Soient Y u, = > log|1+ on et Y v, = o (série géométrique), on a
n=0 n=0 n=0 n=0
Uy, +o00 +o00
lim — = 3 et comme Y v, est convergente, alors »_ u, l'est aussi.
n—00Up n=0 n=0
0 la série 3" ! I dedu s
— On pose la série converge, nous allons en déduire que —
p D CES TR e
converge. En effet :
1
. 5 1
e S L
(n+1)(n+2)
+00
donc la série >’ o3 est convergente.
n=1 <N
Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques 8

4. Comparaison avec une intégrale

Théoréme : Soit f : [1,+0o[ — R une application continue, décroissante et posi-

tive. On pose u,, = f (n) pour tout n € N*. Alors

“+o00

Z u, converge <= f (x) dz existe.
1

Exemple :

1
— Considérons l'application f : [1,4+00[ — RT et f () = —, on a
T

"1 bl
/ —dzr =log (t) et lim [ —dz = +o0,
LT

t—oo 13}

+o0o
donc la série > — est divergente.
n=1

1
— Considérons lapplication f : [1,+oo[ — RT et f(z) = —, on a

x?’
b1
/—dm——ethm —dr =0 < +o0,
t—oo 1 €T
+00
donc la série nz_:l — est convergente.

1.3.2 Séries de Riemann
Définition (Série de Riemann) : Soit o un nombre réel. On appelle série de Riemann dont
le terme général est de la forme

1

U, =—, n>1letaeR.

na
Lorsque la série converge, sa somme est appelée somme de Riemann.
Remarque :

— Les séries de Riemann sont des séries a termes positifs.

— En particulier, la série divergente > — est appelée série harmonique.
n>1

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques 9

Proposition :

— La série de Riemann converge pour a > 1 et diverge pour a < 1.
— La série de Bertrand )

converge pour [ > 1 et diverge pour 5 < 1.
n>2n (Inn

)ﬁ
Exemple :

+oo 1
1. La série ) In (1 + —2> est convergente.
n=1 n
1 1 L. ) =1
Eneffet :onaln |1+ — ) ~ —, et la série de Riemann ), — converge.
n? n? a=in?
. +oo ] 1 ]
2. Lasérie ), —, a= 5= elle est divergente.

n=1

+oo
3. Lasérie ) —, a = 3 = elle est convergente.
n=1T7

Proposition (Reégle de Riemann) : Soit ) u, une série a termes positifs,

B S’il existe « > 1 et M > 0 tels que n®u,, < M,Vn € N, alors »  u,, converge.

B S’il existe « < 1 et m > 0 tels que n%u,, > m,Vn € N, alors > u, diverge.

Corollaire :

Soit > u, une série a termes positifs, on suppose qu'il existe @ € R tel que lim n%u, =1,
n—-+00

et [ #0, 1 # +oo. Alors la série > u,, converge si et seulement si a > 1.

+o 1
Exemple : La série )

P (n — 1) converge, car :

lim n%u, = lim n?

=1, eta=2>1.
n—-+o0o n—+0o00 n(n—l) ) &b &

1.3.3 Critére de D’Alembert

Corollaire :
Unp+1

Soit > u, une série a termes positifs. Posons lim =1, si

n—-+oo Unp,

1. | <1 = La série »_ u,, converge,
2. | > 1 = La série »_ u, diverge,

3. | =1 = On ne peut pas conclure.

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques 10

Exemples :
+o00
1. La série 3 — est convergente.
n=1 T
Uy, ) 1 )
En effet : lim 42 = lim (———.n! ) = lim =0<1.
n—+oo U, n—+oo \ (n + 1)! n—+oon + 1
+o0 9N
2. La série > — diverge.
n=1 T
. 2
En effet : limuH: lim n =2>1
n—+oo U, n—+oon + 1
1.3.4 Critére de Cauchy
Corollaire :
Soit Y u, une série a termes positifs. Posons lirf Yu, =1, si
1. | <1 = La série ) u,, converge,
2. 1 > 1= La seérie Y u, diverge,
3. I =1 = On ne peut pas conclure.
Exemples :
+o00
1. La série de la forme 3 e=V™*1 est convergente. En effet :
n=1
1
lim Ve VPl = lim <e_m> "
n—-+00 n—-+00
1
= lim (e_n\/ 1+n12)
n—-+o0o
= el<«l,
Alors la série converge.
: P P b% y = Zk N
2. Soit la série de terme général u, = — , d’aprés Cauchy
b2 ,n=2k+1

alors

. {\/5 ,n =2k
lim u, =

Université de M'sila (Février 2022)
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1. Séries numériques 11

Alors la série converge si Vb < 1, et diverge si vb > 1,pour

12 = 2k
f:{ |

12 ;n=2k+1

alors lim wu, # 0 la série diverge.
n—-—+00

1.3.5 Comparaison des régles de Cauchy et de d’Alembert

La régle de Cauchy est plus fort que celle de d’Alembert. Une question se pose maintenant ;

peut-on avoir des limites différentes en appliquant les deux critéres de d’Alembert et celui

de Cauchy ?

Proposition : Soit > u, une série a termes positifs. Alors si

1. si lim Yntl _ Iy #0 et lim /u, =l # 0 alors [; = s,

n—+00 Uy n—-+00
2. si 1ir+n o :>+11m /u, =1, et la réciproque est fausse.
n—-+0oo un n—-—+0o0o
Exemple :
Foo 2, sin =2k
Soit la série > u, =2+3+24+34+2+4--- = T , alors
n=0 3,sin=2k+1
. Upal 3 sin=2k o )
lim = 2 , la limite n’existe pas
n—-+oo Uy, Sysin=2k+1
lirf Yu, = 1, la limite existe.

Corollaire (Critére de Raab) : Soit ) u, une série & termes strictement positifs. On pose

lim n (1 — u”“) =1,
n—-4oo Unp,

1. [ > 1 = La série Y _ u,, converge,

2. | < 1 = La série »_ u, diverge,

3. | =1 = On ne peut pas conclure.

1.4 Séries a termes quelconques

Définition : On appelle séries & termes quelconques une série »  u,, dont les termes peuvent

étre positifs ou négatifs.

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques 12

+oo +oo
Exemple : Les séries Y sinn et Y cosn sont a termes quelconques.
n=0 n=0

Définition (Série alternée) : On appelle séries alternée Y u, toute série vérifiant la relation
Upt1-Un < 0 (son terme général change de signe alternativement), et le terme général u,

d’une série alternée sous la forme
n n+1
u, = (—1)" v, ouu, = (-1)""" v, avec v, > 0,
dans le cas général une série alternée sera souvent notée : > (—1)" u,,.

Exemple :

& 1
1. La série . (—1)" = est une série harmonique alternée.
n=1 n

o
2. La série > (—1)" ——— est une série alternée.

n=1 \/ﬁ_’_ (_1)

oo
3. La série > (—1)"sinn n’est pas une série alternée, car sinn oscille entre les valeurs
n=1

—1 et 1. Et cette série diverge, car sinn ne tend pas vers 0.
1.4.1 Critére de Leibniz

Théoréme : Soit ) u, une série alternée. On suppose que

lim |u,| =0.
n—-+00

{ La suite {|u,|}, est décroissante

Alors la série > u, est convergente. De plus

+o0 +oo
Vn e N: Zun < |ug| et Z | < |Upi1]
n=0 k=n+1
Exemple :
R G i (=" - : ,
1. Soit la série > de terme général u,, = est une série harmonique alternée.
n>1 N n

1
La suite {|un|},cn- = {—} est décroissante
neN*

lim |u,| =0.
n—+00

D’aprés Leibniz est convergente.

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques 13

—1)" —1)"
2. Soit la série > (=1 de terme général u,, = (=1

ns1vVn+1 Vn+1

. 1
LaJsume {hMA}nGN*:: {;;ﬁ?j??

lim |u,|=0.
n—-+00

} est décroissante (u,11 — u, < 0)
neN*

D’apres Leibniz est convergente.

Définition (série absolument convergente) : Une séries Y u, est dite absolument conver-

gente si > |u,| est convergente.
Remarques :

— Toute série & termes positifs convergente est absolument convergente (si u, > 0 =

U | = Up).

: : —-1)"
— Toute série de Riemann alternée sous forme »_ (=1 est convergente pour o > 0.

n>1 N

Proposition : Toute série absolument convergente est convergente mais la réciproque est

fausse
Z |u,| converge —> Z U, converge.
Exemple :
oo | (e (~1)" -
Soit la série harmonique alternée ) .Ona . |u,| = > = > —, mais
n>1 N n>1 n>1 n n>1 T

1
La suite {|u, |}, cn- = {E} est décroissante
neN*

lim |u,| =0.
n——+00

1"
Donc la série > (=1

n>1 N

est convergente mais n’est pas absolument convergente.

Définition (série semi-convergente) : Une séries > u, est dite semi-convergente si elle

converge et n’est pas absolument convergente (> |u,| diverge).

Exemple :

D : , (-" :
La série harmonique alternée » est semi-convergente.

n>1 N

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques 14

1.5 Exercices Corrigées

Exercice 01 :

Etudier la nature des séries suivantes :

2+ (—1)" oo p? 1.1
1 —_— 2 — 3 —sin —
) go 2n ) o n! ) gl n n
Correction Exercice 01 :
2+ ( n" 1 1)
1. — +
n>0 2n g 2n
1 1
lim u, = lim 2— = — < 1, La série de terme général u, = on converge
alors 2 Z — converge.
n>0 2"
1"
( 2n) est positif, décroissant et tend vers 0, d’aprés le critére de Leibniz la série
converge.
2+ (=1)"
Donc Y i ) est convergente.
n>0
n 1)? nl !
2. lim 2 — lim Mn_ = 0 < 1, La série de terme général wu, = n
n—oo Uy, n—->00 (n + ]_)' n2 n2
converge.

1 . . .
3. u, =~ — (série de Riemann a = 2) donc la série converge.
n

Exercice 02 :

1. Etudier la nature des séries suivantes :

n \" too (20 +1)* I —
A)n;o(n—1> B)n;1(7n2+1)7 O)Tgo(_l) ( n _\/ﬁ)

2. Pour chacune des affirmations suivantes : montrer qu’elle est fausse en donnant un

contre-exemple :

— Si > (up, + v,) converge alors les séries > u, et > v, convergent.

— Si > u, converge alors elle converge absolument.

Correction Exercice 02 :

n 1
. In(1+—— L
) = lim ¢" n< +n*1) = e > 1, La série de terme

n—auoo

1. A) lim u, = lim (

n—1
général wu, diverge.

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



1. Séries numériques 15

(2n+1)"  2¢ 1 . U :
B )m ~ o X —5, Il s’agit du terme général d’une série de Riemann convergente
n* + n

avec v = 10 > 1.

C) (~1)" (Vi F1—y/m) = (-1)"

n+1l—n 1

- (1) —
vn+1l++/n (=1) vn+1l+yn
m est positif, décroissant et tend vers 0, d’apres le critére de Leibniz la série
converge.

1
2. A) Prendre u, =n + — et v, = —n Pour n > 1.
n

La série ) (u, + v,,) converge mais les séries » | u, et Y v, divergent; car : les termes

générals ne tendent pas vers 0.
n

B) On a vu dans le cours que la série harmonique alternée » converge mais ne

converge pas absolument : ) —.
n

1.6 Exercices

1. Etudier la convergence des séries suivantes :

00 2
DX gr—atitet 2>,§2k11_%+%+%+'” 3);::1712213
" iﬁ% )5 (1 - %)9 6> moflz o
7);:0 en ):éo (3n+1)(3n+2) 9)n:0 (T) )
10):1 sin <%> 11 )y In <Z J_r 1) 12 by (—1)" %
n n+1
13)% (-1l (n i 1)

2. En utilisant la définition d’une série numérique, calculer la somme des séries suivantes

et en déduire sa nature

1 oo /1"
1)Z—n,pourqER* 2)2(5)

nZlq n=1
3 _ 4 . —
)gln(”‘ﬂ) )g1n2+3n+2
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Chapitre 2

Séries de Fourier

Définition : Soit I un intervalle de R symétrique par rapport 0 (c’est-a-dire de la forme

[—a,a] ou]—a,a] ouR). Soit f: I — R une fonction définie sur cet intervalle. On dit que :

¢ festpairesiVt € I: f(—t) = f(t), (son graphe est symétrique par rapport a I’axe
des ordonnées)
¢ f est impaire siVt € I : f(—t) = —f (1), (son graphe est symétrique par rapport a

lorigine).

Définition : Soit f : R — R une fonction et 7" un nombre réel, 7' > 0. La fonction f est

dite périodique de période T si
VieR: f(t+T)=f(t)

Exemple :

Les fonctions f (t) = cost et g (t) = sint sont 2r—périodiques.

2.1 Séries trigonométriques

Définition (série trigonométrique) : On appelle série trigonométrique une série de fonctions

dont le terme général est une fonction trigonométrique
an, cos (nwt) + by, sin (nwt)

avec t € R,w > 0 et pour tout n € N, a,,b, des nombres réels. Et la série de Fourier

trigonométrique de la forme

ao >
> + ; an, cos (nwt) + by, sin (nwt)) . (2.1)
Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi
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2. Séries de Fourier 17

Et les coefficients ag, a,, et b, sont appelés coefficients de Fourier.

Remarque : L’exemple le plus classique de série trigonométrique et la sérier de Fourier

associée & une fonction périodique intégrable.

Proposition : Si les séries numériques > a, et Y b, sont absolument convergentes alors la
série trigonométrique (2.1) est normalement convergente sur R ; donc absolument et unifor-

mément sur R.

2.2 Série de Fourier sous forme complexe

Soit la série de Fourier de la fonction périodique f (t) de période 2,

o0

f) = % + Z (ay, cos (nwt) + by, sin (nwt)) ,

En appliquant les formules d’Euler

i0 | ,—if 0 _ —if
e’ +e e’ —e
cos () = ——— et sin(A) =
()= ) ="
Alors o o - o
eznw ef’LTLUJ elnw _ eflnw
cos (nwt) = 3 et sin (nwt) = ,
2 21
On trouve
& inwt —inwt inwt —inwt
Qg e +e e —e
t = = Qnp, bn . )
/() 3 " ; ( 2 * 2 )
ap + = an — an inwt ap + an inwt
= — e
2 2 2 ’
n=1
a, — iby, a, + ib, ) .
POSOIS, Cn = ——— et ¢, = — et calculons leurs expressions. Les deux coefficients

a, et b, étant réels, les coefficients ¢, et ¢, sont alors complexes conjugués 'un de 'autre

¢, = c,. Calculons ¢,

N[ =

f (t) cos (nwt) dt — L / f (t) sin (nwt) dt,

f(t) [cos (nwt) — isin (nwt)] dt,

N[ =

\MH M‘Iﬂ\wm
|
N

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



2. Séries de Fourier 18

soit
T

T

3

=7 / f(t)e ™ dt et ), = T / f(t) e dt.
=T

2
On passe de ¢, & ¢/, en changeant i en —i, ce qui revient, d’aprés ’expression de ¢,, & changer

n en —n.

=

f@t) = EO + Z (Cneinwt _i_c_ne—mwt)7

T
f (t) = f c einwt avec ¢, = l / f (t) efinwtdt
n y n T )

n=-—o00 “r

Cette derniére expression est appelée forme complexe d’une série trigonométrique.

Pour n = 0, on obtient

2.3 Série de Fourier de fonction T-périodique

Soit f est une fonction T-périodique (7' > 0), continue par morceaux sur [0,7]. On note

2
w = —la pulsation, [ = 2 et a un réel quelconque. Alors les coefficients de Fourier

1. Forme réelle (n € N)

a+T a+T

ap = % / f (t) cos (nwt) dt et b, = % / f (t) sin (nwt) dt,

ou
a-+l a+l

an—%/f(t)cos <nT7rt) dt et bn—%/f(t)sin (nTmf> dt,

2. Forme complexe (n € Z)

a+T a+2l

_ inmwt

1 —inwt _i jacuss
cn—f/f(t)e dt, oucn—%/f(t)e rodt

Remarque :

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



2. Séries de Fourier 19

O Si f est une fonction paire (f (—t) = f(t)) alors

bn:O,VnEN*,lzg
1 n

an = 7fflf(zt)cos (Tm> dt = %folf(t)cos <T) dt,

alors la série de Fourier

donc la série de Fourier d’une fonction paire ne comporte pas de terme en sinus.

O Si f est une fonction impaire (f (—t) = —f (¢)) alors
a, =0,Yne N2l =T
1 2
bo= 7 [\, f (#)sin (”Tm) dt == [ f ()sin <T> dt,
alors la série de Fourier

Sy (t) = ansin (nth) ,
n=1

donc la série de Fourier d’une fonction impaire ne comporte pas de terme en cosinus.

Exemple : Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par

ft)=(@t—-m)?, telo2n]

Définition (Fonction C' par morceauz) : On dit que f est C'! par morceaux sur le segment
la, b] 'l existe une subdivision a = ap < a; <---< a, = b telle que :
X f de classe C! dans chaque intervalle |a;, a;41[ (i =0,....,p— 1),
4 f(t) et fI(t) possédent une limite en chaque extrémité de ces intervalles, notées f(a; —

0), f(ai +0), f'(a; — 0) et f'(a; +0).

Les notations f(t+0) et f(t—0) représentent respectivement les limites a droite et a gauche

de f au point t, et

F'(a; — 0) = limf(t)_f(ai_o) ot f'(a; +0) = limf(t)_f(ai+0)

tHa; t — Q; t%a’? t — Q;

Définition (Somme de Fourier) : Soit f une fonction T-périodique et C! par morceaux sur
[0, 7. Alors

St (to) = f {to +0);f(t0 —0 = % —i—i (CLnCOS <n7;to) + by, sin <n7;to)>

n=1

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



2. Séries de Fourier 20

est dite la somme de Fourier de f en t,.

Théoréme (Dirichlet) : Soit f : R — R une fonction périodique de période T' = 27 et C*

par morceaux sur [0, 7. Alors la série de Fourier associée a f est convergente et on a :

- f(t) si f est continue en t
si f est discontinue en ¢t

Qo .
Sy (t) = 9 + Z (an cos (nt) + by, sin (nt)) = f(to+0)+f(to—0)
n=1 2

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ot la fonction f est continue.

Remarque :

O Si f est continue en un point ty, alors S(ty) = f(ty). Dans ce cas les trois nombres
fF@),f(t+0)et f(t—0) sont égaux.

Exemple : Soit f : |-, 7[ — R une fonction 27-périodique, 7" = 27 définie par f (t) = t.
1. Les discontinuités de f sont les point de la forme t, = (2k + 1) 7, k € Z et
[ty +0)=—met f(t, —0) =m.

2. f et partout dérivable sauf aux point ¢;. En ces points nous avons

FO=FE=0) o prt )= i TS @0

t—m— t—m t—mt t—m

=1

f vérifie les conditions de Dirichlet, donc sa série de Fourier associée est convergente.

f est impaire et [ = L = 7, donc
2

ag = a, = 0,

27 2(=1)"
b, = — [ tsin (nt)dt = (=1 :
To

n

Donc

Sr(t)=2) _(_711)" sin (nt) =

n>1

ft) sit#Q2k+1)7
0 sit=0Qk+1)m

Exemple : Soit f : [—7, 7] — R une fonction 27-périodique, 7' = 27 définie par f (t) = |¢|.

1. La fonction f continue sur R.
2. f et partout dérivable sauf aux point ¢, = km, k € Z. En ces points nous avons

f/(/CW—O) — lim f(t)_f<k7r—0) — 1, et f/(k?ﬂ'—f—()) — lim f(t)—f(kﬂ—l—())

=1
t—kmr— t—km t—knt t—km

f vérifie les conditions de Dirichlet, donc sa série de Fourier associée est convergente.

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



2. Séries de Fourier 21

f est impaire et [ =

Sl

= 7, donc

( —ZFtdt—ﬂ
ap = — =
0 Lof )

w(2;i1)2 sin=2k+1

2 0 sin=2k
an:—ftcos(nt)dt:{
T o

L bn - 07
Donc

Sy (t) =

|

4 1
_%;mcos((ZnﬁLl)t):f(t)‘

2.4 Egalité de Parseval

Si f est continue par morceaux sur un segment de longueur 7" on a :

L o= () A

ou

1 a+2l 2 +oo ) ) T
7/(1 (f (¢)2dt = (a;) +3 (a2 +02), =3

2.5 Exercices Corrigées

Exercice 01 :

Soit f une fonction paire de période 27 définie par :

f(t)_1—¥, sitel0n]

1. Construire le graphe de f sur l'intervalle |—7, 7].
2. Déterminer le développement de f en série de Fourier.

1 1
3. En déduire les sommes ), ————— et > ——.
n>0 (2n+1) n>0 (2n + 1)

Correction Exercice 01 :

Université de M'sila (Février 2022)
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2. Séries de Fourier 22

04T
-0.6 T

-08 T

1. T=2r= L=met a=0.et f paire alors

2 [tk 2 [T 2

ag = —/ f(t)dt:—/ 1——dt =0,
L J, T Jo T
9 [ot2k nmt

a, = Z/o f(t)cos(L)dt

= z/ (1—§) coS (mrt) dt
T Jo s L

_ 40 =(=DY
N n2m2 ’
b, = 0 puisque [ est paire
Donc N
4 C>o(1—( 1H)") cos (2k + 1
VteR, S, (t) = — cosnt =
0= e - SR
. 1
2. En déduire les sommes  — et ) ———
w0 (2n+1)% 7 a30 (2n + 1)
1 2

L’égalité 1 (0) = 1 fournit _ =
galite' 7 0) Eo (2n+1)> 8

D’autre parte, puisque f est par morceaux sur R et de période 27, la formule de

Perseval fournit

(l2 +o0 1 a+2L
?04_;(@%4_[)721) = Z/a f2(t)dt et f paire et ag =0

+oc0 2 a+2L
1 2= = *(t) dt
aorsZan L/o f2(t)

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



2. Séries de Fourier
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et donc

Exercice 02 :

64 3 1 2

2 = (2n+ 1)* 3
5 R S
= (2n + 1)4 96

Soit f la fonction de période 27 définie par :

f@)=t*+t, sitelo,2n]

1. Construire le graphe de f sur l'intervalle [—27, 47| .

2. Déterminer le développement de f en série de Fourier.

3. En déduire la somme de la série de Riemann alternée de terme général

(_1 n+1

n2

4. Calculer de méme; la somme de série de Riemann de terme général —.
n

Correction Exercice 02 :

2. T=2r=—L=meta=0.

Qo

Université de M'sila (Février 2022)

5 10 15 20
X
Alors
1 a+2L
= / (1) dt
1 27 8 2
—/ t+£2dt = 2 4 or
T Jo 3

1 a+2L
Z/ f (t) cos (%Tt) dt
1

27 4
- t+ 2 ) dt = —.
7T/o ( + )cos (nt) e
1 a+2L t
E/ f (t)sin (n%) dt
1 4T+ 2
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2. Séries de Fourier
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Donc

e X /4 47 +
— + 7T+ —2008nt—
3 n n

n=1

Sn (t) =

2 . )
sinnt | .

La fonction S,, prend la méme valeur que f en tout point ou cette derniére fonction

est continue. En particulier

4r? 4
Sp(m) = T—Fﬂ'-i- _lﬁcosmr
= f(r)=m+n%

d’ou

. Remplagons cette fois ¢t par 0. Comme f n’est pas continue en ce point,

fO+0)+/f(0-0)

S, (0) = 5 =212 + 7.
D’autre part,
47T2 +o0o
Sp(0)=—+7+ ) —,
3
n=1
Finalement,
I TRA
26
n>1 & 6

2.6 Exercices

Calculer les coefficients de Fourier de f et donner sa sérier de Fourier :

1 sur ]0, 7] (—1)" |t 1
1. t) = , et en déduire et —_—
S0 { —1 sur |—m,0[ 11202 +1 nzzjo(2n+1)2
2. f(t) =t sur |—m, 7[, et en déduire JFZO:O ! et JFZO:O (=1)"
. N o n=1 2 n=0 2n+1
5 ded 400 +o00o 1
. t) = |t| sur |—m, |, et en déduire —— et —_—.
F) = ] | nz::1 (2n + 1)4 nz::o (2n + 1)2
™2 SRy
4. t) = (t — —> sur |0, 7|, et en déduire la relation —_— = — )
7 ) *) sur o, DT I~

5. f(t) = e’ sur ]0,27].
(mf)

+o0 sin
—1

S5

Montrer que : [sint| = A Z

Université de M'sila (Février 2022)
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Chapitre 3

Transformation de Fourier

Définition : Soit f : R — R une fonction localement intégrable et absolument intégrable
(i.e [; |f (t)]existe), on définit la transformation de Fourier de f la fonction notée fouF(f)

de R — C sa transformation inverse C — R par :

Flo) =7 (@)= == [ rwyea

et la transformation inverse (ou conjuguée)

+o0o
1 £ iat
f(t)z\/—Q—W_/f(t)e da
Exemple : Soit
f

—~

elsit<0

A etsit>0
oo

donc la transformation de Fourier de f est

+oo
. 1 ‘
Flo) = F(N) == [10ear
0 - +o0
= — /e e tdt 4 /etemdt ,
\/_ — 00 0
2
C Var (142
Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi
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3. Transformation de Fourier 26

et la transformation inverse de Fourier de f est

+oo
ft) = % / £ (t) é°tda,

—+oo
1 o 2 / 1 iat g
e"“do,
Vor  Vor) 1+a?

—+00

1 1 ..

= 2 ira (cos at + isin at) do
T

+oo +oo

1/cosatd +i/sinat

= —_ (0% —_
) 1+a? ) 1+ a?
2 Feosat

cos o _
Jo = %/1+a2da:e <

0
Cas particuliers :

0

1. Si f est une fonction paire on sait que ¢ = cos@ + isinf et la transformation de

Fourier s’écrit

fla) = f(f)(@)z\/LQ_W/f(t)(cosat—ismt)dt,

+oo
= \/g/f(t) cos atdt.
0

2. Si f est une fonction impaire on sait que e = cosf + isinf et la transformation de

Fourier s’écrit

fla) = f(f)m)z\/LQ_W/f(t)(cosat—isinat)dt,

+o0
2

= —i\/j f (t) sin atdt.
|

3.1 Propriétés de la transformation de Fourier

1. Linéarité :

Soient f et g € L' (R), et soient «, 5 € C alors
Flaf+Bg)=aF (f) +BF(g).

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi



3. Transformation de Fourier 27

2. Transformée de Fourier de la translation :
Soit f: R — C, et k € R alors

F(f(t=k) () = e L(f (1)) (a).

3. Transformée de Fourier de ’homothétie :

Soit k > 0 et soit f : R — C une fonction, et fj définie par

fr (t) = f (kt) alors F (fx (1)) () = %«7:(f ) (%) ‘

4. Transformée de Fourier du produit de convolution :

Soient les fonctions f,g € C , on a

f*gz/otf@c)g(t—x)dw:/Otf(t—w)g@)dx

alors

F(f *9) (@) = V2rF (f) (@) x F (9) (o).

3.2 Exercice

Soit la fonction f définie par

f(t):{ 1—sift| <1

0 sinon

1. Trouver la transformation de Fourier de f.

2. Montrer que :

T rcosx —sinx z 3t
e T os=dr = —.
; 3 2™ = 16

Université de M'sila (Février 2022)
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Chapitre 4

Transformation de Laplace

Une des méthodes les plus efficaces pour résoudre certaines équations différentielles est
d’utiliser la transformation de Laplace et il généralise la transformation de Fourier. Cette
transformation fut introduite pour la premiere fois sous une forme proche de celle utilisée
par Laplace en 1774, dans le cadre de la théorie des probabilités.

La transformation de Laplace est injective et par calcul (ou par usage de tables) il est possible
d’inverser la transformation. Le grand avantage de la transformation de Laplace est que la
plupart des opérations courantes sur la fonction originale f(t), telle que la dérivation, ou une

translation sur la variable ¢, ont une traduction (plus) simple sur la transformée F'(s).

4.1 Fonction (7,

La classe des fonctions réelles C'7, est formée des fonctions causales, continues par morceaux

et d’ordres exponentielles.
— Une fonction f est causale si elle est nulle pour ¢ < 0.
f)=0sit<0.
— Une fonction f est continue par morceaux si

{ f de classe C'! dans chaque sous intervalle Ja;, ;4 1],

f et f’ possédont une limite en chaque extrémité de ces intervalles.

— Une fonction f est d’ordre exponentielle si elle est bornée par une exponentielle c’est a
dire :
IM >0,reR:|f(t)| < Me™, MeRett>0.

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi
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4. Transformation de Laplace 29

Exemples :

1. Les fonctions cos kt, t3, ¢! ne sont pas causales.
2. Les fonctions

B { 1sit<0 ’f(t):{ 0sit<0

Osit>0.

0sit <0 0sit<O0
g(t) = { ML= eth(t):{ .

sinkt sit > 0.

Sont des fonctions causales.
Définition (La transformation de Laplace) :
La transformation de Laplace d’une fonction f de C (f : R — C) est définie par
+o0o
L(f()(s) = F(s) = ft)e™at,
0

et s ici est une variable complexe et F'(s) = L (f (t)) (s) est une fonction complexe.

Remarque : Sous les deux conditions

1. f est continue par morceaux,

2. f est d’ordre exponentielle,

il est facile de vérifier que L (f (1)) (s) = 0+°O f(t) e *dt converge pour tout s vérifiant

Re (s) > r. On admet le théoréme suivant :

Théoréme : (Condition suffisante)
Si f est continue par morceaux sur [0,4oco[ et d’ordre exponentielle alors L (f (t)) (s)

existe pour tous les s tel que Re (s) > r.

Exemples :

0sit<O

1. Calculons la transformation de Laplace de la fonction constante f (t) = { )
A sinon

et AeR
e —st —A —st]To0 .
L(f(t)(s) = i Ae dt:T[e }0 et s=x+1y
—A e
= Sl
= ési Re(s) >0
s
A o
donc L (A) (s) = — définie si Re(s) > 0.
s
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4. Transformation de Laplace 30

0sit<O

2. Calculons la transformation de Laplace de la fonction exponentielle f (t) = { 0t .
e sinon

et AeR

LF@®)(s) = /0 " sty

+0o0
= / et qt
0

= 3 i . [e(z_s)t];roo et s=x+1y

1
= i R > 2
8_281 e(s)

1
donc L (e*) (s) = P définie si Re (s) > 2. Plus généralement si t > 0

1
s—

L (™) (s) = définie si Re(s) > a.

4.2 Propriétés de la transformation de Laplace

1. Linéarité :
Soient f et g deux fonctions admettant des transformations de Laplace L (f) et £ (g)

et soient o, B € C alors
L(af+Bg)=al(f)+BLI(g).

2. Transformée de Laplace de la translation :

Soit f : R™ — C une fonction vérifiant f(t) = 0 si ¢ < 0 (f une fonction causale)

définie par
Ja @) = f(t—a), a>0alors L(fa(t)) (s) = e *L(f (1)) (s).

3. Transformée de Laplace de ’homothétie :

Soit k > 0 et f : Rt — C une fonction causale admettant une transformation de

Laplace et f; définie par

Fo (8) = £ (kt) alors £ (fi (1)) (s) = %.c o) (3)

4. Transformée de Laplace du produit de convolution :

Soient les fonctions f, g € Cy, vérifiant g (¢) = f (t) = 0si ¢t < 0 alors

f*g:/of(:c) (t —x) dx—/ft—a:

L(fxg)(s)=L(f)(s) x L(g)(s)-

Université de M'sila (Février 2022) S. Guechi
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4. Transformation de Laplace

5. Transformée de Laplace d’une primitive :

Soit ¢ (t) = fot f () dx une primitive de f; on a alors F' = f et g (0) = 0 alors

F(s)

S

o= ([ Fwdr) ()=

4.3 Quelques fonctions élémentaires les plus usuelles

() F(s) Condition
1
1 1 - s>0
S
1
2 et 5>
s —
3 t ﬁ’ n € N s > O
] k
4 sin kt = 45' 12 s>0
5 COS kt W s > O
6 | sinh (kt) R s > |k|
3
7 | cosh (kt) e s > |kl

4.4 Transformée inverse

Définition : Si F'(s) représente la transformée de Laplace d’une fonction f alors f ()

est la transformée inverse de Laplace F'(s) et nous notons

Exemples :

3
1. La transformation de Laplace inverse de — est f (¢) = 3, alors
s

L (F () () = £ (§) () =3=F(t).

S

2. La transformation de Laplace inverse de

Remarque :
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4. Transformation de Laplace 32

® La fonction F (s) appelée I'image de f et f(t) = L' (F (s)) est appelée originale de
F(s).
® Soient f et g deux fonctions admettant des transformations inverse de Laplace £ (f) et

L7 (g) et soient «, 8 € C alors

L (af +Bg)=aLl ' (f)+BL T (g).

4.5 Transformée e Laplace d’une dérivée

Supposons que f une fonction soit :

1. Continue,
2. D’ordre exponentielle pour tout ¢t > 0,

3. [’ est continue par morceaux pour tout t > 0,

Alors
e = | P et
- [f (t) e_sqgoo -5 i h f(t)e *dt
— SF(s)— £(0).
et

4.6 Exercices Corrigées

Exercice 01 :

1. Trouver I'image par transformation de Laplace de :

A) f(t) =1+t +cos (V2t) + e*sin(t) B)g(t)=e >+ 1)°.
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4. Transformation de Laplace 33

2. Utiliser la transformation de Laplace pour résoudre I’équation différentielle suivante :

u' (t) — 2u (t) = 2te*,
u(0) = 0.

Correction Exercice 01 :

1. Trouver 'image par transformation de Laplace de :

A) f

(t) = 1 + 12 + cos (V/2t) + e sin (t)
= F(s)=

2 s
+82+2+(3—2)2+1
B) g (t)=e™ (t2+ 1)’
£((t2+1)> E(t4+2t2+1)—4—!+22—!+1pour5>0
s? s3 s
et L(e™f(t)) = F (s — a) donc

4! 4 1
Oy v T

o (t) — 2u (t) = 2te*,
u(0) = 0.

Par la transformation de Laplace, on a
L (t)—2u(t) = L(2te),
2
(-DL@®) = ——5+1,

LW) = g+ oy

par la transformation inverse de Laplace, on peut alors conclure que la solution est :
u(t) = (t2 + 1) et

Exercice 02 :

1. Trouver 'image par transformation de Laplace de :

A) f(t) = 2t 4 € cos (3t) + sin (t) cos (2t)  B) g (t) = (1 + 4cos (3t))>.

28 — 2

§2—5—2
1

(s2—s5—2)(s—1)"
() Utiliser la transformation de Laplace pour résoudre 1’équation différentielle sui-

vante :
u’ (t) — ' (t) = 2u(t) =
u(0)=2, o' (0)=0.

2. A) Trouver la décomposition en éléments simples de

B) Trouver la décomposition en éléments simples de
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4. Transformation de Laplace 34

Correction Exercice 02 :

1. Trouver 'image par transformation de Laplace de :

A) f(t) = 2t + € cos (3t) + sin () cos (2t)
1
= 2t + 3 cos (3t) + 5 (sin 3t — sint)

= F(s) 2+ s—3 +1 3 1
S) = — _— — —
52 (5_3)2+9 2\s2+9 s2+1
B) g(t) = (1 + 4cos (3t))
= 9 4 8 cos 3t + 8 cos 61,
9 8s 8s

=G (s)=— .

() s+32—|—9+52—|—36

2s — 2

5 . (admet deux poles
s — s —

2. A) Trouver la décomposition en éléments simples de
réels —1,2). On pose
2s—2 25 —2 A n B
§2—5—2 (s+1)(s—2) s+1 s—2
2s—2 = A(s—2)+B(s+1),

4

—s5=—1= A==

s 23,

—522:>B:§,
Alors

2s—2 1 4 N 2
2—s—2 3\s+1 s—-2)/°
1

B) Trouver la décomposition en éléments simples de 5. (admet trois
(s2—s—2)(s—1

poles réels —1,2 et 1). On pose
1 A L+ B n C n D
(82—8—2)(5—1)2 s+1 s—-2 s-—1 (8—1)2
1 = A(s—=2)(s—=124+B(s+1)(s—1)°+C(s+1)(s—2)(s—1)
+D(s+1)(s—2),

-1
— = —1 —— A = —,
i 12
—s=2=—B=—,
; 1
—s=1=—=D= 7,
Ce qui détermine trois constantes, pour obtenir, on compare les termes en s*
1 = A+B+C
-1
— (C=—.
4
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4. Transformation de Laplace 35

Alors

wmer e ) T ()

() Par la transformation de Laplace, on a

L' (@t)—u(t)—2u(t) = L(te'),

(s°—s—=2)L(u(t) = (8_11)2—1—23—2,
1 25 — 2

Llul®) = (52—3—2)(3—1)2+(82—s—2)’

Ainsi, en utilisant le résultat de la question précédente, on trouve

51 N 1 1 1
C4s4+1 s—2 4s-—1

1 1
2(5—1)2’

L (u(t))

par la transformation inverse de Laplace, on peut alors conclure que la solution est :

2t +1
2t t
1 +e 1 e.

4.7 Exercices

1. Trouver I'image par la transformation de Laplace de (fiet fo deux fonctions 2-périodiques

sur R) :
1) 2e75% 2) 3e*, 3) 2t4,
4) (2+1)*, 5) acos3t+ Bsin3t, 6) ach3t + Bsh3t,
7) e *cos3t, 8) 2e75 (cos2t + sin 2t) , 9) e~ *sh8t,
, 0 t <0 0 t <0
10)e’tsin2§, 11) f1(t) = 1 O<t<1 , 12) fo(t)= t 0<t<l1
-1 1<t<2 —t+2 1<t<2
2. Trouver I'inverse (I'origine) de :
1 S e’
) F(s) = 35— 3 VE(s)= ooy D F6) =g oy
s+
4) F(s) =1 .
) 7o) =10 (113

3. En utilisant la transformée de Laplace, résoudre les équations différentielles suivantes :
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4. Transformation de Laplace 36

) Y =2y+8sin2t 2>7{ y' =2y + 2te?
y(0) = -2 y(0)=1

3) y'+2y +y+t=cost+et 7 4){y"+2y’+y+t:cost+e_t ’
y(0) =y (0) =« y(0) =y (0) =«

y+u+y+uv=1
5)¢ y+uv=¢
y(0)=—1v(0)=2
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Ce document donnent les principales théorémes, définitions, résultats et des exercices
avec les solutions pour le module Mathématique 03 (Math 03). Il s’adresse aux étudiants
de deuxiéme année de Licence des sciences et techniques ; Electronique, Génie Mécanique,
Electromécanique, Génie Civil et Hydraulique, ainsi qu’aux étudiants des autres filieres. 11
est le fruit d’un enseignement de mathématiques pour les ingénieurs dispensé a la faculté de
technologie de I'université de Msila, et le contenu du cours :

¢ Série Numériques,
O Série de Fourier,
O Transformation de Fourier,

O Transformation de Laplace.



