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Introduction

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une
équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation dont les
solutions sont les fonctions inconnues vérifiant certaines conditions

concernant leurs dérivées partielles.

Les équations aux dérivées partielles linéaire du seconde ordre jouent un
role considérable en mécanique et en physique .elles sont omniprésentes
dans les sciences, puisqu'elles apparaissent aussi bien en dynamique des
structures, mécanique des fluides que dans les théories de la gravitation de
I'électromagnétisme (équations de Maxwell) ou des mathématiques
financiéres (équation de Black-Scholes). Elles sont primordiales dans des
domaines tels que la simulation aéronautique, la synthése d'images, ou la
prévision météorologique. Enfin, les équations les plus importantes de la

relativité générale et de la mécanique quantique sont également des EDP.

Une EDP a souvent de trées nombreuses solutions, les problémes incluent
souvent des conditions aux limites supplémentaires qui restreignent
I'ensemble des solutions. telle que les conditions aux limites se

présentent plutot sous la forme des fonctions

La méthode la plus utilisant pour la construction des solutions d'une
équation linéaires aux dérivées partielles est fondée sur la technique de
séparation des variables, Nous avons besoin tout d'abord les étapes
principales de cette technique et recherche des solutions homogénes de
I'EDP, qui sont appelées solutions de produit (ou solutions élémentaire),
Ces solutions sont de la forme

uxy) = () gy)

et en général, elles doivent satisfaire certaines conditions supplémentaires.

Dans des nombreux cas, ces conditions supplémentaires sont des conditions

aux limites homogeénes. Il s'avére que f et J sont des solutions des EDO



linéaire(a une seul variable). Dans la deuxiéme étape, nous utilisons une
généralisation du principe de superposition Et écrivons la solution sous
forme d'une série de fourier, cette méthode sera appliquée a I'équations des

ondes, Laplace et chaleur.
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Chapitre: 01 classifications des EDP

Dans ce chapitre on donne une classification des équations aux dérivées
partielles linéaires du second ordre.

Les équations aux dérivées partielles sont classées en trois catégories: elliptique,

parabolique et hyperbolique .elles ont des propriétés mathematiques différentes

1. Rappel sur les dériveées partielles:

Soit f une fonction réelle dans.R".

Définition (1-1):

La i™ dérivée partielle de f ou point (X,X,,...,%, )est définie par:

X xxorenx)=lim FOGX e X004 P X X0 )= F O X003 %0 % Koy %)
a)ﬂ h—0 h

lorsque cette limite existe.

Définition (1-2):

Si toutes les dérivées partielle d'une fonction f sont définies en un point de

I'espace R"alors on appelle gradient de f au point (X,X,,...,X,) le vecteur

of of of
Vf(Xl’xz’m’XN):(&’@T’“"87)
2 N

Définition (1-3):

La dérivée partielle de la fonction f d'ordre | par rapport aux variable

(X, %,,..., Xy ) st définie par:

N A
OX,0%,...0X; 0% | OX,0%...0X;



Chapitre: 01 classifications des EDP

Proposition (01):
Les dérivées partielle d'ordre 2vérifient:

o°f o°f

0X%;0X; - OX;0X;

Définition (1-4):

La Laplacien d'une fonction f de n variables est:

Af(x):izn;a

2 f
ox?
2. Notions fondamentaux sur Les EDP
Définition:(2-1):

Une équation aux dérivées partielles linéaire d'ordre deux définie

dans un ouvert Q € R™ est de la forme:

>, 0 ) =Flu w1

ol & ;et Fsont des fonctions données.

Définition:(2-2):
L'ordre d'une équation a la dérivée partielle est I'ordre de la dérivée

partielle le plus élevé intervenant dans I'équation.



Chapitre: 01 classifications des EDP

Définition:(2-3):

On dit que une equation aux dérivée partielle linéaire d'ordre deux, si elle
est linéaire par rapport a la fonction U et toute ses dérivées partielles d'ordre

deux
Définition:(2-4):

Une équation aux dérivée partielle linéaire homogéne est vérifie pour

U=0 (s'elle écrite de facon usuelle, le seconde membre ne contenant ni U ni ses

dériveée partielle, est identiquement nulle).

Les solutions de I'équation aux dérivée partielle sont les fonctions qui

vérifiant cette équation dansQ.

On pratique parmi toutes les solutions possibles on cherchent une qui
vérifie des conditions supplémentaires sur les bord du domaine Q et s'appellent

condition aux bord, on utilise aussi le terme de condition ou limite (regardes

chapitre (02) paragraphe (2-2).



Chapitre: 01

classifications des EDP

3. Classification des équations aux dérivés partiels:

3.1 Classification dans R2;

3-1-1 Les caractéristique:

Une EDP du deuxiéme ordre a deux variables sur un domaineQ est de la

forme:

2 82 2

a(x, y)—u+b( y) vy

otiuest une fonction de(x,y) ,(x,y)e Q.

Il vient que:

dpz@dm@dy:rdmsdy

dq —dx + = sdx +td
OX oy y

ou
C —+F
+C00y) 7+

ou ou
X, Y,u,— 0 1-2-1
[y D
o%u o%u
it:_z ,S=
oy Oxoy

(1-2-2)

Ce que donné trois équations du premiére dégréeonr, s, t:

rdx+sdy =dp

sdx +tdy = dq

ar+bs+ct=f

(1-2-3)

Le systeme (1-2-3) admet une solution par r,s,t si et seulement si leur



Chapitre: 01 classifications des EDP

Déterminant est nulle, c'est-a-dire :

dx dy 0
0 dx  dy|=a(dy)’ —b(dxdy)+c(dx) =0
a b c

D'ou

Définition:(3-1):

Si a#0, On peut écrire I'équation (1-2-4) sous la forme :

a(x, y)(%)z —b(x, y)(%) +c(x,y)=0

S'appelle I'équation canonique de (1-2-4).

Cette équation admet deux solutions du type :

dx d
d_y = (Pl(xv y) ’d_i = (DZ(X, y)

Définition:(3-2)

(1-2-4)

(1-2-5)

(1-2-6)

Les équations (1-2-6) représentent les courbes caractéristiques de I'équation

aux dérive partielle (1-2-2), et il y a trois formes de caractéristique:

a)Réelles:

Siv(x, y) €Q b*—4ac>0, on dit que (1-2-1) est EDP hyperbolique sur Q.

Exemple (01):

L'équation d'onde

ou o _

x> oy?
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b) Imaginaire:

Siv(x, y) €Q b*—4ac<0 , on dite que (1-2-1) est EDP elliptique sur Q.
Exemple(02):
L'équation de Laplace

o%u  0°%x

ox? oy? =0

c)Double:
Siv(x, y) eQ b*—4ac=0, on dite que (1-2-1) est EDP parabolique surQ.
Exemple(03):

L'équation de la chaleur

2
G_U_ﬁ)z(:o
ot oy

Il existe naturellement des équations du type mixte par exemple :
Exemple(04):

ou  _ou

—-X—=0
ox> oy?
-Hyperbolique dans le demi plan R"(x>0),

-elliptique dans R™ (x<0)

-(x=1équation de I'onde).
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Exemple(05):

o o4 ou
2_2_y2_2_2y_:O
OX oy oy

Equation canonique :

X{dy)* - y(dq* =0

Soit

Donc Y=CX ,Y=C,X sont deux caractéristiques c'est-a-dire (5) est

hyperbolique sur R?

3.2 Classification des équations aux dérivés partielles de n

Variables (dans R™):

Une équation aux dérivée partielle du seconde ordre a n variable sur un

domaine Qc R"estde la forme:

n aZu au au
i Fl X, Uy— e — =0 ¥xeQ 2.
i%au (X)Gxaxj (x)+ (x u . XJ Xe (1-2-7)

Oou & eC“’(Q,R) avec; = a; .
On écrite la matrice Ay = A .

Ay est symetrique, en effetsig; # Q.

10



Chapitre: 01 classifications des EDP

on pose:

1

n o°u ou )

F e —|=0
ijZzl(a”+a )aXian (x)+ LX’U’&Q’ J
Définition:(3-3):

Une matrice A(x) est dite symétrique si:

AcS(Re A=A

S V(% y)e R xR (A Y) =(Ax)'y =(x, Ay)

3-2-1 Polyndme caractéristique et valeurs propres:

Définition:(3-4):

Soit A un matrice symétrique carrée de typeNxn

(1-2-8)

i) on appelle polynéme caractéristique de A le polyndme X,définie par la relation

X (x)=det(A- 1l ,)

ii) on appelle valeurs propres réelles de A les nombres réelles A racines du

polynome caractéristique de A autrement dit les solutions de équation

polynomiale de dégrée N :

det(A-Al,)=0

11



Chapitre: 01 classifications des EDP

A(X) est symétrique est toutes les valeurs propre sont réelles pour VXeQ.

On pose V,,Vy,\V_ le nombre des valeurs propres: positives, nulles, négatives.

est o na trois formes de EDP d'apres le nombre des valeurs propres:

Elliptique : si toute les valeurs propres méme singes, par exemple I'équation de

92U
Laplace AU = Z =0

= Ox’
1 0 O 0
0 -eeee0
A=l . 1 0 ,11:]20 VieN
...... -0
0O 0 - 1

est elliptique sur R" .

Hyperbolique: si ou mois une valeur propre a un singe différent. , par exemple

I'équation de D'Alembert.

o%u  &ofu
ox2 2‘1 ox? 0
-1 0 0O -eeeennn 0
0O -1 O 0
A= -1 0 4,=1>0,4,=-1 J1<j<n-1
...... ...0
0 0 - el 1

Cest-a-direV, =1,v. =n-1,

12



Chapitre: 01 classifications des EDP

Parabolique : si une valeur ou mois est nulle, par exemple I'équation de chaleur

ou &Haofu

el - = 0
1 0 0 ceeeeenn 0
0 =1 0O ceoveeees 0
A= LT 0 Jy=0,4,=-1 1<j<n-1
......... 0
0O 0O v cemenennn 0
C'est-a-dire
v, Vo v_ Type de I'EDP exemple
n 0 0
Elliptique Laplace
0 n 0
n-1 1 0 )
Hyperbolique D'Alembert, onde
1 n-1 0
n-1 0 1 )
parabolique chaleur
0 n-1 1

Il existe des équations de type mixte par exemple I'équation de tricomi :

0%u o4

v +X8y2 =0

elle est:
-Elliptique surR"xR.
-hyperbolique sur R™ x R.

-parabolique sur {0} x R.

13
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Chapitre:02 La méthode de Fourier pour les EDP du 2eme ordre

Le but de ce chapitre est de mettre en ceuvre une méthode particuliére

(La méthode de séparation des variable) pour résoudre des équations aux

dérivées partielles (EDP).

1. le principe de superposition:

Définition (2-1):
On dite qu'une EDP linéaire est homogene si elle ne contient pas de terme

Indépendant de u et de sa dérivée, elle peut se mettre sous la forme:

Za,j(x)@g—@(j(x)JrF x,u&& =0 WeQ (2-11)

Définition (2-2):

Soit un EDP linéaire homogene lu=0 pour laquelle L est un opérateur
Linéaire
-Siu,,u, sont deux solutions de cette EDP eta, f € R, Alors: au, + pu, est aussi une

solution, ceci est le principe de superposition.

Le principe de superposition découle directement de la structure linéaire

Du I'équation et de I'nomogénéité, il peut s'énoncer ainsi:
Si u,et u, verifie (2-1-1) alors:

au, + fu, veérifie (2-1-1)va, B € R.

15



Chapitre:02 La méthode de Fourier pour les EDP du 2eme ordre

2. La Méthode de Fourier (Méthode de séparation des variables):

2.1 Solution élémentaire;

Nous considérons ici des équations aux dérivée partielle linéaire de la

Forme:
i%ai,j(x)ai;ij (X)+Zh(x)§—:+cu= 0 WxeQ (2-2-1)
Telle que:
a; , b;, ¢ Sont des fonctions réelles de X,-««-e.- X
Si Uy ,U, sont p solutions de I'équation (2-2), il est méme de:
AU +AU, + + AU,
quelle que soient les constantes A,--+-++--+-+-, 4. réelle ou complexes.

Comme I'équation est linéaire, toute combinaisons linéaire finies des u; est
Une solution de I'équation.

Une solution u (ﬂ )dépendant d'un parametre A, est appelle:

Solution éléementaire de I'équation.

Pour trouver les solutions élémentaires il existe des situations faciles

Construire.

16



Chapitre:02 La méthode de Fourier pour les EDP du 2eme ordre

Nous cherchons de la solution de la forme

U(X) = @, (X ), (Xy ) oeeveee e ¢, (X, ) pour 'équation (2-2-1).

Bornons nous pour fixer les idées a une équation a deux variables indépendantes

xety.

2u 2

S+ au+ 2“ au+b2—+cu 0
a11 a12 2y ayz 8X oy (2-2-2)

Supposons d'abord que les coefficients soient des constantes et que &, = 0
On pose:

U(xy)=f(xdy) (2-2-3)

Telle que :
f(x),g(y) sont respectivement des fonctions de x, y ; ayant au moins des
Dérivées premieres et secondes continues.

On doit avoir:

a,f"g+ay,fg'+h f'g+b, fg+cfg=0 (2-2-4)
ou:
f" g"
ailT+ _+bl—+b2 +c=0 (2-2-5)

17



Chapitre:02 La méthode de Fourier pour les EDP du 2eme ordre

On a une somme de deux térme :
f" f'
B+ (2-2-6)

gu'est fonction de x seul

a, 9 b2%+c (2-2-7)

g

gue est fonction de Y seule.

Donc les deux égales a constante.

Si A est la valeur du premier terme on doit avoir:
a,f+of'=Af (2-2-8)
3,9 +h,0'=19 (2-2-9)

f, g sont donc les solutions de deux équations différentielles ordinaires

linéaires des seconds ordres.

La solutionu(x, y)= f(x)g(y) dépendante & la constante A appelle constante de

séparation.

18



Chapitre:02 La méthode de Fourier pour les EDP du 2eme ordre

2.2 Le différent type de probleme a la limite:

La méthode de séparation des variables n'est pas universelle mais elle est
Souvent utile, elle fournit des solutions dépendant de constante.
Dans la pratique rencontre trés souvent des conditions plus compliquées et I'on
Cherche des solutions définies dans un domaine donné d'avance.

L'expression de ces solutions dépend du type d'équation (elliptique,
Hyperbolique, parabolique).
i) Probleme de Cauchy (condition initiale):
On pose t=0, pour I'équation a la dérivée partielle hyperbolique au parabolique:
Equation parabolique par exemple I'équation de chaleur:

U(x ,0)=¢(x) xe [0, 1]

Equation hyperbolique par exemple I'équation de onde:

u(x,0)= ¢ (x)

ou
E(X’ 0)=y (x)

@ et Y étant deux fonctions donnée définies pour0< x<I .

19



Chapitre:02 La méthode de Fourier pour les EDP du 2eme ordre

ii) condition au borde : on le pose pour équations aux dérivées partielles elliptique

par exemple "Laplace” c'est-a-dire :
QcR"; avec:
oQ=r

Telle que:

ou
U et 8_v sur ' sont déterminées.

iii) probléme Mixte : on le pose pour EDP parabolique, hyperbolique avec les

conditions initiale et aux borde.
Voyons le probleme Mixte pour I'équation a la dérivée partiale :
On considére I'équation aux dérivée partiale pour (x, y) € [0, I] xR*

On pose Les Conditions initiales comme suite:

u(0,%)= p (%) ,Z—;m,x):w(x)

@ et Y étant deux fonctions donnée définies pour0< x<lI .

et les Conditions au bord :
u(t,0)=u(t,1)=0

Nous rencontrerons des problemes des ces type aux chapitre suivante.

20
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Chapitre:03 Quelques Applications sur I'EDP

Beaucoup de probleme de physique font intervenir la résolution d'EDP
Linéaire du second ordre.

L'équation de onde, Laplace, chaleur peut étre résolue a l'aide de la
Méthode de séparation des variables, ce sera va les travaux dirigé de ce chapitre.
1-Résolutions I'équation des ondes par la méthode de Fourier:

1.1. Le cas deR?:

O na I'équation de type hyperbolique:

u ou
Far @11

On chercher les solutions de I'équation de onde a variables séparées.

Pour lequel les conditions initiales sont

u(0,x)=g(x) et %(O X)=y(x) pourtoutx,0< x<|

Et les conditions a la frontiére sont
u(0,t)=0 et u(l,t)=0 pour tout t,t >0

On suppose:

u(x,t)= f(x)g(t)

et calcule les dérivées partiales:

0U _ (x)g (1)

0 X

O (g ()

ot?

22



Chapitre:03 Quelques Applications sur I'EDP

on a alors:
f'(x)aly)=f(Xg'(t) (3-1-2)
Donc :
709 _g'(y)
f(x) aly)

La fonction de gouache dépendent uniquement de X et de droite uniquement det ,

on peut alors dire qu'il existe réel A telle que:

10 ol o

Ce que donne que f , g sont solutions des équations différentielles de deuxieme

ordre:
f"(x)—Af (x)=0 Et g'(t)-Ag(t)=0 (3-1-4)
Si A=0o0n a:
f'(x=g(t)=0
et:
f(x)=ax+b
g(y)=ay+s
SiA>0, on a:

f (x) = aexph/Ax)+ bexb-/2x]
dit)=c exp(\/zt)+ B exp(— \/It)

23



Chapitre:03 Quelques Applications sur I'EDP

SiA< 0, on a:
f(x)= aco{ﬁx)Jr bsi n(ﬁx) (3-1-5)
o(y)=c Cos(mt)Jf ps ”(ﬂt) (3-1-6)

En prenante compte les conditions initiales et les conditions aux limite, on peut

déterminer les solutions.

On pose I'équation (3-1-1) sur R* %[0, I] muni de probléeme Mixte comme suit:

ou &
y—yﬂ) VyeR? ; Vxel[o,l]
u(t,0)=u(t,1)=0
ou
d0)=olx,  2l0x=y(9
¢ Ety étant deux fonctions données définies pour 0< x<1.

Remarque:

On peut choisir A négative c'est-a-dire:
A =-6°
Donc les solutions (3-1-5), (3-1-6) comme suit:

f (x) = acog(fx)+bsin(6x) (3-1-7)

g(y)=acod@)+ Bsin(@) (3-1-8)

a,b,a, B étant quatre constantes.

24



Chapitre:03 Quelques Applications sur I'EDP

Exprimons maintenant les conditions aux limites U=0 pour X=0 et X=1.

Donc f(0)= f(1)=0.

On doit avoir :
a=0, sndl =0
0 est donc un des nombres de

la suite:

On peut naturellement choisir b =1 dans (3-1-7) et écrire la solution élémentaire

U, sous la forme:

%(x,t):(cncosq_ﬂudngn%)gn%x 3-1)

Toute combinaison linéaire de solutions élémentaire U, est une solution de

I'équation des cordes vibrantes (onde), on a alors:

- n . nz ) .on
u,(x,t)= Z(Cn cosl—ﬂt +d, sml—ﬂt)sm—ﬂ X (3-1-10)

n=1 |

C'est un série de Fourier par rapport a X (période 2| ) et par rapporte & t

(période 2).
Pour t=0:

u0.x)=0() . ZH0x)=1(x

25



Chapitre:03 Quelques Applications sur I'EDP

Nous admettrons que la série (3-1-10) est dérivable terme a terme par

rapportal

On a donc:
> C,sin nl—ﬂx = ¢ (x) (3-1-11)
n-1
3 d,sin nl—”x =y (x) (3-1-12)
n—1

C,etd, .sont les coefficients du développement en série de Fourrier de la
fonction impaire de période 2| égale a ¢(x) siO<X<| et d_sont les coefficient du

développement en série de Fourier de la fonction impaire de période 2| égale &

Y(x) si0<x<I donc:
2 nz
C,= TI(P(X)Sin I—XdX (3-1-13)
0

|
d, :%J(;l//(x)sinnl—ﬂxdx (3-1-14)

1-1-1 Rappelle sur les séries de Fourrier:

Lemme:

Si f(x)est une fonction impaire définie sur I'intervalle [0,1]; alors sa série de fourrier

est:

0

>, sin(nx)

n=1

avec:

b, :IEJ f (x)sin(nx)dx n>1

0
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1.2. Unicité de la solution :
Théoreme(02):

L'équation des ondes muni d'une condition initiale et une condition aux
Limite admet une solution unique qui peut s'écrire en série de Fourier.
Preuve:
Etant donnée I'équation (3-1-1) sur R* x [0, I] muni de probléme Mixte.

On multiple (3-1-1) par % et on integre sur [0, 1],

1out(ou)’ . Louodwu
MMM g = [ 4y 1
28t0(6tj {at ox? (3-1-19)

Intégre par partie la seconde membre :

auau]  teu du auau] 1dffeuY
PE [ 4= X =2 (| & | ax (3-1-16)
ot ox |, 1 oxaox ot oxJ, 2dxdl ax

0

Ce qui donnée :

|
2o (3] (5] {55
2dxg|\ ot OX ot oxJ
Supposons maintenant que (3-1-1) admet deux solutionsu,,u,doncv=u, —u,
Est encore une solution de (3-1-1) telle que :

\/(O,x):%/(o,x):o v(t.0)=v(t.)) =0
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Ce gu'entraine:
oV ov
—(t,0)=—(t,1)=0
(0= ()

Il vient donc que (3-1-16) pour v s'écrite :

2z (2

Ce qu'implique:

Or pour t=0 on a:

V0, x):ojg—Z(o, X)=0
(%"(o, X) = ozg—Z(o, x))
Donc C=0

Par conséquent V(t,x)e R x[0,1] on a:

N_N_,

ot oXx
D'ou:

v(t,x)=0
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On regroupé les formules (3-1-1), (3-1-13), (3-1-14) on a alors:
Théoreme(03):

Le probleme

2 2
%-%:0 ye R+,Xe[0,|]

u(o;x)=<o(x> 20x)=p(9

u(t;0)=u(t,1)=0

Admet une solution unique, sous la forme:

un(x,t):z(Cn cos”l—”t+dnsjn¥tjg n”l—”x

n=L

I
C, = %j(p(x)sin nl—ﬂxdx
0

|
d, = %{w(x)sinnl—ﬂxdx
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1.3 Le cas de R3;
Soit le probléme :
__[_+_j:o teR",(x y)[0l]x[0]]

UOXY) =px3) S OXY)=(xY) 6117,
u(t,0,y) =u(t,l,y) =u(t,x,0) =u(t,x1)=0

et cherchons une solution élémentaire de type:
u(x,y.1) = f(x y)g(t)

Alors, en remplacant dans (3-1-17) et on multiple par

f(x)a(y)

1 (.. . t
m(fxz + 1, ): %T(t)) (3-1-18)

Comme dans (3-1-4) I'équation (3-1-18) est égale a une constante (A = —02) on a:

{g'(t)+929(t)o
(3-1-19)

.0+ .(y) +6°f =0

Ce qui donne :
g(t) = Acosét + Bsin ot (3-1-20)

Peur I'équation en f(x)cherche une solution de la forme:

f(x, ) =&(X)n(y)
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Nous Substituons dans (3-1-19).on a donc comme le paragraphe (2):

1Y) ()+8x (Y)+6° Xl y) =0

S0 O) _ge__pe

£x) nly)

La aussi on a:

E(X+E¥)=0 etn(y)+E - my)=0

C'est-a-dire :

£(x)= ccos Bx + dsin Bx

ny)=Ecos/6° - f°y+Fsin/6° - By
Voyons maintenant les conditions au bord:
six=0 ,ut,0y)=0=f(0,y)=0=c=0
six=l ,u(,l,y)=0= f(I,y):O:>ﬁ:n|—ﬂ , Ne Z etdquelconque.

Si y=0,u(t,x0)=0= f(x0)=0=E=0

si y=I ,u(t,x,l)=0:>f(x;l)=0:><9:|£\/mz+n2 meZetF quelconque.
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Choisissons d=F =1

Ce qui donne la solution comme sous forme d'une série de Fourier

u(t,x y) = Z (An cosy nt + —t+B _dn/nt +n? It) nl—xsml—y

m,N=—o0

avec.

o(x,y)= ZAﬂnsm—xsml—y

m,N=-w

w(x,y)= iB Am?+n sm—xsmmy

m,n=—wo I

Donc:

11
Ann= 2 J J o(x y)s Ny sin ™ yaxdy
' 7 00 | I

jyx X, Y sm—xsml—ydxdy

m/mz+n J
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2-résolution de I'équation de laplace par la Méthode de Fourier:

2.1 Fonction harmonique des deux variables:

On appelle fonction harmonique toute solution de I'équation a la dérivée

partiale des Laplace

La température u satisfait a I'équation de Laplace dans la plaque ou il n'y

a aucune source de chaleur elle de forme:

Fu Fu_

Au=0 ou —+ =0 2.

2-2 (E.L) dans un rectangle:

Nous avons écrite le laplacien en coordonnées rectangulaire parce que les

limites de la plague sont rectangulaires.
Soit I'équation:

o%u &4

Dans Laplace il n'y pas une source de chaleur donc n'existe pas les conditions

initiales.

Au=0, muni des conditions limites appropriés sur la frontiére I" de Q

.comme suite:

u(x,0)= f(x) u(x,b)=0 ,0<x<a
u(0y)=0 U@ y)=0 0<y<b
On Pose:
uxy)=f(x)gly) (3-2-2)
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Ou comme indiqué f dépendant de x seul et gdépendant de y seul.

En substituant la forme (3-2-2) de u(x, y) dans I'équation de Laplace Au=0 on

obtient:

Aulx, 3/)=A(f(><)g(y))=i2¥f oly)+ f(X)%

Donc on a:

") __9'(y)
fo) gy

Au(x,y)= f"(x)g(y)+f (x)g"(y)= 0= (3-2-3)

Chacune des termes de I'équation (3-2-3) est une constante parce que le
premiere terme est une fonction de x seul tandis que le seconde est une fonction
de y seul, on peut donc écrire

") __ 9’ _,
f(x) a(y)

C'est-a-dire :
f'(¥)-A()=0 et  g(y)+2g(y)=0 (3-2-4)
La constante A =-62.

Les fonctions f(x) et g(y) sont les solutions de les équations différentielles du

deuxieme ordre (3-2-4), donc:

f (x)= Acoséx+ Bsinox
g(y)= Cexp(~6y)+ D exp(6y)
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En utilisons maintenant les conditions aux bord;

Si x=0=f(0)=A=0
Donc:
f(x)= Bsinéx

siX=a
f(M )= Acos(6a)+ Bsin(fa)=0,

Il faut alors que BSin (Qa) =0.

Comme nous cherchons a déterminer des solutions non triviales et que A=0,

nous pouvons supposer que B # O donc:

2
sin(0a)=0= 0 = ”?”,z, = —(”—”)

a
et
f(x):Bsinn?ﬂx on NneZ,n=0.
Si Yy=Dbona:
gb)= Cexp(n%b)+ Dex;{_ r;ﬂb) =0=D= —Cex;{znTﬂb)

En substituant ceci dans la solution 9 nous obtient

a(y) = Cexp(ﬂ) - Cexp( 2na )exp( nﬂyj
a a a

o )

=2C exp( nzbjsinh nﬂ(z— b)
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Remarque(01):

La fonction "sinus hyperbolique" est définie par la relation

weR sinh= 2P0~ XPCY)

2

Ce que précedent, nous avons que:

e L T SR

a a a

On pose

o,=2BC exp(@)

a

alors:

u(x,y)= i a, sinh (Mjsin LA
n=1 a a

est aussi une solution de probléme(1)

On a la condition au bord non homogeéne,

ux0)=f(x)  wxeloal

C'est-a-dire :

u(x,0)= iansinr(@)si n% x

n-1 a a

est développe comme un série de Fourier donc:

2 " Nz
J'f(x)sin?xdx vneN,n>1

oy =———F——"~
M Sln(nﬂb) 0
a
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2-3 le cas de R3, solution élémentaire :
2-3-1 Par les coordonnées sphériques:
L'équation de Laplace dans R3 s'écrit sous la forme:

0%u 0%u o4

AU = + +
ox?  oy? 0z?

Telle que:
X = I COSH CoSp
y =rsind cose
z=rsing
avec:
0<60<2r
o<
27772
O0<r<w
Donc:

1| 6( -20uy 1 8(. .0 1 &
AU=—|—|T — |+———|9N0— |[+—F—-—
relor\ or) sind o6 060) sin“6 op

On doit résoudre a I'aide de ces nouvelles variables I'équation

Au=0
On cherche des solutions particulieres de la forme

u(r,0,0)=f(r)g(®,9).
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on est conduit aux deux équations

r2f"(r)+2rf'(r)-2f(r)=0 (3-2-8)
1 0 (gnef9),_ L 29
sing o6 (Sm@ 59)+ sin’6 dgp* +49=0 (3-29)

Ou A estune constante

f(x) vérifie une équation différentielle d'Euler, dont la solution générale est
f(r)=Ar+Bre.
a,,x,é tant les deux racines de I'équation
ala +1): A
ce sont deux nombres liés par la relation

o +a, =-1

alors:

f(r)=Are+ B

ra+l

En ce qui concerne I'équation aux dérivée partielle (3-2-9), on va chercher de

solution élémentaire qui soit le produite d'une fonction de 6 par une fonction
De ¢, en remplace 6 par la variable & = C0S6

et de pose

a(y)=F()Glp)
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L'équation (3-2-9) est alors:

Slo) 7 - £ @)+ = FEIE o)+ el +DF (E)elp) =0 (3-2-10)
Si:

')

Glp)

ot me N alors:
G(p)= Ncosme + M sin mg

et F(&)vérifie:

[1-&2)F()- 2§F'(§)+[a(a +1)—1m;2}|:(§)=0 (3-2-11)

2 3-2 polynémes de Legendre:

Examinons d'abor le cas m=0dans (3-2-11), G(p)= N est un constante. On obtient

donc une fonction harmonique qui dépende de I €6 ; mai non de @ , F(&) vérifier

I'équation différentielle:
(-22)F(@)-2F () +ala+DFE)=0 (3212
Pour A = n(n+1) cette équation admet pour solution le polynéme de Legendre

défini par:

pt)=-L 9 (2 -1f

" kI2k dek
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On posera « =k, la solution particuliére de I'équation (3-2-12) est donc

F()=P.G)

D'ou
" B
u(r,Q,go):(Ar +W)Pk(cose) (3-2-13)
r

Theéoréme:

L'équation de Laplace dans R® admet une solution sous la forme:

K B
U(r,@,(D)Z Ar +W Pk(COSH)
r

ou X=rcosfsing, y=rsinécosy, zZ=rsing

et R.(£) sont les polyndmes de Legendre.

2-4  Unicité de la solution:;

Soit U, U, deux solutions de I'équation de Laplace, alors v=u, —u, est solution

du probléeme:

Av=0
v=0 surle frontiere
alors :

IV.AV: Iv><0=0
Q Q

D'autre part, la formule de Green, on a:

IV.AV = —.HVV\Z + jv.a—vds
Q Q o0Q as
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oV
Comme V = 0O sur la frontiére, donc le terme J‘V-Eds est nul.
oQ

On obtint

I|Vv|2:0 —Vv=0 =>v=c

Q
or V = 0 sur la frontiére, ce que donne V=0 c'est-a-dire U, = U,

3- Résolution de I'E.C par la Méthode de Fourier:

3-1 le cas deR?:

Soit I'équation de la chaleur :

ou 84 .
E—y_o (t,x) e R" x[0,1]
Ju(x,0)= o(x) (3-3-1)

u(oit)=a ul,)=b ;(ab)eR?

Nous avons besoin de solution élémentaire, ce sont de solution de la forme:

u(t,x) = f(x)g(y)

On voit que

f(x)g ()= f (x)g(t) (3-3-2)

alors:

() _9')
0 o) o
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Donc on a:
C'est-a-dire:
f"(x)+02f(x)=0
g'(y) +6%g(y)=0
On obtient:
a(y)= Aexp(-0°1)
f (x)= B cos 6x + C sin 6x
et:

u(t, x)= Aexp(~ 62 |Bcoséx + Csin 6x]

maintenant on pose :

v(t,x):u(t,x)+a|—x—a

est une solution de (3-3-1) avec:

v(t,0)=v(t,1)=0
Nous avons alors:

v(t, )= Aexp(- 6% B cos6x + Csinéx]

ou,
vt0)=0 = Aexp-6?)B=0 =B=0

vt,1)=0 = Aexpl-02]Csind]=0 9=”|—” neN:n#0
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Ce que donne;

vit,x) = iCn exp((nl—”)zt)sinn—ﬂx

o= |

On pose la condition initiale =0
v(x,0)=p(x)+ =——x-a

Donc:

q)(x)+a|—_bx—a:icnsin$x:v
i=1

En calculera les C,comme coefficients du développement en série de Fourier de la

fonction impaire

|
C, :%I(¢(x)+al;bx—a)dnrll—ﬂxdx
0

d'ou:

. 0 2_2
u(t,x):¥x+ a+>y C, exp(nlf tjsinnl—ﬂx
i=1

Exemple(03):

On considére I'exemple suivant

XE[O,ﬂ'] >0

9 (x)=x

a=20 b=1
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La solution de I'équation (03) donne par:

C, :Ej‘(x—lx)sinn—”xdx
T 0 T T

2| (- 2o -2
=Z|—| x—=x|=cosnz | +==[cosnxdx
T T n 0 7Z'n0

2[ 1,0 1 "
=—| ——=(X——Xx)cosnx
T n T 0

= 2 fr-2x-1r7]

_ M (_ 1)n+1

Nz

C

n

Donc la solution est:

u(x,t)= 1y 2=m) i (_r? exp(— n?t )sin nx

3-2 Unicités de la solution ;

On multiplie par U et on intégre par rapporta X, on déduit

1d | | 02U
Ed—j u?(t,x)dx = ju(t,x)@x2 dx

0 0

Par intégration par partie le second membre devient

I I 2
|:u 5_U:| _ J.(a_uj ax
0X ]y (L 0X
Si a=b=0, ona:
|

1 d NETRS
S Jutt x)ax = —{(a—xj dx (3:35)

0

|
La fonction t — IUZ(X,t)dX est positive et décroissant.
0
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Supposons que I'équation (3-3-1) admet deux solutions u, et u,; alors V=U, —U,

est encore solution avec

v(x,0)=u,(x,0)-u,(x,0)=0

2
La fonction  —> _[V (x,)ox est positive et décroissante, donc:
0

v(x,0)=0 =v=0

3-3 Le cas de R3

Soit le probléme :

au (azu u

; @8+§J:0 t>0,xelol],yeloM]  ueC(R x[ol]x[oM]

UOxY)=¢(xy)

ut0,y)=ut,l,y)=ult,x0)=ut,xM)
{

On pose la solution sous la forme

ut,x,y)= f(x,y)g(t)

(3-3-6)

Il vient alors:

gt)_fle+fy

0 Ty

Donc g(t) est la solution de I'équation différentielle du premier ordre suivant

g'(y)+6%g(y)=0
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et f(X, y) est la solution de deuxieme équation
fe+fe+6°=0
Nous écrivons f(x,y) sous la forme

F(x,y)=¢0Gm(y)

Donc on a:

C'est-a-dire :

£(x)=ccos Bx + dsin Bx

n(y)= Ecos /0% — B2y + Fsin,0> - By

Voyons maintenant les conditions au bord:

Si x=0 ,u(t0,y)=0=f(0,y)=0=c=0
Si x=1 ,u(t,I,y):O:>f(I,y):O:>[3:n|—7T , NeZ et dquelconque.
si y=0 ,u(t,x,0)=0= f(x0)=0=E=0

Si y=M ,u(t,x,M)=0= f(x;M):O:>9=%\/m2+n2 meZ et F quelconque.

Donc:

£(x)=dsin nl—ﬂx

. mm
_ Esn M2
n(y)= Fsin Y
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Choisissons d = F =1

Ce qui donne la solution comme sous forme d'une série de Fourier

m,n=1

u(t,x,y) = z Ann (smnl—xsm—y)exp[ (nifz + ml\;zzjt}

avec la condition initiale:

o(Xy) = Z An( n—Xsany) u(0,x,y)

m,n=1

Donc:

Ane == [ [ox, y)inxsin ™ yaixdy
T | M
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Conclusion générale:

Le but de ce mémoire est trouvé une solution de I'EDP de seconde
ordre par la Méthode de séparation des variables et
démonstration l'unicité de cette solution apres la classification en

trois catégorie.
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RESUME
L'EDP du second ordre est classé a trois catégorie, si cet
Equation muni par une condition supplémentaire elle est
admet une solution par la Méthode de séparation des

variables (Méthode de fourier) cette solution est unique.

e gane O 4 Ciinad Ll da_all (o 4 jadl loalédl] < Yaleal

A8y yh Lo a9 S ol Sa 4608 divea Lo 5 g <o Yolead! Sl Lidd f 1)

LS8 AL s lgsasi Lo gl <l yusiall Jiad

The second order PDE is classified in category three, if this
Equation provided by an additional condition is
has a solution for the separation method

variables (Method of Fourier) this solution is unique.






