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Introduction 

En mathématiques, plus précisément en calcul différentiel, une 
équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation dont les 
solutions sont les fonctions inconnues vérifiant certaines conditions 
concernant leurs dérivées partielles. 

Les équations aux dérivées partielles linéaire du seconde ordre jouent un 
rôle considérable en mécanique et en physique .elles sont omniprésentes 
dans les sciences, puisqu'elles apparaissent aussi bien en dynamique des 
structures, mécanique des fluides que dans les théories de la gravitation de 
l'électromagnétisme (équations de Maxwell) ou des mathématiques 
financières (équation de Black-Scholes). Elles sont primordiales dans des 
domaines tels que la simulation aéronautique, la synthèse d'images, ou la 
prévision météorologique. Enfin, les équations les plus importantes de la 
relativité générale et de la mécanique quantique sont également des EDP. 

Une EDP a souvent de très nombreuses solutions, les problèmes incluent 
souvent des conditions aux limites supplémentaires qui restreignent 
l'ensemble des solutions. telle que les conditions aux limites se 
présentent plutôt sous la forme des fonctions 

La méthode la plus utilisant pour la construction des  solutions  d'une 
équation linéaires aux dérivées partielles est fondée sur la technique de 
séparation des variables,  Nous avons besoin tout d'abord  les étapes 
principales de cette technique et recherche des solutions homogènes de 
l'EDP, qui sont appelées solutions de produit (ou solutions élémentaire), 
Ces solutions sont de la forme 

)( )(    ),( ygxfyxu  

et en général, elles doivent satisfaire certaines conditions supplémentaires. 
Dans des nombreux cas, ces conditions supplémentaires sont des conditions 

aux limites homogènes. Il s'avère que f et g sont des solutions des EDO 
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linéaire(à une seul variable). Dans la deuxième étape, nous utilisons une 
généralisation du principe de superposition Et écrivons la solution sous 
forme d'une série de fourier, cette méthode sera appliquée à l'équations des 
ondes, Laplace et chaleur. 
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Dans ce chapitre on donne une classification des équations aux dérivées 

partielles linéaires du second ordre. 

Les équations aux dérivées partielles sont classées en trois catégories: 

 et elles ont des  propriétés mathématiques différentes 

1. Rappel sur les dérivées partielles: 

Soit f une fonction réelle dans. . 

Définition (1-1): 

La émei dérivée partielle de f ou point Nxxx ,,, 21 est définie par: 

h
xxxxxxfxxhxxxxfxxx

x
f NiiiiNiii

h
N

i

,,,,;,,,,,,,,,,,, 12111

0
21 lim  

lorsque cette limite existe. 

Définition (1-2): 

 Si toutes les dérivées partielle d'une fonction f sont définies en un point de 

l'espace alors on appelle gradient de f au point Nxxx ,,, 21  le vecteur  

N
N x

f
x
f

x
fxxxf ,,,,,,

21
21  

Définition (1-3): 

 La dérivée partielle de la fonction f d'ordre j par rapport aux variable  

Nxxx ,,, 21 est définie par: 

j

j

j

j

xxx
f

xxxx
f

32

1

121
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Proposition (01): 

Les  dérivées  partielle d'ordre 2vérifient: 

ijji xx
f

xx
f 22

 

Définition (1-4): 

 La Laplacien d'une fonction f  de n variables est: 

n

i ix
fxf

1
2

2

 

2. Notions fondamentaux sur Les EDP 

Définition:(2-1): 

 Une  équation aux dérivées partielles linéaire d'ordre deux définie 

 dans un ouvert    est de la forme: 

uuxFx
yx
uxa

ji

n

ji
ji ,,

2

1,
,      (1-1-1) 

où jia , et F sont des fonctions données.  

Définition:(2-2): 

 d'une  équation à la dérivée partielle est l'ordre de la dérivée 

partielle le plus élevé intervenant dans l'équation.      
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Définition:(2-3): 

On dit que une  équation aux   d'ordre deux  elle 

est linéaire par rapport à la fonction u et toute ses dérivées partielles d'ordre 

deux 

Définition:(2-4): 

 Une  équation aux   dérivée  partielle  linéaire est vérifie pour 

0u  (s'elle écrite de façon usuelle, le seconde membre ne contenant ni u ni ses 

dérivée partielle, est identiquement nulle).   

Les solutions de l'équation aux dérivée partielle sont les fonctions qui 

vérifiant cette équation dans . 

On pratique parmi toutes les solutions possibles on cherchent une qui 

vérifie des conditions supplémentaires sur les bord du domaine   et s'appellent  

 on utilise aussi le terme de (regardes 

chapitre (02) paragraphe (2-2). 
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3. Classification des équations aux dérivés partiels: 

3.1 Classification dans   : 

3-1-1 Les caractéristique: 

 Une  du deuxième ordre à deux variables sur un domaine  est de la 

 forme:  

0,,,,,,, 2

22

2

2

y
u

x
uuyxF

y
uyxC

yx
uyxb

x
uyxa   (1-2-1) 

oùu est une fonction de yxyx ,,, . 

yx
us

y
ut

x
ur

y
uq

x
up

2

2

2

2

2

,,,,  

Il vient que:  

tdysdx
y
qdx

x
qdq

sdyrdxdy
y
pdx

x
pdp

     (1-2-2) 

Ce que donné trois équations du première dégrée on r, s, t: 

fctbsar

dqtdysdx

dpsdyrdx

       (1-2-3) 

Le système  (1-2-3)  admet une solution par tsr ,,  si et seulement si leur  
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Détèrminant est nulle, c'est-à-dire :    

 

00
0

22 dxcdxdybdya
cba
dydx

dydx
                                  (1-2-4) 

D'où 

Définition:(3-1): 

Si a 0, On peut écrire l'équation (1-2-4) sous la forme :  

0,,,
2

yxc
dx
dyyxb

dx
dyyxa  (1-2-5) 

S'appelle l'équation canonique de (1-2-4). 

Cette équation admet deux solutions du type : 

yx
dx
dyyx

dy
dx ,,, 21      (1-2-6) 

Définition:(3-2) 

 Les équations (1-2-6) représentent les  de l'équation 

aux   dérive  partielle (1-2-2), et il y a trois formes de caractéristique: 

a)Réelles: 

Si (x, y)   042 acb  , on dit que (1-2-1) est EDP  sur . 

Exemple (01): 

L'équation d'onde 

02

2

2

2

y
x

x
u

 



          

9 
 

b) Imaginaire: 

Si (x, y)   042 acb  , on dite que (1-2-1) est EDP   sur . 

Exemple(02): 

L'équation de Laplace 

02

2

2

2

y
x

x
u

 

c)Double: 

Si (x, y)   042 acb , on dite que (1-2-1) est EDP  sur . 

Exemple(03): 

L'équation de la chaleur 

02

2

y
x

t
u

 

Il existe naturellement des équations du type mixte par exemple : 

Exemple(04): 

02

2

2

2

y
ux

x
u

 

-Hyperbolique dans le demi plan R ( 0x ), 

-elliptique dans R  ( 0x )  

-( 1x équation de l'onde).  
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Exemple(05): 

022

2
2

2

2
2

y
uy

y
uy

x
ux  

Equation canonique : 

02222 dxydyx  

Soit 

x
y

dx
dy

x
y

dx
dy ,  

Donc xcyxcy 21 ,  sont deux caractéristiques c'est-à-dire (5) est 

hyperbolique sur 2R  

3.2 Classification des équations aux dérivés partielles de n 

Variables (dans ): 
  Une équation aux dérivée partielle du seconde ordre à n variable sur un 

domaine   nR ,est de la forme: 

x
x
u

x
uuxFx

xx
uxa

ni

n

ji ji
ij 0.....,,.........,,

1,

2

   (1-2-7) 

Où RCaij ,    avec jiij aa . 

On écrite la matrice ijx AA . 

A( )  est  symétrique, en effet si jiij aa . 
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on pose: 

jiijijjiijij aaaetaaa
2
1"

2
1'  

et on a EDP comme suite: 

0,........,,"'
1

2

ni

n

ij ji
ijij xx

uuxFx
xx
uaa     (1-2-8) 

Définition:(3-3): 

Une matrice x  est dite si: 

AyxyAxYAxRRyx

AARSA

tnn

t
n

,,;,
 

3-2-1 Polynôme caractéristique et valeurs propres: 

Définition:(3-4): 

Soit A  un matrice symétrique carrée de type nn  

i) on appelle polynôme caractéristique de A le polynôme AX définie par la relation  

  nA IAxX det  

ii) on appelle valeurs  propres réelles de A les nombres réelles  racines du 

polynôme caractéristique de   A , autrement dit les solutions de équation 

polynomiale de dégrée n : 

0det nIA  
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xA  est symétrique est toutes les valeurs propre sont réelles pour x . 

On pose vvv ,, 0  le nombre des valeurs propres: positives, nulles, négatives. 

est  o na trois formes de EDP d'après le nombre des valeurs propres: 

Elliptique : si toute les valeurs propres même singes, par exemple l'équation de 

Laplace 0
1

2

2n

i x
uu  

100
0
01
0010
0001

A   Nii ,01  

est elliptique sur nR . 

Hyperbolique: si ou mois une valeur propre a un singe différent. , par exemple 

l'équation de D'Alembert. 

0
1

1
2

2

2

2 n

i jn x
u

x
u

 

100
0
01
0010
0001

A   11,1,01 njjn  

C'est-à-dire 1,1 nvv , 
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Parabolique : si une valeur ou mois est nulle, par exemple l'équation de chaleur 

0
1

1
2

2n

i jx
u

t
u

 

000
0
01
0010
0001

A   11,1,0 njjn  

C'est-à-dire: 

   Type de l'EDP exemple 

n 0 0 
Elliptique Laplace 

0 n 0 

n-1 1 0 
Hyperbolique D'Alembert, onde 

1 n-1 0 

n-1 0 1 
parabolique chaleur 

0 n-1 1 
 

Il existe des équations de type mixte par exemple l'équation de tricomi : 

02

2

2

2

y
ux

x
u

 

elle  est: 

-Elliptique  sur RR . 

-hyperbolique sur RR .

-parabolique sur R0 . 
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Le but de ce chapitre est de mettre en œuvre une méthode particulière 

 (La méthode de séparation des variable) pour résoudre des équations aux 

dérivées partielles (EDP). 

1. le principe de superposition: 

Définition (2-1): 

On dite qu'une EDP linéaire est homogène si elle ne contient pas de terme 

 Indépendant de u et de sa dérivée, elle peut se mettre sous la forme: 

x
x
u

x
uuxFx

xx
uxa

niji

n

ji
ji 0,........,,,

2

1,
,      (2-1-1) 

Définition (2-2): 

Soit un EDP linéaire homogène lu=0 pour laquelle L est un opérateur  

Linéaire  

-Si 21,uu sont deux solutions de cette EDP et R, , Alors: 21 uu  est aussi une 

solution, ceci est le principe de superposition. 

Le principe de superposition découle directement de la structure linéaire 

 Du l'équation et de l'homogénéité, il peut s'énoncer ainsi:  

Si et  vérifie (2-1-1) alors: 

21 uu   Vérifie (2-1-1) R, .  
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2. La Méthode de Fourier (Méthode de séparation des variables): 

2.1 Solution élémentaire: 

Nous considérons ici des équations aux dérivée partielle linéaire de la 

 Forme: 

xcu
x
uxbx

xx
uxa

i

n

i
i

ji

n

ji
ji 0

1

2

1,
,    (2-2-1) 

Telle que: 

cba iij ,, Sont des fonctions réelles de nxx ...,,.........1 . 

Si nuu ....,,.........1   sont p solutions de l'équation (2-2), il est  même de: 

nnuuu ............2211  

quelle que soient les constantes n,,1   réelle ou complexes. 

Comme l'équation est linéaire, toute combinaisons linéaire finies des  est  

Une solution de l'équation. 

Une solution u dépendant d'un paramètre , est appelle: 

  Solution élémentaire  de l'équation. 

Pour trouver les solutions élémentaires il existe des situations faciles  

Construire.  
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Nous cherchons de la solution de la forme 

nn xxxxu 2211 pour l'équation (2-2-1). 

Bornons nous pour fixer les idées à une équation à deux variables indépendantes 

x et y. 

0212

2

22

2

122

2

11 cu
y
ub

x
ub

y
ua

yx
ua

x
ua      (2-2-2) 

Supposons d'abord que les coefficients soient des constantes et que 012a   

On pose: 

ygxfyxU ,       (2-2-3) 

Telle que : 

ygxf ,     sont  respectivement  des fonctions de x, y ; ayant au moins des  

Dérivées premières et secondes continues. 

On doit avoir: 

0''"" 212211 cfgfgbgfbfgagfa  (2-2-4) 

où: 

      
0''""

212211 c
g
gb

f
fb

g
ga

f
fa  (2-2-5) 
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On a une somme de deux térme : 

f
fb

f
fa '"

111         (2-2-6) 

qu'est  fonction de x seul 

c
g
gb

g
ga '"

222        (2-2-7) 

que  est fonction de y seule. 

Donc les deux égales à constante. 

Si est la valeur du premier terme on doit avoir:  

ffbfa '" 111      (2-2-8) 

ggbga '" 222      (2-2-9) 

gf ,   sont  donc les solutions de deux équations différentielles ordinaires 

linéaires des seconds ordres. 

La solution ygxfyxu ,  dépendante à la constante appelle constante de 

séparation.  
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2.2 Le différent type de problème à la limite: 

La méthode de séparation des variables n'est pas universelle mais elle est  

Souvent utile, elle fournit des solutions dépendant de constante. 

Dans la pratique  rencontre très souvent des conditions plus compliquées et l'on 

 Cherche des solutions définies dans un domaine donné d'avance. 

L'expression de ces solutions dépend du type d'équation (elliptique, 

Hyperbolique, parabolique). 

i) Problème de Cauchy    

On pose t=0, pour l'équation à la dérivée partielle hyperbolique au parabolique:  

 Équation parabolique par exemple l'équation de chaleur: 

U(x ,0)= (x)                                    x  [0, l] 

Équation hyperbolique par exemple l'équation de onde: 

xox
t
u

xxu

,

0,

 

  et   étant deux fonctions donnée définies pour lx0 . 
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 ii) condition au borde : on le pose pour équations aux dérivées partielles elliptique 

par exemple "Laplace" c'est-à-dire : 

nR ;   avec: 

  

Telle que: 

u  et  v
u

 sur   sont déterminées. 

iii) problème Mixte : on le pose pour EDP  parabolique, hyperbolique avec les 

conditions initiale et aux borde. 

Voyons le problème Mixte pour l'équation à la dérivée partiale : 

On considère l'équation aux dérivée partiale pour (x, y)  [0, l] ×R     

On pose Les Conditions initiales comme suite: 

 xx
y
uxxu ,0,,0  

 et    étant deux fonctions donnée définies pour lx0  . 
et les Conditions au bord : 

0,0, ltutu  

 Nous rencontrerons des problèmes des ces type aux chapitre suivante.  
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Beaucoup de problème de physique font intervenir la résolution d'EDP  

Linéaire du second ordre. 

L'équation de onde, Laplace, chaleur peut être résolue à l'aide de la  

Méthode  de séparation des variables, ce sera va les travaux dirigé de ce chapitre. 

1-Résolutions l'équation des ondes par la méthode de Fourier: 

1.1. Le cas de : 

O na l'équation de type hyperbolique: 

02

2

2

2

x
u

t
u

    (3-1-1) 

On chercher les solutions de l'équation de onde à variables séparées. 

Pour lequel les conditions initiales sont 

lxxtoutpourxx
t
uetxxu 0,,0,,0  

Et les conditions à la frontière sont 

0,0,0,0 tttoutpourtluettu  

On suppose: 

tgxftxu ,  

et calcule les dérivées partiales: 

tgxf
t
u

tgxf
x

u

"
2

2

"
2

2
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on a alors : 

tgxfygxf ""
   (3-1-2) 

Donc : 

yg
yg

xf
xf ""

 

La fonction de gouache dépendent uniquement de x et de droite uniquement de t , 

on peut alors dire qu'il existe réel telle que: 

yg
yg

xf
xf ""

     (3-1-3) 

Ce que donne que f , g sont solutions des équations différentielles de deuxième 

ordre:  

0" xfxf  Et  0" tgtg   (3-1-4) 

Si 0 on a: 

0"" tgxf  

et: 

yyg
baxxf

 

Si , on a: 

xbxaxf expexp  

tttg expexp  
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Si < 0, on a: 

xbxaxf sincos     (3-1-5) 

ttyg sincos     (3-1-6) 

En prenante compte les conditions initiales et les conditions aux limite, on peut 

déterminer les solutions. 

On pose l'équation (3-1-1) sur ×[0, l] muni de problème Mixte comme suit: 

02

2

2

2

x
u

t
u      ;  lx ,0  

0,0, ltutu  
xxu ,0 ,               xx

t
u ,0  

 Et étant deux fonctions données définies  pour lx0 . 
Remarque: 

On peut choisir  négative  c'est-à-dire: 
2  

Donc les solutions (3-1-5), (3-1-6) comme suit: 

xbxaxf sincos      (3-1-7) 

ttyg sincos      (3-1-8) 

,,,ba  étant  quatre constantes.    
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Exprimons maintenant  0u  pour 0x  et lx . 

Donc 00 lff . 

On doit avoir : 

0sin,0 la   

 est donc un des nombres de  

la  suite: 

l
n

n  

On peut naturellement choisir 1b  dans (3-1-7) et écrire la solution élémentaire 

nu sous la forme: 

x
l

nt
l

ndt
l

nCtxu nnn sinsincos,     (3-1-9) 

Toute combinaison linéaire de solutions élémentaire nu est une solution  de  

l'équation des cordes vibrantes (onde), on a alors: 

x
l

nt
l

ndt
l

nCtxu
n

nnn sinsincos,
1

 (3-1-10) 

C'est un série de Fourier par rapport à x  (période l2 ) et par rapporte à t  

(période l2 ). 

Pour   0t : 

xx
t
uxxu ,0,,0  
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Nous admettrons que la série (3-1-10) est dérivable terme à terme par 

rapport a t . 

On a donc: 

xx
l

nC
n

n
1

sin
    

 (3-1-11) 

1
sin

n
n xx

l
nd      (3-1-12) 

 nc et nd .sont les coefficients du développement en série de Fourrier de la 

fonction impaire de période l2 égale à (x) si lx0  .et nd sont les coefficient du 

développement en série de Fourier de la fonction impaire de période l2 égale à 

(x) si lx0 donc: 
xdx

l
nx

l
C

l

n
0

sin2      (3-1-13) 
l

n xdx
l

nx
n

d
0

sin2      (3-1-14) 
1-1-1 Rappelle sur les séries de Fourrier: 

Lemme: Si xf est une fonction impaire définie sur l'intervalle l,0 ; alors sa série de fourrier est: 
nxb

n
n sin

1
 avec: 

1,sin2

0

ndxnxxf
l

b
l

n  
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1.2. Unicité de la solution : 

Théorème(02): 

L'équation des ondes muni d'une condition initiale et une condition aux 

 Limite admet une solution unique qui peut s'écrire en série de Fourier. 

Preuve: 

Etant donnée l'équation (3-1-1) sur × [0, l] muni de problème Mixte. 

On multiple (3-1-1) par 
t
u  et on intègre sur [0, l], 

dx
x
u

t
udx

t
u

t
u ll

2

2

0

2

02
1

     (3-1-15) 

Intègre par partie la seconde membre : 

dx
x
u

dx
d

x
u

t
udx

xt
u

x
u

x
u

t
u llll 2

00

2

00 2
1

   (3-1-16) 

Ce qui donnée : 

ll

x
u

t
u

x
u

t
u

dx
d

00

22

2
1

 

Supposons maintenant que (3-1-1) admet deux solutions 21,uu donc 21 uuv   
Est encore une solution de (3-1-1) telle que : 

0,0,0,0,0 ltvtvx
x
vxv  
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Ce qu'entraine: 
 

0,0, lt
t
vt

t
v

 

Il vient donc que (3-1-16) pour v  s'écrite : 

l

dx
x
u

t
u

dt
d

0

22

0
2
1

 

Ce qu'implique: 

cdx
x
u

t
ul

0

22

 

Or pour t=0 on a: 

0,00,0 x
x
vxv , 

x
x
vx

t
v ,00,0  

Donc C=0 

Par conséquent lRxt ,0,  on a: 

0
x
v

t
v  

D’où: 

0, xtv  
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On regroupé les formules (3-1-1), (3-1-13), (3-1-14) on a alors: 

Théorème(03): 

Le problème  

0,0;

x0,
t
u , ;0

 l0,x,                              0u- u
2

2

2

2

ltutu

xxxu

Ry
xt

 

Admet une solution unique, sous la forme: 

x
l

nt
l

ndt
l

nCtxu
n

nnn sinsincos,
1

 

où:  

xdx
l

nx
l

C
l

n
0

sin2  
l

n xdx
l

nx
n

d
0

sin2  
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1.3 Le cas de : 

Soit le problème : 

0),,(),,(),,(),0,(

),(),,0(,),(),,0(

,0,0,,R       t          02

2

2

2

2

2

lxtuoxtuyltuytu

yxyx
t
uyxyxu

llyx
y
u

x
u

t
u

   (3-1-17) 

et cherchons une solution élémentaire de type: 

)(,),,( tgyxftyxu  

Alors, en remplaçant dans (3-1-17) et on multiple par 
)()(

1
ygxf

 

)(
)(1 "

""
22 tg

tgff
xf yx      (3-1-18) 

Comme dans (3-1-4) l'équation (3-1-18) est égale à une constante ( 2 ) on a: 

0)()(
0)()(

2""

2"

22 fyfxf
tgtg

yx
    (3-1-19) 

Ce qui donne : 

tBtAtg sincos)(     (3-1-20) 

Peur l'équation en xf cherche une solution de la forme: 

yxyxf ),(  
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Nous Substituons dans (3-1-19).on a donc comme le paragraphe (2): 

 02"" yxyxxy  

où: 

22
"" )(

y
y

x
x

  , 0  

La aussi on a: 

0)(0 22"2" yyetxx  

 

C'est-à-dire : 

xdxcx sincos  

 yFyEy 2222 sincos  

Voyons maintenant les conditions au bord: 

Si 00),0(0),0,(,0 cyfytux  

Si
l

nylfyltulx 0),(0),,(,   , detn quelconque. 

Si 000,0),,(,0 Exfoxtuy  

Si 220;0),,(, nm
l

lxflxtuly   Fetm  quelconque. 
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Choisissons 1Fd  

Ce qui donne la solution comme sous forme d'une série de Fourier  

y
l

mx
l

nt
l

nmBt
l

nmAyxtu
nm

nmnm sinsinsincos),,(
,

22
,

22
,  

avec: 

y
l

mx
l

nAyx
nm

nm sinsin,
,

,  

y
l

mx
l

nnmByx
nm

nm sinsin, 22

,
;  

Donc: 

ydxdy
l

mx
l

nyxA
l l

nm sinsin,2

0 0
,  

ydxdy
l

mx
l

nyx
nm

B
l l

nm sinsin,2

0 0
22,  
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2-résolution de l'équation de laplace par la Méthode de Fourier: 

2.1  Fonction harmonique des deux variables: 

 On appelle fonction harmonique toute solution de l'équation à la dérivée 

partiale des Laplace  

 La température u satisfait à l'équation  de Laplace dans  la plaque ou il n'y 

a aucune source de chaleur elle de forme: 

00 2

2

2

2

y
u

x
uouu     (3-2-1) 

2-2  (E.L) dans un rectangle: 

 Nous avons écrite le laplacien en coordonnées rectangulaire parce que les 
limites de la plaque sont rectangulaires. 

Soit l'équation: 

02

2

2

2

y
u

x
u

   byax 0,0  

Dans Laplace il n'y pas une source de chaleur donc n'existe pas les conditions 

initiales. 

 0u , muni des conditions limites appropriés sur la frontière de 

.comme suite: 

byyauyu
axbxuxfxu

0,0,,0;0
0,0,,0,

 

On Pose: 

223, ygxfyxu
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Ou comme indiqué f  dépendant de x  seul et g dépendant de y  seul. 

En substituant la forme (3-2-2) de u(x, y) dans l'équation de Laplace 0u  on 

obtient: 

2

2

2

2

,
y
gxfyg

x
fygxfyxu  

Donc on a:
  

)(
)("

)(
)("0"",

yg
yg

xf
xfygxfygxfyxu    (3-2-3) 

 Chacune des termes de l'équation (3-2-3) est une constante parce que le 

première terme est une fonction de x seul tandis que le seconde est une fonction 

de y seul, on peut donc écrire  

)(
)("

)(
)("

yg
yg

xf
xf  

C'est-à-dire : 

0" xfxf   et  0" ygyg   (3-2-4) 

La constante  2 . 

Les fonctions xf  et yg  sont les solutions de les équations différentielles du 

deuxième ordre (3-2-4), donc: 

yDyCyg
xBxAxf

expexp
sincos
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En utilisons maintenant les conditions aux bord; 

Si 0x oAf 0  

Donc: 

xBxf sin  

Si ax  

0sincos aBaAMf ,  

Il faut alors que 0sin aB . 

Comme nous cherchons à déterminer des solutions non triviales et que 0A ,  

nous  pouvons supposer que 0B  donc:  
2

,0sin
a

n
a

na
 

et  

x
a

nBxf sin
 

  Où  .0, nZn  

Si by on a: 

a
bnCD

a
bnD

a
bnCbg 2exp0expexp  

En substituant ceci dans la solution g  nous obtient  

a
byn

a
bnC

a
byn

a
byn

a
bnC

a
yn

a
NnC

a
ynCyg

sinhexp2

expexpexp

exp2expexp)(
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Remarque(01): 

La fonction " " est définie par la relation 

  2
)exp()exp(sinh,Rx   

Ce que précèdent, nous avons que: 

x
a

n
a

byn
a
bnCByxu sinsinhexp2,    (3-2-5) 

On pose  

a
bnBCn exp2  

alors: 

x
a

n
a

bynyxu
n

n sinsinh,
1

 

est aussi une solution de problème(1)  

On a la condition au bord non homogène, 

axxfxu ,00,  

C'est-à-dire : 

x
a

n
a

bnxu
n

n sinsinh0,
1

 

est développe comme un série de Fourier donc: 

1,sin
sin

2

0

nNnxdx
a

nxf

a
bnM

M

n  



Chapitre:03 Quelques Applications sur l'EDP  
 

37 
 

2-3 le cas de   , solution élémentaire : 

2-3-1 Par les coordonnées sphériques: 

L'équation de Laplace dans  s'écrit sous la forme: 

2

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
uu      (3-2-6) 

Telle que: 

sin
cossin
coscos

rz
ry
rx

 

avec: 

r0
22

20

 

Donc: 

2

2

22 sin
1sin

sin
11 2 u

r
ur

rr
u    (3-2-7) 

On doit résoudre à l'aide de ces nouvelles variables l'équation  

0u   

On cherche des solutions particulières de la forme  

,,, grfru . 
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on est conduit aux deux équations  

   0'2"2 rfrrfrfr      (3-2-8) 

0
sin

1sin
sin

1
2

2

2 ggg
   (3-2-9) 

Où  est une constante 
xf  vérifie une équation différentielle d'Euler, dont la solution générale est  

21 BrArrf .                                        
21 , é tant les deux racines de l'équation  

1  

ce sont deux nombres liés par la relation  

  + = 1 

alors: 

  1r
BArrf  

En ce qui concerne l'équation aux dérivée partielle (3-2-9), on va chercher de 

solution élémentaire qui soit le produite d'une fonction de par une fonction 

De  , en remplace  par la variable  cos  

et de pose  

GFyg  
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L'équation (3-2-9) est alors: 

01
1

1'1 "
2

2 GFGFFG    (3-2-10) 

Si: 

2" m
G
G  

où Nm alors: 

  mMmNG sincos  

et F vérifie: 

0
1

1'2"1 2

2
2 FmFF   (3-2-11) 

2 3-2 polynômes de Legendre: 

Examinons d'abor le cas 0m dans (3-2-11), NG est un constante. On obtient 

donc une fonction harmonique qui dépende de etr ; mai non de , )(F vérifier 

l'équation différentielle:  

01'2"1 2 FFF         (3-2-12) 

Pour 1nn  cette équation admet pour solution le polynôme de Legendre  

défini par: 

22 1
2!
1

k

k

kn d
d

k
tP . 
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On posera  k , la solution particulière de l'équation (3-2-12) est donc  

kPF  

D'où 

cos,, 1 kk
k P

r
BArru     (3-2-13) 

Théorème: 

 L'équation de Laplace dans  admet une solution sous la forme: 

cos,, 1 kk
k P

r
BArru  

où sin,cossin,sincos rzryrx  

et  kP  sont les polynômes de Legendre. 

2-4 Unicité de la solution: 

Soit 21, uu deux solutions de l'équation de Laplace, alors 21 uuv  est solution 

du problème: 

frontièrelesurv
v

0
0

 

alors : 

 00. vvv  

D'autre part, la formule de Green, on a: 

 ds
s
vvvvv ..

2
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Comme 0v  sur la frontière, donc le terme  ds
s
vv.  est nul. 

On obtint  

 cvvv 00
2

 

Or 0v  sur la frontière, ce que donne 0v  c'est-à-dire 21 uu  

3- Résolution de l'E.C par la Méthode de Fourier: 

3-1 le cas de : 

Soit l'équation de la chaleur : 

2

2

2

),(;),(,),0(

0,

,0),(0

Rbabtluatu

xxu

lRxt
x
u

t
u

     (3-3-1) 

Nous avons besoin de solution élémentaire, ce sont de solution de la forme: 

)()(),( ygxfxtu  

On voit que  

tgxftgxf "'     (3-3-2) 

 

alors: 

tg
tg

xf
xf '"

      (3-3-3) 
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Donc on a: 

2'"
tg
tg

xf
xf

     (3-3-4) 

C'est-à-dire: 

0'
0"

2

2

ygyg
xfxf

 

On obtient: 

xCxBxf
tAyg

sincos
exp 2

 

et: 

xCxBtAxtu sincosexp, 2  

maintenant  on pose : 

ax
l

baxtuxtv ,,   

est une solution de (3-3-1) avec: 

0,0, ltvtv  

Nous avons alors: 

xCxBtAxtv sincosexp, 2  

 

où, 

0;;0sinexp0,

00exp00,

2

2

nNn
l

nlCAltv

BBAtv
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Ce que donne; 

x
l

nt
l

nCxtv
n

n sin)(exp, 2

1
 

On pose la condition initiale  0t  

ax
l

baxxv 0,  

Donc: 

vx
l

nCax
l

bax
i

n
1

sin  

En calculera les nC comme coefficients du développement en série de Fourier de la 

fonction impaire  

 xdx
l

nax
l

bax
l

C
l

n sin2

0
  

d'où: 

x
l

nt
l

nCax
l

abxtu
i

n sinexp, 2

22

1
 

Exemple(03):  

On considère l'exemple suivant 

10

0,,0

ba
xx

tx
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La solution de l'équation (03) donne par: 

1

1

0

00

0

112

112

cos)1(12

cos12cos112

sin)1(2

n
n

n

n

n
C

n

nxxx
n

nxdx
n

n
n

xx

xdxnxxC

 

Donc la solution est: 

nxtn
n

xtxu
n

n

sinexp1)1(21, 2

1
 

3-2 Unicités de la solution : 

On multiplie par u  et on intègre par rapport à x , on déduit  

l l

dx
x

uxtudxxtu
dt
d

0 0
2

2
2 ,,

2
1

 

Par intégration par partie le second membre devient  

dx
x
u

x
uu

ll 2

00
 

Si  0ba , on a: 

dx
x
udxxtu

dt
d l l 2

0 0

2 ,
2
1

    (3-3-5) 

La fonction 
l

dxtxut
0

2 ,   est positive et décroissant. 
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Supposons que l'équation (3-3-1) admet deux solutions 21 uetu ; alors 21 uuv

est encore solution avec 

00,0,0, 21 xuxuxv   

La fonction 
l

dxtxvt
0

2 ,   est positive et décroissante, donc: 

  000, vxv  

3-3 Le cas de  

Soit le problème : 

   

Mxtuxtuyltuytu

yxyxu

MlRCuMylxt
y
u

x
u

t
u

,,0,,,,,0,

,,,0

,0,0,0,,0,0,0 1
2

2

2

2

(3-3-6) 

On pose la solution sous la forme  

                               tgyxfyxtu ,,,  

Il vient alors: 

                               

2
""

,
' 22

K
yxf
ff

tg
tg yx

 

 Donc tg  est la solution de l'équation différentielle du premier ordre suivant 

                        02' ygyg   
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et yxf , est la solution de deuxième équation  

                        02"" 22 yx ff  

Nous écrivons yxf ,  sous la forme  

                          yxyxf ,   

Donc on a: 

                         
22""

y
y

x
x

 

C'est-à-dire : 

xdxcx sincos  

yFyEy 2222 sincos  

Voyons maintenant les conditions au bord: 

Si 00),0(0),0,(,0 cyfytux  

Si
 l

nylfyltulx 0),(0),,(,   , detn quelconque. 

Si 000,0),,(,0 Exfoxtuy  

Si 220;0),,(, nm
M

MxfMxtuMy  Fetm  quelconque. 

Donc: 

x
l

ndx sin  

y
M

mFy sin  
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Choisissons 1Fd  

Ce qui donne la solution comme sous forme d'une série de Fourier  

t
M

m
l

ny
M
mx

l
nAyxtu

nm
nm 2

22

2

22

1,
, expsinsin),,(  

avec  la condition initiale: 

yxuy
M
mx

l
nAyx

nm
nm ,,0sinsin),(

1,
,  

Donc: 

ydxdy
M
mx

l
nyxA

M l

nm sinsin,2

0 0
,  



48 

Conclusion générale: 

Le but de ce mémoire est trouvé une solution de l'EDP de seconde 

ordre par la Méthode de séparation des variables et 

démonstration l'unicité de cette solution après la classification en 

trois catégorie. 
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RÉSUMÉ 

L'EDP du second ordre est classé à trois catégorie, si cet 

Équation muni par une condition supplémentaire elle est 

admet une solution par la Méthode de séparation des 

variables (Méthode de fourier) cette solution est unique. 

 

 

abstract

The second order PDE is classified in category three, if this 

Equation provided by an additional condition is 

has a solution for the separation method 

variables (Method  of  Fourier) this solution is unique. 




