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Chapitre 1

Introduction

L’oscillateur du Dirac joue un roéle important dans la description des problémes des plusieurs
particules relativistes et aussi dans mécanique quantique relativiste super-symétrique [1] — [5].
La représentation de 'oscillateur Dirac est également proposée en chromodynamique quantique,
en particulier, en relation avec les modéles de confinement des quarks en mésons et baryons [6].

Le concept de longueur élémentaire n’est pas nouveau en physique. Il a été introduit en
particulier en relation avec le probléme fondamental de la physique moderne, & savoir I'unifica-
tion des interactions gravitationnelles et des interactions fortes, électromagnétiques et faibles.
En effet, I'introduction des forces gravitationnelles dans la théorie des champs quantiques fait
apparaitre des divergences qui rendent la théorie renormalisable. Plusieurs scénarios ont été
proposés pour résoudre ce probléme, En effet dans le contexte de la théorie des cordes [7] —[11],
de la gravité quantique & boucles [12], de la relativité restreinte double [13] — [19], et de la
physique des trous noirs [2] et [20] — [22]. Les physiciens ont proposés plusieurs approches pour
introduire les distances minimales de facon naturelle dans la physique.et approches se résument
essentiellement & la mécanique quantique basée sur un principe d’incertitudes généralisé (GUP),
ou des relations de dispersion modifiées (MDR), la relativité restreinte déformée, ainsi que la
géométrie non commutative. Dans ce travail, on s’intéressera au GUP.

La forme la plus célebre du principe d’incertitude généralisée (GUP) est celle proposée par
G. Veneziano et al. [7] — [11] lors de leurs travaux sur la diffusion des cordes a haute énergie,
et elle s’exprime : (AX)(AP) > (h/2)[1+ B(AP)*+...]. La mécanique quantique basée sur ce
type de GUP a été reformulée par Kempf et al. [26] — [30]. Dans le but de voir I'incidence du
GUP sur les problémes de la mécanique quantique, plusieurs travaux ont été effectués durant les
derniéres années notamment, 1’oscillateur harmonique [26], [27] et [31], le potentiel de Coulomb
[32] — [34], Veffet casimir [35] — [37]. Le résultat le plus important que 1'on a pu déduire de ces
travaux est que le principe d’incertitude généralisée (GUP) conduit a des incertitudes sur la
position et I'impulsion finies

Dans ce mémoire, nous allons attaquer la formulation mathématique du probléme de 1’os-
cillateur de Dirac et ses conséquences en résolvant des équations fondamentales dans le cadre



de la mécanique quantique relativiste en présence des longueurs minimales. Ce mémoire se dé-
compose a une introduction , ol on parle sur 'oscillateur de Dirac et le principe d “incertitude
généralisé, et trois autres chapitres .

Dans le deuxiéme chapitre nous allons donner un rappel sur I’équation de Dirac et sa
solution pour une particule libre et aussi pour 'oscillateur de Dirac ordinaire.

Dans le troisiéme chapitre, nous allons formuler la mécanique quantique basée sur un
principe d “incertitude généralisé.

Dans le chapitre 4 nous allons chercher les solutions des fonctions d’ondes et le spectre
d’énergie de l'oscillateur de Dirac en présence des distances minimales dans I’équation de Dirac
correspondante.



Chapitre 2

Oscillateur de Dirac ordinaire

2.1 Notation :

Pour passer de la mécanique quantique habituelle & la mécanique quantique relativiste, il
suffit de remplacer la géometrie euclidienne par celle de Minkowski, ou bien on remplace la
métrique par (celle de Lorentz )définie par :

1 0 0 O
0O -1 0 O

v — 2.1
o 0 0 -1

En utilisant cette métrique, on peut définir la longueur du vecteur dz = {dz"} par ds* =
gudatdz”. Cette relation est souvent considérée comme la relation de définition du tenseur
métrique. La forme contra-variante ¢ du tenseur métrique est

10 0 0

. _ 0 -1 0 0
g“ = (g 1)#0': 0 0 _1 O (22)

0O 0 0 -1

On remarque que, le tenseur métrique contra—variant et le tenseur métrique covariant sont
identiques :

9" = Gu ( Pour Lorentz métrique ) . (2.3)

A partir de maintenant, nous utiliserons le quadrivecteur contra-variantes

ot = {xo,xl,xQ,x?’} = {ct,x,y,z}. (2.4)
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Pour décrire les coordonnées de ’espace-temps. Le quadrivecteur covariants est donnée par

Ty = g,u,uxy = {'TOrIlu SL’Q,QJg} = {Ctv -, =Y, _Z} : (25)

En utilisant la convention de sommation d’Einstein , nous obtenons le carré de la longueur de
vetreur x* donné par

3
va=atr, =Y a'z, ="+ x's + 2’z + 2P

n=0
T R R B
=? —x? (2.6)

Méme chose pour la définition du 4-vecteur de moment , c-a-d :

pN = {E/Capxapyapz} . (27)

Et nous écrivons le produit scalaire en quatre dimensions (espace-temps) comme :

E1E,y
P1-p2 = P2y = z PPz (2.8)

Ou également
z.p=a'p, = x,p" = Et — x.p. (2.9)

Par analogie avec mécanique quantique habituelle, on peut écrire le 4-opérateur de moment par

ﬁ“:mi:{maa +ih 0 yin2  +ih 0 }

ox, (ct) dry’ Oz x3
0 0 0 0
_aon S .0 0 . d
1thV {Zﬁ—a )’ 2h8$, zhay, Zh@z}
il v (2.10)
B d (ct)’ '

Il se transforme en un 4-vecteur contra-variant, de sorte que

0 0 1 0° *  9* 0P
o L S - N R I _
Pbu=—h dx, Ozt n (62 ot? (a:& * 0y? * 322))

2
—h’0 = —h? <la— — A) (2.11)
C
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avec A = V2 et 0 =
En utilisant (2.4) et (2.10) on obtient la relation de commutation suivante :

0 oz
Pt = il | o, g7 | = il 0 = ilig"7 8 = g™ = ifig"” 2.12
[p", "] Z{axu,g x} Zgaxu ihg"? 0% = ihg ihg (2.12)

2 8t2 — A représentent respectivement le Laplacien et le D‘alembectien.

Le 4-potentiel du champ électromagnétique est donné par :

AP = {Ag, A} = {Ao, Ay, Ay, A = g" A, (contravariant) (2.13)
A, ={Ay, —A;, A, —A.} (covariant) (2.14)

A partir de A*, le tenseur de champ électromagnétique suit de la maniére bien connue :

0 E, E, L,
0A*  9AY | —E, 0 B, —-B,
or, B Ox,, N -FE, -B, 0 B,

-£E, B, -B, 0

P =

(2.15)

2.2 Equation de Dirac

En 1928, Dirac a trouvé une équation d’onde relativiste covariante, de la forme de Schro-
dinger et avec une densité de probabilité positive, donnée par :

e

hss = Hyp. (2.16)

A cette époque, il existait des doutes sur 'équation de Klein-Gordon, qui donnait des énergies
négatives. Et comme l'interprétation de la densité de charge n’était pas connue a ce moment-la
et aussi les mésons m+ et 7~ sous forme de particules de spin 0 chargées n’avaient pas encore
été découverts, les énergies négative représente un grand probléme.

Puisque l'équation (2.16) est linéaire dans la dérivée temporelle, il est naturel d’essayer
de construire un Hamiltonien également linéaire par rapport aux dérivées spatiales. Par consé-
quent, 1’équation (2.16) doit prendre la forme suivante

m(‘;_zf _ {hc <al% ia aa +a38i ) + Bmoc } P = PA[fw. (2.17)

Ou 9 est un vecteur donné par

¢l (Xv t)

Y= %(:X’t) . (2.18)

@DN (Xv t)
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Les q; et B sont des matrices de dimensions N x N et

~ O GZ A_ [ 0
e (D7) (1) o1

ou o; sont les matrices 2 x 2 de Pauli et I est la matrice d’unités 2 x 2. Donc on écrire ces
matrices en détail comme suit :

0001 0 0 0 —i
- 0010 - 0 0 i 0
10100 7o -0 0o |’
1000 i 0 0 0
0 0 1 0 10 0 0
_ 0 0 0 —1 - 01 0 0
s 1t o000 | "Tloo-1 o (2.20)
0 -1 0 0 00 0 -1

Pour trouver I’équation de la continuité, il suffit de multiplier (2.17) par la gauche par 1"
et obtenir :

0 he R ~
iyl = = = Zw* kw+moc2w*ﬁw (2:21)
k=
D’autre la multiplication de I’équation conjuguée de (2.17) par ¢ a droite nous donne

T ~
—maait = —— giaw + moc?Y By (2.22)

En faisant la soustraction de (2.22) de (2.21) donne :

a >, 9
hos — (v'a 2.23
i Z o (V1) (2.23)
Cette équation appellée I’équation de continuité et s’écrit comme suit
0
a—f +divj=0 (2.24)
avec
4
o=l =" vy, (2.25)

i=1

est la densité définie positive

% = eptaFy ou j = eylan (2.26)
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est la densité de courant.

2.3 Solution de I’équation de Dirac pour une particule
libre

Pour une particule libre (V' = 0) I’équation de Dirac (2.17) s’écrit sous la forme

T .
m%—t = H;V = (ca-p + mpc®B)V. (2.27)

En introduisant, ’équation de Dirac pour le cas stationnaire

U(x,t) = V() exp[—(i/h)et] (2.28)
Dans I’équation (2.27), on obtient
eV (x) = HyU(x). (2.29)

Maintenant nous allons chercher la solution de (2.29) en mettant

@:(i)avecgp:<$:)etxz($z) (2.30)

en utilisant la forme explicites des matrices @ et 3 (2.19) , l’équation(2.29) peut étre écrire

()= (20) () eme (R 9)(2) e

£p = ¢o - PY + Mmoo,

comme
Ou bien

£X = €T - P — moc’y. (2.32)

Pour un moment p, on définit les états :

( \ ) - < ig )eXp (%px) ' (2.33)

En remplacant ces quantités dans 1’équations (2.32) les équations de ¢, et x,. Mais en rempla-
cant Iopérateur p par ces valeurs propres p

(€ —moc®) Ty — & - pxo = 0, (2.34)
—G - ppo + (e + moc®) Ixy = 0. (2.35)
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Ce systéeme d’équations n’a pas de solution sauf pour que le déterminant s’annule. Ou bien

e .
det — | ET ) —eo P — 0. (2.36)
—co-p  (e+mec?)]

En utilisant la relation

(6-A)G-B)=A-BI+i5-(Ax B), (2.37)

L’expression (2.36) devient

det = (2 —micY)I — (G- p)(G - p)
= (2 —mic* - Fp?) =0 (2.38)

e==xFE,, E,=+c\/p>+mic. (2.39)

Les deux signes, plus et moins, correspondent aux deux types de solutions de ’équation de

Ce qui donne :

Dirac et on dit la solution positive et la solution négative. De 1’équation (2.35), pour ¢ fixé, on
obtient

(o - p)
= — " (. 2.40
Xo m002 + €SOO ( )
Soit la notation suivante
U, )

=U = 2.41
¥o ( Uy ( )

Avec U normalisé, ou bien
Utu = UfU +UUy =1, (2.42)

et aussi U; et Us sont des complexes. En utilisant (2.28) et (2.33), on obtient les deux solutions
de Dirac, positive et négative pour un particule libre sous la forme

U explt(p-x— €t)/h
U (2,t) = N ( ) U) plilp-x— ) /h (2.43)
avec ¢ = AE, et A = *£1. Pour déterminer N, on applique la condition de normalisation
suivante
/‘Ilip(flj, t)\If/\/p/ (x, Zf)d?’x = (5)\)\/(5(13 — p/), (2.44)

Ce qui donne

2/\ ~
N2 T +C (O'p)(Up) -1 2.4
( e il (2.45)

En utilisant (2.37), on obtient
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2

~2 2
N2 (1 A —1 2.4
* moc? + AE,)? (2.46)

p

Ou bien

N = (moc? + A\E,)?
a (moc? + AE,)? + c2p?

_ \/ (moc? + \E,)?

(mget + c2p?) + 2moc®AE, + E2

(moc2+/\Ep)2 (moc2+)\Ep)
_ _ e (2.47)
2(moc2 + AE,)\E, INE,

2.4 Solution de 'oscillateur de Dirac

Pour obtenir I'oscillateur de Dirac ot le potentiel ¢ a la forme
L9 9
o(r)= gmwT (2.48)

ou w représente la fréquence, il suffit d’appliquer le principe de couplage minimale qui stipule
a remplacer le moment p par p — A (¢t,r) dans de Dirac pour une particule libre (2.27), avec
A(t,r) est le champ extérieur. Dans notre cas A (t,r) = ¢ (1) ,ce qui donne

ih (%—f) = [ca.(p — imwr) + mc* Bl (2.49)

En introduisant I'ansatz (2.28) et (2.30), on obtient les équations de cas stationnaire

P> [goo] B ( 0 ca.(p—i—imwrﬁ)) [goo} n (m0211 0 ) [gpo]
Yol  \ca.(p —imwrp) 0 Xo 0 —mc*IT) |x,

Ce qui donne

(E —mc?)g, = co.(p + imwr)y,, (2.50)
(E +mc*) xo = co.(p — imwr)p,. (2.51)

Multiplions (2.50) par E + mc? et (2.51) par E — mc?, on obtient

(E? —m?c?) @y = co.(p + imuwr) (E + mc?) x,, (2.52)
(E? —m?c!) xo = co.(p — imuwr)(E — mc®)p,. (2.53)
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En remplagant (2.50) en (2.53), on obtient

(E? —m*c!) xo = ¢ [opop + imw [or, op] + m*w® oror] x, (2.54)

En introduisant la relation (2.37) dans cette derniére équation, on obtient

(E? —m?c?) xo = ¢ [p* +io (p A p) + imw [or, op] + m*w’r® + im*w® o (r Ar)] x, (2.55)

= [CQ(p2 + (mwr)?) — 3hwmc® — 4mcz%L.S} Xo (2.56)
Sachant que
h . OiLi
L=rAp, S= ot et [oxi,05p;] =ik |2 h +3 (2.57)

Maintenant on passe & la limite relativiste, c-a-d on pose que E = mc? + ¢ avec € << mc?.
Dans ce cas l’équation (2.56) devient

2 2

p mw” , 3h 5, _w

Exg= |— — —w” —2—L. 2.
Xo 2m * o ' T om" h S] Xo (2.58)

On remarque que le terme de droite représente un Hamiltonien d’un oscillateur harmonique
de fréquencew associé & un terme de couplage spin-moment angulaire avec une constante de
coupalge égale & —2%.

On remarque que le terme a droite de I’équation (2.56) commute avec le moment totale

J=L+S5. (2.59)
et la solution dans les coordonnées sphérique (r, 6, ¢) sont donnée par

0 (13 ) dm) = St 5o Lim) (10,60, (260

o
avec (lp, 30 |jm) sont les de coefficient Clebsch-Gordan, Ry;(r) la partie radiale de la fonction
d’onde & trois dimensions d’oxillateur, Y;,(6,¢) est la partie sphérique pour un oscillateur
harmonique, et x, est la parité spinoriel du deux projections o = :i:%.

1 0
X1/2 = {0} X-1/2 = L} ) (2.61)
Comme

2L-S =J*> - L* - §? (2.62)

Les valeurs propres de l'opérateur du coté doite (2.56) correspondantes aux fonctions propres
(2.60) sont données par
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2N—1/ 2 2 4y _ [hw(N=j)+1) ifl=j—3
(mc™) " (Exy; —mc’) = ho2(NA+3) it l:j—ié (2.63)

On voit l'existence de dégénérescence infinie pour [ = j — % Ou, on remarque que toutes les

paires

(N+1,j4+1),(N+2,j+2),... (2.64)

ont la méme énergie et la série n’est pas bornée au-dessus
D’autre part si [ = j + % on a la méme énergie pour tous les paire

(N£LjF1),(N£2,jF2),...

et la série est bornées par le pair J = %et N =0, donc la dégénérescence est finie.



Chapitre 3

Mécanique quantique basée sur un
GUP

3.1 Principe d’incertitude généralisé (GUP)

Pour montrer comment incorporer la notion de la longueur minimale [,, en mécanique
quantique, nous allons suivre I’approche du principe d’incertitude généralisé. Dans ce contexte,
on postule que lorsque 'on augmente arbitrairement 'impulsion p de la particule, le vecteur
d’onde k£ ne doit pas dépasser une certaine valeur maximale de ’ordre de 1/1,,, . En conséquence,

ﬁ
on aura des déviations par rapport a la dépendance linéaire, (? =h k) lorsque p approche

I’échelle % . Ceci s’interprete physiquement par le fait que les particules ne peuvent pas posséder
des longueurs d’onde (2?”) arbitrairement petites et que des échelles de distances arbitrairement
petites ne peuvent plus étre explorées.

On suppose une relation p = f (k) entre p et k . Cette fonction doit étre impaire, du fait
de la parité et la fonction inverse doit approcher asymptotiquement une valeur de 'ordre i
lorsque p tend vers I'infini. Plusieurs formes de la fonctionf peuvent étre trouvées par exemple

on prend le choix

p = — tan(l,,k). (3.1)

En utilisant le développement :

au deuxiéme ordre en [,,, p s’écrit :

ZQ
p=nhk+ 2k +..) (3.2)
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Supposant que le commutateur entre XetP garde la forme standard , c’est-a-dire [)A( , ]3} =1ih

, et utilisant la relation générale :

[)?, A(f{)} = ics (3.3)

S B 0P
[X, P(K)] —io (3.4)
La relation (3.2) donne :
et puisque on a :
. 2 p2
2k~ 2+ O(13) (3.6)
on trouve :
P Lo =
[X,P(K)} = ih(L+ ()P + ) (3.7)

En introduisant un parameétre (3, relié a la longueur minimale par :

8= (%)2, soit I, = /3 (3.8)

On aboutit & la relation de commutation suivante :

[)?,13} = ih(1+ B8P+ ) (3.9)

En mécanique quantique, la relation de commutation est reliée directement & la relation d’in-
certitude a travers la formule :

>) (3.10)

opP
() "

Au premier ordre du paramétre 3, la relation d’incertitude modifiée aura la forme suivante :

Ce qui donne :

(AX)(AP) > g (1 + 3 <132>) . (3.12)
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~

~ 2
En utilisant la définition de ’écart quadratique moyen (AP)? = <P2> — <P> on peut
écrire :

(AX)(AP) > D1+ B(APY +4) (3.13)

avec )

y=5 <P> (3.14)
La relation d’incertitude (3.13) implique une incertitude minimale non nulle sur la position ;
elle a été étudiée rigoureusement par Kempf et ses collaborateurs. Dans la section qui suit,

nous allons nous baser essentiellement, pour présenter le formalisme de la mécanique quantique
découlant de cette algébre modifiée.

3.2 Représentation dans I’espace des impulsions

Considérons ’algebre de Heisenberg associative générée par les opérateurs X et P satisfai-
sant & la relation de commutation (3.9). Comme on a vu, la relation d’incertitude correspondante
est (3.13). Pour un (AX) fixe, I'inégalité (3.13) est satisfaite dans Uintervalle : [AP_, AP,],
telle que :

2AX)(AP). 147

W3 T = (AP)Y. (3.15)
Ce qui donne
2
APi:%—?i\/(Aﬁ;() . 1;7. (3.16)

La plus petite valeur de AX est celle qui correspond & une racine double, c.-a-d., AP_ = AP,
soit :

(AX)y = hy/By/v + 1. (3.17)

La valeur minimale (AX) . . correspond a v =0

min’

(AX) . = hi/B. (3.18)

Dans l’espace des impulsions, o X etP agissent sur les fonctions v (p) = (p| 1), ces opérateurs
peuvent étre considérés comme des fonctions des anciens opérateurs T et p, satisfaisant la
relation de commutation canonique : [, p] = ik, alors on peut trouver une représentation de X
et P qui vérifie la relation de commutation modifiée (2.9). la réalisation la plus simple s’écrit
27] :
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X = (1+ 87, P=p (3.19)
ouon a:
py(p) = p¥(p) (3.20)
~ L, 0
p(p) = Zﬁa—pw(p) (3.21)
Alors
>y o O ~
X =ih(1+Bp°)=—, P=p (3.22)

dp

Il est facile de s’assurer que cette réalisation vérifie bien la relation de commutation (3.9).

3.2.1 Produit scalaire et relation de fermeture

La condition la plus importante que d01t satisfaire la représentation (3.22), est la préser-
vation de la symetrle des opérateurs X et P pour que leurs valeurs propres soient réelles. Du
moment que P nlest pas modifié, alors sa symétrie est évidente; il n’en est pas le cas pour
I’opérateur X.En effet, la condition de symétrie s’écrit :

(%) o) = @I (X 1)) (3.23)
Cette condition n’est pas satisfaite par rapport au produit scalaire ordinaire :

—+o00

(W] o) = / dpu* (0)¢(p). (3.24)

—0o0

Pour que 'opérateur X soit symétrique, il faut modifier le produit scalaire de la facon suivante :

W) = [ o (3.25)

Le facteur ﬁ est nécessaire pour éliminer le facteur correspondant de 'opérateur X.
La modification du produit scalaire implique une nouvelle relation de fermeture; celle-ci
devient :

—+00

[t =1 (3.26)

—00



3.3 Généralisation & N dimensions 19

En insérant cette derniére relation dans le produit scalaire de deux vecteurs propres de ’'opé-
rateur impulsion , on obtient :

a p'> = / #%pﬁp" Ip) (p ‘p'>- (3.27)

On en déduit, immédiatement, la nouvelle relation d’orthonormalisation :

(p ‘p'> = (1+8p")5(p—p). (3.28)

3.3 Généralisation a N dimensions

Maintenant nous allons étendre le formalisme étudié au cas & plusieurs dimensions;
le principe étant le méme que dans le cas & une dimension , nous allons présenter les outils
nécessaires sans démonstration.

3.3.1 Relation d’incertitude généralisée a N dimensions

Une généralisation naturelle de la relation de commutation (3.9), préservant la symétrie
rotationnelle, s’écrit [27] :

|Xi, By = ind;(1+ BP?) (3.29)
avec
-~ N ~2
PP=>"P (3.30)
=1
Si on pose :
[Q, Aj] —0, (3.31)
I'identitée de Jacobi donne :
S - 2Bih [~ Ao
XZ-,X-] . L (RX . P-XZ-> , 3.32
K%)= g (BB (32

ce qui méne naturellement & une algebre de Heisenberg non commutative.
La relation d’incertitude impliquée par (3.29) s’écrit :

(AXG)(AP;) > géi]’ <1 + 5 Z [(Apk)2 + <pk>2]) (3.33)

k=1
N étant la dimension de ’espace. Cette relation d’incertitude implique des incertitudes mini-
males non nulles sur toutes les composantes de vecteur position.
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On peut déduire facilement, comme dans le cas & une dimension :

(AX)min = h/NB, Vi (3.34)

Dans l'espace des impulsions, la représentation la plus simple, satisfaisant & la relation
(2.28) a la forme ([27]) :

. o ~
Xi=in(+ 85— P=n (3.35)

Les opérateurs )?@ et JSJ sont symétriques par rapport au produit scalaire :

TN
W) = [ T we) (3.36)

Il est important de noter, que la relation de commutation (3.29) a été généralisée pour avoir
non seulement une incertitude minimale non nulle sur la position, mais aussi, pour assurer que
les opérateurs )/(: et P, soient auto-adjoints [28]. La relation de commutation la plus générale
s’écrit [28], [26], [31] et [33] :

X B| =in [0,(0+ 8P*) + PR, (8,8 > 0) (3.37)
alors, 'identité de Jacobi implique ’algébre "non commutative" suivante :
(28-9)+8(28+8) P

14 P2

En supposant que AP; ne dépend pas de j, on peut déduire facilement la relation d’incertitude
correspondant a la relation de commutation (3.37) :

[)?)A(]] —ih (éf(j - 1%)@) . (3.38)

(AX)(AP) > 0y [1+ (N5 +6) (AP 1] (3.39)
Avec
=8> (P’ +B(P)? (3.40)
k=1

La minimisation de cette derniére relation par rapport a AF; donne :

(AX)min = 1/ (NB+ ), Vi (3.41)

Dans la littérature, plusieurs représentations des opérateurs X; et P; ont été utilisées. Le
P; comme des fonctions

choix de la représentation se fait toujours en supposant que )A(l et P;
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des opérateurs 7; et pjsatisfaisant les relations de commutation canoniques de la mécanique

quantique ordinaire.
Une de ces représentations et celle utilisée en [28] :

~

X, =ih|(1+ 8p?)

Op;
Ou bien

X, = (1+Bp%) @ + Bpipi%; + 70 P =i

3.3.2 Représentation du groupe des rotations

0 .
+5pipj%+7pi , Py =pi.
J

(3.42)

(3.43)

Les relations de commutation (3.31), (3.37) et (3.38) ne brisent pas la symétrie par rapport

aux rotations. En effet, les générateurs de rotations peuvent encore s’exprimer en fonction des

opérateurs de position et d’impulsion comme :

)

+ 0

Ainsi, il satisfaissant les relations de commutation :

3
Lij =

JO)
P

—_

<)

&
=

| = in (00X; = 05.%4)

)

=)

[ b jk- =N (5zk]33 — 5ij]3k) ;

Lij, Liy| = ih <5ikzjl + 6jlzik: - 5ilzjk; - 5jk:zil> -

(3.44)

(3.45)

Dans le cas particulier & trois dimensions, 'opérateur de moment angulaire modifié s’écrit :

(3.46)

Les relations de commutation habituelles entre les opérateurs de position, d’impulsion et de

moment angulaire restent valables :

)

&~

|
|

[EZ’, Ej- = Zﬁé‘wkzk .

il = ih&'jk:Xk )

<.

Y

)

&~

.

)

il = Zhéwkpk ,

La relation de commutation (3.38) peut s’écrire comme :

[)?)?J] = —ih (26 -8 +8 (2/5 + ﬁ') 132) eijnLi.

(3.47)

(3.48)



Chapitre 4

Oscillateur de Dirac en présence des
longueurs minimales :

Dans ce chapitre nous allons chercher la solution de 1'oscillateur du Dirac en présence
des distances minimales ou nous allons utiliser ’algebre (3.37). Comme dans le cas ordinaire,
I’équation de Dirac s’obtient en appliquant le changement p — p — igme dans I’équation
d’une particule libre (2.27) tel que

[c&(p — igme) - Bmc2 =W (4.1)

ou m est la masse au repos, w est la fréquence du Dirac oscillateur, a et B sont les matrices de
Dirac et ¢ = (:ib) est un spineur a deux composants.
En utilisant (2.19) ,on obtient :

(5 (o o ) (2} ()

Ou bien

co(p + imwR)y,(p), (4.3)
co(p — imwR),(p).

(W —mc?) 9, (p)
(W + mcz) ¥y (P)

Multiplions (4.3) par (W + mc?) et (W + mc?) par (4.4) et combinons entre les deux
résultats, on obtient

(W? —m2c* ), (p) = ¢ [p? + (mwR)? + imw [oR, op| + im*w?sc (RAR)] ¥, (p)  (4.5)

En utilisant (2.37), (3.37) et (3.38), on obtient
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[oR , op| = —ih (1 + (B + 5/)p2> (% + 3> (4.6)
R A R=—ifi (2/3 — B +(28+ 5’)/3]92) L (4.7)

En remplagant des équations ci-dessus dans (3.29) qui donne

V=D () = { [~2mu1 + (8 -+ 80 + (muw)® 128 — 6+ (26 + 5)85%)] oL

~3muh (14 (8 + 8)p) +p* + (muR)’ } v, (p) (4.8)

C

Les deux derniers termes du coté droit représente le Hamiltonien de 'oscillateur
harmonique & 3 dimensions. Le premier terme est la contribution spin-orbite couple avec un
force dépendante du moment. Le deuxiéme terme est un fonction de décalage dépendant de
moment qui affecte & la fois les niveaux d’énergie et les fonctions d’ondes.

4.1 Fonctions d’ondes

Maintenant nous allons chercher les fonctions d’onde du Oscillateur de Dirac dans ’espace
des moments en résolvant (4.8). Pour cela nous décomposons la fonction d’onde en une partie
radiale et une partie spin-angulaire

o (10)- (8)

Ou p = p/|p| est un vecteur unitaire. L’opérateur de position dans la représentation des
moments est donnée par :

k= (1600 a%]

s E Lot wp] [(1 (et 5’)&)(%]
- i—j — (2817 - 34) + [’y (3/3 +8 + 7) - ﬁzLﬂ P (4.10)

L’opération de (oL) sur la fonction moment angulaire-spin z}” (p) a pour résultat

oLz (p) = hray” (P), (4.11)

ot le nombre quantique k est égal a [s(25 +1) —1] .
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En substituant (4.10) and (4.11) en (4.8), on obtient :
iz w? — m?c* + 2mwhke® — m2w?h? k(28 — ) + SmeCQ) F(p) = —m*w
a 212 a0 L_2 Coarz
{ (1+6+80) 5] + 2420 [0+ @+ sg | - 5 - 2or - 3
+ [mQ sz TBB+ B +9) = BPLP 4 —— (26 +3)(B+ 8) — (26 + 6’)&] p2} F(p).
(4.12)
En introduisant le changement de variables suivant un parameétre utile £ sous la forme :
= %arctan (p\/ B+ 6,) (4.13)
avec € €(0,7/(2vk)) ot
k= \/mwh(B+ 8 (4.14)
Dans ce cas
a o€ 0
(1+ 6 +8w) 5, = (1+ B+ 50") 325
_VB+B 0
T (4.15)
Et aussi
) B+3 0
as@emwg] =2 (416)
En ramplacant (4.13), (4.15) et (4.16) dans (4.12) on obtient
B e 2 |VB+8 | B+ 9
Fl) = {352  or |t i)ty 7 ) B
— mwh(B + )L cot? (k&) — mwh(26L* — 37)
muwh -1 ' 9
* G5 [meW +7(B38+8 +v) - 5L
b @r43)(0 4 8) - 28+ 5k e (h6) | F ) (4.17)
mw
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Ou

w? — mc?

(= + 2k + 3 — mwhk (26 + 5,) (4.18)

Pour plus de simplification, nous mettons

muwhc?

F = CMf(9) (4.19)
Ou S etC sont donnés par
S = sin(kg), C = cos(k§). (4.20)
Ce qui donne
oF At oF
8§ka {—()\+<5) f+085} (4.21)
O*F 2 A4S o O*F oF
i (oA 20+ 1)S=
o k*C {( S)as2 (2X + 26 + )SaS

2

+ l(A+5)(/\+6—1)%—(>\+5)] f} (4.22)

En substituant (4.21) et (4.22) dans I’équation (4.17), on trouve

(1—52)%—((2A+1+2(1—)S——)%—?+<C (2n —1) x L* — 3)\) — gz
+()\2—)\(1+277)—772L2+<21—_;3) 77(77+1)I£—ﬁ>g—2)f=0 (4.23)

avec A\ est une constante qui sera déterminée plus tard, tandis que § = v/(5 + @l) et n=
B/ (B + B/). Maintenant nous éliminions la barriére centrifuge en imposant une condition sur A
qui vérifie I’équation

2k+3 1
N — N1+ 2n) - L* + % n(n+ 1)k — =0 (4.24)
Les solutions correspondantes sont
1+ 27 \/(1+2n)2 (2K + 3) 1
Ay = i\ — 4+ 2L — 1 — 4.2
" 5 Y R U R (4.25)
Dans ce cas 1’équation (4.23) devient
0’F oF ¢ L?
1-S*)— — (A +1+2(1—n)S— =) = 2n—1)L* =3\ — = | f=0
(-89 % - (@ rr20-ns- ) 50+ (G- - - - &) 1
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En introduisant le changement de fonction f(S) = S' g(S ) puis le changement de variable
z = 25? — 1 dans I’équation (4.26), on obtient

0?g(z) 99(2)
2
(1-27) 922 +[(b—a)—(a+b+2)z] o
L1¢ 2
+Z =i 2nL* — 2L+ 3)A+1(2n—1)| g(2) =0 (4.27)
ol les parameétres a etb sont définis par :
1 1
=\ —n—= b=—-+1 4.28
On remarque que cette équation différentielle est de type Jacobi avec
1 C 2 / !
7|7 — 2L - QU3+ U - 1) :n(n+a+b+1) (4.29)
n' = (n—1)/2 . Dont la solution correspondante est donné par
9(2) = NP (2) (4.30)
Avec une constante de normalisation N et P,ga’b)(z) sont les polynomes de Jacobi. On en déduit
que
F(z) _ NZ—(a+b+n+6)/2(1 _ Z)(a+17+5+1/2)/2(1 + Z)(b_l/Q)/QP(?’b)(z) (4‘31)
En revenant a ’ancienne variable p
-1 2 p? 2
z—(ﬁ+ﬂ,)p2 =>1+z2z= (ﬁ+5),}?2 et 1 —z= ~
(B+06)p*+1 L+ (B+8)p L+ (B+8)p

(4.31) devient

—(atbtn+8)/2 b—(1/2)
F(p)=N [1+(5+5,)p2] (\/5‘1‘5/10)

« pled) ((ﬁ + ) — 1) | (4.32)

"\ (B4 B+ 1

En remplagant cette expression dans (4.9), obtient la formule de spineur ¥,

_a b—(1/2)
U, (p) =N [1 + (8 —|—ﬁ')p2] (a+b+n+5)/2 < /—6 —i—ﬁlp)

x Pt ((6 S 1) 5 (D). (4.33)

m\NB+B)E+L) "
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Passons maintenant au calcule du spineur W, (p) definit par

co(P —imwR)
v = v, (P
(p) = T8~y ()
coip; + cmwhao; ((1 + 1) 5 + B iz 5; + m) v (P L34
N W+m02 o(P) (4.:34)
a l'aide des relations suivantes [19]
0 0 oL+2 0 oL
2 (£ P e 4.
e (ap T )UP o (819 p ) ’ (4:39)
0 0 5 0 5 0
o2 = (o-p) [(p2) = o2l = 2 4.36
TP, (0-p) <pap> T 5, =P 5,0 (4.36)
0 0
— . =0 —. 4.
8p0p Upap ( 37)
ot g, = (0-p)/p, et lutilisation de la relation (4.11), nous obtenons
(o) = 7l (14 (54 8)07) 5
W + mc? dp
hk
=+ (= Bhk)p ¥ (p) (4.38)

En introduisant les propriétés suivantes

J

p5 (B) = —3"(P)

nous obtenons la fonction d’onde radiale G(p) correspondante au spineur ¥,

—muwhe hk
) = W +mc? [(mwh L ﬂhli) P )

(1680 5 ] F(p) (4.39)

dans ce cas , nous utilisons la décomposition suivante , qui sera utile dans le calcul des deux
G(p) et de la constante de normalisation

F(p) = %f(‘”"”/ *R(p) (4.40)

G(p) = %f‘(‘””‘l’/?RQ(p) (4.41)
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ou f(p) =1+ (8+ 3)p* En comparant (4.40) avec (4.32), on obtient

b—1/2

Ri(p) = N\JB+ 5 pht2 e piis) (4.42)

Utilisant les propriétés des polynomes de Jacobi données dans [44], nous obtenons les résultats
suivantes

as=1/2
—muwhe SR, 1 1
Rolp) = =000 {f o (m—wh_ﬁhk>p_?] P P ()
-1
—2mwheNA/B+ B 7 , 1, atsn d (a,b)
— —5 f— 1 e b P/7
W T me? pEfTE X (L4 z) o 0| P (z)
/ / /b7% a
_ —2mwhe(B+5 )(rw?:sc;rl)f\f B+8 _pb+g‘f_#_P£7_+11,b+1)(z) (4.43)
b s=-1/2

1

_ 2 0 1 h(/{? + 1) 1 a+b+1

_ —mwheNy/B+8 bl p—atbtl 5(ab)

Ry(p) = Wme? [f—ap + <—mwh — Bh(k + 1)) P } xpafT e PUY(2)
7b—3%

—2mwhe(b+n" )N/ B+ 3 bl p_akbtl (q11b-1)
— Tia— pz2f 2 Pn, (z) (444)

La constante de normalisation peut étre calculée en utilisant la relation de fermeture modifiée

* dp 2 2\
0 m(lRl(p)l +[Ry(p)]”) =1 (4.45)

En substituant (4.42)-(4.44) dans (4.40) et (4.41), on obtient les expressions finales des fonctions
radiales des fonctions d’onde normalisées

o\ 1/2 ,
F(p) = (M) x A" (a b)Pb—1/2f—(1/2)(a+b+n+5)P(a,b)(Z)
2W ’ n' 9

W + mc?
G(p) = —¢ (W

« - /2)(@+b+n+9) p?(;iﬁ) (2) (4.46)

1/2 v .
> x A" (@, b)Pb=1/?
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/ / / ! 1/2
o 206+ B)  a+b+2n +1)n''T(a+b+n +1)
A (a,b): 7 7 9
Fla+n"+1)I(b+n"+1)
~ -~ ~! ! 1 W
a=a+1 ,b=b+2s n=n—s—g ,gzm (4.47)
et n' =0,1,2...., sauf pour le cas ou s = 1/2 et e = —l,oun =1,2,3, ...

Pour trouver la limite non relativiste de I’équation d’oxillateur de Dirac avec la longueur
minimale, on remplace W = mc? + E par E << mc? dans (4.5) puis on divise le résultat sur
2m. Ce qui donne

B0, (p) = (2 + LR — g, ()L
2 huw(1 4 (5 + 8 a(p) (1.45)
psn®) = 2 (14 (B +802) = (29— 5 + 28+ 3)?) (4.49)

Nous remarquons que la présence des longueurs minimales, conduit a I'apparaition des
nouveaux termes d’intéraction. Le deuxiéme terme de (4.48) représente une couplage spin-
moment angulaire avec un terme de couplage g, (p) dépendant de la mouvement. Comme il
est bien connu, l'intéracion spin-moment angulaire est générée par le potentiel scalaire dans le
cas habituel. Dans notre cas, un tel potentiel scalaire peut étre attribué & un champ de type
gravitationnel généré par la perturbation de I’espace en présence de les longueurs minimales.

4.2 Spectre d’énergie

Pour calculer le spectre d’énergie de 1'oscillatour de Dirac en présence des longueurs mini-
males, il suffit de remplacer les expressions de n’, a, b, A, et ¢ dans (4.29) et résoudre le résultat
pour W . Ce qui donne

1/2

W2 —m?c* = mwhe® x { 2 (n + g)

1 — e + (mawh)? ((5 235)2 +52L2>

, 3\? , 9\ 3,
+muwh (5+6)<n+§> +(ﬂ—6)x(L2+Z>+§B

— &2 } (450)

Ou
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o = 3 <1 + gk) mawh (ﬁ n 5’) — mPwh2s (25 " 5/) k
ey = 3 <1 n %k:) — mwhk (25 . /5') (4.51)

Qui sont les termes exprimant le couplage spin-moment angulaire. On remarque que (4.50) ne
dépend pas de paraméter . En déveleppant (4.50) au premier ordre en [3 et ', nous obtenons

1 1
W2:m2c4+mwh02><{2 (n—j+—) {1+mwhﬁ <n—j+—>}

2 2 2
N mwhf (

2

n+j+ g) + mwhf (—4n — 2nj — 3)} (4.52)

Pour j =1+ (1/2)

W? = m?c* + mwhc® x {2 (n—i—j—i—g) [1—1— mz;hﬁ <n+j+g>}

mwhf3
e (

n—j+ g) + mwhf (—2n + 2n — 3)}, (4.53)

Pour j =1—(1/2).
Pour £, B, — 0 on obtient le spectre d’énergie de 'oscillatour de Dirac habitule

1
W2 —m?c* = 2mwhc® [n — j+1/2] j:l+§
3 1

W2 — m?c* = 2mwhc? [n +J+ 5} , J=1- 3 (4.54)

On remarque qu’on a une dégénérescence de tous les états avec n+q et j+£q pour j = l—i—%
,oll ¢ est un entier, et de tous les états avec n+tq et j+q pour j = l—% . Il est important de
noter que le spectre d’énergie contient des termes supplémentaire proportionnels & n? , ce qui
indique un confinement dur .Ce comportement est similaire au probléme de mouvement d’une
particule dans le mouvement d’une particule ponctuelle dans potentiel de puits. Dans notre cas

les limites du puits sont localisées a 0 et 7/ (2\ [ mwh (6 + ﬁl)> )

En introduisant W = mc? + W, avec W, << mc? dans (4.50), on obtient la limite non



relativiste du spectre d’énergie en présence des longueurs minimales :

W, = hw _n + §] 1 + (mwh)? (M + 52L2> — em]

2

4
(5+5/) +3 2+<5 5,> L2+9 +35/
n p— pa— p— —
2 4 2
Le développement en séries dans cette formule en terme de /3 et 8 nous donne :

Wm:hw{<n—j+%> [1+m“2’h5 (n—j—k%)},

—l—mufﬁ (n +Jj+ g) — mwhf <2n +nj+ g) } (4.56)

mwh

2

- %} . (4.55)

pour j:l—l—%

Wnr:hw{<n+j+;> {1+mu2jhﬁ (n%—j—l—g)}

g ,
+mw B (n—j+z) — mwhf (n—nj+§)} (4.57)
4 2 2
o 1
pour j =1—3

Sion met 5 = 0 et B = 0 dans les deux formules (4.56) et (4.57), on obtient exactement
le spectre d’énergie de l'oscillateur de Dirac standard dans la limite non relativiste :

o1 : 1
Wn—hw(n—]+§) ,j_l_|_§
.3 , 1
Wn:ﬁw(n—i—j—i—i) ,j:l—i. (4.58)

En mettant n = 2n' + [ , nous confirmons que I’énergie moyenne entre les états spin up et
spin down est W, = hiw(2n’ + 1 + (1/2)) qui est différente que la valeur propre habituelle des
oscillateurs harmoniques non relativistes par hw et qui représente la contribution de couplage
spin-moment angulaire.
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Conclusion

L’objet central de ce mémoire était la dérivation des fonctions d’ondes et le spectre d’énergie
de l'oscillateur de Dirac en présence des distances minimales.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons étudié l'oscillateur de Dirac oscillirac dans le cas
standard. On a donné d’abord un rappel sur I’équation de Dirac puis ont dérivé sa solution
pour le cas d’une particule libre et aussi pour la cas de 'oscillateur de Dirac standard.

Dans le troisiéme chapitre nous avons donné un rappel sur la mécanique quantique basée
sur le principe d’incertitude généralisé. Ce principe stipule a utiliser une relation de dispersion
modifiée ce qui conduit & une relation de commutation et une relation d’incertitude modifiée
et aussi a l'existence d'une longueur minimale non nulle.

Dans le chapitre 4, nous avons résolu exactement ’équation de Dirac pour le cas de 1’os-
cillateur de Dirac en 3 dimensions en présence des longueurs minimales. On remarque que la
présence de la longueur minimale conduit & une dépendance quadratique du spectre d’énergie
en fonction du nombre quantique n .Cependant pour 5 = 0 .Nous voyons que toutes les énergies
dégénérées pour B/ = 0 se redoublent en présence de B/,et I'intervalle entre les énergies divisées
devient plus large si B/augmente.



Bibliographie

1]
2]

3]

M. Moshinsky and Y. F. Smirnov, The Harmonic Oscillator in Modern Physics, Harwood,
Amsterdam, 1996.

R. P. Martinez-y-Romero, H. N. Nunez-Yepez, and A. L. Salas-Brito. European Journal
of Physics, vol. 16, no. 3, pp. 135-141, 1995.
J. Benitez, R. P. Martinez y Romero, H. N. Nunez Yepez, and A. L. Salas-Brito, “Solution

and hidden supersymmetry of a Dirac oscillator,” Physical Review Letters, vol. 64, no. 14,
pp. 1643-1645, 1990.

J. Benitez, R. P. Martinez y Romero, H. N. Nunez Yepez, and A. L. Salas-Brito, Physical
Review Letters, vol. 64, pp. 1643-1645, 1990,”

R. P. Martrinez-y-Romero, M. Moreno, and A. Zentalla, ” Physical Review D, vol. 43, no.
6, pp. 2036-2040, 1991.

F. Dominguez-Adame and M. A. Gonzalez, Europhysics Letters, vol. 13, no.3, pp. 193-198,
1990.

G. Veneziano, A stringy nature needs just two constants, Europhys. Lett. 2, 199 (1986).

D. J. Gross and P. F. Mende, String theory beyond the Planck scale, Nuc. Phys.B303,407
454 (1988).

T. Yoneya, On the interpretation of minimal length in string theories, Mod. Phys. Lett.
A4, 1587 1595 (1989).

D. Amati, M. Ciafaloni and G. Veneziano, Can spacetime be probed below the string size 7
Phys. Lett. B 21641 47 (1989).

R. Guida, K. Konishi and P. Provero, On the short distance behavior of string theories,
Mod. Phys. Lett. A 6, 1487 1503 (1991).

M. Reuter, Nonperturbative evolution equation for quantum gravity, Phys. Rev. D 57, 971
(1998).

J. Magueijo and L. Smolin, Lorentz invariance with an invariant energy scale, Phys. Rev.
Lett. 88, 190403 (2002).

J. Magueijo and L. Smolin, String theories with deformed energy-momentum relations and
a possible nontachyonic bosonic string, Phys. Rev. D 71, 026010 (2005).



BIBLIOGRAPHIE 34

[15] F. Girelli, E. R. Livine and D. Oriti, Deformed special relativity as an e ective at limit of
quantum gravity, Nuc. Phys. B 708, 411-433 (2005).

[16] J. L. Cortes and J. Gamboa, Quantum uncertainty in doubly special relativity, Phys. Rev.
D 71, 065015 (2005).

[17] S. Ghosh, Lagrangian for doubly special relativity particle and the role of noncommutati-
vity, Phys. Rev. D 74, 084019 (2006).

[18] A. F. Ali, S. Das and E. C. Vagenas, Discreteness of space from the generalized uncertainty
principle, Phys. Lett. B 678, 497-499 (2009).

[19] K. Nozari and A. Etemadi, Minimal length, maximal momentum, and Hilbert space re-
presentation of quantum mechanics, Phys. Rev. D85, 104029 (2012).

[20] F. Scardigli, Generalized uncertainty principle in quantum gravity from micro-black hole
gedanken experiment, Phys. Lett. B 452, 39-44 (1999).

[21] Y. J. Ng and H. Van Dam, Spacetime Foam, Holographic Principle and Black Hole Quan-
tum Computers, Int. J. Mod. Phys. A 20, 1328-1335 (2005).

[22] C. A. Mead, Possible connection between gravitation and fundamental length, Phys. Rev.
135, B 849 (1964).

[23] M. Maggiore, Phys. Rev. D 49, 5182 (1994).

24] C. Rovelli, Phys. Rev. Lett. 77, 3288 (1996) .

[25] F. Scardigli, Class.Quantum Grav. 14, 1781 (1997).

[26] A. Kempf, J. Math. Phys. 35, 4483 (1994)

[27] A. Kempf, G. Mangano and R. B. Mann, Phys. Rev. D 52, 1108 (1995)

[28] A. Kempf, J. Phys. A 30, 2093 (1997)

[29] A. Kempf and G. Mangano, Phys. Rev. D 55, 7909 (1997)

[30] H. Hinrichsen and A. Kempf, J. Math. Phys. 37, 2121 (1996).

[31] L. N. Chang, D. Minic, N. Okamura and T. Takeuchi, Phys. Rev. D 65, 125027 (2002).
[32] T. V. Fityo, I. O. Vakarchuk and V. M. Tkachuk, J. Phys. A :Math. Gen.39, 2143 (2006).
[33] F. Brau, J. Phys. A 32, 7691 (1999)

[34] R. Akhoury and Y. -P. Yao, Phys. Lett. B 572, 37 (2003).

35] K. Nouicer, J. Phys. A 38, 10027 (2005)

36] K. Nouicer, J. Math. Phys. 47, 122102 (2006)

[37] K. Nouicer, J. Phys. A : Math. Theor. 40, 2125 (2007).



DEDICACE

Avant toute chose, Je remercie dieu tout puissant de m ‘avoir donné la santé,
courage Et patience tout au long de mes études .C’est avec un grand honneur
que je

dédie ce modeste travail aux deux personnes qui se sont sacrifiées
pour que je grandisse avec savoir-faire et qui m ont

appris a ne jamais baissé les bras
a mon pere pour mon soutien morale

pour fout ce qu’il a fait durant mes années d’étude que j honneur ce
succes.

Ama mére, la lumiére de mes yeux [’'ombre de mes pas et QUi
m’apporté son appui durant toute mes anneées d ‘étude,
pour son sacrifice et soutien qui m’ont
donné confiance, courage

Je dédie ce travail également a /’dme de ma chere grand-mere et mon
cher oncle

A mes fréres : Bouzid, Mohammed
et mes sceurs : Khaira, Radia, Hayat, Djahida, Khalisa
Et les jeunes garcons : Jassem, Rahaf, Iman, Amel, Assil, Djouri, Khadija

Et pour ma grande famille et mon collégue travail Meskia
Pour mon cher qui m’a aidé a tous

A tous ceux qui me sont chers de la spécialité physique théorique (2018/2019)

Je dédie ce travail.

Souhila



Lailall

535 ) aeall il ase Tase w35l @50 1 5d Fae saS ailoadll i 3,83 134 3
Isay (535 Aky A Caday ds ) JIpn Glea b @ Al Jsh Lo Jighl ) seda )
oseh ) sam Las n ae B Jiah A o ABe (B aaa aa sl ) L) J1shY)
Agalall Al 3 Wl (S0 5 s i) gl 8 iy Uil (Ll pusnl Bl

el Alla il Y U555 Ledle Joanall ilills (B = B '= 0)

Abstrac

We study quantum features of the Dirac oscillator using a generalized
incertainties principal that lead to the appearance of minimal length with the
order of the Planck length. Wave functions of the system and the
corresponding energy spectrum are derived rigorously. The presence of the
minimal length accompanies a quadratic dependence of the energy spectrum
on quantum number n, implying the property of hard confinement of the
system. Not only in the nonrelativistic limit but also in the limit of the standard
case (8 = ' =0), our results reduce to the results of the standard case.

Resumé

Nous étudions les caractéristiques quantiques de I'oscillateur de Dirac en
utilisant un principe d’incertitude généralisé conduisant a I'apparition d’une
longueur minimale avec I'ordre de la longueur de Planck. Les fonctions d'onde
du systeme et le spectre d'énergie sont dérivés rigoureusement. La présence
de la longueur minimale conduit a une dépendance quadratique du spectre
d'énergie en fonction de nombre quantique n, impliquant la propriété de
confinement dur du systeme. Non seulement dans la limite non relativiste mais
aussi dans la limite du cas standard (f = B’ = 0), nos résultats se réduisent a
résultats de cas standard.
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