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Chapitre 1

Introduction

L’oscillateur du Dirac joue un rôle important dans la description des problèmes des plusieurs
particules relativistes et aussi dans mécanique quantique relativiste super-symétrique [1]− [5].
La représentation de l’oscillateur Dirac est également proposée en chromodynamique quantique,
en particulier, en relation avec les modèles de confinement des quarks en mésons et baryons [6].

Le concept de longueur élémentaire n’est pas nouveau en physique. Il a été introduit en
particulier en relation avec le problème fondamental de la physique moderne, à savoir l’unifica-
tion des interactions gravitationnelles et des interactions fortes, électromagnétiques et faibles.
En effet, l’introduction des forces gravitationnelles dans la théorie des champs quantiques fait
apparaître des divergences qui rendent la théorie renormalisable. Plusieurs scénarios ont été
proposés pour résoudre ce problème, En effet dans le contexte de la théorie des cordes [7]− [11],
de la gravité quantique à boucles [12], de la relativité restreinte double [13] − [19], et de la
physique des trous noirs [2] et [20]− [22]. Les physiciens ont proposés plusieurs approches pour
introduire les distances minimales de façon naturelle dans la physique.et approches se résument
essentiellement à la mécanique quantique basée sur un principe d’incertitudes généralisé (GUP),
où des relations de dispersion modifiées (MDR), la relativité restreinte déformée, ainsi que la
géométrie non commutative. Dans ce travail, on s’intéressera au GUP.

La forme la plus célèbre du principe d’incertitude généralisée (GUP) est celle proposée par
G. Veneziano et al. [7] − [11] lors de leurs travaux sur la diffusion des cordes à haute énergie,
et elle s’exprime : (∆X)(∆P ) ≥ (~/2)[1 + β(∆P )2 + . . .]. La mécanique quantique basée sur ce
type de GUP a été reformulée par Kempf et al. [26] − [30]. Dans le but de voir l’incidence du
GUP sur les problèmes de la mécanique quantique, plusieurs travaux ont été effectués durant les
dernières années notamment, l’oscillateur harmonique [26], [27] et [31], le potentiel de Coulomb
[32]− [34], l’effet casimir [35]− [37]. Le résultat le plus important que l’on a pu déduire de ces
travaux est que le principe d’incertitude généralisée (GUP) conduit à des incertitudes sur la
position et l’impulsion finies

Dans ce mémoire, nous allons attaquer la formulation mathématique du problème de l’os-
cillateur de Dirac et ses conséquences en résolvant des équations fondamentales dans le cadre
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de la mécanique quantique relativiste en présence des longueurs minimales. Ce mémoire se dé-
compose à une introduction , où on parle sur l’oscillateur de Dirac et le principe d´incertitude
généralisé, et trois autres chapitres .

Dans le deuxième chapitre nous allons donner un rappel sur l’équation de Dirac et sa
solution pour une particule libre et aussi pour l’oscillateur de Dirac ordinaire.

Dans le troisième chapitre, nous allons formuler la mécanique quantique basée sur un
principe d´incertitude généralisé.

Dans le chapitre 4 nous allons chercher les solutions des fonctions d’ondes et le spectre
d’énergie de l’oscillateur de Dirac en présence des distances minimales dans l’équation de Dirac
correspondante.



Chapitre 2

Oscillateur de Dirac ordinaire

2.1 Notation :

Pour passer de la mécanique quantique habituelle à la mécanique quantique relativiste, il
suffi t de remplacer la géometrie euclidienne par celle de Minkowski, ou bien on remplace la
métrique par (celle de Lorentz )définie par :

gµν =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (2.1)

En utilisant cette métrique, on peut définir la longueur du vecteur dx = {dxµ} par ds2 =

gµνdx
µdxν . Cette relation est souvent considérée comme la relation de définition du tenseur

métrique. La forme contra-variante gµν du tenseur métrique est

gµσ =
(
g−1
)
µσ

=


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 . (2.2)

On remarque que, le tenseur métrique contra—variant et le tenseur métrique covariant sont
identiques :

gµν = gµν ( Pour Lorentz métrique ) . (2.3)

À partir de maintenant, nous utiliserons le quadrivecteur contra-variantes

xµ =
{
x0, x1, x2, x3

}
≡ {ct, x, y, z} . (2.4)
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Pour décrire les coordonnées de l’espace-temps. Le quadrivecteur covariants est donnée par

xµ = gµνx
ν = {x0, x1, x2, x3} ≡ {ct,−x,−y,−z} . (2.5)

En utilisant la convention de sommation d’Einstein , nous obtenons le carré de la longueur de
vetreur xµ donné par

x.x = xµxµ ≡
3∑

µ=0

xµxµ = x0x0 + x1x1 + x2x2 + x3x3

= c2t2 − x2 − y2 − z2

= c2t2 − x2 (2.6)

Même chose pour la définition du 4-vecteur de moment , c-à-d :

pµ = {E/c, px, py, pz} . (2.7)

Et nous écrivons le produit scalaire en quatre dimensions (espace-temps) comme :

p1.p2 = pµ1p2µ =
E1E2
c2
− p1.p2. (2.8)

Ou également
x.p = xµpµ = xµp

µ = Et− x.p. (2.9)

Par analogie avec mécanique quantique habituelle, on peut écrire le 4-opérateur de moment par

p̂µ = i~
∂

∂xµ
=

{
i~

∂

∂ (ct)
,+i~

∂

∂x1
,+i~

∂

∂x2
,+i~

∂

∂x3

}

= i~∇µ =

{
i~

∂

∂ (ct)
,−i~ ∂

∂x
,−i~ ∂

∂y
,−i~ ∂

∂z

}

= i~
{
i~

∂

∂ (ct)
,−∇

}
(2.10)

Il se transforme en un 4-vecteur contra-variant, de sorte que

p̂µp̂µ = −~2 ∂

∂xµ

∂

∂xµ
= −~2

(
1

c2
∂2

∂t2
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

))
≡ −~2� = −~2

(
1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
(2.11)
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avec ∆ = ∇2 et � = ∂2

c2∂t2
− ∆ représentent respectivement le Laplacien et le D‘alembectien.

En utilisant (2.4) et (2.10) on obtient la relation de commutation suivante :

[p̂µ, xν ] = i~
[
∂

∂xµ
, gνσxσ

]
= i~gνσ

∂xσ
∂xµ

= i~gνσδµσ = i~gνµ = i~gµν (2.12)

Le 4-potentiel du champ électromagnétique est donné par :

Aµ = {A0, A} = {A0, Ax, Ay, Az} = gµνAν (contravariant) (2.13)

Aµ = {A0,−Ax,−Ay,−Az} (covariant) (2.14)

A partir de Aµ, le tenseur de champ électromagnétique suit de la manière bien connue :

F µν =
∂Aµ

∂xν
− ∂Aν

∂xµ
=


0 Ex Ey Ez
−Ex 0 Bz −By

−Ey −Bz 0 Bx

−Ez By −Bx 0

 (2.15)

2.2 Equation de Dirac

En 1928, Dirac a trouvé une équation d’onde relativiste covariante, de la forme de Schrö-
dinger et avec une densité de probabilité positive, donnée par :

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ. (2.16)

À cette époque, il existait des doutes sur l’équation de Klein-Gordon, qui donnait des énergies
négatives. Et comme l’interprétation de la densité de charge n’était pas connue à ce moment-là
et aussi les mésons π+ et π− sous forme de particules de spin 0 chargées n’avaient pas encore
été découverts, les énergies négative représente un grand problème.

Puisque l’équation (2.16) est linéaire dans la dérivée temporelle, il est naturel d’essayer
de construire un Hamiltonien également linéaire par rapport aux dérivées spatiales. Par consé-
quent, l’équation (2.16) doit prendre la forme suivante

i~
∂ψ

∂t
=

[
~c
i

(
α̂1

∂

∂x1
+ α̂2

∂

∂x2
+ α̂3

∂

∂x3

)
+ β̂m0c

2

]
ψ ≡ Ĥfψ. (2.17)

Ou ψ est un vecteur donné par

ψ =


ψ1 (x, t)

ψ2 (x, t)
...

ψN (x, t)

 . (2.18)
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Les α̂i et β̂ sont des matrices de dimensions N ×N et

α̂i =

(
0 σ̂i
σ̂i 0

)
, β̂ =

(
I 0

0 −I

)
(2.19)

où σ̂i sont les matrices 2 × 2 de Pauli et I est la matrice d’unités 2 × 2. Donc on écrire ces
matrices en détail comme suit :

α̂1 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 , α̂2 =


0 0 0 −i
0 0 i 0

0 −i 0 0

i 0 0 0

 ,

α̂3 =


0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0

 , β̂ =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 (2.20)

Pour trouver l’équation de la continuité, il suffi t de multiplier (2.17) par la gauche par ψ†

et obtenir :

i~ψ†
∂

∂t
ψ =

~c
i

3∑
k=1

ψ†α̂k
∂

∂xk
ψ +m0c

2ψ†β̂ψ (2.21)

D’autre la multiplication de l’équation conjuguée de (2.17) par ψ à droite nous donne

−i~∂ψ
†

∂t
ψ = −~c

i

3∑
k=1

∂ψ†

∂xk
α̂kψ +m0c

2ψ†β̂ψ (2.22)

En faisant la soustraction de (2.22) de (2.21) donne :

i~
∂

∂t

(
ψ†ψ

)
=
~c
i

3∑
k=1

∂

∂xk
(
ψ†α̂kψ

)
(2.23)

Cette équation appellée l’équation de continuité et s’écrit comme suit

∂%

∂t
+ div j = 0 (2.24)

avec

% = ψ†ψ =

4∑
i=1

ψ∗iψi (2.25)

est la densité définie positive

jk = cψ†α̂kψ ou j = cψ†α̂ψ (2.26)
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est la densité de courant.

2.3 Solution de l’équation de Dirac pour une particule
libre

Pour une particule libre (V = 0) l’équation de Dirac (2.17) s’écrit sous la forme

i~
∂Ψ

∂t
= ĤfΨ = (cα̂ · p̂+m0c

2β̂)Ψ. (2.27)

En introduisant, l’équation de Dirac pour le cas stationnaire

Ψ(x, t) = Ψ(x) exp[−(i/~)εt] (2.28)

Dans l’équation (2.27) , on obtient

εΨ(x) = ĤfΨ(x). (2.29)

Maintenant nous allons chercher la solution de (2.29) en mettant

Ψ =

(
ϕ

χ

)
avec ϕ =

(
Ψ1

Ψ2

)
et χ =

(
Ψ3

Ψ4

)
(2.30)

en utilisant la forme explicites des matrices α̂ et β̂ (2.19) , l’équation(2.29) peut être écrire
comme

ε

(
ϕ

χ

)
= c

(
0 σ̂

σ̂ 0

)
· P̂
(
ϕ

χ

)
+m0c

2

(
I 0

0 I

)(
ϕ

χ

)
(2.31)

Où bien

εϕ = cσ̂ · p̂χ+m0c
2ϕ,

εχ = cσ̂ · p̂ϕ−m0c
2χ. (2.32)

Pour un moment p, on définit les états :(
ϕ

χ

)
=

(
ϕ0
χ0

)
exp

(
i

}
px

)
. (2.33)

En remplaçant ces quantités dans l’équations (2.32) les équations de ϕ0 et χ0. Mais en rempla-
çant l’opérateur p̂ par ces valeurs propres p

(ε−m0c
2)Iϕ0 − cσ̂ · pχ0 = 0, (2.34)

−cσ̂ · pϕ0 + (ε+m0c
2)Iχ0 = 0. (2.35)



2.3 Solution de l’équation de Dirac pour une particule libre 11

Ce système d’équations n’a pas de solution sauf pour que le déterminant s’annule. Ou bien

det =

∣∣∣∣( (ε−m0c
2)I −cσ̂ · p

−cσ̂ · p (ε+m0c
2)I

)∣∣∣∣ = 0. (2.36)

En utilisant la relation

(σ̂ · A)(σ̂ ·B) = A ·BI + i.σ̂ · (A×B), (2.37)

L’expression (2.36) devient

det = (ε2 −m2
0c
4)I − c2(σ̂ · p)(σ̂ · p)

= (ε2 −m2
0c
4 − c2p2)I = 0 (2.38)

Ce qui donne :

ε = ±Ep , Ep = +c
√
p2 +m2

0c
2. (2.39)

Les deux signes, plus et moins, correspondent aux deux types de solutions de l’équation de
Dirac et on dit la solution positive et la solution négative. De l’équation (2.35), pour ε fixé, on
obtient

χ0 =
c(σ̂ · p)

m0c2 + ε
ϕ0. (2.40)

Soit la notation suivante

ϕ0 = U =

(
U1
U2

)
(2.41)

Avec U normalisé, ou bien

U+ U = U∗1U1 + U∗2U2 = 1, (2.42)

et aussi U1 et U2 sont des complexes. En utilisant (2.28) et (2.33), on obtient les deux solutions
de Dirac, positive et négative pour un particule libre sous la forme

Ψpλ(x, t) = N

(
U

c(σ̂·p)
m0c2+λEp

U

)
exp [i (p · x− εt) /}]

√
2π~3

(2.43)

avec ε = λEp et λ = ±1. Pour déterminer N , on applique la condition de normalisation
suivante ∫

Ψ∗λp(x, t)Ψλ
′
p′ (x, t)d

3x = δ
λλ
′δ(p− p′). (2.44)

Ce qui donne

N2

(
U †U + U+

c2(σ̂ · p)(σ̂ · p)

(m0c2 + λEp)2
U

)
= 1. (2.45)

En utilisant (2.37), on obtient
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N2

(
1 +

c2σ̂2 · p2
(m0c2 + λEp)2

)
= 1 (2.46)

Ou bien

=⇒ N =

√
(m0c2 + λEp)2

(m0c2 + λEp)2 + c2p2

=

√
(m0c2 + λEp)2

(m2
0c
4 + c2p2) + 2m0c2λEp + E2p

=

√
(m0c2+λEp)2

2(m0c2 + λEp)λEp
=

√
(m0c2+λEp)

2λEp
(2.47)

2.4 Solution de l’oscillateur de Dirac

Pour obtenir l’oscillateur de Dirac où le potentiel φ a la forme

φ (r) =
1

2
mw2r2 (2.48)

ou w représente la fréquence, il suffi t d’appliquer le principe de couplage minimale qui stipule
a remplacer le moment p par p − A (t, r) dans de Dirac pour une particule libre (2.27) , avec
A (t, r) est le champ extérieur. Dans notre cas A (t, r) = φ (r) ,ce qui donne

i~
(
∂ψ

∂t

)
= [cα.(p− imwrβ) +mc2β]ψ (2.49)

En introduisant l’ansatz (2.28) et (2.30) , on obtient les équations de cas stationnaire

E

[
ϕ0
χ0

]
=

(
0 cα.(p+ imwrβ)

cα.(p− imwrβ) 0

)[
ϕ0
χ0

]
+

(
mc2II 0

0 −mc2II

)[
ϕ0
χ0

]
Ce qui donne

(E −mc2)ϕ0 = cσ.(p+ imwr)χ0, (2.50)(
E +mc2

)
χ0 = cσ.(p− imwr)ϕ0. (2.51)

Multiplions (2.50) par E +mc2 et (2.51) par E −mc2, on obtient(
E2 −m2c4

)
ϕ0 = cσ.(p+ imwr)

(
E +mc2

)
χ0, (2.52)(

E2 −m2c4
)
χ0 = cσ.(p− imwr)(E −mc2)ϕ0. (2.53)
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En remplaçant (2.50) en (2.53) , on obtient(
E2 −m2c4

)
χ0 = c2

[
σpσp+ imw [σr,σp] +m2w2 σrσr

]
χ0 (2.54)

En introduisant la relation (2.37) dans cette dernière équation, on obtient

(
E2 −m2c4

)
χ0 = c2

[
p2 + iσ (p ∧ p) + imw [σr,σp] +m2w2r2 + im2w2 σ (r ∧ r)

]
χ0 (2.55)

=
[
c2(p2 + (mwr)2)− 3~wmc2 − 4mc2

w

~
L.S
]
χ0 (2.56)

Sachant que

L = r ∧ p, S =
~
2
σ et [σixi, σjpj] = i~

(
2
σiLi
~

+ 3

)
(2.57)

Maintenant on passe à la limite relativiste, c-à-d on pose que E = mc2 + ε avec ε << mc2.

Dans ce cas l’équation (2.56) devient

Eχ0 =

[
p2

2m
+
mw2

2
r2 − 3~

2m
w2 − 2

w

~
L.S

]
χ0 (2.58)

On remarque que le terme de droite représente un Hamiltonien d’un oscillateur harmonique
de fréquencew associé à un terme de couplage spin-moment angulaire avec une constante de
coupalge égale à −2w~ .

On remarque que le terme à droite de l’équation (2.56) commute avec le moment totale

J = L+ S. (2.59)

et la solution dans les coordonnées sphérique (r, θ, φ) sont donnée par∣∣∣∣N (l12
)
jm

〉
=
∑
µ,σ

〈lµ, 1

2
σ |jm〉RNl(r)Ylµ(θ, φ)χσ (2.60)

avec 〈lµ, 1
2
σ |jm〉 sont les de coeffi cient Clebsch-Gordan, RNl(r) la partie radiale de la fonction

d’onde à trois dimensions d’oxillateur, Ylµ(θ, φ) est la partie sphérique pour un oscillateur
harmonique, et χσ est la parité spinoriel du deux projections σ = ±1

2
.

χ1/2 =

[
1

0

]
χ−1/2 =

[
0

1

]
, (2.61)

Comme

2L · S = J2 − L2 − S2 (2.62)

Les valeurs propres de l’opérateur du coté doite (2.56) correspondantes aux fonctions propres
(2.60) sont données par
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( mc2)−1(E2Nlj −m2c4) =
[
~w(2(N−j)+1) if l=j− 1

2

~w(2(N+j)+3) if l=j+ 1
2

(2.63)

On voit l’existence de dégénérescence infinie pour l = j − 1
2
. Ou, on remarque que toutes les

paires

(N ± 1, j ± 1) , (N ± 2, j ± 2) , . . . (2.64)

ont la même énergie et la série n’est pas bornée au-dessus
D’autre part si l = j + 1

2
on a la même énergie pour tous les paire

(N ± 1, j ∓ 1) , (N ± 2, j ∓ 2) , . . .

et la série est bornées par le pair J = 1
2
et N = 0 , donc la dégénérescence est finie.



Chapitre 3

Mécanique quantique basée sur un
GUP

3.1 Principe d’incertitude généralisé (GUP)

Pour montrer comment incorporer la notion de la longueur minimale lm en mécanique
quantique, nous allons suivre l’approche du principe d’incertitude généralisé. Dans ce contexte,
on postule que lorsque l’on augmente arbitrairement l’impulsion p de la particule, le vecteur
d’onde k ne doit pas dépasser une certaine valeur maximale de l’ordre de 1/lm . En conséquence,

on aura des déviations par rapport à la dépendance linéaire,
(−→p = ~

−→
k
)
lorsque p approche

l’échelle ~
lm
. Ceci s’interprète physiquement par le fait que les particules ne peuvent pas posséder

des longueurs d’onde
(
2π
k

)
arbitrairement petites et que des échelles de distances arbitrairement

petites ne peuvent plus être explorées.
On suppose une relation p = f (k) entre p et k . Cette fonction doit être impaire, du fait

de la parité et la fonction inverse doit approcher asymptotiquement une valeur de l’ordre 1
lm

lorsque p tend vers l’infini. Plusieurs formes de la fonctionf peuvent être trouvées par exemple
on prend le choix

p =
~
lm

tan(lmk). (3.1)

En utilisant le développement :

tan(y) = y +
y3

3
+ . . .

au deuxième ordre en lm, p s’écrit :

p = }(k +
l2m
3
k3 + . . .) (3.2)
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Supposant que le commutateur entre X̂ et P̂ garde la forme standard , c’est-à-dire
[
X̂, P̂

]
= i~

, et utilisant la relation générale : [
X̂, A(K̂)

]
= i

∂A

∂K
(3.3)

on obtient la relation de commutation définissant l’algèbre de Heisenberg modifiée :[
X̂, P̂ (K)

]
= i

∂P

∂K
(3.4)

La relation (3.2) donne :

i
∂P̂

∂K
= i~(1 + l2mk̂

2 + ...) (3.5)

et puisque on a :

l2mk̂
2 ∼ l2mP̂

2

}2
+O(l4m) (3.6)

on trouve : [
X̂, P̂ (K)

]
= i~(1 + (

lm
~

)2P̂ 2 + ...) (3.7)

En introduisant un paramètre β, relié à la longueur minimale par :

β = (
lm
~

)2, soit lm = ~
√
β (3.8)

On aboutit à la relation de commutation suivante :[
X̂, P̂

]
= i~(1 + βP̂ 2 + ...) (3.9)

En mécanique quantique, la relation de commutation est reliée directement à la relation d’in-
certitude à travers la formule :

(∆A)(∆B) ≥ 1

2

∣∣∣〈[Â, B̂]〉∣∣∣ (3.10)

Ce qui donne :

(∆X)(∆P ) ≥ 1

2

∣∣∣∣∣
〈
∂P̂

∂k

〉∣∣∣∣∣ (3.11)

Au premier ordre du paramètre β, la relation d’incertitude modifiée aura la forme suivante :

(∆X)(∆P ) ≥ ~
2

(
1 + β

〈
P̂ 2
〉)

. (3.12)
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En utilisant la définition de l’écart quadratique moyen (∆P )2 =
〈
P̂ 2
〉
−
〈
P̂
〉2
on peut

écrire :

(∆X)(∆P ) ≥ ~
2
{1 + β(∆P )2 + γ} (3.13)

avec
γ = β

〈
P̂
〉2

(3.14)

La relation d’incertitude (3.13) implique une incertitude minimale non nulle sur la position ;
elle a été étudiée rigoureusement par Kempf et ses collaborateurs. Dans la section qui suit,
nous allons nous baser essentiellement, pour présenter le formalisme de la mécanique quantique
découlant de cette algèbre modifiée.

3.2 Représentation dans l’espace des impulsions

Considérons l’algèbre de Heisenberg associative générée par les opérateurs X̂ et P̂ satisfai-
sant à la relation de commutation (3.9). Comme on a vu, la relation d’incertitude correspondante
est (3.13). Pour un (∆X) fixe, l’inégalité (3.13) est satisfaite dans l’intervalle : [∆P−,∆P+],
telle que :

2(∆X)(∆P )±
~β

− 1 + γ

β
= (∆P )2± . (3.15)

Ce qui donne

∆P± =
∆X

β~
±

√(
∆X

β~

)2
− 1 + γ

β
. (3.16)

La plus petite valeur de ∆X est celle qui correspond à une racine double, c.-à-d., ∆P− = ∆P+,

soit :

(∆X)0 = ~
√
β
√
γ + 1. (3.17)

La valeur minimale (∆X)min, correspond à γ = 0

(∆X)min = ~
√
β. (3.18)

Dans l’espace des impulsions, où X̂ etP̂ agissent sur les fonctions ψ (p) = 〈p|ψ〉, ces opérateurs
peuvent être considérés comme des fonctions des anciens opérateurs x̂ et p̂, satisfaisant la
relation de commutation canonique : [x̂, p̂] = i~, alors on peut trouver une représentation de X̂
et P̂ qui vérifie la relation de commutation modifiée (2.9). la réalisation la plus simple s’écrit
[27] :
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X̂ = (1 + βp̂2)x̂, P̂ = p̂ (3.19)

où on a :

p̂ψ(p) = pψ(p) (3.20)

x̂ψ(p) = i~
∂

∂p
ψ(p) (3.21)

Alors

X̂ = i~(1 + βp2)
∂

∂p
, P̂ = p (3.22)

Il est facile de s’assurer que cette réalisation vérifie bien la relation de commutation (3.9) .

3.2.1 Produit scalaire et relation de fermeture

La condition la plus importante que doit satisfaire la représentation (3.22), est la préser-
vation de la symétrie des opérateurs X̂ et P̂ , pour que leurs valeurs propres soient réelles. Du
moment que P̂ n’est pas modifié, alors sa symétrie est évidente ; il n’en est pas le cas pour
l’opérateur X̂. En effet, la condition de symétrie s’écrit :(

〈ψ| X̂
)
|ϕ〉 = 〈ψ|

(
X̂ |ϕ〉

)
. (3.23)

Cette condition n’est pas satisfaite par rapport au produit scalaire ordinaire :

〈ψ|ϕ〉 =

+∞∫
−∞

dpψ∗(p)ϕ(p). (3.24)

Pour que l’opérateur X̂ soit symétrique, il faut modifier le produit scalaire de la façon suivante :

〈ψ|ϕ〉 =

+∞∫
−∞

dp

1 + βp2
ψ∗(p)ϕ(p) (3.25)

Le facteur 1
1+βp2

est nécessaire pour éliminer le facteur correspondant de l’opérateur X̂ .
La modification du produit scalaire implique une nouvelle relation de fermeture ; celle-ci

devient :

+∞∫
−∞

dp

1 + βp2
〈p |p〉 = 1. (3.26)
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En insérant cette dernière relation dans le produit scalaire de deux vecteurs propres de l’opé-
rateur impulsion , on obtient :

〈p′′
∣∣∣p′〉 =

+∞∫
−∞

dp

1 + βp2
〈p′′ |p〉 〈p

∣∣∣p′〉 . (3.27)

On en déduit, immédiatement, la nouvelle relation d’orthonormalisation :

〈p
∣∣∣p′〉 = (1 + βp2)δ(p− p′). (3.28)

3.3 Généralisation à N dimensions

Maintenant nous allons étendre le formalisme étudié au cas à plusieurs dimensions ;
le principe étant le même que dans le cas à une dimension , nous allons présenter les outils
nécessaires sans démonstration.

3.3.1 Relation d’incertitude généralisée à N dimensions

Une généralisation naturelle de la relation de commutation (3.9), préservant la symétrie
rotationnelle, s’écrit [27] : [

X̂i, P̂j

]
= i~δij(1 + βP̂ 2) (3.29)

avec

P̂ 2 =
N∑
i=1

P̂i
2

(3.30)

Si on pose : [
P̂i, P̂j

]
= 0, (3.31)

l’identitée de Jacobi donne :[
X̂i, X̂j

]
=

2βi~
(1 + βp̂2)

(
P̂iX̂j − P̂jX̂i

)
, (3.32)

ce qui mène naturellement à une algèbre de Heisenberg non commutative.
La relation d’incertitude impliquée par (3.29) s’écrit :

(∆Xi)(∆Pj) ≥
~
2
δij

(
1 + β

N∑
k=1

[
(∆Pk)

2 + 〈pk〉2
])

(3.33)

N étant la dimension de l’espace. Cette relation d’incertitude implique des incertitudes mini-
males non nulles sur toutes les composantes de vecteur position.
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On peut déduire facilement, comme dans le cas à une dimension :

(∆Xi)min = ~
√
Nβ, ∀i (3.34)

Dans l’espace des impulsions, la représentation la plus simple, satisfaisant à la relation
(2.28) à la forme ([27]) :

X̂i = i~(1 + βp2)
∂

∂pi
, P̂i = pi (3.35)

Les opérateurs X̂i et P̂j sont symétriques par rapport au produit scalaire :

〈ψ|ϕ〉 =

+∞∫
−∞

dNp

1 + βp2
ψ∗(p)ϕ(p) (3.36)

Il est important de noter, que la relation de commutation (3.29) a été généralisée pour avoir
non seulement une incertitude minimale non nulle sur la position, mais aussi, pour assurer que
les opérateurs X̂i et P̂i soient auto-adjoints [28]. La relation de commutation la plus générale
s’écrit [28], [26], [31] et [33] :[

X̂i, P̂j

]
= i~

[
δij(1 + βP̂ 2) + β

′
P̂iP̂j

]
,
(
β, β

′
> 0
)

(3.37)

alors, l’identité de Jacobi implique l’algèbre "non commutative" suivante :

[
X̂i, X̂j

]
= i~

(
2β − β ′

)
+ β

(
2β + β

′
)
P̂ 2

1 + βP̂ 2

(
P̂iX̂j − P̂jX̂i

)
. (3.38)

En supposant que ∆Pj ne dépend pas de j, on peut déduire facilement la relation d’incertitude
correspondant à la relation de commutation (3.37) :

(∆Xi)(∆Pj) ≥
~
2
δij

[
1 +

(
Nβ + β

′
)

(∆Pj)
2 + γ

]
(3.39)

Avec

γ = β

N∑
k=1

〈Pk〉2 + β 〈Pi〉2 (3.40)

La minimisation de cette dernière relation par rapport à ∆Pj donne :

(∆Xi)min = ~
√(

Nβ + β
′)
, ∀i (3.41)

Dans la littérature, plusieurs représentations des opérateurs X̂i et P̂j ont été utilisées. Le
choix de la représentation se fait toujours en supposant que X̂i et P̂j comme des fonctions
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des opérateurs x̂i et p̂jsatisfaisant les relations de commutation canoniques de la mécanique
quantique ordinaire.

Une de ces représentations et celle utilisée en [28] :

X̂i = i~
[(

1 + βp̂2
) ∂

∂pi
+ βp̂ip̂j

∂

∂pj
+ γp̂i

]
, P̂i = pi. (3.42)

Ou bien

X̂i =
(
1 + βp̂2

)
x̂i + βp̂ip̂jx̂j + γ̃p̂i P̂i = p̂i. (3.43)

3.3.2 Représentation du groupe des rotations

Les relations de commutation (3.31), (3.37) et (3.38) ne brisent pas la symétrie par rapport
aux rotations. En effet, les générateurs de rotations peuvent encore s’exprimer en fonction des
opérateurs de position et d’impulsion comme :

L̂ij =
X̂iP̂j − X̂jP̂i

1 + βP̂ 2
. (3.44)

Ainsi, il satisfaissant les relations de commutation :

[
X̂i, L̂jk

]
= i~

(
δikX̂j − δijX̂k

)
,[

P̂i, L̂jk

]
= i~

(
δikP̂j − δijP̂k

)
, (3.45)[

L̂ij, L̂kl

]
= i~

(
δikL̂jl + δjlL̂ik − δilL̂jk − δjkL̂il

)
.

Dans le cas particulier à trois dimensions, l’opérateur de moment angulaire modifié s’écrit :

L̂i =
1

1 + βP̂ 2
εijkX̂jP̂k. (3.46)

Les relations de commutation habituelles entre les opérateurs de position, d’impulsion et de
moment angulaire restent valables :

[
X̂i, L̂j

]
= i~εijkX̂k ,[

P̂i, L̂j

]
= i~εijkP̂k , (3.47)[

L̂i, L̂j

]
= i~εijkL̂k .

La relation de commutation (3.38) peut s’écrire comme :[
X̂i, X̂j

]
= −i~

(
2β − β ′ + β

(
2β + β

′
)
P̂ 2
)
εijkL̂k. (3.48)



Chapitre 4

Oscillateur de Dirac en présence des
longueurs minimales :

Dans ce chapitre nous allons chercher la solution de l’oscillateur du Dirac en présence
des distances minimales ou nous allons utiliser l’algèbre (3.37) . Comme dans le cas ordinaire,
l’équation de Dirac s’obtient en appliquant le changement p → p − iβ̃mwR dans l’équation
d’une particule libre (2.27) tel que[

cα̃(p− iβ̃mwR) + β̃mc2
]
ψ = Wψ (4.1)

où m est la masse au repos, w est la fréquence du Dirac oscillateur, α̃ et β̃ sont les matrices de
Dirac et ψ =

(
ψa
ψb

)
est un spineur à deux composants.

En utilisant (2.19) ,on obtient :

W

(
Ψa

Ψb

)
=

{(
0 cσ(p+ imwR)

cσ(p− imwR) 0

)
+

(
mc2 0

0 −mc2
)}(

Ψa

Ψb

)
(4.2)

Ou bien (
W −mc2

)
ψa(p) = cσ(p+ imwR)ψb(p), (4.3)(

W +mc2
)
ψb(p) = cσ(p− imwR)ψa(p). (4.4)

Multiplions (4.3) par (W + mc2) et (W +mc2) par (4.4) et combinons entre les deux
résultats, on obtient

(W 2 −m2c4)ψa(p) = c2
[
p2 + (mwR)2 + imw [σR, σp] + im2w2σ (R ∧R)

]
ψa(p) (4.5)

En utilisant (2.37) , (3.37) et (3.38) , on obtient
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[σR , σp] = −i~
(

1 + (β + β
′
)p2
)(2σL

~
+ 3

)
(4.6)

R ∧R=−i~
(

2β − β ′ + (2β + β
′
)βp2

)
L (4.7)

En remplaçant des équations ci-dessus dans (3.29) qui donne

(W 2 −m2c4)

c2
ψa(p) =

{[
−2mw(1 + (β + β

′
)p2 + (mw)2 ~(2β − β ′ + (2β + β

′
)βp2)

]
σL

−3mw~
(

1 + (β + β
′
)p2
)

+ p2 + (mwR)2
}
ψa(p) (4.8)

Les deux derniers termes du côté droit représente le Hamiltonien de l’oscillateur
harmonique à 3 dimensions. Le premier terme est la contribution spin-orbite couple avec un
force dépendante du moment. Le deuxième terme est un fonction de décalage dépendant de
moment qui affecte à la fois les niveaux d’énergie et les fonctions d’ondes.

4.1 Fonctions d’ondes

Maintenant nous allons chercher les fonctions d’onde du Oscillateur de Dirac dans l’espace
des moments en résolvant (4.8). Pour cela nous décomposons la fonction d’onde en une partie
radiale et une partie spin-angulaire

ψ(p) =

(
ψa(p)

ψb(p)

)
=

(
F (p)xmjκ (p̂)

G(p)xmj−κ(p̂)

)
(4.9)

Où p̂ = p/ |p| est un vecteur unitaire. L’opérateur de position dans la représentation des
moments est donnée par :

− 1

~2
R2 =

[(
1 + (β + β

′
)p2
) ∂

∂p

]2
+

[
2

p
+ 2(β + γ)p

] [
(1 + (β + β

′
)p2)

∂

∂p

]
− L2

p2
−
(
2βL2 − 3γ

)
+
[
γ
(

3β + β
′
+ γ
)
− β2L2

]
p2. (4.10)

L’opération de (σL) sur la fonction moment angulaire-spin xmjk (p̂) a pour résultat

σLxmjκ (p̂) = ~κxmjκ (p̂), (4.11)

où le nombre quantique k est égal à [s(2j + 1)− 1] .
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En substituant (4.10) and (4.11) en (4.8), on obtient :

1

c2

(
w2 −m2c4 + 2mw~κc2 −m2w2~2c2κ(2β − β ′) + 3mw~c2

)
F (p) = −m2w2~2{[(

1 + (β + β
′
)p2
) ∂

∂p

]2
+

[
2

p
+ 2(β + γ)p

] [
(1 + (β + β

′
)p2)

∂

∂p

]
− L2

p2
− (2βL2 − 3γ)

+

[
−1

m2w2~2
+ γ(3β + β

′
+ γ)− β2L2 +

1

mw~
(2κ+ 3)(β + β

′
)− (2β + β

′
)βκ

]
p2
}
F (p).

(4.12)

En introduisant le changement de variables suivant un paramètre utile ξ sous la forme :

ξ =
1

k
arctan

(
p

√
β + β

′
)

(4.13)

avec ξ ε(0, π/(2
√
k)) où :

k =

√
mw~(β + β

′
) (4.14)

Dans ce cas (
1 + (β + β

′
)p2
) ∂

∂p
=
(

1 + (β + β
′
)p2
) ∂ξ
∂p

∂

∂ξ

=

√
β + β

′

k

∂

∂ξ
(4.15)

Et aussi [
(1 + (β + β

′
)p2)

∂

∂p

]2
=
β + β

′

K2

∂2

∂ξ2
(4.16)

En ramplaçant (4.13) , (4.15) et (4.16) dans (4.12) on obtient

−ζF (p) =

{
∂2

∂ξ2
+

2√
mw~

[√
β + β

′

tan (kξ)
+

(β + γ)√
β + β

′ tan (kξ)

]
∂

∂ξ

−mw~(β + β
′
)L2 cot2 (kξ)−mw~(2βL2 − 3γ)

+
mw~

(β + β
′
)

[
−1

m2w2~2
+ γ(3β + β

′
+ γ)− β2L2

+
1

mw~
(2κ+ 3)(β + β

′
)− (2β + β

′
)βκ

]
tan2 (kξ)

}
F (p) (4.17)
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Où

ζ =
w2 −mc4
mw~c2

+ 2κ+ 3−mw~k(2β + β
′
) (4.18)

Pour plus de simplification, nous mettons

F = Cλ+δf(S) (4.19)

Où S etC sont donnés par
S = sin(kξ), C = cos(kξ). (4.20)

Ce qui donne

∂F

∂ξ
= kCλ+δ

{
−(λ+ δ)

S

C
f + C

∂F

∂S

}
(4.21)

∂2F

∂ξ2
= k2Cλ+δ

[
(1− S2)∂

2F

∂S2
− (2λ+ 2δ + 1)S

∂F

∂S

+

[
(λ+ δ)(λ+ δ − 1)

S2

C2
− (λ+ δ)

]
f

]
(4.22)

En substituant (4.21) et (4.22) dans l’équation (4.17), on trouve

(
1− S2

) ∂2F
∂ξ2
−
(

(2λ+ 1 + 2(1− η)S − 2

S

)
∂F

∂ξ
+

(
ζ

k2
− (2η − 1)× L2 − 3λ)− L2

S2

+

(
λ2 − λ(1 + 2η)− η2L2 +

(2κ+ 3)

k2
− η(η + 1)κ− 1

k4

)
S2

C2

)
f = 0 (4.23)

avec λ est une constante qui sera déterminée plus tard, tandis que δ = γ/(β + β
′
) et η =

β/(β + β
′
). Maintenant nous éliminions la barrière centrifuge en imposant une condition sur λ

qui vérifie l’équation

λ2 − λ(1 + 2η)− η2L2 +
(2κ+ 3)

k2
− η(η + 1)κ− 1

k4
= 0 (4.24)

Les solutions correspondantes sont

λ± =
1 + 2η

2
±
√

(1 + 2η)2

4
+ η2L2 − (2κ+ 3)

k2
+ η(η + 1)κ+

1

k4
(4.25)

Dans ce cas l’équation (4.23) devient

(
1− S2

) ∂2F
∂ξ2
−
(

(2λ+ 1 + 2(1− η)S − 2

S

)
∂F

∂ξ
+

(
ζ

k2
− (2η − 1)L2 − 3λ)− L2

S2

)
f = 0

(4.26)
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En introduisant le changement de fonction f(S) = Sl g(S ) puis le changement de variable
z = 2S2 − 1 dans l’équation (4.26) , on obtient

(1− z2)∂
2g(z)

∂z2
+ [(b− a)− (a+ b+ 2)z]

∂g(z)

∂z

+
1

4

[
ζ

k2
− 2ηL2 − (2l + 3)λ+ l(2η − 1)

]
g(z) = 0 (4.27)

où les paramètres a etb sont définis par :

a = λ+ − η −
1

2
, b =

1

2
+ l (4.28)

On remarque que cette équation différentielle est de type Jacobi avec

1

4

[
ζ

K2
− 2ηL2 − (2l + 3)λ+ l(2η − 1)

]
= n

′
(
n
′
+ a+ b+ 1

)
(4.29)

n
′
= (n− l)/2 . Dont la solution correspondante est donné par

g(z) = NP (a,b)n (z) (4.30)

Avec une constante de normalisation N et P (a,b)n (z) sont les polynomes de Jacobi. On en déduit
que

F (z) = N2−(a+b+η+δ)/2(1− z)(a+η+δ+1/2)/2(1 + z)(b−1/2)/2P
(a,b)

n′
(z) (4.31)

En revenant à l’ancienne variable p

z =
(β + β

′
)p2 − 1

(β + β
′
)p2 + 1

⇒ 1 + z =
2(β + β

′
)p2

1 + (β + β
′
)p2

et 1− z =
2

1 + (β + β
′
)p2

(4.31) devient

F (p) = N
[
1 + (β + β

′
)p2
]−(a+b+η+δ)/2 (√

β + β
′
p

)b−(1/2)
× P (a,b)

n′

(
(β + β

′
)p2 − 1

(β + β
′
)p2 + 1

)
. (4.32)

En remplaçant cette expression dans (4.9) , obtient la formule de spineur Ψa

Ψa(p) = N
[
1 + (β + β

′
)p2
]−(a+b+η+δ)/2(√

β + β
′
p

)b−(1/2)
× P (a,b)

n′

(
(β + β

′
)p2 − 1

(β + β
′
)p2 + 1

)
κmjκ (p̂). (4.33)
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Passons maintenant au calcule du spineur Ψb(p) definit par

Ψb(p) =
cσ(P− imwR)

W +mc2
Ψa(P)

=
cσipi + cmw~σi

(
(1 + βp2) ∂

∂pi
+ β

′
pipj

∂
∂pj

+ γpi

)
W +mc2

Ψa(P) (4.34)

à l’aide des relations suivantes [19]

σi
∂

∂pi
=

(
∂

∂p
+
σL+ 2

p

)
σP = σP

(
∂

∂p
− σL

p

)
, (4.35)

σipipj
∂

∂pj
= (σ · p)

(
p
∂

∂p

)
= σpp

2 ∂

∂p
= p2

∂

∂p
σp, (4.36)

∂

∂p
σp = σp

∂

∂p
. (4.37)

où σp = (σ · p) /p , et l’utilisation de la relation (4.11) , nous obtenons

Ψb(p) =
cσp

W +mc2
[p+mw~

((
1 + (β + β

′
)p2
) ∂

∂p

)
− ~k

p
+ (γ − β~k)p]Ψa(p) (4.38)

En introduisant les propriétés suivantes

σpκmjκ (p̂) = −κmj−κ(p̂)

nous obtenons la fonction d’onde radiale G(p) correspondante au spineur Ψb

G(p) =
−mw~c
W +mc2

[(
1

mw~
+ γ − β~κ

)
p− ~κ

p

+
(

1 + (β + β
′
)p2
) ∂

∂p

]
F (p) (4.39)

dans ce cas , nous utilisons la décomposition suivante , qui sera utile dans le calcul des deux
G(p) et de la constante de normalisation

F (p) =
1

p
f−(δ+η−1)/2R1(p) (4.40)

G(p) =
1

p
f−(δ+η−1)/2R2(p) (4.41)
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où f(p) = 1 + (β + β
′
)p2. En comparant (4.40) avec (4.32), on obtient

R1(p) = N

√
β + β

′
b−1/2

pb+1/2f−(a+b+1)/2P
(a,b)

n′
(z) (4.42)

Utilisant les propriétés des polynômes de Jacobi données dans [44], nous obtenons les résultats
suivantes

a s = 1/2

R2(p) = −mw~cN
√
β+β

′ b−1/2

W+mc2

[
f
∂

∂p
+

(
1

mw~
− β~k

)
p− ~k

p

]
pb+

1
2 .f−

a+b+1
2 .P (a,b)

n′
(z)

=
−2mw~cN

√
β + β

′b− 1
2

W +mc2
pb−

1
2f−

a+b+1
2 ×

[
(1 + z)

d

dz
+ b

]
P
(a,b)

n′
(z)

= −2mw~c(β+β′ )(a+b+n′+1)N
√
β+β

′ b−
1
2

W+mc2
.pb+

3
2 .f−

a+b+3
2 .P (a+1,b+1)

n′−1 (z) (4.43)

b s = −1/2

R2(p) = −mw~cN
√
β+β

′ b−
1
2

W+mc2

[
f
∂

∂p
+

(
1

mw~
− β~(k + 1)

)
p− ~(k + 1)

p

]
× pb+ 1

2f−
a+b+1

2 P
(a,b)

n′
(z)

=
−2mw~c(b+ n

′
)N
√
β + β

′b− 1
2

W +mc2
pb−

1
2f−

a+b+1
2 P

(a+1,b−1)
n′

(z) (4.44)

La constante de normalisation peut être calculée en utilisant la relation de fermeture modifiée∫ ∞
0

dp

f(p)

(
|R1(p)|2 + |R2(p)|2

)
= 1 (4.45)

En substituant (4.42)-(4.44) dans (4.40) et (4.41), on obtient les expressions finales des fonctions
radiales des fonctions d’onde normalisées

F (p) =

(
W +mc2

2W

)1/2
× An

′
(a, b)P b−1/2f−(1/2)(a+b+η+δ)P

(a,b)

n′
(z) ,

G(p) = −ε
(
W +mc2

2W

)1/2
× Añ

′
(ã, b̃)P b̃−1/2

× f−(1/2)(ã+b̃+η+δ) P (ã,̃b)
ñ′

(z) (4.46)

Où
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An
′
(a, b) =

(
2(β + β

′
)b+1(a+ b+ 2n

′
+ 1)n

′
!Γ(a+ b+ n

′
+ 1)

Γ(a+ n′ + 1)Γ(b+ n′ + 1)

)1/2
,

ã = a+ 1 , b̃ = b+ 2s , ñ
′
= n

′ − s− 1

2
, ε =

W

|W | (4.47)

et n
′
= 0, 1, 2...., sauf pour le cas ou s = 1/2 et ε = −1,ou n

′
= 1, 2, 3, ....

Pour trouver la limite non relativiste de l’équation d’oxillateur de Dirac avec la longueur
minimale, on remplace W = mc2 + E par E << mc2 dans (4.5) puis on divise le résultat sur
2m. Ce qui donne

EΨa(p) = [
p2

2m
+

1

2
mw2R2 − µSL(p)σL

−3

2
~w(1 + (β + β

′
)p2)]Ψa(p) (4.48)

où

µSL(p) =
w

~

(
1 + (β + β

′
)p2
)
− w2

4

(
2β − β ′ + (2β + β

′
)βp2

)
. (4.49)

Nous remarquons que la présence des longueurs minimales, conduit à l’apparaition des
nouveaux termes d’intéraction. Le deuxième terme de (4.48) représente une couplage spin-
moment angulaire avec un terme de couplage µSL(p) dépendant de la mouvement. Comme il
est bien connu, l’intéracion spin-moment angulaire est générée par le potentiel scalaire dans le
cas habituel. Dans notre cas, un tel potentiel scalaire peut être attribué à un champ de type
gravitationnel généré par la perturbation de l’espace en présence de les longueurs minimales.

4.2 Spectre d’énergie

Pour calculer le spectre d’énergie de l’oscillatour de Dirac en présence des longueurs mini-
males, il suffi t de remplacer les expressions de n

′
, a, b, λ+ et ζ dans (4.29) et résoudre le résultat

pour W . Ce qui donne

W 2 −m2c4 = mw~c2 ×

2

(
n+

3

2

)[
1− εk1 + (mw~)2

(
(β
′
+ 3β)2

4
+ β2L2

)]1/2

+mw~

[
(β + β

′
)

(
n+

3

2

)2
+ (β − β ′)×

(
L2 +

9

4

)
+

3

2
β
′

]
− εk2

}
(4.50)

Où
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εk1 = 3

(
1 +

2

3
k

)
mw~

(
β + β

′
)
−m2w2~2β

(
2β + β

′
)
k ,

εk2 = 3

(
1 +

2

3
k

)
−mw~k

(
2β − β ′

)
(4.51)

Qui sont les termes exprimant le couplage spin-moment angulaire. On remarque que (4.50) ne
dépend pas de paramèter γ.En déveleppant (4.50) au premier ordre en β et β

′
, nous obtenons

W 2 = m2c4 +mw~c2 × {2
(
n− j +

1

2

)[
1 +

mw~β
2

(
n− j +

1

2

)]
+
mw~β ′

2

(
n+ j +

9

2

)
+mw~β ′(−4n− 2nj − 3)} (4.52)

Pour j = l + (1/2)

W 2 = m2c4 +mw~c2 × {2
(
n+ j +

3

2

)[
1 +

mw~β
2

(
n+ j +

3

2

)]
+
mw~β ′

2

(
n− j +

7

2

)
+mw~β ′ (−2n+ 2n− 3)}, (4.53)

Pour j = l − (1/2).

Pour β, β
′ → 0 on obtient le spectre d’énergie de l’oscillatour de Dirac habitule

W 2 −m2c4 = 2mw~c2 [n− j + 1/2] , j = l +
1

2

W 2 −m2c4 = 2mw~c2
[
n+ j +

3

2

]
, j = l − 1

2
(4.54)

On remarque qu’on a une dégénérescence de tous les états avec n±q et j±q pour j = l+ 1
2

,où q est un entier, et de tous les états avec n±q et j±q pour j = l− 1
2
. Il est important de

noter que le spectre d’énergie contient des termes supplémentaire proportionnels à n2 , ce qui
indique un confinement dur .Ce comportement est similaire au problème de mouvement d’une
particule dans le mouvement d’une particule ponctuelle dans potentiel de puits. Dans notre cas

les limites du puits sont localisées à 0 et π/
(

2
√
mw~

(
β + β

′))
.

En introduisant W = mc2 + Wnr avec Wnr << mc2 dans (4.50) , on obtient la limite non



relativiste du spectre d’énergie en présence des longueurs minimales :

Wnr = ~ω


[
n+

3

2

][
1 + (mw~)2

(
(β
′
+ 3β)2

4
+ β2L2

)
− εk1

] 1
2

+
mw~

2

[(
β + β

′
)(

n+
3

2

)2
+
(
β − β ′

)(
L2 +

9

4

)
+

3

2
β
′

]
− εk2

2

}
. (4.55)

Le développement en séries dans cette formule en terme de β et β
′
nous donne :

Wnr = ~ω
{(

n− j +
1

2

)[
1 +

mw~β
2

(
n− j +

1

2

)]
,

+
mw~β ′

4

(
n+ j +

9

2

)
−mw~β

(
2n+ nj +

3

2

)}
(4.56)

pour j = l + 1
2

Wnr = ~ω
{(

n+ j +
3

2

)[
1 +

mw~β
2

(
n+ j +

3

2

)]
+
mw~β ′

4

(
n− j +

7

2

)
−mw~β ′

(
n− nj +

3

2

)}
(4.57)

pour j = l − 1
2

Si on met β
′

= 0 et β = 0 dans les deux formules (4.56) et (4.57), on obtient exactement
le spectre d’énergie de l’oscillateur de Dirac standard dans la limite non relativiste :

Wn = ~ω
(
n− j +

1

2

)
, j = l +

1

2

Wn = ~ω
(
n+ j +

3

2

)
, j = l − 1

2
. (4.58)

En mettant n = 2n
′
+ l , nous confirmons que l’énergie moyenne entre les états spin up et

spin down est W̃n = ~w(2n
′
+ l + (1/2)) qui est différente que la valeur propre habituelle des

oscillateurs harmoniques non relativistes par ~w et qui représente la contribution de couplage
spin-moment angulaire.
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Conclusion
L’objet central de ce mémoire était la dérivation des fonctions d’ondes et le spectre d’énergie

de l’oscillateur de Dirac en présence des distances minimales.
Dans le deuxième chapitre nous avons étudié l’oscillateur de Dirac oscillirac dans le cas

standard. On a donné d’abord un rappel sur l’équation de Dirac puis ont dérivé sa solution
pour le cas d’une particule libre et aussi pour la cas de l’oscillateur de Dirac standard.

Dans le troisième chapitre nous avons donné un rappel sur la mécanique quantique basée
sur le principe d’incertitude généralisé. Ce principe stipule à utiliser une relation de dispersion
modifiée ce qui conduit à une relation de commutation et une relation d’incertitude modifiée
et aussi à l’existence d’une longueur minimale non nulle.

Dans le chapitre 4, nous avons résolu exactement l’équation de Dirac pour le cas de l’os-
cillateur de Dirac en 3 dimensions en présence des longueurs minimales. On remarque que la
présence de la longueur minimale conduit à une dépendance quadratique du spectre d’énergie
en fonction du nombre quantique n .Cependant pour β

′
= 0 .Nous voyons que toutes les énergies

dégénérées pour β
′
= 0 se redoublent en présence de β

′
,et l’intervalle entre les énergies divisées

devient plus large si β
′
augmente.
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 الملخص

 ٌؤدي الذي المعمم الٌقٌن عدم مبدأ باستخدام دٌراك لهزاز الكمومٌة الخصائص سندرس المذكرة، هذا فً

 وجود ٌؤدي. بدقة الطاقة وطٌف دوال الموجة حساب ٌتم. بسلم بلانك طول أطوال دنٌا ظهور إلى

 ٌؤدي إلى ظهور امم ،nالطاقة ٌتمثل فً مربع  طٌف ظهور حد جدٌد فً علاقة إلى الأطوال الدنٌا

  العادٌة فً الحالة أٌضًا ولكن الغٌر نسبٌة النهاٌة فً فقط لٌس. للنظام الصلب الحبس خاصٌة

(β = β '= 0،) العادٌة حالة نتائج إلى فالنتائج المحصل علٌها تؤول. 

 

Abstrac 

We study quantum features of the Dirac oscillator using a generalized 

incertainties principal that lead to the appearance of minimal length with the 

order of the Planck length. Wave functions of the system and the 

corresponding energy spectrum are derived rigorously. The presence of the 

minimal length accompanies a quadratic dependence of the energy spectrum 

on quantum number n, implying the property of hard confinement of the 

system. Not only in the nonrelativistic limit but also in the limit of the standard 

case (𝛽 = 𝛽’ = 0), our results reduce to the results of the standard case. 

 

Resumé 

Nous étudions les caractéristiques quantiques de l’oscillateur de Dirac en 

utilisant un principe d’incertitude généralisé conduisant à l’apparition d’une 

longueur minimale avec l’ordre de la longueur de Planck. Les fonctions d'onde 

du système et le spectre d'énergie sont dérivés rigoureusement. La présence 

de la longueur minimale conduit à une dépendance quadratique du spectre 

d'énergie en fonction de nombre quantique n, impliquant la propriété de 

confinement dur du système. Non seulement dans la limite non relativiste mais 

aussi dans la limite du cas standard (𝛽 = 𝛽’ = 0), nos résultats se réduisent à 

résultats de cas standard. 


	Page de Garde Master-FR.doc
	REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
	MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
	UNIVERSITE MOHAMED BOUDIAF - M’SILA
	Mémoire présenté pour l’obtention
	Du diplôme de Master Académique


	Intitulé
	FACULTE DES SCIENCES
	DEPARTEMENT DE PHYSIQUE
	N  :
	DOMAINE : SCIENCE DE MATIERE

	Remerciements.docx
	Dédicace 5.docx
	memoire master guerna lagraa.pdf
	Dédicace.docx
	ملخص.doc



