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Résumé

Dans ce travail, on considére un probléme aux limites mixtes Dirichlet-Neumann pour
les équations de I’élasticité. Sous certaines conditions sur les données initiales, le théoréme
de Lax-Milgram en se basant sur la méthode variationnelle nous permet de démontrer

I'existence et 'unicité d’une solution variationnelle.
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Notations :

Si Q est un domaine ouvert de R™ on a

e O : L’adhérence de Q.

e [': La frontiére de €2 supposée souvent réguliére.

e I'; (i =1,2) : Une partie de la frontiére I'.

o (! (ﬁ) : L’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur €.
e H*2 (T') : L’espace de Sobolev d’ordre +1 sur I'.

e H : Espace de Hilbert.

e (, ) : produit scalaire de X.

o ||| : La norme de X.

e 0;f : La dérivées partielles de f par rapport & la ¢ éme composante x;.
e v/f : Le gradient de f, (i.e V= <§_s{1""’%>)'

e div f : La divergence de f (i.e divo = (0y5;)).

e (' : Une constant générique strictement positif.

o div f: (g—;l—i-,...,—i—gc—{l).

e dI' : La mesure superficielle sur I', induite par dzx.
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Introduction

Dans ce mémoire on s’intéresse a I’étude d’un probléme aux limites pour les équations
de I’élasticité. Avec des conditions aux limites mixtes ( Dirichlet-Neumann ). Notre objectif
dans ce travail est, sous certaines hypothéses conditions sur les données, de démontrer un
résultat sur I'existence et 'unicité d’une solution faible, via le théoréme de Lax-Milgram en

se basant sur la méthode variationnelle.
Ce travail se décompose de trois chapitres comme suit :

Dans le premier chapitre on donne quelques rappels sur les espaces de Lebesgues, ainsi
que leurs propriétés les plus importantes. Aussi nous allons démontrer quelques inégalités

telles que I'inégalité de Holder, 'inégalité de Young et I'inégalité de Minkowski.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse beaucoup aux espaces de Sobolev que jouent
un role trés important dans I’étude des problemes liés aux équations aux dérivées partielles.
On commence par donner quelques rappels sur la théorie élémentaire des distributions, puis
on présente un rappel sur les espaces de Sobolev ainsi que leurs propriétés. Ensuite, nous
allons donner quelques notions sur le théoréme de trace, la formule de Green, 'inégalité de

Korn et celle de Poincaré.

Dans le dernier chapitre, on s’intéresse a I’étude d’un probléme aux limites mixtes,
Dirichlet-Neumann, associé aux équations de 1’élasticité. Sous certaines hypothéses sur les
données, et aprés avoir introduit la formulation variationnelle du probléme considéré, le
théoréme de Lax-Milgram. nous permet de prouver l'existence et 1'unicité d'une solution
faible.

Ce mémoire se terminer par une conclusion générale.



Chapitre 1

Espaces de Lebesgue LP ()

Résumé. Dans ce chapitre nous allons présenter quelques rappels sur les espaces de
Lebesgue ainsi que leurs propriétés les plus importantes. Aussi nous allons démontrer

quelques inégalités telles que 'inégalité de Holder, I'inégalité de Young et celle de Minkowski.

Continu :
1. Quelques définitions;
2. L’espace L (Q);
2.1. Inégalité de Holder;
2.2. Inégalité de Minkowski;
2.3. La réflexivité dans les espaces de Lebesgue;
2.4. Dual dans les espaces de Lebesgue;

2.5. Séparable dans les espaces de Lebesgue.



1.1. Quelques définitions

1.1 Quelques définitions

Définition 1.1.1 (Fonction mesurable) [8] Soit Q un ouvert de R™. Une fonction f: Q —

R est dite mesurable si pour tout o € R, ’ensemble
F,={ze€Q: f(x)>a}.
est mesurable au sens de Lebesgue.

Définition 1.1.2 (Fonction intégrable) [8] Soit Q un ouvert de R", on dit qu’une fonction

mesurable f : ) — R est intégrable au sens de Lebesgue si

/|f(x)|da:<oo.

Définition 1.1.3 (Egalité p.p) Soient f, g deuz fonctions mesurables, on dit que f et g sont

égaux presque pour tout et 'on note f = g p.p. Si l’ensemble

p{re: f(x)#g(x)})=0.

Définition 1.1.4 (Support d’une fonction continue) [8] Soit f : Q — R une fonction con-
tinue. On appelle support de f ’ensemble

supp(f) = {z € Q: f(z) # 0}.

Définition 1.1.5 (L’espace C.() ) [8] On désigne par C.(2) l'espace des fonctions con-

tinues sur ) a support compact. C’est-a-dire :

Ce(Q) = {f : supp(f) C Q}.

Définition 1.1.6 (Norme) [6] Soit X un espace vectoriel sur le corps k . Une norme dans

X est une application f : X — Rt qui satisfait aux conditions suivantes :
VeeX, f(z)=0&2=0,
Veek, Ve e X,  f(cx)=|c f(x),
Vo,ye X2, fla+y) < fl@)+ f(y).

On note la norme dans X par ||| et le couple (X, ||-||y) est appelé un espace vectoriel

normeé.



1.1. Quelques définitions

Définition 1.1.7 (Suit de Cauchy) [11] Soit (X, ||-||y) un espace vectoriel normé. Une suite

(Tn)nen de X est de Cauchy si et seulement si
Ve>0,INeN": Vn,m >N = ||z, —xn|y <€
On dit que (X, ||-||x) est complet si toute suit de Cauchy de X est convergente.

Définition 1.1.8 (Espace de Banach) [11] Un espace de Banach est un espace vectoriel

normé et complet.

Définition 1.1.9 ( Dual topologique) [6] Soit X un k-espace normé. L’espace des formes
linéaires continues, noté L(X, k), est appelé le dual topologique de X, sera noté X'. C’est
donc l’ensemble des formes linéaires continues sur X ou encore l’ensemble des formes

linéaires f sur X telles que :
da>0,Vre X, |f(z) <alz|y.

Muni de la norme duale définie par

[fllx = sup_ |f ()]

reX
lzllx <1
Définition 1.1.10 (Espace réflexif) [3] Soit X espace de Banach et soit J l'injection canon-
ique de X dans X". On dit que X est réflexif si J(X) = X" (J est bijective).

Définition 1.1.11 (daule de X') [3] Soit X un espace de Banach, X' son dual muni de sa

norme et soit X" son bidual, c’est a dire le dual de X', muni de la norme

[€llxr = sup  [(&, )], VE e X7,
fex’

<1

Définition 1.1.12 (Injection canonique) [3] On a une injection canonique J : X — X"
définie comme suit, soit x € X fixé, Uapplication f —— (f,z) de X' dans R constitue une

forme linéaire continue sur X', c’est-a-dire un élément de X" noté J, tel que

(Joy [)xrxr = {f,2)x1 x , Ve € X,Vf e X'



1.2. L’espace LP (£2)

Il est clair que J, est linéaire et isométrie (||J;||xn = ||z||x pour tout x € X). En effet

I ellcr = sup |{Je, £} =

sup [(f,z)| = [l x -
I1£1l < fl <1

Définition 1.1.13 (Adhérence) Soit A une partie de X. On appelle adhérence de A et on

note A Uensemble de tous les points adhérents & A.
Définition 1.1.14 (Dense) Une partie A de X est dite dense dans X si A = X.

Définition 1.1.15 (Espace métrique) Soit X un ensemble. Une distance sur X est une

application d : X x X — R wvérifiant pour tout x, y, z € X :
(d(z,y) =0<+= (v =1y);
d(z,y) =d(y,x) (symétrie);

d(z,2) <d(z,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire).

Le couple (X, d) est dit espace métrique.

Définition 1.1.16 (Séparabilité) [3] On dit qu’un espace métrique est séparable s’il existe

un sous-ensemble D C X dénombrable et dense.

Définition 1.1.17 (Uniformément convezes) [3] On dit qu’un espace de Banach X est
uniformément convexe si Ve >0, 36 > 0

tel que :

(ryeX, el <L vl <1etle—yl >e>:»(

r+y
<1-4]).
7 <1-9)

1.2 L’espace L7 ()

Définition 1.2.1 (Espace de Lebesgue) [8] Soit Q2 un ouvert de R", et soit p € R avec
1 < p<oo. On appelle lespace de Lebesgue LP () ’ensemble

LP(Q)={f:Q—R|f mesurable et |f|" € L'() }.

De plus, pour toute fonction f € LP (2) muni de la mesure dx, on pose :



1.2. L’espace LP (£2)

1l = / @) de
Q

St p=o0o et f:Q— R mesurable, alors on définit |||

1f]l oo = Supess(f) = nf{a: [f(z)] < p.p.}.

Définition 1.2.2 (Ezxposant conjugué) [8] Soit 1 < p < oo, on désigne par p' = q lexposant

conjugué de p qui vérifie Ilj + % = 1.

Théoréme 1.2.1 (Inégalité de Young) [8] Soit 1 < p < oo et q son exposant conjugué.

Alors pour tout a > 0,b >0 on a

1 1
ab < —a? + =b.
p q

Démonstration. [3] soit a,b > 0. La fonction log étant concave sur |0, co[ on a

1 1 1 1
log(—a? + =b?) > —loga®” 4+ —log b? = log ab.
p q p q

1.2.1 Inégalité de Holder

Théoréme 1.2.2 [8] Soient f € LP () et g € L1(2) avec 1 < p,q < o0 g 113 —l—% = 1.
Alors
fge L' (),

et
/ £ @) g @) de < Il Il -
Q

Pour p =2 = q on retrouve l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Démonstration. [3] Pour p =1 et si p = 0o est évidente.

Supposons donc que 1 < p < oo, d’aprés le théoréme 1.2.1 on pose :



1.2. L’espace LP ()

a=|f(z)] et b=lg(x)],

donc

(@) 9(2)] < %If(-r)lp " % (@)l p.psur Q.

Il en résulte que fg € L' () et que:
p o Ly
|f )| de < - ||f||LP+5||g||Lq' (1.1)

Remplagant dans (1.1) f par Af ( A > 0) il vient :

/ F (@) g (@) dz < 2 | fI, +%ngiq. (1.2)

Q

On choisit A = || f||» llgl/z donc de (1.2)

q q
(N1 lglipa)P— Al lgllze)
/’f ‘d.ﬁE g ” HLP H HL‘I) ”inp + (H HLP ” HLQ HgHLQ7
p q
1 1 1 1
ou (—+- = Lp=qlp—1) et —=1--),
p q p q

[ 1@ < Wlielobis , Ve lolis

implique

11
/|f($)g(f€)! dz < (]—9 + 5) £l o gl o -

Q

Donc

/|f< Vg (@) dz < 1l gl -

Q

Corollaire 1.2.1 [1]/ Sip >0, ¢>0etr >0tq ;+ = Vf € LP(Q) et Vg € L)(Q) alors

fge L' (Q),



1.2. L’espace LP (£2)

et
1fgll e < Nl zo llgll 2o -

Preuve. [5] Soient f € LP(Q2), g € LI(Q); On a

%I

=1
=1

R g =
NN

el Ll U
S

NN
@l

= 1. D’autre part, on a

5 IR =
Sl

. 1,1
Ce qui donne 51T 7=

/\f rd:v—/|f W lg @) dz < 17T Lo Mol

On a
VAo Mol e = NI Ml
égale a
[l @r i [latras) |
Q Q
et égale a
Jir@ras| | [la@pa
Q Q
Donc
. : :
/!f e <| [Ir@rdas) | [la@ra) .
Q

Q

et par conséquent
1l < 1fllzo lgll o -

Corollaire 1.2.2 [3] Soient fi,- - -,
11 ... 1
P p T + Pk s L

Alors le produit f = fi,---, fr € LP(Q) et

k
||f||LP < H ||f7«||LPz
i=1

fr des fonctions telles que f; € LPi(Q) 1 <1 < k avec



1.2. L’espace LP (£2)

Théoréme 1.2.3 (l'inégalité d’interpolation ) [1] Soit 1 < p < q < r telle que % = g—i— L

pour tout 0,0 <6 < 1.
Si felP(Q)NL (), alors f € L1(Q) et

0 1-0
1l e < A 1111z

Preuve. [1] Soit s = % telle que s > let s = =% = —L— sir < oo, d’apres le

s—1 (1-0)q
théoréme 1.2.2,

|mm=:/mmwx

Q

=/umﬂww“mm

Q
1

s/

|f(2)|"" da [f@)| "0 e |
/ /

Q

N

donc

1o < WA A1

De méme pour r = o00. =

1.2.2 Inégalité de Minkowski
Théoréme 1.2.4 (Inégalité de Minkowski)[1] Soient f,g € LP(2) .Si 1 < p < oo alors
1F+ gl < A + Nl -

Preuve. [3] Soient f, g € LP (). Sip =1 et p = oo, alors I'inégalité

[1@+g@lar< [if@ldos [lo@]ds

est évidente.

Supposons que 1 < p < oo et soient f, g € LP(£2) On a

[f(@) + g(@)" < (If (@) +1g ()] <27 (If ()" + g (#)[") -



1.2. L’espace LP (£2)

Par conséquent f + g € LP (€2). D’autre part on a

If+9lz, = /If(ﬂf)+g(ﬂf)||f(:v)+g($)lp1d$

Q

S /‘f(m)\ If (@) + g (x)"! dl’+/‘g(x)\ f () + g (x)["~" da.

0 0
Or |f +g[" " € L1(Q) et grace a Iinégalité de Holder on obtient
1 +at M = | [ 17 @+ g @l
Q

11
p

- /|f(a:)+g(:v)|pdx = /If(a:)+g<:v)lpd:v )

Q

hSA

donc

117+ gl o = If + gl
D’ou il vient
1L+ gl < IF+ gl 11 + 1L + gl gl -
C’est a dire :

||f+g||LP < ||f||LP + ||9||Lp-

Théoréme 1.2.5 [3] LP (Q) est un espace vectoriel et ||-||;, est une norme pour tout 1 <

P < Q.

Démonstration. Soient f,g € L? () et o € k.

1
p

a) Supposons que || f||;, = 0, alors /|f ()P dx | = / If (x)]Pdz=0
0 Q
et par conséquent f =0,

b) on a [laf|l,, = / of @ dr| =l If]-

Q
&) 11 + 9l < £l + llgl,» (dapres de inégalite Minkowski). m

10



1.2. L’espace LP ()

Théoréme 1.2.6 (Fischer-Riesz) [3] LP () est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Démonstration. [3] 1) Supposons d’abord que p = co. Soit (f,,) une suite de Cauchy
dans L> (€2). Etant donné un entier k£ > 1, 3 Ni tel que

1
[ fn = frllpeo < 7 bour m,n > Ng.
Donc il existe £ négligeable tel que :

@)~ ful@) < 1 Vo € D\Bx mon > N (1.3)

En fin, posant F = U E) (E est négligeable), on voit que pour tout z € Q\E la suite (f,)
k
est de Cauchy (dans R). Soit f,(x) — f(x), pour x € Q\FE.En passant a la limite dans

(1.3), il vient

Vo € O\E ,VYn > N,.

T =

’nll—{%o |[fn(7) = fulz)| = |f(7) — fulz)] <

Donc f € L™ (Q) et || f — foll <

2) Supposons maintenant que 1 < p < oo et soit (f,,) une suite de Cauchy dans L? (2).

£,V = Ny , et par conséquent || f — full o — 0.
Pour conclure il suffit de montrer qu’une sous-suite extraite converge dans L? (€2). On extrait

une sous-suite (f,,) telle que :

||fnk+1 - fnk”Lp < —, Vk > 1

(on procéde comme suit: il existe ny tel que || f — full;p < % pour m,n > nj;on prend

1

57 pour m,n = ng,- - -etc). On va montrer que

ensuite ny > ny tel que ||fi — fullr <

fn,, converge dans LP (€2). Pour simplifier les notations on écrit f; au lieu de f,,,, de sorte

que 'on a
1
ka+1_kaLp gﬁa Vk > 1. (14)
Posant .
gn(2) = | frsa(z) — fulx)].
k=1
Il vient

lgnllz» < 1.

11



1.2. L’espace LP (£2)

On déduit du théoreme de convergence monotone que p.p.sur  ,g,(x) converge vers une

limite finie notée g(x) avec g € L” (£2). D’autre part, on a pour m > n > 2

() = ful@)] < |fn(2) = fna (@) + -+ | foa (2) = ful@)] < 9(2) = gna (@),

11 en résulte que p.p. sur Q , (f, (z)) est de Cauchy et converge vers une limite notée f (x).
On a
|f(x) = fu(z)] < g(z), p.p.sur Q pour n > 2.

Il en résulte que f € LP (Q2). En fin

[ fr — fHLP — 0;

en effet on a
|fu = fI" = 0 p.p.
Et
|fu(z) = f(2)]” < g"().

Majorant intégrable. On conclut grace au théoréme de Lebesgue. m

Théoréme 1.2.7 [3] Soient (f,) une suite de LP (Q2) et f € LP (2), tels que || f — fl| ., — 0

pour n tend vers oo alors il existe une sous-suite extraite (fy,) telle que :

a) fn, (x) — f () p.p. sur Q.
b) |fu, ()] < h(x) Yk et p.p.sur Q,avec h € LP ().

1.2.3 La réflexivité dans les espaces de Lebesgue

Définition 1.2.3 Soit J : X — X"tel que J (x) = f —— (f,x) Un espace X est dit réflexif
si J est bijective de X dans X".

Lemme 1.2.1 (Milman-Pettis) Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

Théoréme 1.2.8 LP (Q) est réflexif pour 1 < p < oo .

12



1.2. L’espace LP (£2)

Démonstration. [3] La démonstration est décomposée en trois étapes.

Preuve. 1) Etape 1:(Inégalité de Clarkson) Soit 2 < p < 00 ;on a

P _
N H f=g

L» 2

f+g 1
|55 < 201 + o) pour tout £, g € 12(2). (15)

P

Lp

11 suffit de montrer que |“52|” + |%52|” < i(|al” + [b]") Va,b € R.
On a

b
2

af + P < (a2+ﬁ2) Vo, > 0.

p
2

Si 8 =1 et la fonction (22 + 1)

=12 done
P 2\ 2 2 2\ 5
a® b\ 1 1
< = (T 2) < lal” 5P
( ) (5+5%) <zlar+;n

2) Etape 2:LP est uniformément convexe, et donc réflexif pour 2 < p < oo. En effet, soit

— a? — 1 est croissante sur [0, +oo[. On pose o = |%E2| et

D 2

a—>
2

a—>
2

a+b
2

a+b
2

e > 0 fixé. On suppose que

1flle <L llgllpe < Tet |[f =gl > e

On déduit de (1.5) que:

p

H% <1- <§>p et donc <1-9,

f+g
2

Lr p

avec
= (1-(5)) =0
=(1-(= > 0.
2
Par conséquent L? (€2) est uniformément convexe, et donc d’apres le théoreme 1.2.8, LP (2)

est réflexif .

Lemme 1.2.2 Soit X un espace de Banach. Alors X est réflexif si et seulement si X' est

réflexif.

Lemme 1.2.3 Soit X un espace de Banach réflexif et soit M C X un sous-espace vectoriel

fermé. Alors M est réflexif .

13



1.2. L’espace LP (£2)

3) Etape 3:LPest réflexif pour 1 < p < 2. Soit 1 < p < 2. On considére 'opérateur
T :LP(Q) — (L9(Q)) défini comme suit :

Soit u € LP () fixé; Papplication f € L7 (Q) — /u (x) f (x) dx est une forme linéaire et
Q

continue sur L? (), notée Tu de sorte que(T'u, f) = /u () f (x)dx pour tout f € LI(9Q).

0
On a (d’apres I'inégalité de Holder)

(T, F)] < Null g 1 1] o -
Et par suite
1Tull oy < [lullgs - (1.6)

D’autre part, posons

fo (@) = lu (@) 2ul@) (fole) = 0siu(x)=0).

On a
fo € L0 follzo = lullZs et (T, fo) = lulls
donc
Il oy > S = . (1.7)

de (1.6) et (1.7) on obtient || Tul| ;4 = [[ul| ,» alors T" est une isométrie de L (£2) dans(L? Q).
d’aprés étape 2 L9 (Q) est réflexif et d’aprés le lemme 1.2.2. (L7 (Q))' est réflexif. Et d’aprés
le lemme 1.2.3 si T (L? (Q2)) est réflexif alors LP (2). m m

Remarque 1.2.1 L? () est uniformément convexe pour 1 < p < 2.

1.2.4 Dual dans les espaces de Lebesgue

Théoréme 1.2.9 (Représentation de Riesz) [3] Soit 1 < p < oo et soit p € (LP (). Alors

il existe u € L7 () unique tel que

(0.d) = [ule)f @ds  vfeD@.
De plus on a

lull o = Ifll oy -

Remarque 1.2.2 Obtenu grdace o ce résultat théorique est : (LP (Q))/ = L1(Q).
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1.2. L’espace LP (£2)

1.2.5 Séparable dans les espaces de Lebesgue

Théoréme 1.2.10 /3] L’espace C. (R2) est dense dans LP () pour 1 < p < oo.
Théoréme 1.2.11 [3] LP (Q) est séparable pour 1 < p < oc.

Démonstration. [3] On désigne par (R;),., la famille (dénombrable) des pavés R de la
N

forme R = H lag, bx[ avec ay, by € Q et R C Q. On désigne par E l’espace vectoriel sur Q
k=1
engendré par les fonctions 1p,,de sorte que £’ dénombrable.Montrons que E est dense dans

LP (). Soit f € LP(Q) et soit € > 0 fixés. Soit fi € C.(Q) tel que ||f — fi|| < €, Soit

un ouvert borné tel que supp f1 C @ C Q .Comme f; C C,(£2) on construit aisément une

fonction f, € Etelle que supp fo C et que | f2 (2) — f1 (z)] < —L+ p.p. sur Q.
|| P
Il en résulte que || f> — fil[o(q) < € et donc

1f = fallp» < 2e.
n
Théoréme 1.2.12 /3] Soit p € (L' (Q))'. Alors il existe u € L™ (Q) unique tel que
/u Ve L'(Q).
Q
On a de plus
[l oo = Nl iy
Remarque 1.2.3 Obtenu grice a ce résultat théorique est :(L') = L.
Proposition 1.2.1 [3]/ L' et L*° ne sont pas réflexifs.
Proposition 1.2.2 [3] L™ n’est pas séparable.

Conclusion 1.2.1 Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces LP :

Espace réflexif Séparable Espace dual
P
Oui Oui L1
l<p<oo
Lt Non Oui L>
L™ Non Non contient strictement L'
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Chapitre 2

Les espaces de Sobolev

Résumé. Dans ce chapitre, aprés avoir donné quelques rappels sur la théorie élémentaire
des distributions, nous allons présenter un rappel sur les espaces de Sobolev ainsi que leurs
propriétés. Ensuite, nous allons donner quelques notions sur le théoréme de trace, la formule

de Green, les inégalités de Korn et de Poincaré.

Continu :
1. Rappels sur les distributions;
2. L’espace W™P (Q);
2.1.  Injections de Sobolev;
2.2.  Traces;
2.3.  Formule de Green;
2.4. Inégalité de Korn ;

2.5. Inégalités de Poincaré.
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2.1. Rappels sur les distributions

2.1 Rappels sur les distributions

Définition 2.1.1 ( Fonctions test) [16] Soit Q un ouvert de R™, on note D (2) ou C° (Q),
I’espace vectoriel des fonctions de classe C'*°a support compact dans 2. Un compact K de 2
étant donné, on note Dyl’espace des éléments de D ()), dont le support est inclus dans K,
1.€.

Dy () ={p € D(Q),suppp C K} .

Définition 2.1.2 Soit (¢,),cn une suite de D (S2), on dit que (p,),cn €St converge vers
p € D(Q), et on note ,, — ¢ dans D (), si et seulement si :

1. 3K compact C 2 tel que Vo, € D () : supp (p,) C K.

2. Pour tout a € N" on a 0%, — 0% uniformément dans Q i.e. Na € N" Ve >

0,7m e N.Vn > m

lim sup  [|0%p, (71, -, 2n) — 0% (21, -+, 20) || = 0.

=0 (g, )EK

Tel que :

dé olel
g, (w1, ) P ) ol =Y o

_ a1
frd axl “ e ax%n —

Proposition 2.1.1 D (Q) est dense dans L* (), i.e, pour tout f € L? () Ve > 0 il existe
e €D(Q), [lo— fll <e

Exemple 2.1.1 Soit f € L} (), l'application :

¢'—>/f

définit une distribution sur Q. L’application de L},.(Q2) — D' (Q) définie par f —— T} est

R

injective. On dira par la suite qu’une distribution T est réguliere s’il existe f € L}, (Q) telle

que Ty =T.

Définition 2.1.3 (masse de Dirac) Soit a € Q C R". L’évaluation ¢ — ¢ (a) définit bien

une distribution, et noté par o4, i.e. (34, ) = ¢ (a) Yo € D (Q) est linéaire et continue.
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2.1. Rappels sur les distributions

Définition 2.1.4 Toute distribution de type Tt est une distribution réguliére.
Proposition 2.1.2 §, n’est pas une distribution régquliére.

Définition 2.1.5 (Distributions) [15] Soit Q un ouvert de R™. On appelle distribution une
forme linéaire sur D (), T : D (Q2) — k vérifiant la propriété caractéristique suivante : ¥
compact K C Q, il existe Cy, > 0 il existe m € N, pour tout p € Dg ().

(T, )] < Cx Y sup |0 (x)] .

la|<m zeK

On note D' () dual topologique de D (§2) est l’espace de distribution.
Remarque 2.1.1 T € D'(Q) si T : D (Q2) — k est linéaire et continue.

Définition 2.1.6 (Dérivation des distributions) Soit T € D' (Q) et a € N". L’opérateur de
dérivation d’ordre o est défini sur D' (2) de la maniére suivante : 0T est une distribution,
définie par :

(0°T, o) = (—)1*N(T,0°%), pour tout ¢ € D ().

Remarque 2.1.2 Dans le cas |a| = 1, cette formule devient donc :

<T} 7@> = _<Tf ’90/>'

Théoréme 2.1.1 Une forme linéaire T : D () — k est une distribution sur € si et seule-

ment si,¥ (¢,),en C D () tendant vers 0 dans D (§2), on a :

lim (T, ¢,,) = 0.

n—oo

Définition 2.1.7 (Transformation de Fourier) [15] Soit f € L' (R"). On appelle transfor-

mation de Fourier de f la fonction, notée f ou F(f), définie par :

~

[ = /eXp(—ix &) f (x) dzx, pour tout £ € R™.

R

En notant x - £ le produit scalaire de R™.
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2.1. Rappels sur les distributions

Définition 2.1.8 (Espace de Schwartz) On dit qu’une fonction f : R" — k est dite a

décroissance rapide si pour tout m = 0, pour tout o € N" on a :

lim |z|™0%f = 0.

|z|—o00

L’ensemble des fonctions a décroissance rapide est l'espace de Schwartz, noté S (R™).

Définition 2.1.9 (Distributions tempérées) Une distribution tempérée est une forme linéaire
continue sur S (R"™) , c’est- a-dire une forme linéaire T' sur S (R™) tel que Im >0, C' >0

pour lesquels :

(T, p)| < C Z suﬂg) }1’0‘8590 (:1:)} < 00, pour tout o, 5 € N", et pour tout p € D ().
jal 18 *<"

On note par l’ensemble de distribution tempérée par S’ (R™).

Théoréme 2.1.2 L’espace D (R™) est dense dans S (R").

Preuve. Pour la démonstration de ce le théoréme voir [15]. =
Remarque 2.1.3

1. DR") c S(R") et S(R") C LP (R"), pour 1 < p < +o0.

2. §'(R") C D' (R™).

Définition 2.1.10 (Convergence dans S’ (R™)) [15] Soit (T,,)nen une suite des éléments de
S (R™) converge vers T', si on a :
lim (T,,, @) = (T, ) pour tout p € S (R").

n—o0

Définition 2.1.11 [15] Soit T € S' (R"). La transformée de Fourier deT' est la distribution

tempérée notée T ou FT définie par :
(T, ) = (T, @), pour tout ¢ € 5 (R)
La conjugée F de F est définie par :

(FT,p) = (T, Fp), pour tout ¢ € S (R™).
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2.2. L'espace WP (1)

2.2 L’espace WP ()

Définition 2.2.1 (Espaces de Sobolev) Soit ) un ouvert de R", un entier m € N et p €
[1,400]. L’espace de Sobolev W™P () est défini par :

WmP(Q)={f e LP(Q)|D*f € L () pour |a|] <m}.

Cet espace est muni de la norme :

1F o0y = Z 1D fllpp(y st1<p<oo,

laf<m

||fHW"w<>(Q) 0<H|15|i§ |1 D* f”Loo i = 00.

Preuve. de |||/

Soient f,g € W™P(Q) et A € k, alors on a
i) H)‘f”WmvP(Q) = Z HDa)‘fHLP(Q) = Z Al ||Daf||Lp(Q) = [A] Z ||Daf||LP(Q)' Drautre

laj<m laj<m laj<m

part,
i) [[fllymas(qy = 0 alors Z 1D fl 1oy = 0 donc || D[l 50y = 0, et par conséquent

laf<m
f=0.
i) || + gl = >, 1D + Doy = D 1D°f + D)l 1oy

lo|<m la|<m

< Y2 (1D Flliagey + 1079 1y ) done

laj<m

1f+ gHWmvP(Q) < ||f||Wm,p(Q) + ||9||Wm,p(ﬂ) :

Remarque 2.2.1
1. Sim =0 alors W (Q) = L? (Q).
2. Pour p =2 l’espace W™P (Q) = W™?2 (Q) et on noté par H™ ().

Proposition 2.2.1 Soit Q un ouvert quelconque de. Alors le sous-espace C* (2)NW™P (§2)
est dense dans W™P ().
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2.2. L'espace WP (1)

Pour la preuve de ce proposition voire [6].

Lemme 2.2.1 Soit X un espace métrique séparable et soit Y un sous-ensemble de X . Alors

Y est séparable.

Proposition 2.2.2 /3]

a) L’espace W™P (Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo.

b) L’espace W™P (Q) est réflexif pour 1 < p < oo.

c) L’espace W™P (Q) est séparable pour 1 < p < oo.

Preuve. a) Soit (f,) une suite de Cauchy dans W™P (Q2). Pour tout multi-indice o
avec 0 < |of < m, (0“f,) est de Cauchy dans LP () donc converge vers f* dans LP ().
Soit ¢ € D (2), on a :

/ 0% o (2) i () di = (—1)" / fo (2) 8% (z) dz,
et par convergence dans LP :
/ £ (2) ¢ (2) dz = (~1)° / 10 (2) 9% () da.
Q Q

Donc f* = 0“f° et (f,) converge vers f = f° dans W™ (Q).

b) WmP (Q) est réflexif pour 1 <p < oo . En effet l'espace produit E = L” (2) x LP (Q)
est réflexif. L’opérateur T : W™P(Q) — E défini par Tu = [u,u'] est une isométrie de
WP (Q) dans E ; donc T (W™P (Q)) est un sous-espace fermé de E. d’aprés le lemme(1.2.3)
T (WmP(Q)) est réflexif et par suite WP (Q) aussi .

c) WP (Q) est séparable pour 1 < p < co. En effet l'espace produit E = LP (2) x LP (Q)
est séparable, d’aprés le lemme(2.2.1) T (W™P (Q))est séparable. Par conséquent W™P ()

est séparable m

Définition 2.2.2 [6] Soit 2 un ouvert de R™, borné ou non. On note Wy'" (Q) l'adhérence

de Uespace D (2) dans W™ (Q) au sens de la norme |||l yymp(q)-

Remarque 2.2.2 Pour p =2 on remplacer Wy"" () par H{" .
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2.2. L'espace WP (1)

Proposition 2.2.3 L’espace D (R") est dense dans W™ (R"™), donc:

W (RY) = Wy (RY).

Preuve. Soit ( € C'(R,) telle que 0 < ¢ (t) <1 :

¢(t) =

1 s 0<t«l1
0 st t > 2.

4
n

On notera que les dérivés 0°¢ <1> sont uniformément bornée par rapport & R > 1. d’aprés

le dérivée u, (x), et nous obtenons l'inégalité :

Alors pour || < m

10%u, — 8uHLP(JR")

on a :

0%, (z)] < e Z ‘85u(x)},Vx€ R™.

18I<|e|

Sl

/ |0%u, (x) — 0%u (x)|” dx

R

B =

/ 0w, () — 0u (2)Pdz | + / 0w, () — 0u ()P da
z|<n x|>n

= 0+ / 0%y, () — O%u (x)Pde | <ec Z |0%u (2)|" da

— 0 quand n — oo.

Cette expression tend vers zéro lorsque quand n — oo, puisque u € W™P (R™), et donc,

}fwu{p e L'. Ainsi, u, — u quand n — oo en W™P (R™) . Maintenant, nous considérons

une sous suite uf, de u,. Alors uf € D () et uf, — wu, quand p — 0 en W™P (R"). II se

ensuit que D (Q) est dense dans WP (R"). En effet, soit u € W™P (R") et soit € > 0.

Nous trouwvons n si grand que ||u, — uHWm,p(Rn) < 5 - Bnsuite, nous trouvons p si petit que

[y = tn | yyrmop ey

<

£
2

. Alors [Juf, — ullyympgny <€ =

22
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2.2. L'espace WP (1)

2.2.1 Injections de Sobolev

Définition 2.2.3 [6] Soit j > 0, on définit la famille des espaces C} (R™) par :
C) (R") = {u € OV (R") Vo € N", |a| < j,3K,, |D%u| ;e < Ko}

Leurs sous-espaces CJ™ (R™) ,ou A\ > 0 sont constitués des fonctions C} (R™) telle que, si

la| < j alors :
AC, Vo, y € R" | D% (2) — D (y)| < Con |z — y|)‘.

Définition 2.2.4 Soient X etY deux espaces vectorielles normées. On dit que X s’injecte
continiment dans Y s’il existe une injection continue i de X dans Y, c’est-a-dire une

injection i et une constante ¢ > 0, telle que : Vo € X, ||li (z)|ly < [|z|lx. On note alors :
X =Y.
Définition 2.2.5 On désigne l'injection de maniére compacte de X dans Y par X —.Y.
Théoréme 2.2.1 (Injection de Sobolev) [6] On suppose p > 1 et m € N. Alors :
1. Sin > mp, pour tout q tel que p < q < np / (n—mp), on a la propriété :
W (R o L9 (R,
c’est-a-dire, il existe une constante c telle que :

HSDHLq(Rn) Sc¢ HSOHWm,p(Rn) ; pour tout p € WP (R").

2. Pourp=1, ona:
W™ (R") — C, (R") .

3. Sin=mp et p>1, alors pour tout q tel que p < q < o0, on a la propriété :
WmP(R") — LT (R").
4. Sip>mn, alors :

0<A<1l—n/p = WY R") — C>*(R").
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2.2. L'espace WP (1)

5. Simp >n lorsquen / p ¢ N et soit j tel que (j —1)p < n < jp alors :
0<A<j—n/p = W™ (R") — C" 7 (R").
Sin/peNetm=>=j=n/p+1 alors

WP (R™) — O P (R™) pour tout A < 1.

2.2.2 Traces

On notera

Ri:{<a}17---7xn)€]R”; ZL’n>0}

Théoréme 2.2.2 Soient Q@ = R’ ou Q C Rt un ouvert borné de classe C*, et soit 1 < p <

0o. Il existe un opérateur linéaire borné T : WP (Q) — LP (0Q) tel que :
Tu=u/0Q si ue W (Q)NC(Q).
La fonction Tu s’appelle la trace de u sur OS) et se note tr u.

Théoréme 2.2.3 Soit Q un ouvert de classe C', alors il existe un opérateur linéaire con-
tinu, appelé opérateur trace et noté vy, de WP () dans L (9)) qui coincide avec l’opérateur

de restriction usuel pour les fonctions continues. Son noyau est
ket () = H3 ().

Définition 2.2.6 Soit ) un ouvert de classe C™, avec m € N* et v, l'opérateur d’écrit

dans le théoréme précédent. On définit alors, par analogie avec le cas 2 = R} :
Yo (W () = W7 (90 ),
que l'on munit de la norme:

HUHWI‘%”’(BQ ) veyi_lll(f{u}) ||U||WmaP(Q) :

Remarque 2.2.3
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2.2. L'espace WP (1)

1. 3o (H (Q)) = H'3 (99,

2. On définit opérateur v; : H™ (Q) — H™ =3 (9Q) se prolonger le théoreme de trace.
Sim,j=1 alors~, : H* (Q) — H2 (8).

Lemme 2.2.2 Soit Q C R™ de classe C*', p € [1,+00[. Siu € WP (Q), il existe une suite
de fonctions (u;),., € CZ° (R") telle que u; — u dans Whr (Q).

Preuve. On ne fera cette preuve que dans le cas {2 = R}, le cas {2 borné s’en déduisant
par une partition de I'unité. D’apres le lemme (2.2.2), il suffit de montrer qu'il existe C' > 0

tel que : pour tout u € C* (R™),

/ lu (21, 2p1,0)|"dzy - - - day 1 < C|ulf?

Rn—1

Wi (R )

On pose pour cela G (t) = |t["~" ¢ pour tout ¢ € R. Pour tout (zy,- - -, z,_1) € R* 1,

+00

G(u (1317 o '7xn—170)) - _/% (Ila T '7'rn—17'rn) dxn
9 n
+0o0

/ 0
= —/G (w(z1, - Tn_y, ) 87“ (21, - - @) dn,

0

ce qui implique

(o¢]
1| Ou
|G(U (Ila oo '7xn7170))’ < p/ |u (:Ela o '7$n717$n)|p ! O (.%'1, o ‘,ilfn) dmn
n
8 P
Uu xla" y Tn—1,Tn Tn + Y xl;"'amn T,
r " o )| d
0
On obtient la conclusion voulue en intégrant en x4, - -, z,_1. ®

Théoréme 2.2.4 On suppose Q C R ouvert borné de classe C'. Alors, pour tout 1 < p <
+00 et pour toute u € WP (),

uwe WP (Q) <= tr u=0 sur 0Q.

Preuve. On suppose d’abord que u € VVO1 P(Q) Par définition, il existe une suite

(uj) ;5 € C° (R") qui converge vers u dans WP (Q). Par continuité de la trace, tr u; — tr
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2.2. L'espace WP (1)

u dans LP (0N)), et comme tr u; = 0 pour tout j, on obtient bien que tr u = 0. Pour
la réciproque, en utilisant des partitions de l'unité et des troncatures, on voitqu’il suffit
de montrer que,si u € WP (Rﬁ) est a support compact dans M et est de trace nulle,
alors u € WyP (R?) . Par le lemme 2.2.2 il existe une suite (4);5, € CF(R") qui

converge vers u dans WP (R%) ,et on a donc tr u; — tr u = 0 dans LP (R"1). S

y = (zq,- - -,xn,l)T cR" ! dy=dxy---drn,_q et x, =0, on a pour tout j
' ou,;
o5 )l < o 001+ [ 52 0] .

0
On en déduit que, pour tout x,, > 0,

Tn

[ wagray<c| [ wword st [ [ veeordde). e
Rn—1

n—1 0 Rn—1

Faisant tendre j vers +00, on obtient donc, pour presque tout x, > 0,

Tn

[ waray<co [ [ 190 @op dy)

Rn—1 0 Rn-1
On fixre maintenant une fonction ¢ € C° (R™) a support dans [0,2], valant 1 sur [0,1] et
compris entre 0 et 1. Pour tous j > 1 et x € R} |, soit (;(z) = ((jr,) et w;(v) =
u(z) (1 —¢; (). On a donc :

et, pour tout 1 <k <n—1,

C ) = ) (1= G ).

8a:k

1l vient que :

2
J

[ 1Vt = Vuaras < ¢ [l @] wu@p + e [ [ oy

0 Rn—1
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2.2. L'espace WP (1)

Il est clair que A; — 0 en raison du support de (;. Quant a By, on écrit, en utilisant (2.1)

J

t
B, < (ij/tp—l // IVulP dr | dt

0 0 Rn—l
< C’jp/tp_ldt// \Vul? dx
0 0 Rn—1
< C’// |Vul? de — 0.
0 Rn—1

On a donc prouvé que Vw; — Vu dans LP (Rﬁ) Comme on a aussi w; — u dans LP (Ri)’
il vient que w; — u dans WP (Ri) De plus, wj (z1,- - -, z,) est nulle si 0 < z,, < %, de
sorte qu’on peut, en régularisant w;, obtenir une suite de fonctions de C° (R™) qui converge

vers u dans W1P (Ri) Ainsi, u € Wol’p (Rﬁ), ce qui termine la preuve. ®

2.2.3 Formule de Green

Théoréme 2.2.5 (Formule d’Ostrogradsky) Soit Q un ouvert borné de classe C* et T' son

bord. Soit F' une fonction de C* (ﬁ) a valeurs dans R™. Alors :

/ div (F (2)) dz = / F(2) - n(z)dr.

Q r

Remarque 2.2.4 Dans cette formule, n(x) est le vecteur unitaire normal a I' au point z,

dirigé vers ’extérieur de §2.
Preuve. Pour la démonstration de ce théoréme voir [10]. ®

Théoréme 2.2.6 (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné de classe C. Alors pour toutes

fonctions u € C? (Q) et soit ve C* () ona:

/Au (x)v(z)de = g—:; (x)v (z)dl — /Vu (x) - Vo (x)dz,

Q Q

ot Ou / On(x) = Vu(z)-n(x).
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2.2. L'espace WP (1)

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoréme 2.2.5 avec F (z) = v (z) Vu (x), alors

/ div (F (2))dz = / div (v (z) Vu () da

_ / (Au(2) v (2) + Vu () - Vo (2))de
Q
= [Au(x)v(x)de+ [ Vu(z)-Vo(x)dr
/ /
= /v () Vu(z) - n (x)dl,
alors :
/Au ()v(x)dr = /v () g—z(x)df‘ — /Vu () - Vv (z)dx.
Q T Q

2.2.4 Inégalité de Korn

Théoréme 2.2.7 (Inégalité de Korn dans LP()) , 1 < p < 0o) Soit 2 un domaine de R™.
Soit l'espace :
E={uelP(Q)V(ij) € l,n],e;(u)=(0u +ou;) /2 LP(Q)}.

Siu € FE, alors u € Wﬁ)cp (Q). Si de plus Q est borné et de classe C?, l'espace E s’identifie
a WP (Q). Plus précisément, il existe une constante C' telle que tout u € W' (Q) satisfait

a:

P

IVullioay < € (lultaa+ [ lew) @ da
Q

Démonstration. Soit Q = R"™ x ]0,00[ . Il s’agit de prolonger la fonction vectorielle
u, élément de E(R" ' x]0,00[) a support compact dans R"™* x ]0,00[ en une fonction

vectorielle t € E (R™). A cet effet, pour z,, < 0 eti € [1,n — 1], on pose :
wi (2, 2,) = 2u; (2, —x) — w; (2, —3x,) ,
et, pour x, <0 eti=n :

up (2, 2,) = —2u, (2, —2,) + 3u, (2/, —3x,) .
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2.2. L'espace WP (1)

On obtient ainsi une fonction u définie sur R™, dont le support est compact et il est facile

de vérifier que u € E (R"™). En effet, pour x,, <0 eti,j€[l,n—1], on a:
205u; (', xn) = 20;u; (2, —xy,) — Oju; (2!, —3x,,)
d’ot :
2¢;; (u) (2', 2n) = 2€55 (u) (2', —xp) — €5 (2', —3x,,) .
D’autre part, si l'un des indices est égal a n
26, (u) (¢, 2,) = —20,u; (2, —x,) + 30,u; (¢, —3x,) — 20;u, (¢, —x,) + 30;u, (¢, —3x,)
= —dei (u) (', ) + 664, (u) (2', —31,,) ,

et :
€nn (0) (2, 2,) = 20,up, (2, —2,) — 90, u, (2, —32,,) .
On voit donc que la fonction w € E (R™) . On en déduit que u € WP (R™) et en revenant

au, onau€ W (R xRT). =

2.2.5 Inégalités de Poincaré

Théoréme 2.2.8 Soit 2 C R™ un ouvert borné et 1 < p < +oo. Il existe C' > 0 tel que,
pour toute u € Wy (),

[l ooy < C VUl Lo -

Démonstration. Soit (uy), - ; € C° () une suite qui converge vers u dans W' ().

On note u,, 'extension de u, par 0 sur R" \ €. Si 1 < p < n, on a pour tout n > 1,

[unll oy = [unll o ny < Cllnll o @ny < C VUl ogy s

et il suffit de faire tendre n vers +o0o. =
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Chapitre 3

Existence et unicité d’une solution
faible pour un probléme aux limites

gouverné par les équations de Lamé

Résumé : Dans ce chapitre, nous allons considérer un probléme aux limites mixtes (
Dirichlet-Neumann ) pour les équations de I’élasticité. Sous certaines hypotheses sur
les données, le théoréme de Lax-Milgram nous permet de démontrer 1’existence et 1'unicité

d’une solution variationnelle.

Continu :
1. Position du Probléme et Hypothéses;
1.1. Position du Probléme;
1.2. Hypotheses;
2. Formulation variationnelle;
3. Existence et unicité;
3.1. Théorie de Lax-Milgram;
3.2. Existence et unicité;

4. Autre formulation.
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3.1. Position du Probléme et Hypothéses

3.1 Position du Probléme et Hypothéses

3.1.1 Position du Probléme
Soit 2 un ouvert borné de R", & frontiére I' = 02. Soit {I';, 'y} une partition de T, i.e :

r=r,urly
I'hnly = , tel que M(Fl) > 0.

Le probléme considéré dans ce chapitre est consacré & la recherche d’'une fonction w :

() — R" satisfaisant au probléme (P) suivant :

—diveo (u) = f dans Q
(P): u=0 sur Iy (3.1)
ou)yn=yg sur D'y,

.....

de Lamé par la loi de Hook suivante :

oij (u) = 2pe; j (u) + Mr(e (u))d; 4,

avec €; (u) = 5 (Vu+ (Vu)t) =3 (g;] + ?9_2) s’appelle le tenseur des déformations

linéairisé et :

1 i=7y
51'7]' - j
0 277,
est le symbole de Kronecker.
diveo (u) = ' UajTEU)'
7j=1

Remarque 3.1.1 Le probléme (P) peut étre s’écrit sous la forme:

—Lu=f dans £
(P) : u=0 sur Iy
ow)n=g sur Ty,
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3.2. Formulation variationnelle

ou L s’appelle 'opérateur de Lamé donné par :
Lu = pAu+ (p+ \)V div .

Ou p et A sont les coefficients de Lamé, A > 0 et A + p > 0.
On est maintenant en mesure de formuler d’une fagon précise le probléme (P), pour

I’étudier, on aura besoin des hypothéses suivantes:

3.1.2 Hypothéses

ferl*(Q) (H.1)
ge H = () (H.2)

3.2 Formulation variationnelle

Sous les hypothéses (H.1) — (H.2), le probléme (P) est équivalent au probléme variationnel,

noté (P.V'), suivant :

Trouver u € V' tel que vérifiant :
(P.V) =
a(u,v) = L(v), pour tout v € V.

o (u,v) :/a(u)e(u)dx,

Q
L(v) = /fvda: + <g’v>H_T1(r2)xH%(r2) , pour tout v € V.
Q
V={veH (Q):v=0surI}.

Proposition 3.2.1 V' muni de la norme ||| ;1 () est un espace de Hilbert.
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3.2. Formulation variationnelle

Preuve. 1. ( =) Soit u une solution du probléme (3.1), on a :
—dive (u) = f . (3.2)
En multipliant (3.2) par un élément v € H' (Q) et intégrant sur , on trouve :

—/diva(u) vdr = /fvda:,

Q Q
ou sous la forme

_ Z /aaij (u)vidm = /fvdw , pour tout v € H' ().
Q

= aiCj
1,]:1Q

Par la formule de Green il résulte :

Z /0” 81}1 Z / o (u) nvdl = /fvdx , pour tout v € H' (Q).

Li=1q LI=lp_p o,

/0 (u)€e(v)de — Z / o (u) nv; = /fvdx , pour tout v € H' (Q).
Q L3=1p—r,ur, Q

Si on pose v = 0 sur I'y alors :

/ (u) e ( dx—/fvder/( (u) )vdT, pour tout v € V|

Q >
donc :

Jowew)dn = [ fode (0,00, 0 oy - Pou touE VE V.,
Q
d’ou u veérifie a(u,v) = L(v), Yv € V, ou

a(u,v) = /0 (u) € (v)dz,

Q

/fvd”’H 9 0) 5% (e )

2. (<= Soit u € V une solution de (PV), alors

a (u,v) = L(v), pour tout v € V.
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3.3. Existence et unicité

Ceci est équivalent &

/O’ (u)€e(v)dr = /fvdx + <g,U)H%1(F2)XH%(F2) , pour tout v € V.
Q Q

En utilisant la formule de Green :

_/diva (u) vdz + / o (u)nu = /fvdm + (g,v>H%1(F2)XH%(F2) , YoeV.
Q

Q I'=I"1ul'y

En utilisant la densité de D (2) dans V/, il vient

—/diva (u) .vdx = /fvdm, pour tout v € D (Q).
Q Q

Ce qu'implique
—divo (u) = f p.p. dans Q.

Vérification des condition aux limite :
Onawu=0surl'y,carueV.

D’autre part, en utilisant (3.3) de (3.4) on tire
/0 (u)nu = <g,v>H%1(F2)XH%(F2) , pour tout v € V.

I

alors :

o(u)n =g sur Is.

3.3 Existence et unicité

3.3.1 Théoréme de Lax-Milgram

(3.3)

Le théoréme de Lax-Milgram apporte une réponse a l’existence, 'unicité et la stabilité de

la solution dans un cadre précis. Soient a(.,.) une forme bilinéaire et L une forme linéaire.
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3.3. Existence et unicité

Théoréme 3.3.1  Soit V un espace de Hilbert. On suppose que les formes a(.,.) et L

vérifient les hypothéses suivantes :

1. Continuité de L :|L (v)| < Cr v, , pour tout v € V.
2. Continuité de a : |a(u,v)| < Cq||ully ||v|l,, pour tout u,v € V.

3. Coercivité de a : a(u,u) > « ||u||%/ pour tout w € V', avec a > 0.

Alors il existe un élément unique u tel que :

a(u,v) = L(v), pour tout v € V.

De plus u vérifie l’estimation a-priori

L
full < e,

avec

IL]ly: = sup [L(v)].

llolly=1

La norme de L dans le dual V' de V.

Preuve. L’estimation & postériori s’établit en prenant v = u dans a(u,v) = L(v) puis

en appliquant la continuité de L et la coercivité de a ce qui donne :
2
allully < Cpllully -

Il suffit alors de prendre C;, = ||L||;,. Cette estimation nous donne aussi I'unicité de la
solution.

Pour l'existence, considérons d’abord le cas simple ol a est une forme symétrique. Dans
ce cas, la continuité et la coercivité de a montrent qu’il s’agit d’un produit scalaire sur V' x V'
et que la norme |[v||, = \/a(v,v) est équivalente a la norme |-, .

Puisque L est continue, elle ’est aussi par rapport a |||, et le théoréme de représentation

de Riesz nous assure donc l’existence d’un unique u € V' tel que

L(v) =a(u,v), pour tout v € V.
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3.3. Existence et unicité

Dans le cas non-symétrique, on remarque que puisque v —— a (u,v) et v —— L (v) sont

continues, on peut écrire

ol A est un opérateur continu sur V, f € V et ( - |- ) un produit scalaire dans V.
L’ “equation a(u,v) = L(v) s’ “ecrit donc Au = f dans V. L’hypothése de coercivité nous

permet d’affirmer que :
allvl]l,, < ||Avl],,, pour tout v € V,

ce qui entraine que Im (A) est un sous-espace fermé de V' qui se décompose donc suivant
V =Im(A) & (Im (4))".

Considérons a présent w € (Im (A))". La coercivité nous montre que
o Jwll? < o (,1) = (Aw,w) = 0.

Par conséquent Im (A) = V' ce qui prouve existence de la solution u. m

3.3.2 Existence et unicité
1. Bilinéarité de a :

Soient uq, us, v1, v9 € V et soit «, § € k, en utilisant le fait que o et € sont linéaires

on obtient

a(auy + Pug,vy) = /0 (cvuy + Pug) € (vy) dx
9)

_ /(aa (ur) + Bor (u))e (v1) da

Q

= a/a(ul)e(vl)dx—l—ﬁ/a(uz)e(vl)dx
= aa(uy,vr) + fa(ug,vy).

Et
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3.3. Existence et unicité

a(ur,avy + Pug) =

. Continuité de a :

a(u,v)

_QMZ/%

1]1

Nous commencons par

o (uy) € (avy + Pug) dx

o (uy) (e (uy) + Be (ug)) da

SR

afo(w)e(v)de+ B [ o(u)e(v)da
frerrisaf
aa (uy,v1) + Pa (ug,vq) .

/0 (u) € (v) da

Q

Z oi; (u) €; (v) dx

ij_lg/

> [ Cnes )+ 2tr (e () 8is)es (0) do

u) €; (v dx—l—/\Z/tr

7,j1

)dlE:]1+IQ

) dij€ij (v

|| =

g /ez] E’Lj

INES 1Q

<y

[ 16 @lles ] ds

ij=1¢,
1 /( ou; auj ) < ov; 0v; )da:

4 byl Oz axi 0z 0x;

ou; 8 8uZ ov; ou; | | Ov; Ou; | | Ov; .
8% 8[)3] axz (‘3@ 8% (‘3% 8%

<1 /(

% ]—1
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3.3. Existence et unicité

4i,j:1 07 || 2 11975 || 12
ou; ov;
= . . < n? [[ully [[vlly
]Zl (‘ ;120 11975 L2(9)>
et
5l = |3 fen e @ds| < Y [ few ()l ewe ()] do <o fuly ol
= kk=19)

donc

la(u, v)] < ( 2pm* + Xn0?) [lully [[olly, = C'llully o]l -

. Coercivité de a :

a(u,u) = /J (u) € (u)dx

— /aij (u) €55 (u) dx

Q

_ / dpies; (u) ey () d + A / xe () e (1) do

Q

> QM/EZJ( u) €55 (u 2H/|Ew | dr,
Q

Q

d’apres 'inégalité de korn

2 2
alu, u) > 2p1a [[ull3a gy > 2ua full?

. Linéaire de L :

Soit f € L2(Q), g H 2 (), u, v € V et soit a, € k.
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3.4. Autre formulation

L(au+ pv) = /f(au+ﬁv)dx+(g,au+ﬁv>H%
Q

- O‘/fde+5/fvdm+a<g’u>H%(r2)xH%(r2)ﬁ<9’U>H%1(r2)xH%(r2)

(Do) x H2 (I2)

0 Q
- @ /fde * <g’u>H%l(F2)xH%(r2) +5 /fvdx +{9 U>H%l(r2)xH%(r2) ’
Q 0

alors

L(au+ fv) = aL (u) + SL (v).
5. Continuité de L :

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Showarz et celle Young il vient

LI = |[fodo 400050 e
Q

< [1seldn @), 0 i
Q
< M WMy N9l e 190 ey = 3 By + 2ol ey

alors

1L ()] < ol -

En fine d’apres le théoréme de Lax-Milgram ,le probléme a(u,v) = L(v) et par con-

séquent le probléme (3.1) admet une solution unique u € V.

3.4 Autre formulation

Théoréme 3.4.1 Si a(-,-) est symétrique, c’est -a-dire pour tout u,v € V : a(u,v) =

a(v,u). Alors le probléeme a(u,v) = L(v) est équivalent au probléme de minisation sous
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3.4. Autre formulation

contraintes, suivant :

min J (u)

ueV
ou

Trouver uw € V telle que

J (u) < J(v), pour tout v € V.

Ou J est la fonctionnelle d’énergie définie par
1
J(u) = §a(u,u) — L (u).

Preuve. Symétrique de a : On a
a(u,v) = /Ui,j (u) €5 (v)de,
Q
Donc
/(2M€i,j (u) + Atr (e (u)) 0) €5 (v) do,
Q

ce qu’équivalent

[ @reis iy )+ dev () e (0) d
Q

ce qu’équivalent

(2p€i5 (v) €55 () + A (V) € (u)) dor,

SEAN

et par conséquent

/ (2ue;; (v) + Mr (e (v)) 0;5) €. (u) do = /Ui,j (v) € (u) dx,

Q Q
alors

a(u,v) =a(v,u)

1) (=) : Soit u une solution de (PV'), alors on a

a(u,v) = L(v), pour tout v € V.

On doit montrer que J (u) < J (v) pour tout v € V.
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3.4. Autre formulation

J(v)—J(u):%a(v,v)—L(v)—%a(u,u)#—L(u).

En utilisant la symétrie de af(.,.) et le fait que a (u,u) = L (u) et a(u,v) = L(v) il en résulte
que
1

J(v)—J(u):§a(v—u,v—u).

En utilisant la coercivité de a pour déduire que
J(v) —J (u) >0,
2) («=) On suppose que u est une solution du probléme
min J (u)
u eV,

et on montrer que

a(u,v) = L(v) pour tout v € V.

Comme a est coércive et continue on a forcément

vJ(u)v:limJ(u+tv)_J(v)

t—0

= 0 pour tout v € V.

Développant cette expression pour obtenir

. ta(u,v) + it?a (v,v) — tL (v)
iy t

Alors
J(u+tv)—J(w) ta(u,v)— L)+ ita(v,v))
t t '

Par passage a la limite on déduit

a(u,v) — L(v) =0.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons considéré un probléme aux limites pour les équation de
Lamé qui décrivent le comportement des corps élastiques. Les conditions aux bords qu’on
a considéré ici sont celles de Dirchlet sur une partie de la frontiére et celles de Neumann sur
lautre partie. Sous certaine hypotheses sur les données (densité des forces volumiques et
densité des forces surfaciques) nous avons montré que le probléme considéré est, formelle-
ment, équivalent & un probléme variationnel. Nous avons utilisé le théoréme de Lax-Milgram
et 'inégalité de Korn pour montrer que notre probléme posséde une solution variationnelle

unique.
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