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-Introduction générale 

       Au début du XXème siècle, la physique a subi deux révolutions majeures et 

pourtant incompatibles : la théorie de la relativité générale et la théorie quantique. Si la 

première est l’œuvre d’Albert Einstein, la deuxième a connu son essor grâce aux 

travaux de Planck, Bohr, Schrödinger, Heisenberg et bon nombre d’autres. Ces deux 

théories ont profondément changé notre manière d’appréhender le monde qui nous 

entoure. 

      La mécanique quantique est la science la plus mystérieuse. Elle traite du niveau le 

plus fondamental de la réalité, celui des particules (atomes, électrons, photons, . . .). La 

mécanique quantique a fait entrer dans la physique des concepts radicalement 

nouveaux : dualité onde-corpuscule, superposition d’états, effet de l’observateur, 

probabilités, etc... 

        Le changement radical entre la mécanique quantique et la mécanique classique 

est essentiellement que en mécanique classique une particule est un objet ponctuel 

décrit par un point (x, p) dans l'espace des phases (position - vitesse), alors que en 

mécanique quantique, une particule est un objet étendu, décrit par une fonction d'onde 

ψ (�̃). Une conséquence est la possibilité d'interférences. Le rôle de la mécanique est 

de donner les lois qui gouvernent l'évolution de ces objets. Ce sont les équations de 

Hamilton (ou Newton) dans le cas classique et l'équation de Schrödinger dans le cas 

quantique. 

     La mécanique quantique sur espace non-commutatif (MQNC) , dans un premier 

temps, été proposée par Heisenberg dans les années 30 puis développée par H.Snyder 

à la fin des années 40, dans l’espoir que les propriétés de non-localisabilité induite par 

la non-commutativité des coordonnées d’espace permettraient de résoudre le problème 

des divergences à courte distance (ultra violette) de la théorie des champs. Mais les 

succès de la renormalisation rendirent cette piste caduque et elle fut abandonnée. 

Récemment, certains développements de la théorie des cordes l’ont sortie de l’oubli. 

       La géométrie non commutative est devenue en quelques années un sujet de 

recherche très actif, aussi bien en physique théorique qu’en mathématiques. Cette 

dénomination couvre en réalité un vaste domaine de recherches motivées par la 
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constatation mathématique. La géométrie non commutative se donne pour but de 

trouver une version non commutative de ces espaces en considérant des algèbres non 

commutatives ayant de bonnes propriétés, en remplacement de ces algèbres de 

fonctions. Les propriétés choisies sur ces algèbres non commutatives doivent 

caractériser complètement le type d’espace non commutatif” qu’elles représentent. En 

particulier, dans le cas où une de ces algèbres est commutative, elle doit coïncider 

exactement avec la bonne algèbre de fonctions sur l’un des espaces du type considéré. 

      Avec la découverte de la mécanique quantique par Heisenberg, l’espace 

géométrique des états d’un système microscopique, un atome par exemple, s’est 

enrichi de nouvelles propriétés de ses coordonnées, comme le moment et la position, 

qui ne commutent plus. 

      La mécanique quantique en espace non-commutatif correspond à l’étude de 

Hamitonien dépendant des opérateurs de position et d’impulsion qui satisfont une 

algèbre de commutateurs non canonique. L’étude de modèles exactement solubles en 

mécanique quantique peut nous permettre d’avoir une meilleure compréhension de 

certains phénomènes survenant en théorie quantique des champs non-commutative.  

Le but principal de ce travail 

      L’objectif de ce travail est donner une solution de l’équation de Schrödinger dans 

l’espace non commutative avec plusieurs types d’interaction. 

 Dans notre mémoire de master, il nous a semblé utile d’exposer d’abord, au chapitre I, 

qui comporte des rappels sur le système de landau en mécanique quantique ordinaire et 

en va présenter l’équation de Schrödinger en espace ordinaire à 3 dimensions, dans le 2é��chapitre on va étudier le système de landau du déférentes formules 

mathématiques dans l’espace non Commutatif, au dernier chapitre on résoudre 

l’équation de Schrödinger pour un potentiel de coulomb à D dimensions, et on va 

déduit les spectres d’énergies. Je souhaite donc bonne lecture à toute personne, initié 

ou non, qui aura le courage de se lancer dans les 3 chapitres qui suivent...      

 



                                                  Chapitre I 

 

 

 

    

Mécanique quantique et équation de                    
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      Dans ce chapitre on a traité les déférentes foƌmalismes mathématiƋues de l’espace 

ordinaire (commutatif) et on voir aussi le système de landau en mécanique quantique 

ordinaire, on étudier l’équation de Schrödinger a trois dimensions l’atome d’hydrogène 

comme exemple. 

1-1-Introduction 

        La géométrie ordinaire ne s’arrête cependant pas à la topologie et à la théorie de la 

mesure. En effet, nous ne pouvons ignorer une de ses branches les plus importantes, la 

géométrie différentielle et tout ce qu’elle introduit comme structures : variétés 

différentiables, groupes de Lie, fibrés différentiables, connexions, métriques... Aussi 

bien du point de vue des mathématiques que de la physique, ces structures sont d’une 

très grande utilité aujourd’hui. Il est donc naturel de vouloir considérer son équivalent 

non commutatif, qui devrait alors s’appeler plus correctement géométrie différentielle 

non commutative. 

       La dualité onde corpuscule qui incitera certains physiciens à rechercher une 

description ondulatoire de la matière. Parmi ceux-ci, Erwin Schrödinger parvient et 

obtient une équation différentielle, portant désormais son nom, qui permet de décrire 

précisément l'évolution quantique d'une particule. Cette équation prouva rapidement sa 

pertinence dans sa description du modèle de l'atome d'hydrogène. 

1-2-le système de landau 

En mécanique quantique ordinaire, les relations de commutation canoniques dans 

l’espace de phase prennent la forme :   

                          

, ௜ݔ ]                               ௝ ] =0ݔ

 0 = [ ௝݌ , ௜݌ ]                             

                   i ћ �௜௝ �.                                                                      (1, 1) = [ ௝݌ , ௜ݔ ]                                  

https://fr.wikipedia.org/wiki/Dualit%C3%A9_onde_corpuscule
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Avec i, j=1,…, d     (d est la dimension de l’espace).   

Considérons le cas d’une particule chargée électriquement (de charge e) se propageant 

dans un espace tridimensionnel soumis à un champ magnétique constant ⃗ܤ  décrit par un 

potentiel vecteur ܣ  tel que ⃗[1]  ܣ  ⃗⃗⃗⃗⃗⃗�݋�= ܤ. 

Le Hamiltonien d’un tel système est donné par :  

 

                                         H=  ଵଶ௠ ሺp⃗ −   ௘௖  A⃗⃗ ሻଶ                                                           (1, 2)                       

C’est-à-dire que l’on modifier l’impulsion canonique usuelle �⃗  en définissant une 

impulsion    ∏⃗⃗⃗ = ݌ − 
௘௖ ܣ  . Or, étant données les relations (1,1) .les composantes de cette 

impulsion  ∏⃗⃗⃗  ne commutent plus entre elles.  

 

                                      [∏௜ , ∏௝ ] =− �ћ ௘௖ ܤ௜௝  �.                                                        (1, 3)                            

 

 

 Avec       ܤ௜௝ = ௜߲ ܣ௝ − ௝߲ ܣ௜,                  (i, jא  {ͳ,ʹ,͵}). 
     Dans le cas ou le champ magnétique est constant suivant  ݁ଷ,⃗ܤ =  ଷ, on peut݁  ܤ

utiliser les jauge suivantes pour le potentiel vecteur ܣ = (ܣଵ.ܣଶ .0) : 

     - Jauge symétrique : ܣ = − ଵଶ  ݔ  Λ ⃗ܤ  .  

     - jauge de landau : ܣ  = (0. Bݔଵ. 0)  ou     ܣ  = (−Bݔଶ. 0. 0). 

      Le Hamiltonien du système prend la forme H = 
ଵଶ௠ (Πଵ² + Πଶ²) où nous avant omis le 

terme   
ଵଶ௠ ݌ଷ² décrivant le mouvement libre le longe de la direction ݔଷ . On a la relation 

de commutation  [Πଵ , Πଶ] =  �ћ ௘௖ Β�. Or, si l’on définit un nouvel opérateur X = ௘௖� Πଵ .la 

relation de commutation  et la Hamiltonien deviennent : 

                                [X, Πଶ] = �ћ�. 

                              � = ଵଶ௠ Πଶ² + 
ଵଶ ݉߱�² x²         avec         ߱�= 

|௘�|௠௖   ,                           (1, 4) 
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    Autrement dit, les opérateurs  X  et  Πଶ  sont des variables canoniquement conjuguées 

pour lesquelles le Hamiltonien prend la forme de l’oscillateur harmonique de pulsation ߱� .Grâce à cette remarque, on en déduit directement le spectre d’énergie : 

                           � ௡=ћ  |௘�|௠௖  (n +  
ଵଶ )                   (n=0, 1,2,…)                                   (1, 5) 

Résumé : le Hamiltonien du système de landau (c’est-à-dire une particule dans un 

plan soumis à un champ magnétique externe constant perpendiculaire  au plan), peut 

s’écrire sous la forme d’un Hamiltonien pour une particule libre dans un espace où les 

opérateurs  de moment ne commutent plus entre eux.  

     Dans le cas où la particule possède un spin, il faut rajouter à ce Hamiltonien un 

terme supplémentaire d’interaction spin-champ magnétique.  

                        � = ଵଶ௠ Π⃗⃗ ଶ −  
௘ћଶ௠௖  ܤ�ଷ.                                                                      (1, 6)                   

Où  �ଷ =ቀͳ ͲͲ −ͳቁ    est la troisième matrice de Pauli. 

 

1-3-Histoire de la mécanique quantique : 

      Les exposés usuels d’histoire de la physique du XXe siècle indiquent que la 

physique a connu une double révolution au début de ce siècle. La première est 

l’avènement de la théorie de la relativité et la seconde celle de la théorie quantique. Il a 

été beaucoup question, à juste raison, des bouleversements conceptuels introduits par 

ces deux théories, et notamment par la mécanique quantique. Ainsi, Jammer indique :   

« Never in the history of science has There been a theory which has had such a 

profound impact on human thinking as quantum mechanics. »[2]. 

       La naissance de la physique quantique date d’un siècle et cette description des 

phénomènes physiques, qui a transformé notre vision du monde, n’est toujours pas 

remise en cause, ce qui est exceptionnel pour une théorie scientifique. Ses prédictions 

ont toujours été vérifiées par l’expérience avec une précision impressionnante. Les 

concepts fondamentaux, comme les amplitudes de probabilité, les superpositions 
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Linéaires d’états, qui semblent si étranges pour notre intuition lorsqu’on les rencontre 

pour la première fois, restent toujours essentiels. Une évolution importante s’est 

cependant manifestée au cours des dernières décennies. Les progrès spectaculaires des 

techniques d’observation, des méthodes de manipulation des atomes, permettent 

maintenant de réaliser des expériences si délicates qu’elles n’étaient considérées que 

comme des « expériences de pensée » par les pères fondateurs de la mécanique 

quantique. 

1-4-L’éƋuation de Schƌödingeƌ :  

      L’équation de Schrödinger a été proposée de façon inductive par Erwin Schrödinger 

en 1925, et été publiée dans quatre article en 1926 un peu après la mécanique des 

matrices de Heisenberg(1925) et s’est développée d’abord dans le but de décrire les 

petits objets (atomes) constitués d’une seule particule située dans un certain champ de 

force (l’électron au sein de l’atome d’hydrogène ,par exemple). L’objet central de la 

théorie de Schrödinger, nommée aussi mécanique ondulatoire, est une fonction ߰(r, t) à 

valeurs complexes, appelée fonction d’onde. Cette fonction satisfait : 

                          

                                �ℏ ��௧ ߰(� , t)=[− 
ћ²ଶ௠  ሺ�ሻ]߰(� , t)                                                (1, 7)�+ ²׏

 

      Ce dernier [3]  est une équation aux dérivées partielle du premier ordre par rapport 

au temps et second ordre par rapport  aux coordonnées de l’espace ordinaire, cette 

équation joue un rôle fondateur  en mécanique quantique par analogue à l’équation de 

Newton en mécanique classique  et les équations de Maxwell en électromagnétisme. 

1-4-1- pƌopƌiétés de l’éƋuation de Schƌödingeƌ : 

        En mécanique quantique, l’évolution au cours du temps de l’état d’un système 

quantique (atome, photon) est d´écrite par l’équation de Schrödinger. Comme les 

équations de la mécanique classique, l’équation de Schrödinger est une équation aux 

dérivées partielles déterministe. Parfois, En mécanique classique. 
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    - cette équation est postulée (tout comme, par exemple l’équation de Schrödinger).sa 

validité est prouvée par les conséquences que l’on peut en tirer. 

    - l’équation de Schrödinger est une équation au premier ordre par rapport au temps.la 

connaissance de ߰ሺ�, � = Ͳሻ   suffit pour déterminer l’évolution de ߰ሺ�, �ሻ . En effet, dans 

l’approche probabiliste de Born, ߰   permet de trouver la probabilité de trouver la 

particule auteur de � en tout temps. La connaissance seule de  ߰ሺ�, � = Ͳሻ   doit donc 

suffire pour déterminer l’évolution. 

   - les équations de Schrödinger dépend du temps sont des équations différentielles 

Du premier ordre   

   - L’équation de Schrödinger est homogène et linéaire. Si  ߰ଵ et ߰ଶ  en sont des 

solutions, alors 

                   ߰ଷሺ�, �ሻ = ,�ଵሺ߰  ߙ �ሻ  + ,�ଶሺ߰ ߚ �ሻ                                                        (1, 8) 

     ߰ଷሺ�, �ሻ Est aussi solution de l’équation de Schrödinger. 

  -La fonction d’onde est dite normalisée si : 

                   ∫   ݀ଷ∞−∞ r ߰∗ ߰ =1                                                                                     (1, 9) 

1-4-2-La fonction d’onde : 

       Les solutions de l’équation de Schrödinger d’un système quantique sont appelées 

les fonctions d’ondes, elles peuvent être considéré comme un postulat quantique qui 

décrit l’état quantique d’une particule et contient touts les informations qu’on veut 

connaitre du système. Cette fonction satisfaire les conditions suivantes : 

   ∎    Elle doit être normalisée. Cela implique que la fonction d’onde en approche à zéro 

comme r approche à l’infinie c’est-à-dire : 

                          ∫߰∗ ߰ ݀ଷ� = ∫|߰|² ݀ଷ� = ͳ                                                         (1, 10) 

    C’est la condition de normalisation, cette relation montre que ߰ሺ� , �ሻest interprétée 

comme une amplitude de probabilité de présence d’une particule à la position  �  à 

l’instant t. la probabilité de trouver la particule dans tout l’espace, à l’instant t, est égale 

à l’unité. 
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݌                             = ∫|߰ሺ� , �ሻ|ଶ  ݀ଷ� = ͳ.                                                             (1, 11)   

Avec |߰ሺ� , �ሻ|ଶ est la densité de probabilité. 

   ∎   La fonction d’onde et sa dérivée doivent être continues dans tout l’espace. 

1-4-3-solution de l’éƋuation Schƌödingeƌ : 

      1-4-3-a- l’éƋuation de Schƌödingeƌ stationnaiƌe à une dimension : 

       Cette équation décrit comment la fonction d’onde se transforme au cours du temps. 

Si l’Hamiltonien du système physique ne dépend pas d’explicitement du temps, 

l’énergie totale E est conservée, donc l’équation de Schrödinger admit des solutions 

particulières sous forme [4] : 

                                  �ሺ� , �ሻ =   ݁−�ћ�௧  ߰ሺ� ).                                                           (1, 12) 

Où � l’énergie, et ߰ሺ� ) satisfait l’équation de Schrödinger stationnaire : 

                                   [− 
ћ²ଶ௠               ሺ� ሻ]߰(� ) = E ߰(� )                                                    (1, 13)�+ ² ߘ⃗

Avec  ̂݌ = −�ћ⃗ߘ   , où ⃗ߘ   l’opérateur de dérivés partielles, on coordonnées cartésiennes 

est définit par :  ⃗ߘ  =ଓ  ��௫ +ଔ  ��௬ +݇⃗  ��௭   .� Est le rayon-vecteur repérant la particule dans 

l’espace ;�ሺ�ሻ est l’énergie de potentielle de la particule ;� désigne le nombre imaginaire 

pur fondamental ;݉ est la masse de la particule. Ceci étant admis, il apparait que la 

mécanique quantique n’est formulable que pour des forces dérivant d’un potentiel ; dés 

lors, admettre que cette théorie s’applique à toute la physique à l’échelle atomique ou 

subatomique, c’est admettre que toutes les interactions « fondamentales »dérivent d’un 

potentiel, au sens usuel ou en un sens généralisé.  

   1-4-3-b- l’éƋuation de Schrödinger stationnaire à trois dimensions :   

      L’atome d’hydrogène est le plus simple des atomes. La résolution de l’´equation de 

Schrödinger pour des atomes et des molécules plus complexes devient rapidement très 

difficile (pratiquement impossible).               
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      L’équation de Schrödinger pour l’atome d’hydrogène sera écrite en faisant 

l’approximation que le noyau (dont la masse est 1836 fois celle de l’électron) constitue 

le centre de gravité du système où il est immobile, ce qui revient à négliger son énergie 

cinétique. L’énergie cinétique de l’atome se réduit donc à celle de l’électron ; il lui est 

associé l’opérateur :  −ћ²ଶ௠ ∆. 

      Dans le cas où la particule se déplace dans un champ central (potentiel central), c’est 

un potentiel de symétrie sphérique, ces mieux d’utilises l’équation de Schrödinger en 

coordonnées sphérique [3] : 

           {− ћ²ଶ௠ [ଵ௥² ��௥ ቀ�² ��௥ቁ − �²ћ²௥²] + �ሺ�, �, �ሻ} ߰ሺ�, �, �ሻ= E ߰ሺ�, �, �ሻ                 (1, 14) 

Où  L² est l’opérateur carré du moment cinétique tell que : 

             L² = −ћ² ଵsin � ��� ቀsin� ���ቁ+
ଵ௦௜௡²� �²��²                                                            (1, 15)  

Où  0< r < +∞ , Et �, � les angles polaire  0≤ � ≤ �  et  0 ≤ � ≤2 �. 

La séparation des variables, permet nous d’écrire la fonction d’onde comme : 

           ߰ሺ�, �, �ሻ=
ଵ௥ �௡,௟(r) ݕ௟௠(�, �)     , avec �௡,௟(r) la partie radiale, et ݕ௟௠(�, �) est la 

partie angulaire de la fonction d’onde. 

    Par cette considération de la fonction d’onde on obtient l’équation de Schrödinger 

radiale : 

                         
ௗ²�ሺ௥ሻௗ௥²  +

ଶ௠ћ²  [� − �ሺ�ሻ − ௟ሺ௟+ଵሻଶ௠௥² ] R(r) =0                                            (1, 16)                 

Où ݈ : le nombre quantique orbitale. 
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       Dans ce chapitre  on va étudier les déférentes formules mathématiques dans 

l’espace non Commutatif. On voir le système de landau en espace non commutatif. Et 

on va étudier l'algèbre de l'espace non commutatif (le produit star, propriétés de 

produit star…). 

2-1-L’espace ŶoŶ coŵŵutatif :  

2-1-1-Introduction : 

        Avec la découverte de la mécanique quantique par Heisenberg, l’espace 

géométrique des états d’un système microscopique, un atome par exemple, s’est 

enrichi de nouvelles propriétés de ses coordonnées, comme le moment et la position 

qui ne commutent plus. 

       La première apparition de la notion de l’espace-temps non-commutatif en 

physique des particules remonte aux travaux de Snyder en 1947. Le but été de pouvoir 

se débarrasser des divergences ultraviolettes de la théorie quantique des champs tout 

en conservant  la covariance de Lorentz. M ais, comme parallèlement à cela, la théorie 

de la renormalisation produisait des résultats remarquables. 

        La mécanique quantique en espace non-commutatif correspond à l’étude de 

Hamiltonien dépendant des opérateurs de position et d’impulsion qui satisfont une 

algèbre de commutateurs non canonique. L’étude de modèles exactement solubles en 

mécanique quantique peut nous permettre d’avoir une meilleure compréhension de 

certains phénomènes survenant en théorie quantique des champs non-commutative. 

    - Il très important de noter que, les relations de commutation dans l’espace non 

commutatif, satisfait par nouveaux produit connue par le produit star.   

    - Dans l’espace non commutatif la construction des théories de jauge se fait de la 

même manière qu’en théorie de jauge sur un espace ordinaire. 

     - Les champs classiques remplacés par les champs non commutatifs. 
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    - Le produit ordinaire commutatif remplacé par le produit de Moyal-Weyl (produit 

star).  

2-2-Algèbre non commutative 

Dorénavant, on se place dans un système d’unités où  ћ = C = e = 1. 

     La géométrie espace-temps non-commutative est une géométrie ou les coordonnées 

de l’espace et de temps ne commutent pas. Probablement, elle est une géométrie 

microscopique qui se manifeste à très haute énergies. Elle est en quelque sorte la 

généralisation de la géométrie classique (macroscopique) qu’on connait (Euclidienne, 

Minkowskienne, Riemannienne etc..).  

    L’espace non commutatif les relations de commutation au chapitre I (1, 1) devraient 

être changées comme suivant [1] (ݔ௜→  ̂ݔ௜  et  ݌௜ → ̂݌௜   En toute généralité on a : 

                            

, ௜ݔ̂ ]                                 �௝ ] = ݅�௜௝ݔ̂

 �௜௝ܤ ݅ = [ ௝̂݌ , ௜̂݌ ]                               

௜௝ � + ݅(ͳߜ i = [ ௝̂݌ , ௜ݔ̂ ]                                −  ௜௝�                                       (2, 1)ܥ(௜௝ߜ

 

Avec   i, j =1,…, d   (d est la dimension  de l’espace)   

      Le paramètre  �௜௝ représente un élément antisymétrique d’une matrice carré d’ordre 

(݀ × ݀ሻavec (�௜௝ = −�௜௝) qui représente la non-commutativité de l'espace-temps. Les 

paramètres   ܤ௜௝  et ܥ௜௝  sont les éléments de matrice pouvant dépendre des opérateurs ̂ݔ 

et ̂݌ et satisfaisant : 

    ሺ�௜௝ሻ� = −�௜௝         ሺܤ௜௝ሻ�=−ܤ௜௝        ሺܥ௜௝ሻ�=ܥ௜௝         ܥଵଵ=…=(2 ,2)                  0=��ܥ 

     Dans la suite, on adoptera la notation suivante : les opérateurs comportant un 

chapeau ^ caractériseront les générateurs de l’algèbre de Heisenberg déformée par 

opposition aux quantités ݔ et ݌ de la mécanique quantique ordinaire satisfaisant 

l’algèbre de Heisenberg : 
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௜ݔ]                                     , [௝ݔ = Ͳ. 

௜݌]                                     , [௝݌ = Ͳ. 

௜ݔ]                                     , [௝݌ =                             ௜௝�.                                                                    (2, 3)ߜ݅

      Non seulement, nous faisons intervenir des commutateurs position-position et 

impulsion-impulsion non nuls mais nous introduisons par ailleurs des relations de 

commutation non triviales entre  ̂ݔ௜ et  ̂݌௝   pour  i, j   différents. Les termes  ܥ௜௝ dans le 

commutateur position-impulsion sont imposés par l’identité de Jacobi. En effet, si l’on 

considère par exemple l’opérateur  ̂݌ଵ et   ̂ݔ௜.  ̂ݔ௝  ሺ݅ ≠ ݆ሻ, l’identité de Jacobi se met 

sous la forme : 

௜ݔ̂ ],ଵ̂݌] + [[௜ݔ̂ ,ଵ̂݌ ],௝ݔ̂ ] + [[ ଵ̂݌ , ௝ݔ̂  ] ,௜ݔ̂ ] =0                                 ,  [[௝ݔ̂

,ଵ̂݌]݅ + [[௜ݔ̂ ,ଵ̂݌ ],௝ݔ̂ ] + [[ ଵ̂݌ , ௝ݔ̂ ] ,௜ݔ̂ ] =                                   �௜௝]                          (2, 4) 

 

      Ainsi, si les �௜௝ ne commutent pas avec  ̂݌ଵ , il est impossible que  ̂݌ଵ  commutent 

simultanément avec  ̂ݔ௜ et  ̂ݔ௝ .par conséquent, il est obligatoire de tenir compte de 

terme non diagonaux (i.e. proportionnels à (1−ߜ) dans les commutateurs position-

impulsion). Par ailleurs, les opérateurs ܥ௜௝  ne peuvent pas non plus appartenir au 

centre de l’algèbre générée par � et ̂ݔଵ, …,̂ݔ௡, c’est-à-dire commuter avec tous les 

opérateurs position [6]. 

     Dans la suit, on supposera que les opérateurs  �௜௝ ௜௝ܤ , -௜௝  sont constants, c’est-àܥ �݁ 

dire que les  �௜௝ et ܤ௜௝ sont des éléments de matrices antisymétrique réelles et que les ܥ௜௝ sont des éléments d’une matrice réelle de diagonale nulle. Les opérateurs 

 « déformés » peuvent alors être vus comme fonction des opérateurs ordinaires et des 

paramètres  �௜௝ , ܤ௜௝  ௜௝ . Dans cette optique, il est naturel qu’en prenant la limiteܥ �݁ 

commutative, à savoir ሺ�, ,ܤ  ሻ → 0, l’algèbre déformée (2, 1) redonne l’algèbreܥ

canonique de Heisenberg (2, 3). On reviendra par la suite sur cette limite commutative 

en étudiant des exemples. Le paramètre ܤ௜௝ est naturellement assimilable  



Chapitre II 

 

~ 15 ~ 
 

physiquement à un champ magnétique (cf. le système de landau) de la même façon, le 

paramètre �௜௝ a un rôle très similaire à   ܤ௜௝ [7, 8]. 

2-2-1-Algèbre non-commutative en dimension 2 

    Dans cette section, on se restreint au cas où la dimension d’espace est d=2. Par 

conséquent, les matrices antisymétrique �௜௝ ݁� ܤ௜௝ sont proportionnelles au tenseur 

antisymétrique ݁௜௝ (normalisée par ݁ଵଶ = ͳ). 

                   �௜௝ =݁௜௝�         et            ܤ௜௝=݁௜௝(5 ,2)                                                         .ܤ 

L’algèbre des commutateurs (2,1) se réécrit alors : 

                        

, ௜ݔ̂ ]                            .��௝ ] = ݅݁௜௝ݔ̂
 .�ܤ௜௝݁ ݅ = [ ௝̂݌ , ௜̂݌ ]                          
௜௝ � + ݅(ͳߜ i = [ ௝̂݌ , ௜ݔ̂ ]                           −  ௜௝ �                                           (2, 6)ܥ(௜௝ߜ

 

Par ailleurs, (ܥ௜௝)௜,௝א{ଵ,ଶ}  est une matrice 2× ʹ à coefficients diagonaux nulls qu’on 

note par la suite :               C = ( Ͳ ∅ଵ−∅ଶ Ͳ )  .comme souligné plus haut. on assimilera 

les coefficients �, ܤ, ∅ଵ, ∅ଶ à des constantes réelles afin de simplifier l’approche. 

        Nous allons commencer par regarder des cas particuliers de l’algèbre 
bidimensionnelle.    

     (*)   �= ∅ଵ =∅ଶ =0          

        Cette situation correspond au système de Landau évoqué précédemment. 

 L’algèbre (2. 6) se réécrit donc : 

                         

, ௜ݔ̂ ]                            ௝ ] =0ݔ̂

 .�ܤ݅ = [ ௝̂݌ , ௜̂݌ ]                          
      ௜௝ �                                                                    (2, 7)ߜ i = [ ௝̂݌ , ௜ݔ̂ ]                          
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Différentes représentations sont données par différents choix de jauge (ܣଵሺ⃗ݔሻ,          (ሻݔଶሺ⃗ܣ

satisfaisant    ܤ = ߲ଵܣଶ − ߲ଶܣଵ    et sont toutes de la forme : 

௜ݔ̂                 = ௜̂݌         ௜       Etݔ = ∏௜ ≡ ௜݌ −       ሻ                                               (2, 8)ݔ௜ሺ⃗ܣ

Si l’on définit de nouveaux opérateurs 

௜ݍ̂                      = ௜ݔ̂ ܤ +  ݁௜௝̂݌௝          (i, jא {ͳ,ʹ}ሻ                                                   (2, 9)  

L’algèbre (2.7) se transforme en une algèbre où les opérateurs ⃗ݍ  et ⃗݌   sont découplés : 

                        

, ଵݍ̂ ]                            .�ܤ݅ −= [ ଶݍ̂
 .�ܤ݅ = [ ଶ̂݌ , ଵ̂݌ ]                          
 0                                                                                  (2, 10) = [ ௝̂݌ , ௜ݍ̂ ]                          

   

  On arrive ainsi à deux algèbres sensiblement identiques. De manière plus générale, si 

l’on définit un changement d’opérateurs ⃗ݍ⃗ →  ݔ de la forme  ̂ݍଵ = ଵݔ̂ߙ + .ଶ̂݌ߚ ଶݍ̂ ଶݔ̂ߛ= +  0  (pour i et j quelconques) équivaut à une= [ ௝̂݌ , ௜ݍ̂]   ଵ , alors la condition̂݌ߜ

algèbre du type (2.10) dans laquelle   [̂ݍଵ , ̂݌ଶ ]∝ i�.   

      ଵ =∅ଶ =0∅ = ܤ     (**)

       La situation est analogue au cas précédent, les rôles de ⃗ݔ    et  ⃗݌   étant simplement 

inversés. C’est l’algèbre la plus fréquemment rencontrée dans la littérature : 

, ଵݔ̂ ]                            .��݅ = [ ଶݔ̂
 0 = [ ଶ̂݌ , ଵ̂݌ ]                          

                              ௜௝ �                                                                          (2, 11)ߜ i = [ ௝̂݌ , ௜ݔ̂ ]                          

On peut définir la représentation : 

௜̂݌                           = ௜ݔ̂            ௜           Et݌  ሻ                                     (2, 12)⃗݌௜ሺܣ̃  − ௜ݔ =
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Où les fonctions ̃ܣ௜ሺ⃗݌ሻ satisfont    
�஺̃భ��మ − �஺̃మ��భ = �. Le vecteur ሺ̃ܣଵ,  ଶሻ  joue en quelqueܣ̃

sorte le rôle de « potentiel vecteur » et �  le rôle d’un champ magnétique. Par analogie 

avec le cas précédent. 

       Le Hamiltonien d’un système évoluant dans un espace non-commutatif est obtenu 

en remplaçant dans l’expression du Hamiltonien ordinaire les opérateurs canoniques ݔ 

et ݌ par leurs équivalents non-commutatifs ̂ݔ et ̂݌. Le spectre du Hamiltonien pouvant 

être déterminé d’une manière purement algébrique.    

      Concernant le paramètre ܤ de non-commutativité des opérateurs d’impulsion ̂݌௜ 
suivant les remarques faites précédemment, celui-ci est assimilable à un champ 

magnétique. C’est pourquoi, dans le cas où ܤ ≠ Ͳ n’est pas nécessaire d’introduire de 

potentiel vecteur dans le Hamiltonien (bien que cela ait déjà été fait dans certains 

travaux). 

    Indépendamment de la forme générale de l’algèbre satisfaite par  (̂̂݌ , ݔሻ  pour, 

le générateur infinitésimal des rotations agit comme : 

[௜ݔ̂ ,ܮ̂]                           =  ݅݁௜௝̂ݔ௝ . 
[௜̂݌ ,ܮ̂]                           =  ݅݁௜௝̂݌௝ .                                                                             (2,13)            

Pour i, j = 1, 2. Par conséquent, les termes quadratiques ̂²ݔ   et  ²̂݌ sont invariants sous 

les rotations. 

 ௜௝=0ܥ=௜௝ܤ  (***)

Reprenons le cas particulier où les opérateurs d’impulsion commutent entre eux, 

                         

, ௜ݔ̂ ]                            .�௝ ] = ݅�௜௝ݔ̂
 0 = [ ௝̂݌ , ௜̂݌ ]                          

   ௜௝ �                                                                          (2, 14)ߜ i = [ ௝̂݌ , ௜ݔ̂ ]                          

Avec i, j א {ͳ, … , ݀}  

Une représentation analogue à celle donnée en (2.12) existe sous la forme [9, 10]  
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௜ݔ̂                           ௜ݔ = −  ଵଶ �௜௝ ݌௝              ̂݌௜ =  ௜                                                (2,15)݌

    

    Dans toute la suite, on se place dans un système d’unités où  ћ= c = e = 1  et on 

considère un système de masse unité  m=1. 

2-3- Potentiel scalaire : 

      On se place dans le cas de l’algèbre (2.14) en dimension d=3. On peut regrouper 

tous les termes �௜௝ indépendants au sein d’un vecteur �⃗ =ሺ��ሻ tel que �௜௝=  ݁௜௝��.la 

représentation (2.15) se met alors sous la forme : 

ݔ̂⃗                                ݔ⃗ = + ଵ4 �⃗ ⃗̂݌                 ,⃗݌ × =     (16 ,2)                                           ,⃗݌

Le Hamiltonien   � = ଵଶ ²⃗̂݌ +  : s’écrit, dans cette représentation   (ݔ̂⃗)ܸ

                                � = ଵଶ ²⃗݌ + ܸሺ⃗ݔ + ଵ4  �⃗ ×       ሻ  ⃗݌ 

                                � = ଵଶ ²⃗݌ + ܸሺ⃗ݔ)+ ଵ4 ሺ�⃗ ሻݔሺܸ⃗ ⃗⃗⃗׏ . ሻ⃗݌ × +  �ሺ�ଶሻ.                    (2, 17) 

      Le potentiel ܸ décrit une interaction non locale mais qui peut être traitée en théorie 

des perturbations si l’on considère que le paramètre � est suffisamment petit devant les 

longueurs caractéristiques du système [10]. 

Pour un potentiel central ܸሺݎሻ, on a ⃗⃗⃗׏ ܸሺݎሻ = ܸ′ ௫⃗�     et alors : 

           (�⃗ × ܸ ⃗⃗⃗׏ . (  ⃗݌  ∝ (�⃗ × . (  ⃗݌  ⃗݌ሺ = ݔ⃗ × ⃗�  . ሻݔ⃗  ≡  (18 ,2)                           .⃗� . ܮ⃗⃗− 

Ainsi, le Hamiltonien (2, 17) prend la forme : 

                    � = ଵଶ ²⃗݌ + ܸሺݎሻ − ଵ4 �′ሺ�ሻ� ⃗� . ܮ⃗⃗ +  �ሺ�ଶሻ.                                               (2, 19) 

     Le dernier terme est similaire à un terme d’interaction spin-orbite du type   ⃗⃗ܮ . �⃗ . 

Il faut noter que le changement de variables (⃗⃗݌. ݔ) → (⃗̂ݔ .  ሻ n’est pas unitaire car il ne⃗̂݌
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préserve pas l’algèbre des commutateurs. En conséquence de quoi, le Hamiltonien 

(2.17) n’est pas unitairement équivalent au Hamiltonien ordinaire   � = ଵଶ ² ⃗݌ +  ܸሺ⃗ݔሻ. 
     En mécanique quantique ordinaire, le potentiel ܸ agit sur la fonction d’onde ߰ ߰ ଶሺℝ�ሻ. Comme un opérateur de multiplication, à savoirܮא →  ܸ. ߰ . En mécanique 

quantique non-commutative, le potentiel ܸ agit sur ߰ au moyen du produit-étoile,  ߰ →  ܸ ∗ ߰    .Si l’on calcule la transformée de Fourier de cette relation, on se rend 

compte que l’action du potentiel au moyen du produit-étoile est identique à l’action du 

potentiel dépendant des coordonnées ̂ݔ et non plus des ݔ ordinaires [9] : 

                ሺܸ ∗ ߰ሻሺ⃗ݔሻ =  ܸሺ⃗̂ݔሻ ߰ሺ⃗ݔሻ             Avec   ̂ݔ௜ ≡ − ௜ݔ ଵଶ �௜௝݌௝.                 (2,20) 

    Enfin, suite à la remarque (2.20), le remplacement du produit ordinaire par le 

produit-étoile, en lieu et place de l’utilisation des opérateurs « non-commutatifs », 

conduit au même Hamiltonien. 

 2-4-Le système de landau : 

      Le problème de Landau en espace non-commutatif [11, 12,13] peut être traité de la 

même façon que le modèle ordinaire (chapitre 1). On considère donc le Hamiltonien 

de la particule libre    H= 
ଵଶ ²⃗̂݌, écrit avec des opérateurs impulsion satisfaisant l’algèbre  

([1] chapitre 2(1.21)), Le spectre en énergie est calculé en utilisant la même méthode 

que pour les relations (1.4) - (1.5). On remarque que le résultat final : 

                       �௡ = |ܤ| ቀ� + ଵଶቁ     Avec  � = Ͳ,ͳ,ʹ, …                                          (2,21) 

     Est indépendant du paramètre �. Par conséquent, les niveaux d’énergie sont 

identiques à ceux obtenus en mécanique quantique ordinaire (� = Ͳ ). Cependant, il 

existe des quantités observables qui diffèrent d’un modèle à l’autre. On peut 

mentionner, par exemple, la densité d’états par unité de surface [12], ߩ = ଵଶ� | ଵଵ−஻�| . 
Cette dernière expression diverge au point singulierܤ = ଵ�. 
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2-4-1-Le système de landau avec potentiel harmonique : 

       L’exemple du système de Landau tel qu’il a été décrit à la section précédente peut 

être étendu à des algèbres de commutateurs et/ou des Hamiltoniens plus généraux. 

Ainsi nous supposons que les opérateurs (̂ݔଵ, ,ଶݔ̂ ,ଵ̂݌  ଶሻ satisfont les relations (2.6) et̂݌

nous considérons une particule en mouvement plan soumise à l’action d’un champ 

magnétique constant dans la direction perpendiculaire ainsi qu’à une potentielle 

harmonique centrale fonction des coordonnées non-commutatives ⃗̂ݔ = ሺ̂ݔଵ,  :ଶሻݔ̂

                    � = ଵଶ ሺ²⃗̂݌ + ߱)                   (²ݔ²⃗̂߱ ≥ Ͳሻ.                                              (2,22) 

Le spectre de ce système [8, 11,14, 15] peut être déterminé de manière algébrique.  

   Par conséquent, l’oscillateur harmonique isotrope en espace non-commutatif (2.22) 

fonction de ⃗̂ݔ et ⃗̂݌ satisfaisant l’algèbre(2,6) est équivalent à l’oscillateur anisotrope 

en espace commutatif de fréquences Ω+ et  Ω− Les valeurs propres de H sont donc 

caractérisées par deux entiers  �+ et �− (positifs) : 

                       � = ቀ�+ + ଵଶቁ Ω+ + ሺ�− + ଵଶ) |Ω−|                                                  (2, 23) 

Avec  �+, �− א {Ͳ,ͳ,ʹ, … }. 

Avec  Ω± = √4ω² + ሺB − ωଶθሻଶ + ωଶሺφଵ + φଶሻ² ± √ሺB + ωଶθሻଶ + ωଶሺφଵ − φଶሻ². 

                                                                                                                                (2, 24)   

2-4-2-Le système de Landau avec potentiel central : 

Soit l’algèbre avec  ∅ଵ = ∅ଶ = Ͳ. 
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,ଵݔ̂]                             [ଶݔ̂ = ݅ ��. 
,ଵ̂݌]                             [ଶ̂݌ =  .�ܤ ݅
௜ݔ̂]                             , [௝̂݌ =  ௜௝�.                                                                          (2, 25)ߜ ݅

Revenons à l’algèbre précédents et remplaçons dans le Hamiltonien (2, 22) le potentiel 

de l’oscillateur harmonique par un potentiel central arbitraire : 

                            � = ଵଶ ²⃗̂݌ + ܸሺ⃗̂ݔଶሻ.                                                                      (2, 26) 

Il est difficile d’espérer résoudre complètement ce système bidimensionnel. 

Le changement de variables ⃗̂݌ → défini par :     ݇̂௜ ܭ̂⃗⃗⃗ = ௜̂݌ − ଵ� ݁௜௝̂ݔ௝ [1, 11] avec i=1,2. 

Permet de découpler l’algèbre (2.25) en la mettant sous la forme : 

,ଵݔ̂]                             [ଶݔ̂ = ݅ ��. 
                            [݇̂ଵ, ݇̂ଶ] = −݅ ௞� �. 
௜ݔ̂]                             , ݇̂௝] = Ͳ.                                                                                 (2, 27)                            

Le Hamiltonien (2.26) peut se réduire de la même façon : ainsi, après changement de 

variables, on a, pour une valeur quelconque de ܭ : 

                            � = ଵଶ ²ܭ̂⃗⃗⃗ − ଵ� ଵ݇̂ଶݔ̂) − (ଶ݇̂ଵݔ̂ + ଵଶ�² ²ݔ̂⃗ +                  (2, 28)                        .(ଶݔ̂⃗)ܸ

Pour  ݇ = Ͳ, les opérateurs ݇̂ଵ et ݇̂ଶ  sont nécessairement proportionnels à l’identité. Si 

l’on impose l’invariance rotationnelle de H, le seul choix possible est ݇̂ଵ = Ͳ =  ݇̂ଶ   

[15], de telle sorte que le Hamiltonien prend la forme : 

                            � = ଵଶ�² ²ݔ̂⃗ +  (2, 29)                                                                   .(ଶݔ̂⃗)ܸ
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On peut réécrire cette expression en fonction des variables canoniquement conjuguées   

̂∏  ଵ  Etݔ̂  ≡ ଵ� ̂ݔଶ : 

                                        
ଵଶ�² ²ݔ̂⃗ = ଵଶ ∏̂² + 

ଵଶ�²                           ଵ².                                                  (2, 30)ݔ̂

Qui correspond au Hamiltonien d’un oscillateur harmonique de fréquence 
ଵ� (on 

suppose� > Ͳ) Par conséquent, pour ݇ = Ͳ le système non-commutatif est exactement 

soluble et son spectre vaut :                      

                  �௡ = ଵ� ቀ� + ଵଶቁ + ܸሺ�ሺʹ� + ͳሻ       Avec   � = Ͳ,ͳ, …                        (2, 31) 

2-5- La quantification de Weyl – Le produit de Moyal 

    2-5-1-La quantification de Weyl : 

       La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrive la mécanique 

quantique à partir de l’espace de phase de la mécanique classique. C’est une 

prescription qui nous permet d’associer un opérateur quantique à une fonction 

classique qui dépend des variables de l’espace de phase (variables canoniques).  

   2-5-2-Le produit star : 

    Le formalisme du produit- star initié par Weyl et Wigner pour permettre 

une description de la mécanique quantique en termes d’espace des phases, s’articule 

non pas autour d’opérateurs non commettants, comme dans l’approche opératorielle, 

mais autour de la déformation du produit entre les variables de l’espace des phases, 

Nous allons voir comment ce formalisme peut être utilisé dans le cadre de MQNC. 

    Dans le cadre de la quantification canonique de la mécanique quantique Hermann 

Weyl a donné une prescription qui permet d’associer des opérateurs à des fonctions 
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classiques des variables canoniques. La transformé de Fourier de chaque fonction ݂ሺݔሻ 

ou ݃ሺݔሻ, est note  par ݂̃ሺܭሻ et ݃̃ሺܭሻ respectivement suivez l’expression suivant [16]:  

{ ݂ሺݔሻ = ሺʹߨሻ−�ଶ ∫ ሻܭ௜�೘௫೘݂̃ሺ−݁ܭ�݀ ⟺ ݂̃ሺܭሻ = ሺʹߨሻ−�ଶ ∫ ሻݔሻ݃ሺݔ௜�೘௫೘݂ሺ݁ݔ�݀ = ሺʹߨሻ−�ଶ ∫ ሻܭ௜�೘௫೘݃̃ሺ−݁ܭ�݀ ⟺ ݃̃ሺܭሻ = ሺʹߨሻ−�ଶ ∫ ௜�೘௫೘݁ݔ�݀ ݃ሺݔሻ 

                                                                                                                                (2, 32)                           

    La quantification de Weyl consiste à faire une correspondance biunivoque entre 

l’algèbre des fonctions f (x) définies sur ℛ� et l’algèbre des opérateurs. Nous 

associons à f et g les opérateurs de Weyl ܹሺ݂ሻ et ܹሺ݃ሻ: 
           {ܹሺ݂ሻ = ሺʹߨሻ−�మ ∫ ሻܹሺ݃ሻܭ௜�೘௫̂೘݂̃ሺ݁ܭ�݀ = ሺʹߨሻ−�మ ∫ ݀�݈݁௜�೘௫̂೘݃̃ሺ݈ሻ                                                           (2, 33)                   

En suite le produit ܹሺ݂ሻ ܹሺ݃ሻ est définie par : 

                 ܹሺ݂ሻ ܹሺ݃ሻ = ሺʹߨሻ� ∫ ݈�݀ܭ�݀ ݁௜�೘௫̂೘݁௜௟೘௫̂೘݂̃ሺܭሻ݃̃ሺ݈ሻ.                  (2, 34)                      

En utilisant la formule de Baker – Campbell – Hausdorff : 

                    ݁஺݁஻ = ݁஺+஻+భమℎ[஺,஻]+ భభమℎమ[[஺,஻],஻]− భభమℎయ[[஺,஻],஺]+⋯
                       (2, 35)                      

Valable pour les opérateurs A et B tel que : 

                     [A,[A, B]] = [B, [A, B]] = 0.                                                              (2, 36) 

En suite le produit  ܹሺ݂ሻ ܹሺ݃ሻ prend la forme : 

       ܹሺ݂ሻ ܹሺ݃ሻ = ሺʹߨሻ� ∫ ௜ሺ�೘+௟೘ሻ௫̂೘−ℎ݁  ݈�݀ܭ�݀ ೔మ�೘௟೙�೔೘೙    ݂̃ሺܭሻ݃̃ሺ݈ሻ          (2,37)               
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      Notre but est de trouver un produit (noté produit star *) pour des fonctions 

(ordinaires) définies sur un espace de Minkowski qui permet au symbole de Weyl 

d’être un homomorphisme pour la multiplication.  

      En d’autres termes on veut trouver un produit star tel que : Le produit de deux 

opérateurs de Weyl de deux fonctions soit égal à l’opérateur de Weyl associé au 

produit star de deux fonctions : 

                   ܹሺ݂ሻ ܹሺ݃ሻ = ܹሺ݂ ∗ ݃ሻ   Et égale à (2, 37).                                     (2, 38) 

Où ሺ݂ ∗ ݃ሻ est une nouvelle fonction (fonction de Moyel-Weyl) on peut écrire le 

second membre de l’équation ሺ݂ ∗ ݃ሻ ሺݔሻ : 

                   ሺ݂ ∗ ݃ሻሺݔሻ = ݁೔  మℎ �೘೙ೕ ��ೣ೘ ��೤೙ [݂ሺݔሻ݃ሺݕሻ ]௬→௫  .                                (2, 39)       

On peut développer le produit star comme suit : 

            ሺ݂ ∗ ݃ሻሺݔሻ = ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ + ௜  ଶ  �௠௡ ��௫೘  ݂ሺݔሻ ��௫೙ ݃ሺݔሻ + �ሺ�ଶሻ.               (2, 40) 

2-5-3-Les propriétés du produit star (produit de Moyal) : 

Dans ce qui va suivre, on va illustrer quelques autres propriétés fondamentales du 

produit star [17] : 

    1-Le produit star est non-commutatif : 

                             ݂ሺݔሻ ∗ ݃ሺݔሻ ≠ ݃ሺݔሻ ∗ ݂ሺݔሻ.                                                      (2, 41)       

          Par contre :  ݃ሺݔሻ ∗ ݂ሺݔሻ = ݂ሺݔሻ ∗ ݃ሺݔሻ⎹�→−�. 

   2-Lorsque � = 0 on trouve : 

                             ݂ሺݔሻ ∗ ݃ሺݔሻ = ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ.                                                          (2, 42)      
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        On retrouve donc le cas commutatif. 

 3-Le produit star est associatif : 

                 (݂ሺݔሻ ∗ ݃ሺݔሻ) ∗ ℎሺݔሻ = ݂ሺݔሻ ∗ (݃ሺݔሻ ∗ ℎሺݔሻ) = ݂ ∗ ݃ ∗ ℎ.                (2, 43) 

 4-La conjugaison complexe :    

                 (݂ሺݔሻ ∗ ݃ሺݔሻ)∗ = ݂ሺݔሻ∗ ∗ ݃ሺݔሻ∗.                                                          (2, 44) 

5-produit star sous le signe intégral : 

                ∫ሺ݂ ∗ ݃ሻሺݔሻ݀4ݔ = ∫ሺ݃ ∗ ݂ሻሺݔሻ݀4ݔ = ∫ ݂ሺݔሻ݃ሺݔሻ݀4(45 ,2)                       .ݔ               

      En raison de l’antisymétrique de  � , l’exposant disparaît ainsi : 

               ∫ሺ݂ ∗ ݃ሻሺݔሻ݀4ݔ = ∫          .ሻܭ−ሻ݃̃ሺܭሺ݂̃ܭ4݀
                                           = ∫ሺ݂. ݃ሻሺݔሻ݀4(46 ,2)                                                        .ݔ          

6-de la propriété (5) nous pouvons déduire la propriété cyclique : 

               ∫ሺ ଵ݂ ∗ ଶ݂ ∗ … … ௡݂ሻሺݔሻ݀4ݔ = ∫ሺ ௡݂ ∗ ଵ݂ ∗ … … ௡݂−ଵሻሺݔሻ݀4(47 ,2)                 .ݔ          

7-Règle de Leibniz : 

     Il est facile vérifier que la dérivée de produit star satisfait à la règle de Leibniz 

                           �߲ሺ݂ ∗ ݃ሻ = �߲݂ ∗ ݃ + ݂ ∗ �߲݃.                                                  (2, 48)                        
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3-1-Introduction : 

   Dans ce chapitre, on va essayer de résoudre l’équation de Schrödinger pour un 

potentiel de coulomb à D dimensions, et on va déduit les spectres d’énergies, on voir 

l’Effet Stark. 

3-2-la mécanique quantique non commutative : 

3-2-1-les espaces non commutatifs :   

     D’après les relations de commutation canoniques dans le chapitre précédant qui 

écries comme suivantes :  

                               [ �̂௜ , �̂௝ ] = ݅�௜௝�. 

 .0 = [ ௝̂݌ , ௜̂݌ ]                               

                               [ �̂௜ , ̂݌௝ ] = iℏ�௜௝ .                                                                (3, 1)     

3-2-2-L’ĠƋuatioŶ de SchƌödiŶgeƌ suƌ uŶ espace –temps NC 

      Il suffit de remplacer les produits de fonction d’onde (ou les champs) par le produit 

star où le produit de Moyal, Dans l’espace temps non commutatif à D dimensions, 

l’équation de Schrödinger est donnée par : 

                                ݅ℏ ���௧ ሺ�⃗, ሻݐ = [ ௣⃗మଶ௠ + ܸሺ�⃗ሻ] ∗ �ሺ�⃗,  ሻ.                                       (3, 2)ݐ

Le produit star entre l’operateur du potentiel et la fonction d’onde est défini comme : 

                                ܸሺ�⃗ሻ�ሺ�⃗, ሻݐ ⟶ ܸ̂(�⃗̂)  ∗ �(�⃗̂,  (3 ,3)                                               (ݐ

Mezincescu [18] A démontré la relation suivante : 

                               ܸ̂(�⃗̂)  ∗ �(�⃗̂, (ݐ = ܸ̂ሺ�⃗̂ − ௣̃⃗ଶሻ�(�⃗̂,  (4 ,3)                                           (ݐ

Avec:              ̃݌௜ = �௜௝݌௝. 
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Remarque que si on effectue la transformation [18] : 

                             �⃗̂ ⟶ �⃗̂′ = �⃗̂ − ௣̃⃗ଶ                                                                               

                            �௜ ⟶ �௜′ = �௜ − ௣̃೔ଶ  

௜݌                             ⟶ ′௜݌ =  ௜                                                                               (3, 5)݌

Calculons le commutateur : 

                         [�௜  , �௝] = [�௜′ + ௣̃೔ଶ  , �௝′ + ௣̃ೕଶ ]   
                                      = [�௜′, �௝′] + ଵଶ �௝௞[�௜′, [௞′݌ − ଵଶ �௜௞[݌′௞, �௝′] + ଵସ �௜௞�௝௟[݌′௞,  [௟′݌
                                      = Ͳ.                                                                                     (3, 6) 

Qu’est la loi de commutation entre les coordonnées d’un espace temps commutatif. 

-Théorème : 

      Sur un espace temps non commutatif, on peut utiliser l’équation de Schrödinger 

avec des fonctions d’onde et une multiplication ordinaire entre potentiel à condition de 

décaler l’argument du potentiel d’un déplacement égal à  
௣̃ଶ [25]. 

Avec :         ̃݌௜ = �௜௝݌௝ . 
Où  �௜௝   est le paramètre de la commutativité.   

3-3-Atoŵe d’hydƌogğŶe suƌ uŶ espace teŵps ŶoŶ coŵŵutatif : 

Comme exemple de la mécanique non relativiste non commutative on va traiter le 

problème de l’atome d’hydrogène et de voir les effets de la non commutativité sur les 

niveaux d’énergie de cette atome. 

  On a les relations de commutation suivantes [19]: 
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                               [ �̂௜ , �̂௝ ] = ݅�௜௝ .            
 .0 = [ ௝̂݌ , ௜̂݌ ]                               

                               [ �̂௜ , ̂݌௝ ] = iℏ�௜௝ .                                                                (3, 7) 

L’équation de Schrödinger pour les états stationnaires est donnée par : 

                                   �� = ��. 
                           ⇒ [ ௣̂మଶ௠ + ܸሺ�̂ሻ ] �ሺ�̂ሻ = ��ሺ�̂ሻ.                                                   (3, 8)    

Avec ܸሺ�̂ሻ [20] le potentiel de Coulomb donnée par : 

                                ܸሺ�̂ሻ = − ௓�²√�̂�̂ .                                                               (3, 9)        

Avec ̂݌  ET �̂  satisfaisant l’équations (3, 7) 

 Utilisons maintenant le nouveau système des coordonnées :�௜ et ݌௜ 
      Avec:             �௜ = �̂௜ + ଵଶℏ �௜௝ ̂݌௝           , ݌௜     ௜.                                       (3, 10)̂݌ =

     Alors on peut montrer que les nouvelles variables vérifient les relations de 

commutation canoniques : 

                                          [ �௜ , �௝ ] = 0 

 0 = [ ௝݌ , ௜݌ ]                                          

                                                 [ �௜ , ݌௝ ] = iℏ �௜௝ .                                                          (3, 11)                          

En effet 

                     1.        [ �௜ , �௝] = [ �̂௜ + ଵଶℏ �௜௞ ̂݌௞ ,  �̂௝ + ଵଶℏ �௝௟ ̂݌௟] 
     = ݅ �݆݅ – ݅ʹ �݆݅ + ݅ʹ �݆݅        = Ͳ.    
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                   ʹ.         [ �௜ , ݌௝ ] = [�̂௜ + ଵଶℏ �௜௞ ̂݌௞ ,  [௝̂݌
                                                = iℏ �௜௝ . 
௜݌ ]          .͵                   , ௝݌  ] = ௜̂݌]   , =  [௝̂݌ Ͳ. 
Dans le nouveau système de coordonnée  

௣̂²ଶ௠ l’énergie cinétique reste invariant par 

contre le potentiel coulombien devient : 

                                           

                                    ܸሺݎሻ = − ௓�²√�̂�̂ 

    Ou �̂௜ est fonction de  �௜    et    ݌௝ : 

                                      ܸሺݎሻ = − ௓�²√ቀ�೔− భమℏ�೔ೕ �ೕቁቀ�೔− భమℏ�೔ೖ �ೖቁ 
                                            = − ௓�²√௥²− �೔ℏ  �೔ೕ �ೕ− �ሺ�మሻ 
                                            = − ௓�²௥√ଵ− �೔ℏ�² �೔ೕ �ೕ− �ሺ�మሻ  
On utilise le développement de Taylor : 

                                      
ଵሺଵ−�ሻ = ͳ + �ଶ + �ሺ�ଶሻ 

On obtient : 

                                  ܸሺݎሻ = − ௓�మ௥ (ͳ + ଵଶℏ௥మ  �௜�௜௝ �௝ + �ሺ�ଶሻ) 

Avec [25]: 

                           �௜௝ = ଵଶ �௜௝௞�௞ 

                                    ܸሺݎሻ = − ௓�మ௥ − ௓�మସℏ௥య  �௜�௜௝௞�௞�௝ + �ሺ�ଶሻ                                               

Pour obtenir ܸሺݎሻ en fonction de ⃗⃗ܮ on pose: 

                                    ܸሺݎሻ = − ௓�మ௥ − ௓�మସℏ௥య  ሺݎ × ሻ௞�௞݌ + �ሺ�ଶሻ                                         
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                                                    = − ௓�మ௥ − ௓�మସℏ௥య  ሺܮ ∙ �ሻ + �ሺ�ଶሻ      

On encore : 

                           ܸሺݎሻ = − ݎʹܼ݁ − ܼ݁ʹͶℏݎ͵  ሺ⃗⃗ܮ ∙ �⃗⃗ሻ + �ሺ�ʹሻ.                                                 (3, 12) 

     

     D’après cette équation on remarque que le non commutativité de l’espace temps est 

introduit sous forme d’une perturbation. Pour cette raison on va appliquer la théorie de 

perturbation indépendante du temps pour trouver les corrections sur les niveaux 

d’énergies. Le paramètre de perturbation dans notre cas est le � ≪ ͳ. 
 

3-3-1-Spectƌe classiƋue pouƌ l’atoŵe d’hydƌogğŶe daŶs la thĠoƌie 

NC :        

   3-3-1-1Théorie des perturbations: 

On peut appliquer le théorème de perturbation pour obtenir les valeurs propres de 

l’opérateur hermétique �ሺ�ሻ. 
                                       

                                        � = ௣మଶ௠ + ܸሺݎሻ                                                               (3, 13) 

                                            = ௣మଶ௠ − ௓�మ௥ − ௓�²ସℏ ሺ�×�ሻ௥య  .                                        (3, 14) 

Traitons la commutativité comme perturbation pour trouver les corrections sur les 

niveaux d’énergie de l’atome d’hydrogène C’est –à –dire : 

                                         � = �଴ + ܹ                                                                  (3, 15) 

Avec : 

                                        �଴ = ݉ʹʹ݌ − ݎʹܼ݁ .                                                          (3, 16)  
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                                     ܹ = − ܼ݁²Ͷℏ ሺܮ∙�ሻݎ͵  .                                                        (3, 17) 

-Rappel :   

                                  � = �଴ + ܹ → �ሺ�ሻ = �଴ + �ܹ                                           (3, 18) 

Avec : 

                          � ≪ ͳ       

L’équation des valeurs propres de  �ሺ�ሻ [21] est définie comme : 

                                  

                                   �ሺ�ሻ| �ሺλሻۄ = �ሺ�ሻ| �ሺλሻ(19 ,3)                                                            ۄ 

Nous admettrons que peuvent être développes en puissance de λ sous la forme : 

                                  �ሺ�ሻ = �଴ + ��ଵ + ⋯ + �௤�௤+… 

                                  |�ሺ�ሻۄ = |Ͳۄ + �|ͳۄ + ⋯ + �௤|ۄݍ + ⋯                                           (3, 20) 

Donc : 

                       (�଴ + �ܹ̂ሻ[∑ �௤|ۄݍ∞௤=଴ ] = [∑ �௣�௣∞௣=଴ ][∑ �௤|ۄݍ∞௤=଴ ] 
                              (�଴ + �ܹ̂ሻሺ |Ͳۄ + �|ͳۄ + ⋯ + �௤|ۄݍ + ⋯ ሻ 

                            = ሺ�଴ + ��ଵ + ⋯ + �௤�௤+…)ሺ |Ͳۄ + �|ͳۄ + ⋯ + �௤|ۄݍ + ⋯ ሻ.            (3, 21) 

 

-Pour les termes d’ordre 0 : 

                                 �଴|Ͳۄ = �଴|Ͳ(22 ,3)                                                                                   ۄ    

-Pour les termes d’ordre 1 : 

                                ሺ�଴ − �଴ሻ|ͳۄ + (ܹ̂ − �ଵ)|Ͳۄ = Ͳ                                                     (3, 23) 

-Pour les termes d’ordre 2 : 

                                ሺ�଴ − �଴ሻ|ʹۄ + (ܹ̂ − �ଵ)|ͳۄ − �ଶ|Ͳۄ = Ͳ.                                      (3, 24) 
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-Pour les termes généraux d’ordre q : 

                 ሺ�଴ − �଴ሻ|ۄݍ + (ܹ̂ − �ଵ)|ݍ − ͳۄ − �ଶ|ݍ − ۄʹ + ⋯ − �௤|Ͳۄ = Ͳ.                (3, 25) 

Nous savons que l’équation aux valeurs propres (3.19) ne définit |�ሺ�ሻۄ  qu’à un 

facteur prés. Nous pouvons donc choisir la norme de |�ሺ�ሻۄ   et sa phase : nous 

imposerons à |�ሺ�ሻۄ   d’être norme et choisirons sa phase de façon que le produit 

scalaire ۃͲ||�ሺ�ሻۄ   soit réel. 

A l’ordre 0, ceci implique que le vecteur noté |Ͳۄ  soit normé : 

ۄͲ||Ͳۃ                              = ͳ.                                                                                            (3, 26) 

Et le carré de la norme de |�ሺ�ሻۄ   s’écrit : 

ۄሺ�ሻ|�ሺ�ሻ�ۃ                             = ۄͳ||Ͳۃ�+|Ͳۃ] + �|ͳۄ] + �ሺ�ଶሻ 

                                                  = ۄͲ|Ͳۃ + ۄͳ|Ͳۃ]� +  ሺ�ଶሻ.                                (3, 27)� +[ۄͲ|ͳۃ

 

Compte tenu de (3.26), cette expression est égale à 1 au premier ordre inclus si le 

terme en λ est nul ; mais le choix de phase indique que le produit scalaire <0|1> est 

réel (puisque λ est réel) ; on obtient donc : 

                                

ۄͲ|ͳۃ                                               = ۄͳ|Ͳۃ = Ͳ                                                            (3, 28) 

En projetant l’équation (3.23) sur le vecteur |�௡ۄ on obtient : 

௡|ሺ�଴�ۃ                                    − �଴ሻ|ͳۄ + ܹ̂)|௡�ۃ − �ଵ)|Ͳ(29 ,3)                                           ۄ  

On prendre :   

|Ͳۃ                                     =  ௡|                                                                                      (3, 30)�ۃ

Donc le premier terme est nul et les corrections du premier ordre de l’énergie s’écrit : 

                                 �ଵ = ۄ௡|ܹ̂|Ͳ�ۃ =  (31 ,3)                                                         ۄ௡|ܹ̂|�௡�ۃ

Donc : 

                                 �௡ሺ�ሻ = �௡଴ + ۄ௡|ܹ|�௡�ۃ + �ሺ�ଶሻ.                                                (3, 32) 
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Pour l’atome d’hydrogène les vecteurs propres est définie par : |݈݆݆݊௓ۄ  
                             

                                  �௡ = �௡଴ + ′௓݆݆′݈݊ۃ |ܹ|݈݆݆݊௓ۄ       
                                     �௡  = �௡଴ − ′௓݆݆′݈݊ۃ | ௓�²ସℏ ሺ�∙�ሻ௥య |݈݆݆݊௓(33 ,3)                                              ۄ 

   Finalement se trouve : 

                            ∆����−௔௧௠ = �௡ − �௡଴ = − ′௓݆݆′݈݊ۃ | ௓�²ସℏ ሺ�∙�ሻ௥య |݈݆݆݊௓(34 ,3)                              ۄ 

Nous notons que l’expression ci-dessus est très semblable à celle couplage spin orbite, 

 Ou le  
���²  remplace maintenant le spin, avec le �� étant la longueur d’onde de  

Compton de l’électron. 

3-3-1-2-La relation entre les bases : |݈݆݆݊௓ۄ et |݈݈݊ݏ௓ݏ௓ۄ 
   Nous trouvons la relation entre les bases précédentes par l’utilisation de coefficient 

de Clebsch-Gordan [21] qui données par : 

                       |݆, ۄܯ = ∑ ∑ |݆ଵ, ݆ଶ; ݉ଵ, ݉ଶۄ௝ଶ௠ଶ=−௝ଶ      ௝௟௠௟=−௝௟ ,ଵ݆ۃ ݆ଶ; ݉ଵ, ݉ଶ|݆,  (35 ,3)           ۄܯ

Mais dans ce cas : 

                       |݈, ݆, ݆௓ۄ = ∑   |݈, ,ݏ ݈௓, ௟௟�=−೗ۄ௓ݏ ,݈ۃ ,ݏ ݈௓, ,݈|ۄ௓ݏ ݆, ݆௓(36 ,3)                                       ۄ 

Avec :   

                       ݆௓ = ݈௓ +   ௓ݏ

                       |݈ − |ݏ ≤ ݆ ≤ |݈ +       |ݏ
-Le sous-espace : �ሺ� = � + ૚૛ሻ    

               ݆ = ݈ + ଵଶ          ,        ݆௓ = ݆ = ݈ + ଵଶ 

    Avec :             |݈ + ଵଶ , ݈ + ଵଶۄ = |݈, ଵଶ ; ݈, ଵଶ(37 ,3)                                                                       ۄ 
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Par action de �− on obtient : |݈ + ଵଶ , ݈ − ଵଶۄ 
   �−|݈ + ଵଶ , ݈ + ଵଶۄ = ℏ√ቀ݈ + ଵଶቁ ቀ݈ + ଵଶ + ͳቁ − ቀ݈ + ଵଶቁ ቀ݈ + ଵଶ − ͳቁ |݈ + ଵଶ , ݈ + ଵଶ − ͳۄ 
                            = ℏ√ʹ݈ + ͳ|݈ + ଵଶ , ݈ − ଵଶ(38 ,3)                                                                        ۄ       

Donc : 

                      |݈ + ଵଶ , ݈ − ଵଶۄ   =(
ଵℏ√ଶ௟+ଵሻ�−|݈ + ଵଶ , ݈ + ଵଶۄ 

                                              = ሺ ଵℏ√ଶ௟+ଵሻሺܮ− + �−ሻ|݈, ଵଶ ; ݈, ଵଶۄ 
                                              = √ ଶ௟ଶ௟+ଵ |݈, ଵଶ ; ݈ − ͳ, ଵଶۄ + ଵ√ଶ௟+ଵ |݈, ଵଶ ; ݈, − ଵଶ(39 ,3)                         ۄ 

Appliquons une nouvelle fois  �−  , on obtient : |݈ + ଵଶ , ݈ − ଷଶۄ    
 

              |݈ + ଵଶ , ݈ − ଷଶۄ = ଵ√ଶ௟+ଵ [  √ʹ݈ − ͳ|݈, ଵଶ ; ݈ − ʹ, ଵଶۄ + √ʹ|݈, ଵଶ ; ݈ − ͳ, − ଵଶ(40 ,3)                     [  ۄ                                 

 

De façon plus générale, le vecteur |݈ + ଵଶ , �௓ۄ sera une combinaison linéaire des deux 

seuls vecteurs de base associés à �௓  ∶ |݈, ଵଶ ; �௓ + ଵଶ , ଵଶۄ  et  |݈, ଵଶ ; �௓ + ଵଶ , − ଵଶۄ    (bien entendu, �௓ 

est demi- entier). En comparant les formules (3. 37), (3. 39) et (3.40), on peut penser 

que cette combinaison linéaire doit être la suivante : 

                                

                         |݈ + ଵଶ , ݆௓ۄ = ଵ√ଶ௟+ଵ  [ √݈ + ݆௓ + ଵଶ |݈, ଵଶ ; ݆௓ − ଵଶ , ଵଶۄ 
                                                                      +√݈ − ݆௓ + ଵଶ |݈, ଵଶ ; ݆௓ + ଵଶ , − ଵଶ(41 ,3)                                 [ ۄ 

Avec : 

                        ݆௓ = ݈ + ଵଶ  , ݈ − ଵଶ  , ݈ − ଷଶ  , … … , − ቀ݈ + ଵଶቁ.    
 

Un raisonnement par récurrence permet effectivement de le montrer. En effet, 

l’application de �− aux deux membres de (3.41) donne : 

 



Chapitre III 

 

~ 36 ~ 
 

   |݈ + ଵଶ , ݆௓ − ͳۄ = ଵ ℏ  √ቀ௟+௝�+భమቁቀ௟−௝�+యమቁ �− |݈ + ଵଶ , ݆௓ۄ 
                          = ͳ√ʹ݈+ͳ [ √݈ + ݆ܼ − ͳʹ |݈, ଵଶ ; ݆௓ − ଷଶ , ଵଶۄ + √݈ − ݆ܼ + ͵ʹ |݈, ଵଶ ; ݆௓ − ଵଶ , − ଵଶ(42 ,3)      [ۄ 

 

On obtient bien la même expression qu’en (3.41), ݆௓ étant changé en݆௓ − ͳ. Donc : 

݈|௓ܮ                   + ͳʹ , ۄܼ݆ = ௓ܮ ͳ√ʹ݈+ͳ  [√݈ + ݆ܼ + ͳʹ |݈, ͳʹ ; ݆ܼ − ͳʹ , ͳʹۄ 

                                                  +√݈ − ݆ܼ + ͳʹ |݈, ͳʹ ; ݆ܼ + ͳʹ , − ͳʹۄ ]. 
                                         = ͳ√ʹ݈+ͳ  [ √݈ + ݆ܼ + ͳʹ ቀ݆ܼ − ͳʹቁ ℏ |݈, ଵଶ ; ݆௓ − ଵଶ , ଵଶۄ 
                                                   +ቀ݆௓ + ଵଶቁ  ℏ |݈, ͳʹ ; ݆ܼ + ͳʹ , − ͳʹ(43 ,3)                                [ ۄ 

Donc : 

,݈ۃ                       ݈ + ͳʹ , ݆ܼ| ,′݈|ܼܮ ݈′ + ͳʹ , ۄܼ′݆ = ݆ܼℏ ቀ ʹ݈ʹ݈+ͳቁ �݈݈′�݆ܼ݆′ܼ  

                                                                             = ݆௓ℏ ቀͳ − ଵଶ௟+ଵቁ �௟௟′�௝�௝′�                         (3, 44) 

Avec : 

                        ݆ = ݈ + ͳ/ʹ     

-Le sous-espace : �ሺ� = � − ૚૛ሻ    

Cherchons maintenant l’expression des ʹ݈ vecteurs associés à  ݆ = ݈ − ͳ/ʹ , celui d’entre 

eux qui correspond à la valeur maximale de ݈ − ͳ/ʹ de ݆௓ est une combinaison linéaire 

normée de |݈, ͳʹ ; ݈ − ͳ, ͳʹۄ et |݈, ͳʹ ; ݈, − ͳʹۄ   , et il doit être orthogonal à |݈ + ͳʹ , ݈ − ͳʹۄ, en 

choisissant le coefficient de |݈, ͳʹ ; ݈, − ͳʹۄ réel et positif. 

 

                    |݈ − ͳʹ , ݈ − ͳʹۄ = |ߙ ݈, ͳʹ ; ݈, − ͳʹۄ + ,݈|ߚ ͳʹ ; ݈ − ͳ, ͳʹ(45 ,3)                                           ۄ 

²|ߙ|                                      + ²|ߚ| = ͳ 
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√ߚ                           ଶ௟ଶ௟+ଵ + �√ଶ௟+ଵ = Ͳ 

|ߚ|                               = √ͳ −  ²|ߙ|

Puisque ߙ ∈ ℝ∗ 

                              ⇒ √ʹ݈ሺͳ − ଶሻߙ + ߙ = Ͳ 

                              ⇒ ߙ = √ ଶ௟ଶ௟+ଵ 

ߚ                                   = −ͳ√ʹ݈+ͳ        

Donc on remplace ߙ et ߚ : 

                      |݈ − ͳ, ݈ − ͳʹۄ = ଵ√ଶ௟+ଵ [√ʹ݈|݈, ͳʹ ; ݈, − ͳʹۄ − |݈, ͳʹ ; ݈ − ͳ, ͳʹ(46 ,3)                           [ۄ 

 

L’opérateur �− permet d’en déduire successivement tous les autres vecteurs de la 

famille caractérisée par  ݆ = ݈ − ͳ. Comme il existe seulement deux vecteurs de base 

ayant une valeur donnée de ݆௓  et que  |݈ − ͳʹ , ݈| est orthogonal à ۄܼ݆ + ͳʹ ,  On .  ۄܼ݆

s’attend d’ après (3.41), à trouver :     

    

  |݈ − ͳʹ , ۄܼ݆ = ଵ√ଶ௟+ଵ [√݈ + ݆ܼ + ͳ/ʹ|݈, ͳʹ ; ݆ܼ + ͳʹ , − ͳʹۄ − √݈ − ݆ܼ + ͳ/ʹ|݈, ͳʹ ; ݆ܼ − ͳʹ , + ͳʹۄ]    
                                                                                                                                (3, 47) 

Avec : 

                          ݆௓ = ݈ − ଵଶ , ݈ − ଷଶ , … , −ሺ݈ − ଵଶሻ ܮ௓|݈ − ͳ/ʹ, ݆௓ۄ = ͳ√ʹ݈ + ͳ [ℏሺ݆௓ + ͳ/ʹሻ√݈ + ݆௓ + ͳ/ʹ|݈, ͳ/ʹ; ݆௓ + ͳ/ʹ, −ͳ/ʹۄ 
                                                             −ℏሺ݆௓ − ͳ/ʹሻ√݈ − ݆௓ + ͳ/ʹ|݈, ͳ/ʹ; ݆௓ − ͳ/ʹ,ͳ/ʹ(48 ,3)       [ۄ    

Donc : 

,݈ۃ                  ݈ − ͳ/ʹ,݆ܼ|ܼܮ|݈′, ݈′ − ͳ/ʹ, ۄܼ′݆ = ቀʹ݈+ʹʹ݈+ͳቁ ݆ܼℏ�݈݈′�݆ܼ݆′ܼ        

                                                                 = ݆ܼℏ ቀͳ + ͳʹ݈+ͳቁ �݈݈′�݆ܼ݆′ܼ                                (3, 49)                       
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Avec : 

                   ݆ = ݈ − ͳ/ʹ 

A partir à (3.43) et (3.49) se trouve : 

 

,݈ۃ                                   ,′݈|ܼܮ|ܼ݆,݆ ݆, ۄܼ′݆ = ݆ܼℏ ቀͳ~ ͳʹ݈+ͳቁ �݈݈′�݆݆′ܼ                                                   (3, 50) 

 

Avec : 

                                   ݆ = ݈ ± ͳ/ʹ  

Et [23] :    

 

ۄଷ−ݎۃ }                       = ௓௔బయ௡య ଵ௟ሺ௟+ଵሻሺ௟+భమሻܽ଴ = ℎమ௠��² = ���                                                                    (3, 51)          

                              

                                                                                                  

Où ܽ଴[23] est le rayon de Bohr, et �ܷ est la longueur d’onde de Compton de l’électron, 

et a la constante de la structure fine donné par :    

ߙ                                      = �²ℏ�    ,      �ܷ = ℏ௠��       

D’où : 

ۄଷ−ݎۃ                             = ሺ௓�ሻయ��య ଵ௡య ଵ௟ሺ௟+ଵሻሺ௟+భమሻ                                                            (3, 52) 

Finalement le décalage d’énergie donné par (3.34) devient : 

                        ∆��� = − ௠��మସ  ሺܼߙሻସ ���మ ݆௓ ቀͳ~ ͳʹ݈+ͳቁ ௡݂,௟�௟௟′�௝�௝′�                        (3, 53)   

Avec : 

                          ௡݂,௟ = ଵ௡య௟ሺ௟+ଵሻሺ௟+భమሻ  
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3-4- Effet Stark 

  3-4-1-Définition : 

       Si l’on plonge un atome dans un champ électrique extérieur, ses niveaux d’énergie 

varient : c’est l’effet Stark  (du nom de son découvreur Johannes Stark).  

3-4-2-Introduction : 

     Lorsqu’on plonge un atome d’hydrogène dans un champ électrique extérieur  �⃗⃗ , 

celui-ci engendre une levée partielle de la dégénérescence des niveaux d’énergie. On 

observe l’apparition de nouvelles raies dans le spectre de l’hydrogène par rapport aux 

raies existantes sans champ électrique extérieur. Chacune des raies du spectre de 

l’hydrogène est décomposée par le champ en un certain nombre de composantes 

disposées symétriquement de part et d’autre de sa position initiale [23]. 

         Dans atome plongé dans un champ électrique uniforme extérieur nous avons 

affaire à un système d’électrons placés dans un champ à symétrie axiale (le champ du 

noyau avec le champ extérieur). Les états avec des valeurs distinctes de ܯ� 

posséderont des énergies distinctes, c’est-à-dire que le champ électrique lève la 

dégénérescence dans la direction du moment, mais incomplètement toutefois : les états 

qui ne se distinguent que par le signe de ܯ� restent, comme avant, dégénérés entre eux. 

[24]. En effet, l’atome dans le champ électrique extérieur uniforme est symétrique par 

rapport à la réflexion par n’importe quel plan passant par l’axe de symétrie (l’axe des 

z). 

3-4-3-Effet Staƌk pouƌ l’hydƌogğŶe : 

     Les niveaux de l’atome de l’hydrogène subissent dans un champ électrique 

uniforme, contrairement aux niveaux des autres atomes, une désintégration en raison 

de la première puissance du champ (effet Stark linéaire). Ceci est du à la présence 

d’une dégénérescence accidentelle des termes de l’hydrogène, en vertu de laquelle des 

états avec différentes valeurs de l (pour un nombre quantique principal n donné) 

possèdent des énergies identiques. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Johannes_Stark
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3-4-4-Effet Stark non commutatif : 

Si on plonge un atome dans un champ électrique il apparaît une énergie potentiel 

donnée par : 

                            �ܸ௧௔௥௞ = ݁. �⃗⃗.  ݎ⃗

                                       = ݁. �௜  . �௜.                                                                        (3, 54) 

L’énergie potentiel non commutative donnée par : 

                             ௦ܸ௧௔௥௞�� = ݁. �⃗⃗.  ݎ̂⃗

                                             = ݁. �௜ . �̂௜                                                                               (3, 55)      

Avec : 

                                  �̂௜ = ቀ�௜ − ଵଶℏ �௜௝  ௝ቁ                                                                       (3, 56)݌ 

L’énergie potentielle non commutative devient :    

 

                              ௦ܸ௧௔௥௞�� = ݁. �݅ . �݅ − ݁ �݅ʹℏ  ݆݌ ݆݅�
                                          = ݁. �௜ . ݎ⃗ − ݁ �೔ଶℏ ଵଶ �௜௝௞�௞ ݌௝                                           (3, 57)             

Puisque : 

                                    �௜௝ = ଵଶ �௜௝௞�௞ 

Alors : 

                               ௦ܸ௧௔௥௞��  = ௦ܸ௧௔௥௞� + Ͷ݁ℏ �݅ ሺ�⃗ ∧ �⃗⃗ሻ݅                                                (3, 58)     

Donc : 

                               ௦ܸ௧௔௥௞�� = ௦ܸ௧௔௥௞� + Ͷ݁ℏ (�⃗ ∧ �⃗⃗). �⃗⃗                                                       (3, 59)    

On appliquer la théorie de la perturbation se trouve les corrections du premier ordre 

d’énergie : 

                          ∆�௦௧௔௥௞�� = |௓′݆݆′݈݊ۃ Ͷ݁ℏ (�⃗ ∧ �⃗⃗). �⃗⃗|݈݆݆݊௓(60 ,3)                                            ۄ 
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L’Hamiltonien �଴ donné par : 

                           �଴ = ଵଶ௠ ଶ݌ + ܸሺ�ሻ.                                                                     (3, 61) 

Maintenant calculons le commutateur : 

                               [�௜ , �଴] = [�௜ , ଵଶ௠ ଶ݌ + ܸሺ�ሻ]   

                                            = ଵଶ௠ {[�௜ , ௝݌[௝݌ + ௝[�௜݌ ,  ௝] }                                     (3, 62)݌

Puisque : 

,ܣ]                               [ଶܤ = ,ܣ]ܤ [ܤ + ,ܣ]  ܤ[ܤ

Donc : 

                            [�௜ , �଴] = ଵଶ௠ {݅ℏ�௜௝݌௝ + ݅ℏ�௜௝݌௝} = ௜ℏ௠     ௜                                   (3, 63)݌

À partir de cette relation, on trouve : 

௜݌                                           = ௠௜ℏ [�௜ , �଴]    
Les corrections du premier ordre d’énergie deviennent : 

                              ∆�௦௧௔௥௞�� = |௓′݆݆′݈݊ۃ Ͷ݁ℏ (�⃗ ∧ �⃗⃗). �⃗⃗|݈݆݆݊௓ۄ                                         
                                           = �ସℏ ௝݌ ௞௝௜�௞�|ܼ′݆݆′݈݊ۃ . �௜|݈݆݆ܼ݊ۄ      
                             ∆�௦௧௔௥௞�� = ݁݉݅Ͷℏ² ,݅�]|௓′݆݆′݈݊ۃ݅�݇�݆݅݇� �Ͳ]|݈݆݆݊௓(64 ,3)                           ۄ          

                 

                         

                             



                                                  Conclusion 
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Conclusion : 

      Dans notre travail sur la résolution de l’équation de Schrödinger pour l’atome 

d’hydrogène dans le formalisme de la géométrie de l’espace non commutative, Cette 

non commutativité a été considéré comme une perturbation indépendante du temps 

dans l’expression du potentiel coulombien, cette perturbation est émerge par un simple 

déplacement de vecteur position X qui écrit par la relation : �௜ = �̂௜ + ଵଶℏ �௜௝ �̂௝ qui 

dépend de paramètre de la non commutativité �. 

. On a montré que la correction dépend au nombre quantique orbital.  
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Résumé 

Nous avons agressé dans cette étude physique du mémoire de master en physique des 

particules à haute énergie d’étudier la solution de l’équation de Schrödinger pour 
l’atome d’hydrogène dans le formalisme de la géométrie de l’espace non commutative, 
Cette non commutativité a été considéré comme une perturbation indépendante du 

temps dans l’expression du potentiel coulombien. On a montré que la correction dépend 

au nombre quantique orbital  

Mot clés : Géométrie non- commutative, produit star, l’atome d’hydrogène, le produit 

de Moyal, Effet Stark. 

 

Abstract 

In this work of search we have accomplished this physique study of master theory in 

physics of particles high energy to study solution of the Schrödinger equation for 

hydrogen atom the frame work of non commutative geometry, this noncommutativity 

Consider like perturbation independent of time in the expressions of colombien potetial. 

We prouve that the correction depend of quantum orbital nember.       

  Keywords : non commutative geometry, hydrogen atom, Moyal product, star product,  

Stark effect.  

 الملخص

تطرقنΎ في هذه الدراسΔ الفيزيΎئيΔ لمذكرة المΎستر الجسميΕΎ ذاΕ الطΎقΔ العΎليΔ إلى دراسΔ حلϭل معΎدلΔ شرϭدنغر 

ϭن مكΎرتيΏΎ في عبΎرة الك نΎهΎمن أجل ذرة الϬيدرϭجين في إطΎر هندسΔ الϘضΎء الاتبΎدليΔ هذه الاتبΎديليΔ اعتبر

 الكϭلϭمبي.

Δالمفتاحي Εجين، جداء الكلماϭيدرϬذرة ال :   .ϙرΎء ااتبديلي، الجداء النجمي، تأثير ستΎضϘال Δل، هندسΎيϭم 
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